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■♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣r♦❥❡❝ts✱ s♦♠❡ ♥♦♥✲

tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s t✐♠❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❦❡② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❣♦♦❞s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡❛s②✳ ❚❤✐s

♣❛♣❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛②❡s✐❛♥

♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦

♦❜t❛✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❣♦♦❞s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡❛s② t♦ ❛♣♣❧② ❛♥❞ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡

❛♥❞ ♠♦♥❡②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s ✐s

❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
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❱❛❧✉❡ ♦❢ ❚r❛✈❡❧ ❚✐♠❡ ❙❛✈✐♥❣s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ❚r❛✈❡❧ ❚✐♠❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ tr❛♥s♣♦rt✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

✇❛✐t✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ tr❛✈❡❧✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦sts t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧

✭✉♥♣❛✐❞✮ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ tr❛✈❡❧✱ ❛♥❞ ❝♦sts t♦ ❜✉s✐♥❡ss❡s ♦❢ ♣❛✐❞ ❡♠♣❧♦②❡❡ t✐♠❡ s♣❡♥t

✐♥ tr❛✈❡❧✳ ❚r❛✈❡❧ t✐♠❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❝♦sts✱ ❛♥❞ t✐♠❡

s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ♦❢t❡♥ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❜❡♥❡✜t ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❥❡❝ts s✉❝❤ ❛s ♥❡✇ ❛♥❞ ❡①✲
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❙❛✈✐♥❣s ✲❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❱❚❚❙✲ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳ ❆s

♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝ts tr❛✈❡❧ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s r❡♣r❡✲

s❡♥t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❱❚❚❙ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛ ❦❡② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉s❡r ❜❡♥❡✜ts t❤❛t ❛r❡

❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧✐❢❡ ✲❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❱❙▲✲ ✐s t❤❡

❜❡st ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳ P✉❜❧✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ❛❜♦✉t s❛❢❡t② ✐♥ ❛ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ s♦❝✐❡t②

r❡q✉✐r❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ t♦ tr❛❞❡ ♦✛ ✇❡❛❧t❤ ❢♦r ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❛t❤✳ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛❞❡✲♦✛s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡s✱ ♣✉❜❧✐❝ s❛❢❡t② ✐♥ tr❛✈❡❧✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♠❛♥②

♦t❤❡r ❛r❡❛s✳ ■t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❝❛❧❧ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧

❧✐❢❡ ✭❱❙▲✮✳ ❱❙▲ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣r♦❥❡❝ts t❤❛t✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦

♦❢ ❢❛t❛❧ ❛❝❝✐❞❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❙▲ ❛❝❝r♦ss t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s

❤✉❣❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❱✐s❝✉s✐ ❛♥❞ ❆❧❞② ✭✷✵✵✸✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ s✉r✈❡②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❱❚❚❙ ✭♦r t❤❡ ❱❙▲✮ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡ ❜❡st

♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ s♣❡❝✐✜❝ st✉❞② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ ✧♣r♦❥❡❝t✧✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ❛❧✇❛②s ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞

♠♦♥❡②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❱❚❚❙ ♦❢ t❤❡

♣r♦❥❡❝t ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛t ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✭s❡❡

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❯◆■❚❊ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✮ ♦r ❜② s✐♠♣❧② ✐♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥

♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❱❚❚❙ ✭♦r ❱❙▲✮ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ ❱❚❚❙ ✭♦r ❱❙▲✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞♦✉❜t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤✐s ✐♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s

✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ❛♥② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❤❡♥

✐♠♣✉t✐♥❣ ❜♦t❤ ❱❚❚❙ ❛♥❞ ❱❙▲ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❆❣❛✐♥st t❤✐s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ♣r♦❥❡❝t ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠❡t❛✲

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ ♣r❡✈✐♦✉s s❝✐❡♥t✐✜❝ st✉❞✐❡s✳ ▼❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s r❡♣r❡s❡♥ts

❛♥ ❛♣♣r♦♣✐❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ❱❚❚❙ ♦r ❱❙▲✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ s✉♠♠❛✲

r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s st✉❞✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❚❚❙ ✭♦r ❱❙▲✮ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❜❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❞❡ ❘✉s

✷



✭✷✵✵✽✮ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐rst❧② ■ ❡①♣❧❛✐♥ ❜❛②❡s✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ■ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡

t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸ ■ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❱❚❚❙ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♣r♦❥❡❝t ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ■ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s✱ ■ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥❝❡♣ts s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t

❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳

✷✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ P♦st❡r✐♦r Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❇❛②❡s✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✐s t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t②✱ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜② fy (y; θ)✱ ✇❤❡r❡ y

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ θ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ ❛♥ ❡❝♦♥♦✲

♠❡tr✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❜❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

✐s t♦ ❛♣♣❧② ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠ s✉❝❤ t❤❛t✿

p(θ|y) ∝ p(y|θ)p(θ) ✭✶✮

✇❤❡r❡ p(θ|y) ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t②✱ p(y|θ) ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ p(θ) ✐s t❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ♠♦st ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥✳

❚❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ y✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ s♦♠❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ y∗✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ y ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❱❚❚❙ ✭♦r ❱❙▲✮ ❢♦r ♣r♦❥❡❝ts ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❛♥❞

t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ y∗ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡

❱❚❚❙ ✭♦r ❱❙▲✮ ❢♦r ♥❡✇ ♣r♦❥❡❝ts ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❛②❡s✐❛♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛r❣✉❡s t❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts

✭y∗✮ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② p(y∗|y) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(y∗|y) =

∫
p(y∗|y, θ)p(θ|y)dθ ✭✷✮

✸



❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❜❛②❡s✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✶

❛r❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐r✐t ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s

✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡

tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✷✳✷ ▼❡t❛✲❆♥❛❧②s✐s

▼❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ r❡✲

s✉❧ts ❜② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡tr✐❡✈❡✱ s❡❧❡❝t✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s s❡♣❛r❛t❡ ❜✉t r❡❧❛t❡❞ st✉❞✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❛ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r st✉❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐ts

st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ❤✐❣❤❡r✳

❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡

♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❍✉♥t❡r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ✭✷✵✵✹✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤♦s❡ r❡❛❞❡rs

✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s ♣❡r s❡✳

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❱❚❚❙ ✭❛♥❞ ❱❙▲✮ ❡st✐✲

♠❛t❡s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❜♦t❤ ❱❚❚❙ ❛♥❞ ❱❙▲

✐s ❡♥♦r♠♦✉s✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❱❚❚❙ ❛♥❞

❱❙▲ st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♠♠❛r✐③❡

❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❛♥♥❡r✳

✷✳✸ ▼❡t❛✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ P♦st❡r✐♦r Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡✲

s✉❧t❛♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ▼❡t❛✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ P♦st❡r✐♦r Pr❡✲

❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✇♦r❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ✭♦r ❢♦r❡❝❛st✮ ♥♦♥✲

♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❱❚❚❙ ✭♦r ❱❙▲✮

❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❱❚❚❙ ✭♦r ❱❙▲✮ ❢♦r ♥❡✇

♣r♦❥❡❝ts ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛❞ ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦

✉s❡s ❜❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r②

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t❤❛♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡

✶❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ r❡❢❡r t♦ ▲❛♥❝❛st❡r ✭✷✵✵✹✮

✹



❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧✳

■ ♥❡①t t✉r♥ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r

r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿

yi = x′

iβ + vi ✭✸✮

✇❤❡r❡ i = 1, ..., N r❡❢❡rs t♦ t❤❡ N ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❛t❛✳ yi ✐s

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞ ✭✐✳❡✳ ❱❚❚❙ ♦r ❱❙▲✮ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② i

❛♥❞ xi ✐s t❤❡ k × 1 ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ st✉❞② i✳ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

tr✐♣ ♣✉r♣♦s❡ ♦r ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱❚❚❙✮✳ ❇② st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥

✈❡❝t♦rs ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✭✸✮ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✿

Y = Xβ + V ✭✹✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇✱ Y ❛♥❞ X ❛r❡ ❛ N × 1 ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ N × k ♠❛tr✐① ♦❢ ❞❛t❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

β ✐s ❛ k × 1 ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ V ✐s t❤❡ N × 1 ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ t❡r♠s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛②❡s✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿

✭✐✮ ❊❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✭✐✐✮ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r✱ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✭✐✐✐✮ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ✐♥ ✭✹✮ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❜② σ2IN ✿

V ∼ N(0, σ2IN)

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(Y |β, σ2) =
σ−

N

2

(2π)
N

2

{
exp

[
−

1

2σ2
(Y − Xβ)′(Y − Xβ)

]}
✭✺✮

■♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❢❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✭✐❢ ❛♥②✮ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r

s✉❝❤ t❛s❦✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ■ ♣r♦♣♦s❡ t♦

❛ss✉♠❡ ❛ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✭♦r ❞✐✛✉s❡✮ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✺✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦r♠❛❧✲❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ■ ✇✐❧❧ ❡❧✐❝✐t

❛ ❞✐✛✉s❡ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✲❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤

✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❜② ✜①✐♥❣ ✐t t♦

✐♥✜♥✐t②✱ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✺



●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ♣r✐♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠

❛s ✐♥ ✭✶✮✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s✷✿

β, σ2|y ∼ NG
(
β, Σ, s−2, ν

)
✭✻✮

✇❤❡r❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✐✛✉s❡ ♣r✐♦rs✱ t❤❡ ♦✈❡r❧✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦s✲

t❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Σ = (X ′X)−1

β = β̂OLS = (X ′X)−1X ′Y

ν = N

s2 =
N − k

N
s2

▼♦r❡♦✈❡r✿

s2 =
(Y − Xβ̂)′(Y − Xβ̂)

N − k

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ❜② s♦❧✈✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✷✮✸✳ ❆s s❤♦✇♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❑♦♦♣ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❙t✉❞❡♥t✬s t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

y∗|y ∼ t
(
X∗′β, s2

[
1 + X∗ΣX∗′

]
, ν

)
✭✼✮

✇❤❡r❡ X∗ ✐s t❤❡ k × 1 ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✐❧✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♦✉r ♣r♦❥❡❝t ✭t❤❡ X∗ ✈❡❝✲

t♦r✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✭✼✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✷✳✹ ❚r✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ♠♦♥❡✲

t❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❤❛✈❡

♦♥❧② ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s s✉♣♣♦rt ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✳ ❚❤✉s✱

✷❙❡❡ ❑♦♦♣ ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t
✸◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ θ = (β, σ2)

✻



t❤✐s r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t ✇❡ ❛ss✐❣♥ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛✇❦✇❛r❞ ♣r♦♣❡rt②✳

❋r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❱❚❚❙ ✭♦r t❤❡ ❱❙▲✮ ♠✉st ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥

s♦♠❡ ❧✐♠✐ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ❝❛♥ ♥♦t t❛❦❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ x

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts a ❛♥❞ b ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

f (x | a < x < b) =






f(x)
F (b)−F (a)

✐❢ a < x < b

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✽✮

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ t✲

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts tr✉♥❝❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣♦✐♥ts ✭❱❚❚❙ ♦r ❱❙▲✮ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s❡♥s❡ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧②

❡st✐♠❛t❡❞✳

✷✳✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❆❜✐❧✐t②

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛✲

♣❡r❀ ❤❡♥❝❡✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦❢

t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▲♦♣❡③ ✭✶✾✾✻✮✱ r❡✈❡❛❧ t❤❛t

♠♦st ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r❡❝❛st✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥

✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡✲

❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✿

✶✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {yi}
N
i=1 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s {fi(yi)|Ω−i}

N
i=1

✇❤❡r❡ Ω−i = y1, ..., yi−1, yi+1, ...yN ✳

✷✳ ❆ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {pi(yi)}
N
i=1 ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❜❛②❡s✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s

♣❛♣❡r✳

✸✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐② pi(yi) t❤❛t ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✿

zi =

∫ yi

−∞

pi(u)du = Pi(yi)

✼



❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠♣❧❡✿ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❞❛t❛✱

t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ✐❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡♥✱ t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s ♠✉st s❛t✐s❢②✿

{zi}
N
i=1

✐✐❞
∼ U(0, 1) ✭✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❛♥ ❡①✐st❡♥t ♣r♦❥❡❝t

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❥❡❝ts ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞❛t❛ X t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♠♣❧♦② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✼✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ N − 1

r♦✇s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ N ❛♥❞ ν ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ N − 1✳ ■❢ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ N ♣r♦❥❡❝ts ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ N ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ t❡st t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ✭✾✮

❜② ♠❡❛♥s ♦❢✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st✳

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✸✳✶ ❚❤❡ ❋✐❝t✐♦✉s Pr♦❥❡❝t

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❈❛♠♣♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❍✐❣❤ ❙♣❡❡❞ ❘❛✐❧✇❛② ✭❍❙❘✮ ✐s ❝✉rr❡♥t❧②

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤s ✐♥ ♣❛ss❡♥❣❡r

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ 20th ❝❡♥t✉r②✳

■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❛ ❍✐❣❤ ❙♣❡❡❞ ❘❛✐❧✇❛② ✭❍❙❘✮ ❙♣❛♥✐s❤ ♣r♦❥❡❝t ✐s ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇♦✉❧❞ ❧✐♥❦ t✇♦ ❝✐t✐❡s✱ ▼❛❞r✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❖✈✐❡❞♦

✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤ ♦❢ ❙♣❛✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣

t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♠❛♥❞

❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✉s❡r✬s ❝♦sts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞

t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡

❍❙❘ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛❞r✐❞ ❛♥❞ ❖✈✐❡❞♦✳ ■❢ t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡rs t❛❦❡ t❤❡ ❍❙❘ ✐♥st❡❛❞ ♦❢

t❤❡ ❜✉s✱ t❤❡ ❥♦✉r♥❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❤♦✉r s❤♦rt❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s t✐♠❡

s❛✈✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❙❘ ♣r♦❥❡❝t

❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♠♦♥❡t❛r② t❡r♠s ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈♦st✲❇❡♥❡✜t ❆♥❛❧②s✐s

✭❈❇❆✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥❡

q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✿ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❱❚❚❙ ❢♦r t❤♦s❡ ✉s❡rs❄

❚❤❡ ♠❡t❛✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❜❛②❡s✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐❧❧

❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s r❡❧❡✈❛♥t q✉❡st✐♦♥✳

✽



✸✳✷ ▼❡t❛✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❉❛t❛

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✾✵ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡s ♦♥ ❱❚❚❙ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✶✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❱❚❚❙ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✭❝♦✉♥tr②✱ ②❡❛r✱ tr✐♣ ♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡✮✳ ❚❤✐s ❞❛t❛

❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❜② ❩❛♠♣❛r✐♥✐ ❛♥❞ ❘❡❣❣✐❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t

✐ts ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

s♦✉r❝❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❱❚❚❙ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ t❤❡ ❤♦✉r❧② ✇❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ st✉❞✐❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❜❛s❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ r✐❝❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ♦♥ ●❉P ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡s

✭✷✵✵✵ ❯❙❉✮ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ P❡♥♥ ❲♦r❧❞ ❚❛❜❧❡s ✻✳✷✳ P❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P ✐♥ ❛

❝♦✉♥tr② ✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❱❚❚❙ ♦❢ t❤❛t ❝♦✉♥tr②✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦

t❤❛t ✐♥ ❛ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr② s✉❝❤ ❛s ❯❙❆✱ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ ✐ts ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤

❛♥❞ t❤❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts✬ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛ ♣♦♦r❡r

❝♦✉♥tr② ❧✐❦❡ ▲❡s♦t❤♦✳ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢

✷✵✵✵ ❯❙❉ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✶✺ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ st✉❞✐❡s

✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s

✐♥ ❩❛♠♣❛r✐♥✐ ❛♥❞ ❘❡❣❣✐❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st✉❞② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ✐♥ ✶✾✺✾✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❤✐❣❤❡st ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P r❡❢❡rs t♦ ❛ st✉❞② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ◆♦r✇❛② ✐♥ ✶✾✾✼✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P✳

P❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P
t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✷✵✵✵ ❯❙❉

▼❡❛♥ 18.65
▼❡❞✐❛♥ 19.03
▼❛①✐♠✉♠ 31.38
▼✐♥✐♠✉♠ 10.13
❙t❛♥❞❛r❞ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ 4.52
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s 90

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡

❱❚❚❙ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st✉❞②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡❛s② t♦

❝♦❧❧❡❝t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❥❡❝t ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr②✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

✹◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r X∗ ✐♥ ✭✼✮ ❛♥❞ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ V TTS∗

✾



✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❚❚❙ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✸✳✸ ❚❤❡ ❱❚❚❙ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ❍❙❘ ♣r♦❥❡❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

❱❚❚❙ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡s✱ ■ ✇✐❧❧ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✉s❡rs ✇❤♦s❡ tr✐♣ ♣✉r♣♦s❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡r✬s ❜✉ss✐♥❡ss✱ ❜✉t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r tr✐♣ ♣✉r♣♦s❡s✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ Pr♦❥❡❝t ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❈♦✉♥tr② ❙♣❛✐♥
❨❡❛r ✷✵✵✽
▼♦❞❡ ❚r❛✐♥
❚r✐♣ P✉r♣♦s❡ ❇✉ss✐♥❡ss
P❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P 29, 960 ❯❙❉

Pr♦❥❡❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r X∗ ✐♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡

♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✼✮ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼❡❛♥ = X∗′β = 130.87

❱❛r✐❛♥❝❡ = s2
(
1 + X∗ΣX∗′

)
= 2976.22

❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ = ν = 90

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛❧❧ V TTS∗ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s ❢♦r t❤✐s ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r ✜❝t✐♦✉s ♣r♦❥❡❝t✱ ♦✉r ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s✿

V TTS∗ ∼ t(130.87, 2976.22, 90) ✐❢ 13 < V TTS∗ < 342 ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ 13 ❛♥❞ 342 ❛r❡ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❱❚❚❙ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✵✮✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡s✲

s❛r② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ♦✉r ❈❇❆ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❱❚❚❙✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

■ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❝♦♥t❡①t✳ ❋✐rst❧②✱ ■ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❱❚❚❙ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ 90 st✉❞✐❡s

✶✵



✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ 89 st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡♥✱

■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ 90 ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱

■ ❤❛✈❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ {zi}
90
i=1 ❛♥❞ ■ ❤❛✈❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛ U(0, 1) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ■ ❡♠♣❧♦②

❛ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ✇❤♦s❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛ U(0, 1) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

♣✲✈❛❧✉❡ ✐s 0.00✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤✐s r❡s✉❧t✱

✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱

❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❋♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚r✉♥❝❛t❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❱❚❚❙

❋✐❣✉r❡ ✶ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❱❚❚❙ ❜❡✐♥❣ ❜✐❣❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❤♦✉r❧② ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐s 73.5% ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ ✐s ❜✉ss✐♥❡ss ✐♥ t❤❡

❍❙❘ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛❞r✐❞ ❛♥❞ ❖✈✐❡❞♦✳

✶✶



✹ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

■♥ t❤❡ ❈♦st✲❇❡♥❡✜t ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣r♦❥❡❝ts✱

s♦♠❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s t✐♠❡ ♦r ❧✐❢❡s✱ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❦❡② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❈❇❆✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♥♦t

✉s✉❛❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ✐♠♣✉t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤♦s❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✳

❚❤✐s ✐s s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ st✉❞✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡s✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s t❛❦✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧

♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❛♣♣❧②✱ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ❧✐tt❧❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦♥❡②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② t❡st❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❚❚❙ ❢♦r ❛ ✜❝t✐♦✉s

♣r♦❥❡❝t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦♦❦s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞

✐ts ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ t❤❛♥❦ ❖❢❡❧✐❛ ❇❡t❛♥❝♦r✱ ❏❛✈✐❡r ❈❛♠♣♦s✱ ❈❛r❧♦s ●♦♥③á❧❡③✲❆❣✉❛❞♦✱ ●✐♥és ❞❡ ❘✉s

❛♥❞ ■❣♥❛❝✐♦ ❙✉❡✐r♦ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ❋✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

❈❊❉❊❳ ▼✐♥✐st❡r✐♦ ❞❡ ❋♦♠❡♥t♦ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦❥❡❝t P❚✲✷✵✵✼✲✵✵✶✲✵✷■❆PP ✐s ❛❧s♦

❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

✶✷



❆ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ❉r❛✇s ❢r♦♠ ❛ ❚r✉♥❝❛t❡❞ ❉❡♥s✐t②

●✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∼ f ✱ ■ ♥❡①t ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ✐♥

♣r❛❝t✐❝❡ ❢r♦♠ ✐ts tr✉♥❝❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② f(x|a < x < b)✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝❞❢✮ ♦❢ x ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

F (x) − F (a)

F (b) − F (a)

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❞❢ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1 ❛♥❞

✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡

tr✉♥❝❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

u ∼ U
[
0, 1

]

x = F−1
[
uF (b) + (1 − u)F (a)

]

■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦t st❛♥❞❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞

s✐♠✉❧❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

x = µ + σF−1
[
uF (b) + (1 − u)F (a)

]

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs

❢r♦♠ ❛ U(0, 1) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛s✳

✶✸



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❈❛♠♣♦s✱ ❏✳✱ ❞❡ ❘✉s✱ ●✳✱ ❇❛rr♦♥✱ ■✳✱ ✷✵✵✼✳ ❙♦♠❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞

r❛✐❧✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❍❙❘ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ▼❛♥✉s❝r✐♣t✳

❬✷❪ ❞❡ ❘✉s✱ ●✳✱ ✷✵✵✽✳ ❆♥❛❧✐s✐s ❈♦st❡✲❇❡♥❡✜❝✐♦✱ ❆r✐❡❧ ❊❝♦♥♦♠✐❛✳

❬✸❪ ❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳✱ ●✉♥t❤❡r✱ ❚✳✱ ❚❛②✱ ❆✳✱ ✶✾✾✽✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ✇✐t❤

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✸✾✱ ✽✻✸✲✽✽✸✳

❬✹❪ ❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳✱ ▲♦♣❡③✱ ❏✳✱ ✶✾✾✻✳ ❋♦r❡❝❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦

♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ ✷✹✶✲✷✻✽✳

❬✺❪ ❍✉♥t❡r✱ ❏✳✱ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❋✳✱ ✷✵✵✹✳ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ▼❡t❛✲❛♥❛❧②s✐s✿ ❈♦rr❡❝t✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞

❜✐❛s ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ✜♥❞✐♥❣s✱ ❙❆●❊✳

❬✻❪ ❑♦♦♣✱ ●✳✱ ✷✵✵✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ❲✐❧❡②✲■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✳
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