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t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤ ❢♦r ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s st♦❝❦ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✱ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦s✱
✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✐♥ r❡✲
s♣♦♥s❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✉♥❞❡r t❤r❡❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧❡♥❞✐♥❣
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t✱ ✜rst✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝
s②st❡♠ ✉♥❞❡r t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛♥❞ ❞❡❜t✲r❛t✐♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡
❧♦♥❣✲r✉♥ ❛♥❞ ♥♦t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲r✉♥❀ s❡❝♦♥❞❧②✱
t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ✐♥ t❤❡
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❚❤❡ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❛
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡② ♥❡❡❞ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛♥ t❤❡② ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s
t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡✐r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❣r♦✇t❤✳ ❖✈❡r✲❜♦rr♦✇✐♥❣✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥✲
❛❞❡q✉❛t❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❣r♦✇t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧②✳ ■♥
t❤❡ ✶✾✽✵✬s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❡r✐♦✉s ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▼♦st ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❜t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡s❡
❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ t♦ r❡str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❞✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥
t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❧✐♥❦ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛
❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ❜♦rr♦✇ ❢r♦♠ ❛❜r♦❛❞✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❝r❡❞✐t✇♦rt❤✐♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r
✐♠♣♦s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦rr♦✇❡r✬s ❛❝t✐♦♥s✳ ▼❯❘P❍❨ ✭✶✾✾✶✮ ❤❛s ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r✲
♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦♣♦s❛❧s ❢♦r t②✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢
❝r❡❞✐t✇♦rt❤✐♥❡ss✳ ❚❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ❜♦rr♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✱ t♦ ✐ts tr❛❞❡✲❜❛❧❛♥❝❡
❞❡✜❝✐t ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐ts ❞❡❜t t♦ tr❛❞❡❞✲♦✉t♣✉t✳

■♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t✇♦✲s❡❝t♦r s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ▼❯❘P❍❨ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t❤❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❧✐♥❦✐♥❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦♥ ❧❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ st♦❝❦
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ st❛❜❧❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✱
✇❤❡r❡❛s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t❤❛t t✐❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❝✲
❝♦✉♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❋♦r ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❛ ♣♦❧✐❝②
♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡✜❝✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♣❡♥❞✐♥❣
✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❞❡❜t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡
✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s t✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❜t ❛♥❞ tr❛❞❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦✳

■♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r♦✇t❤✱ ❇❍❆◆❉❆❘■✱ ❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ✭✶✾✾✵✮ ❤❛✈❡
st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠② ❢❛❝❡s ❛♥ ✉♣✇❛r❞✲s❧♦♣✐♥❣ s✉♣♣❧②
s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❞❡❜t✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠❜♦❞✐❡s t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❡♥❞✐♥❣ t♦ ❛
s♦✈❡r❡✐❣♥ ❜♦rr♦✇❡r✳ ❚❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ♦❢ ▼❯❘P❍❨✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s ❜♦rr♦✇✐♥❣ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts t♦t❛❧ ♥❡t ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✳ ■♥
❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥t❡①t✱ ❖❚❆◆■
❛♥❞ ❱■▲▲❆◆❯❊❱❆ ✭✶✾✽✾✮ st✉❞② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❞❡❜t♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❢❛❝✐♥❣
❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❞❡❜t✲❡①♣♦rt r❛t✐♦✳ ❇✉t t❤❡✐r ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡
♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥
❝❛♣✐t❛❧✳

✷



❊①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❧❡♥❞❡rs✱ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✱ ✐♠♣♦s❡ ❝r❡❞✐t ❝❡✐❧✐♥❣s ♦♥ ❜♦rr♦✇❡rs✱ ❛s ❛ss✉♠❡❞ ❜② ❇❖❘❊◆❙❩❚❊■◆ ❛♥❞
●❍❖❙❍ ✭✶✾✽✾✮ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t✇♦✲s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❞❡❜t♦r
❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♣✉❞✐❛t❡ t❤❡ ❞❡❜t ❜✉t ❤❛s t♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s♦♠❡ s❛♥❝t✐♦♥s✱
s✉❝❤ ❛s ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ ❢♦r❡✐❣♥ ❜♦rr♦✇✐♥❣✱ ❛♥❞ s♦♠❡ tr❛❞❡✲r❡❧❛t❡❞ ♠❡❛✲
s✉r❡s t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❜t♦r ❝♦✉♥tr②✳ ✷

❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ▼❯❘P❍❨ ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞
❇❍❆◆❉❆❘■✱ ❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ✭✶✾✾✵✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥✲
s✉♠❡r ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs
♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❇▲❆◆❈❍❆❘❉✬s ✭✶✾✽✺✮ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❡r♣❡t✉❛❧ ②♦✉t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧❧②
✐♠♣♦s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜①❡❞ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✳
❇❖❘❊◆❙❩❚❊■◆ ✭✶✾✽✾✮ ❜✉✐❧❞s ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♣❡r✐♦❞ ❧✐❢❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s✐❞❡✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ♣♦s✐t✐♦♥
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ✐♥ ❇▲❆◆❈❍❆❘❉ ✭✶✾✽✺✮✳ ❙t❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐✲
③♦♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❊◆●❊▲ ❛♥❞ ❑▲❊❚❩❊❘ ✭✶✾✽✾✮ st✉❞② ❛ t✇♦
s❡❝t♦r s♠❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❞♦t❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❛t❡
♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛s ❞✐❞ ❯❩❆❲❆ ✭✶✾✻✽✮✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱
t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
st❛❣❡s ♦❢ ❞❡❜t ❝❛♥ ♥♦t✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ▼❯❘P❍❨ ✭✶✾✾✶✮✱ ❇❍❆◆❉❆❘■✱
❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡
❧✐❢❡t✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ ♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳

■❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧
❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❛t ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡
❝♦♥s✉♠❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇❍❆◆❉❆❘■✱ ❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ✭✶✾✾✵✮
❛♥❞ ▼❯❘P❍❨ ✭✶✾✾✶✮ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇❍❆◆❉❆❘■✱ ❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ❤❛s ❛ t♦♦ s✐♠♣❧❡ str✉❝✲

✷■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✐s ♦❢t❡♥ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❞❡❜t♦r
❝♦✉♥tr②✳ ❇✉t t❤❡ r❡❛❧✐t② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛t✐♥ ❛♠❡r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✿
❛t ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s s❡r✐♦✉s❧② ✐♥❞❡❜t❡❞✱ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s
♠✉❝❤ ✢✐❣❤t❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦rs✳ ■❢ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢♦r❡✐❣♥ ❞❡❜t
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝r❡❞✐t ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❧❛t✐♥ ❛♠❡r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡t
❝r❡❞✐t♦rs✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ●❊❘❚▲❊❘ ❛♥❞ ❘❖●❖❋❋ ✭✶✾✾✵✮ ✐♥ ❛
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸



t✉r❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ t✇♦✲s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❯❘P❍❨ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❝❛♣✲
✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡✐r ❝❧❡❛r✲❝✉t r❡s✉❧ts✱
♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♣r✐♠❡ ✐s t✐❡❞ t♦ t♦t❛❧ ❞❡❜t✱ ❜✉❞❣❡t❛r②
♣♦❧✐❝② ♥♦t ♦♥❧② ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥
t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲ r✉♥✳

❚✇♦ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ t✇♦ s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥
♣❡r❢❡❝t ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✱ ❛♣♣❡❛r q✉✐t❡ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② t♦
♠❡✳ ❆s t♦ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦♥❡
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ✉♥❞❡r✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr② ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t
✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥t✉r②✱ ♥♦t t♦ s❛② t❤❛t ✐t ❝❛♥
❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ ♦✈❡r♥✐❣❤t t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣✉s❤❡❞
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛t ❧❡❛st ♥♦t t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞ s❡❝t♦r ✇❤✐❝❤
✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t ✉♣✇❛r❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ ✇❛❣❡
❝❛♥ t❤❡♥ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✐♥t♦ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦r ✉♥❞❡r✲❡♠♣❧♦②♠❡♥t
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡s t♦ t❤❛t ♦❢ ✐♥✈♦❧✉♥t❛r② ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ ♦❢ ❑❡②♥❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t str❛♥❣❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❛
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠♣❧② ✉♥❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■❢
✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t
❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs ✐s q✉✐t❡ ❝♦✉♥t❡r✲❢❛❝t✉❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✳
❚❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr②
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ✐s ❛s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✲
✐s♠✱ ♦r t❤❛t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❝t♦r ❤❛s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s tr❛❞✐t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♥♥♦t ❛❜s♦r❜ q✉✐❝❦❧② t❤❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ ✐♥❞❡❜t❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ✐♥✲
tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ t✇♦ s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤❛t ✇❡ tr② t♦
❞♦ ❤❡r❡✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦✲s❡❝t♦r
♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❯❘P❍❨ ❛s ❞♦ ❇❍❆◆❉❆❘■✱ ❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ✐♥ t❤❡✐r ♦♥❡✲
s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❝❧❡❛r❧②
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡❜t♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡s tr❛❞❡❞
❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t
❛♥❞ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s tr❛❞❡❞
❣♦♦❞s s❡❝t♦r ❢❛❝❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧❛st✐❝ ✇♦r❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♥♦♥
tr❛❞❡❞✲❣♦♦❞s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ❜② t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✹



❉♦♠❡st✐❝ r❡s✐❞❡♥ts ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜♦rr♦✇ ❛♥❞ ❧❡♥❞ t♦ ❛t ✇♦r❧❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r✲
❦❡ts ❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❋♦r
❞♦♠❡st✐❝ r❡s✐❞❡♥ts✱ t❤✐s ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❛
r❡❧❛t✐✈❡ s♠❛❧❧ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇♦r❧❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts
❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✸ ❚♦ ✐♥st❛❧❧ t❤❡
♥❡✇ ❡q✉✐♣♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❤❛s t♦ ❡♥❣❛❣❡ s♦♠❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❡①✐st❡♥t
st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❖✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❜t ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❞②♥❛♠✐❝s✳

❙♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣❡r♠✐t ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ▼✉r♣❤②✬s ♦♥❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♦❢ ❇❍❆◆❉❆❘■✱
❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ✉♣ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧
❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❣✐✈❡♥ ✇❛❣❡ r❛t❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✱
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ✹ ❲❡ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs✳
❚❤✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ✇❛❣❡ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t♦t❛❧
❧❛❜♦r ♦✛❡r✳ ❆s ✇❡ ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐♥❞❡❜t❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ♦❢✲
t❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡
tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r
♦❢ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲
tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❛♥ ❛❜r✉♣t
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡r♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❧✐tt❧❡
✐♥t❡r✲s❡❝t♦r ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ▼❯❘P❍❨ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥t♦ t✇♦❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t♦t❛❧ ♥❡t ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ tr❛❞❡✲
❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s t❤❡ ✐♥t❡r❡st t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❡❜t t♦
tr❛❞❡❞ ♦✉t♣✉t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ♥♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♥❡t ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛s t❤❡②
♣r❡s❡♥t ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s r❡♠❛r❦❡❞ ❜② ▼❯❘P❍❨✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ✈❡r② ❞✐❢✲

✸❇❍❆◆❉❆❘■✱ ❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ✭✶✾✾✵✱ ♣✳ ✸✾✸✮ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ❛❣❡♥t ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡❜t
♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❞♦♠❡st✐❝ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ❛❣❡♥ts ✐s ❧❛r❣❡✳

✹■♥ ❱❆❘❖❯❉❆❑■❙ ✭✶✾✾✵❜✮✱ t❤✐s r✐❣✐❞ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛s ❡✣❝✐❡♥t ✇❛❣❡ ✐♥
❛ ❝❛❞r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ✜r♠✳

✺



❢❡r❡♥t ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛♥❞ tr❛❞❡✲❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t ❛s ♣r♦①✐❡s
❢♦r ❝r❡❞✐t✇♦rt❤✐♥❡ss✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ s❡tt✐♥❣ ✇❡
♣r♦❝❡❡❞ t♦ st✉❞② s♦♠❡ ❞❡❜t✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②✲
♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❀ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✱ ✇❡ ❧❛② ♦✉t ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✺✱ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♥♦♥✲
❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞♦✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡①❡r❝✐s❡ ❀ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✜♥❛❧❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✷✳✶ ❚❤❡ ✜r♠s

❚❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r
❛s ✐♥♣✉ts t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

Y = F (L,K), ✭✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♣♦ss❡ss st❛♥❞❛r❞ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

FL, FK > 0, FLL, FKK < 0, FLLFKK − FK
LK > 0;

✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ❛ ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ ✺

F T
LLF T

K − F T
L F T

LK < 0.

◆❡t ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢
t✐♠❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

πN = FN (LN ,KN ) −
w

p
LN − ΨN (IN ), ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ✏N ✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞
s❡❝t♦r✳ KN ✱ LN ❛♥❞ w/p ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧

✺❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧
❝♦st ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❡✈❡r② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥♣✉t ❛✉❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✐♥ ✉t✐❧✐t②✳

✻



♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ(.)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡
❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ IN ✉♥✐ts ♦❢ ♥❡✇ ❝❛♣✐t❛❧ ❣♦♦❞s✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡①
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ IN ✱ t❤❛t ✐s✱ ΨN

I > 0 ❛♥❞ ΨN
II > 0✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♦r✐❣✲

✐♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦sts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❯❈❆❙ ✭✶✾✻✼✮ ❛♥❞ ●❖❯▲❉
✭✶✾✻✽✮✳ ❆❇❊▲✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞ ❍❆❨❆❙❍■✭✶✾✽✷✮ ♣♦st✉❧❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳
❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❙❊◆ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨✭✶✾✽✾✮✱
❛♥❞ ❇❖❘❊◆❙❚❩❊■◆✭✶✾✽✾✮✳

❆ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡ ✜r♠ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ♣r♦✜ts ✭❝❛s❤✲✢♦✇s✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✜♥❛♥❝❡s ✐ts ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♣✉r❡❧② ❜② r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜♦rr♦✇✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ st✉❞② t❤❡
tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠✳

❚❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣✿

max

∫

∞

0
[FN (KN , LN ) −

w

p
LN − ΨN (IN )]e−rtdt, ✭✸✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❝♦♥str❛✐♥t✿

K̇N = IN − δKN . ✭✹✮

❚❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

H = [FN (KN , LN ) −
w

p
LN − ΨN (IN )] + qN (IN − δKN ), ✭✺✮

✇❤❡r❡ qN ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✮✳
❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✿

FN
L =

w

p
, ✭✻✮

qN = ΨN
I , ✭✼✮

q̇N = (r + δ)qN − FN
K , ✭✽✮

K̇N = IN − δKN , ✭✾✮

lim
s→∞

INe−rs = 0. ✭✶✵✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ qN ✐s t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✬s r❛t✐♦ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡✳

✼



❚❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

max

∫

∞

0
[F T (KT , LT ) − wLT − ΨT (IT )]e−rtdt, ✭✶✶✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❝♦♥str❛✐♥t✿

K̇T = IT − δKT . ✭✶✷✮

❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✿
F T

L = w, ✭✶✸✮

qT = ΨT
I , ✭✶✹✮

q̇T = (r + δ)qT − F T
K , ✭✶✺✮

K̇T = IT − δKT , ✭✶✻✮

lim
s→∞

IT e−rs = 0. ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ qT ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱
KT ✱ ✐s ♠❡s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❛t ✐s
LN + LT < L̄✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦r ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉❧❧
❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ L̄✳ ❆t ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡ ♦✉t ❞②♥❛♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥t
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦s ❛♥❞ ✐ts ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲
r✉♥✳ ❆t ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝t♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦s ✻ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣
❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✼✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✜r♠s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♦✛❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② s❡❝t♦r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡

∂LN

∂p
= −

FN2
L

pFN
LL

,
∂LN

∂KN
= −

FN
LK

FN
LL

.

❚❤❡♥ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝✲
t♦rs ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t✿

yN (KN , p), yN
K > 0, yN

p > 0.

✻❲❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ s❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲
r✉♥✱ ❜✉t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉❛❧✐③✐♥❣ r❡t✉r♥
r✉❧❡✳

✼❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r ❛s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
✢❡①✐❜❧❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❡①❝❧✉❞❡s ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ tr❛❞❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs✳

✽



❚❤❡ r❡❛❧ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r RN = FN
K ❝❛♥ ❜❡

s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✿

RN (KN , p), RN
K > 0, RN

p >,< 0, ifFN
KL >,< 0.

■♥ ✉s✐♥❣ ✭✶✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ yT ❤❛s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛s

yT
K = F T

K + F T
L

dLT

dKT
= F T

K − F T
L

F T
LK

F T
LL

> 0.

❚❤❡ ♦✛❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡♥ ❛s

yT (KT ), yT
K > 0.

❚❤❡ r❡❛❧ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ RT = F T
KL ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ KT ♦♥❧②✿
RT (KT ), RT

K < 0.

✷✳✷ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r

❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s✉♠ ♦❢ ✐♥✲
st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t②✿

max

∫

∞

0
u(cT , cN )e−ρtdt, ✭✶✽✮

✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❜✉❞❣❡t❛r② ❝♦♥str❛✐♥t

ȧ = ra + cT + pcN + ΨT (IT ) + pΨN (IN ) + τ − yT − pyN . ✭✶✾✮

❍❡r❡✱ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s CN

❛♥❞ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s CT ✱ ❛♥❞ ρ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❛t❡ ♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ✐ts t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✳ ✽ ❚❤❡ ❞❡❜t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛s ✭✶✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❤✐s ✐♥t❡rt❡♠✲
♣♦r❛❧ ❜✉❞❣❡t✱ ✇✐t❤ a ❛s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❞❡❜t✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✱
❤❡❧❞ ❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ τ ❛s t❤❡ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛① ♣❛✐❞ t♦ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

✽❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❣♦♦❞s ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ uiiuj − uiuji✳ ❚❤✐s ♣❡r♠✐ts ✉s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ s♦♠❡ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✾



❚❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

H = u(cT , cN ) − λ(ra + cT + pcN + ΨT (IT ) + pΨN (IN ) + τ − yT − pyN ), ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✾✮✳
❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

uT = λ, ✭✷✶✮

uN = pλ, ✭✷✷✮

λ̇ = (ρ − r)λ, ✭✷✸✮

lim
s→∞

ae−rs = 0. ✭✷✹✮

❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ✐❣♥♦r❡ ❤❡r❡ t❤❡
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐t❛❧✐sts ❛♥❞ ✇♦r❦❡rs✱ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ t❤❡
✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs✳ ❈♦♥s✉♠❡rs ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦✇♥ ❛❧❧ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ r❡♥t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts t❤❛t ❡q✉❛❧
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦ ❜♦rr♦✇ ❛♥❞ ❧❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛t ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡✐r ❝♦✉♥tr②✱ s✉❜❥❡❝t
t♦ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✳

❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✭✷✸✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t λ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧✱ ❛t ❡✈❡r② ♠♦♠❡♥t✱ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠❛r❣✐♥❛❧
✉t✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ∂uN/∂uT = λ❀ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✉❜s❝r✐♣ts ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡
r❛t❡ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t ❡①❝❡❡❞s ✭❢❛❧❧s s❤♦rt ♦❢✮ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ♠✉st ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ s♦ ❛s t♦ r❛✐s❡ ✭❧♦✇❡r✮ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞❡❞
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✐ts ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✿

ḃ = rb + pgN + gT − τ, ✭✷✺✮

✇❤❡r❡ b ✐s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❜t✱ gN ❛♥❞ gT ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ❛♥❞ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡s❡ s♣❡♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆ ❞❡✜❝✐t ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣s ♣❧✉s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣
❞❡❜t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t r❡✈❡♥✉❡s✳ ■t ♠✉st ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❡✐t❤❡r ❜②
✐♠♣♦s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛①❡s ♦r ❜② ✐ss✉✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❜t✱ t❤✐s ❤❛s ♥♦

✶✵



✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s
✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢
❢✉t✉r❡ s✉r♣❧✉s ❡①❛❝t❧② ♦✛s❡ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❞❡❜t✳

✷✳✹ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✷✳✹✳✶ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

y(KN , p) = cN + ΨN (IN ) + gN , ✭✷✻✮

uT = λ, ✭✷✼✮

uN = pλ, ✭✷✽✮

qN = ΨN
I , ✭✷✾✮

qT = ΨT
I , ✭✸✵✮

q̇N = (r + δ)qN − RN (KN , p) ✭✸✶✮

K̇N = IN − δKN , ✭✸✷✮

q̇T = (r + δ)qT − RT (KT ), ✭✸✸✮

K̇T = IT − δKT , ✭✸✹✮

λ̇ = (ρ − r)λ, ✭✸✺✮

Ḃ = rB + cT + pcN + ΨT (IT ) + pΨN (IN ) + gT + pgN − yT − pyN . ✭✸✻✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✮✱ ✭✷✼✮✱ ✭✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ cT ✱ cN ❛♥❞ p ✐♥ t❡r♠s ♦❢
λ✱ qN ✱ KN ❛♥❞ gN ✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✾✮✱ ✭✸✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ IN ❛♥❞ IT

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ qN ❛♥❞ qT ✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✱ ✭✸✻✮✱ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡
s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✭✶✾✮
❛♥❞ ✭✷✺✮✱ ✇✐t❤ B = a + b ❛♥❞ Ḃ = ȧ + ḃ✳

❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r ❛t ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡✳
❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡
♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✱ p ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦t❤❡r ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ cN ✐♥ t❡r♠s ♦❢ λ ❛♥❞ p✱ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✜♥❛❧❧② ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ p ❛s
✐♥ ▼✉r♣❤② ✭✶✾✾✶✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮✮✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡
❛❧s♦ qN ❛♥❞ KN ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✐♠♣❧② ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦
✐ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
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✷✳✺ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s

■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t♦ st✉❞② t❤❡ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ cN ✱ cT ✱ p✱
IN ✱ IT ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t✿

IN = IN (qN ), IN
q > 0;

IT = IT (qT ), IT
q > 0;

❋♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ cT ✱ cN ✱ p ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s λ✱ qN ✱ KN ❛♥❞
♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ gN ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✮✱ ✭✷✼✮✱ ✭✷✽✮✳ ✾ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ qN ✱ kN ❛♥❞ gN ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❡✛❡❝ts ♦✈❡r cT ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦r
s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❊❞❣❡✇♦rt❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❊❞❣❡✇♦rt❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

cT = cT (λ, qN ,KN , gN );

− − + −

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❞❣❡✇♦rt❤ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡✿

cT = cT (λ, qN ,KN , gN )

− + − +

❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s cN ❛♥❞ p ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s✿

cN = cN (λ, qN ,KN , gN )

− − + −

p = p(λ, qN ,KN , gN )

− + − +

✸ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

✸✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡r t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ❝r❡❞✐t✇♦rt❤✐♥❡ss
✐s t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♣❛✐❞ ♦♥ ❞❡❜t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜♦t❤ ❜②

✾❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✼ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
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t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡
✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t♦t❛❧ ♥❡t ❞❡❜t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✈✐❡✇ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❝r❡❞✐t✇♦rt❤✐♥❡ss✿

r = r∗ + v(B) = r(B), v′ > 0, r′ > 0; ✭✸✼✮

✇❤❡r❡ r∗ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞ v(B) t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝
r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠✳

❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ♥♦✇ t♦ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✶✮✕✭✸✻✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡s✿





















q̇N

K̇N

q̇T

K̇T

λ̇

Ḃ





















=



















ϕ1 ϕ2 0 0 −RN
p pλ r′qN

IN
q −δ 0 0 0 0

0 0 r + δ −RT
K 0 r′qT

0 0 IT
q −δ 0 0

0 0 0 0 0 −r′λ
cT
q cT

K ΨT
I IT

q yT
K cT

λ r′B + r





































qN − q̄N

KN − K̄N

qT − q̄T

KT − K̄T

λ − λ̄
B − B̄



















✭✸✽✮

✇✐t❤ ϕ1 = r + δ −RN
p pq, ϕ2 = −RN

K −RN
p pK ✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐①

♦❢ s②st❡♠ ✭✸✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

|J | = r′λ

{

cT
λ

[

ϕ1 ϕ2

IN
q −δ

] [

r + δ −RT
K

IT
q −δ

]

− RN
p pλ

[

IN
q −δ

cT
q cT

K

] [

r + δ −RT
K

IT
q −δ

]}

s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t r′ > 0✱ cT
λ < 0✱ pq > 0✱ RN

K < 0✱ pK < 0✱ IN
q > 0✱ RT

K < 0✱

IT
q > 0✱ ΨT

I > 0✱ yT
K > 0✱ cT

λ < 0✱ B > 0✱ t❤❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r |J | t♦
❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱

✇❡ ❤❛✈❡ RN
p = −

F N

L
F N

KL

pF N

LL

< 0✱ ❛♥❞ cT
q > 0✱ cT

k < 0✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦rt✲r✉♥✱ t❤❛t✿ ✶✵

IN
q cT

K + cT
q δ = IN

q

λuTNyN
K

∆
− δ

λuTNΨN
I IN

q

∆
=

λIN
q uTN

∆
(yN

K − δΨN
I ).

uNT < 0 ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ yN
K − δΨN

I = cN
K > 0 ❜② t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s

♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦

✶✵❋♦r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❡❡ ✼✳

✶✸



❞❡♠♦♥str❛t❡ ✶✶ t❤❛t −RN
K − RN

p pK > −FN
KK + FN

KL

F N

K

F N

L

> 0 ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦r✲

♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ FN
L FN

KK + FN
K FN

KL < 0.

❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t |J | ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r✳ ❲❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ❤❛✈❡ |J | < 0✳ ❚❤✐s s✐❣♥✐✜❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❡✱ t❤r❡❡ ♦r ✜✈❡ st❛❜❧❡
❡♥❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt✳

❲❤✐❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t r✉❧❡ ♦✉t ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥st❛❜❧❡
s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❡♥❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇✱ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❇❯■❚❊❘ ✭✶✾✽✾✮✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✉♥✲
st❛❜❧❡ r♦♦ts ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s qN ✱ qT ❛♥❞
t❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ st❛❜❧❡ r♦♦ts ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s KN ✱ KT ❛♥❞ B✮✳ ■❢✱ ❡✳❣✳ r′ = 0✱ t❤❡ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts ❛r❡✿

λ1 = 0, λ2 = r,

λ3,4 =
1

2
{r − RN

Kpq ±
√

(r − RN
Kpq)2 − 4[IN

q (RN
K + RN

p pK) − δ(r + δ − RN
Kpq)]},

λ5,6 =
1

2
{r ±

√

r2 − 4[IT
q RT

K − δ(r + δ)]};

✇❤❡r❡✱ ❣✐✈❡♥ IN
q , IT

q , pq > 0✱ RN
K + RN

p pK , RN
K , RT

K < 0✱ λ4 ❡t λ6 s♦♥t ♥é❣❛t✐✈❡s✳

❊♥❣❡♥✈❛❧✉❡s ✶✷ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♠❛tr✐①✳
❆ ✏s♠❛❧❧✑ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ r′ ❢r♦♠ ③❡r♦ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♠❛tr✐①
✐♥ ✭✸✽✮ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ λ2, λ3, λ4, λ5, λ6 ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ③❡r♦✱ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts
✇♦♥✬t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✳ ❚❤❡ ③❡r♦ r♦♦t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❲✐t❤ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦♦ts ✭❛❧❧ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧✮ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❢t❡r✱ s❛②✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t♦r②✳

✶✶❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✽ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
✶✷❚❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳

✶✹



✸✳✷ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡r t♦t❛❧ ❞❡❜t ♣❡r tr❛❞❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❛r✲

r❛♥❣❡♠❡♥t

❋♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❜t t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❡❜t
t♦ tr❛❞❡❞ ♦✉t♣✉t✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

r = r∗ + z[
B

yT (KT )
], z′ > 0, ✭✸✾✮

= r[
B

yT (KT )
], r′ > 0; ✭✹✵✮

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ p✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ▼❯❘P❍❨✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❛❜❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✵✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✶✮ ✕ ✭✸✻✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡s✿





















q̇N

K̇N

q̇T

K̇T

λ̇

Ḃ





















=



















ϕ1 ϕ2 0 φqN −RN
p pλ r′qN/yT

IN
q −δ 0 0 0 0

0 0 r + δ −RT
K + φqT 0 r′qT /yT

0 0 IT
q −δ 0 0

0 0 0 φλ 0 −r′λ/yT

cT
q cT

K ΨT
I IT

q yT
K + φB cT

λ r′B/yT + r





































qN − q̄N

KN − K̄N

qT − q̄T

KT − K̄T

λ − λ̄
B − B̄



















✭✹✶✮
✇❤❡r❡ φ = −r′ayT

K/(yT )2 < 0, ϕ1 = r + δ − RN
p pq, ϕ2 = −RN

K − RN
p pK .

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

|J | =
r′λ

yT

{

cT
λ

[

ϕ1 ϕ2

IN
q −δ

] [

r + δ −RT
K

IT
q −δ

]

− RN
p pλ

[

IN
q −δ

cT
q cT

K

] [

r + δ −RT
K

IT
q −δ

]}

.

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✶✮ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✽✮✳ ❋♦r r′ r❡❛s♦♥❛❜❧② s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✣r♠ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
❤❛s t❤r❡❡ st❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts ✉♥❞❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞
❜❡❢♦r❡✳

✶✺



✸✳✸ ❚r❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ✐♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❞✐♥❣ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❞❡ ❞❡✜❝✐t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ❧✐♥❦s
❞❡❜t ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❝r❡❞✐t✇♦rt❤✐♥❡ss ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥✿

r = r∗ + u(M), u′ > 0, ✭✹✷✮

= r(M), r′ > 0; ✭✹✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t✱ M ✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝
t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

M = cT + ΨT (IT ) + gT − yT (KT ) = M(λ, qN ,KN , gN ,KT , gT ),

✐❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t✇♦rt❤✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐t
✐s ♥♦t ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤✐s s②st❡♠ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡✳

❆ ✜rst ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡ λ✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮ ♠❡❛♥s✱ ✐❢ r = r(M)✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t B ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥✱ ❝❛♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❡❧♣ t♦
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ B❄ ❚♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡
❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ẏ = Ay ✭✹✹✮

✇✐t❤ ẏ = (q̇N , K̇N , q̇T , K̇T , λ̇, Ḃ)′✱ y = (qN − q̄N ,KN − K̄N , qT − q̄T ,KT − K̄T , λ−
λ̄, B − B̄)′✱ ❛♥❞

A =



















ϕ1 + κ1q
N ϕ2 + κ2q

N κ3q
N κ4q

N −RN
p pλ + κ5q

N 0

IN
q −δ 0 0 0 0

κ1q
T κ2q

T r + δ + κ3q
T −RT

K + κ4q
T κ5q

T 0
0 0 IT

q −δ 0 0

−κ1λ −κ2λ −κ3λ −κ4λ −κ5λ 0
cT
q + κ1B cT

K + κ2B ΨT
I IT

q + κ3B yT
K + κ4B cT

λ + κ5B r



















✇❤❡r❡ ϕ1 = r + δ − RN
p pq✱ ϕ2 = −RN

K − RN
p pK ✱ κ1 = r′MqN ✱ κ2 = r′MKN ✱

κ3 = r′MqT ✱ κ4 = r′MKT ✱ κ5 = r′Mλ✳

❚❤❡ st❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦✿

|J | = −rr′M ′

λλ

[

ϕ1 ϕ − 2
IN
q −δ

] [

r + δ −RT
K

IT
q −δ

]

✶✻



−rRN
p pλ

[

IN
q −δ

−r′M ′

qN λ −r′M ′

KN λ

] [

r + δ −RT
K

IT
q −δ

]

> 0.

❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♠❛tr✐① s✐❣♥✐✜❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ③❡r♦✱ t✇♦✱ ❢♦✉r
♦r s✐① st❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ r′(> 0)✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t✇♦ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ✉♥st❛❜❧❡ ❡♥❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ st❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ st❛t❡ ✭❛♥❞ ❝♦st❛t❡✮ ♠❛tr✐① ♦❢ ✭✹✹✮ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
✐♥t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♠✉st ❜❡ st❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❢❛s❤✐♦♥
❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡♥✱ ✐♥ t❤❡ r′ < 0 ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ st❛❜❧❡
r♦♦ts✱ ✶✸ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ st❛❜❧❡✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♥♦♠②
♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✉♥❞❡r ✇❤❛t❡✈❡r s❤♦❝❦✱ ❛s t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣
❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❡♥❣❡♥❞❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ✭❢❡❡❞✲❜❛❝❦✮ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ✐t✳

■❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠② s②st❡♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✈✐❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡
❝❡✐❧✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✱ ✇✐t❤ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ ♦❢ ♣❛②♠❡♥t
♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■ts ❛♥❛❧②s✐s✱ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ t♦ st✉❞②✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s ❜r♦❦❡♥
❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ✬s ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥♥♦t ❛tt❛✐♥
❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✜①❡❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✜① t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t✳ ❚❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t ♠✉st ❛❧✇❛②s r❡st t❤❡ s❛♠❡
❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✳

❲✐t❤♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛❜r♦❛❞✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♥♦t r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❛❞♦♣t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❞❡❜t ♦✈❡r ♦t❤❡r ❞♦♠❡st✐❝ ✜♥❛♥❝✐❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ♠❛② ❡①✐st ❛
❞✉❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✿ t✇♦ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❝♦❡①✐st✱ ♦♥❡ ✐s ✐♠♣♦s✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥
❜♦rr♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♦✛❡rs
❛♥❞ ♥❡❡❞s✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❤❡♥ ♥♦t t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❞❡❜t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❢❛❝✐♥❣ t♦ s♦♠❡
❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s✳

✶✸■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝❛s❡✱ t❤❡
s②st❡♠ ❤❛s t❤r❡❡ st❛❜❧❡ r♦♦ts✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠✉st ❞✐♠✐♥✐s❤ ✇❤❡♥
tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ r′ < 0✱ ✐s ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡✜❝✐t ❛s ✐♥ ▼✉r♣❤② ✭✶✾✾✶✮✳

✶✼



✹ ❚❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❛t ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r t♦t❛❧

❞❡❜t ❛♥❞ ❞❡❜t✲r❛t✐♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✉♥❞❡r t✇♦
st❛❜❧❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦✉t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r②
♣♦❧✐❝✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♥❛t✉r❡✳ ❆s t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ♦r ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♦♥❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ s❛✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ ❢r♦♠ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ tr❛❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ✐s ❡♥t✐r❡❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛①✳

✹✳✶ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠② ✉♥❞❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ q̇N = K̇N = q̇T = K̇T =
λ̇ = Ḃ = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t r = r(B)✿

y(KN , p) = cN + ΨN (IN ) + gN , ✭✹✺✮

uT = λ, ✭✹✻✮

uN = pλ, ✭✹✼✮

qN = ΨN
I , ✭✹✽✮

qT = ΨT
I , ✭✹✾✮

[r(B) + δ]qN − RN (KN , p) = 0, ✭✺✵✮

IN − δKN = 0, ✭✺✶✮

[r(B) + δ]qT − RT (KT ) = 0, ✭✺✷✮

IT − δKT = 0, ✭✺✸✮

[ρ − r(B)]λ = 0, ✭✺✹✮

r(B)B + cT + ΨT + gT − yT = 0. ✭✺✺✮

❲❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✹✮✱
t❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✾✮✱ ✭✺✷✮✱ ✭✺✸✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ✈❛❧✉❡s qT , IT ,KT ❀ ❛s ✇❡
✜♥❞ ♦✉t✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✭♥❛♠❡❧②✱ s♣❡♥❞✐♥❣
♦✈❡r tr❛❞❛❜❧❡ ♦r ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❜✉❞✲
❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✐s tr✉❡ ❛s ✐t ✇✐❧❧

✶✽



cT cN λ p qN KN IN qT KT IT B

gN ✵ − ✰ ✰ − − − ✵ ✵ ✵ ✵

gT −✶ − − − ✰ ✰ ✰ ✵ ✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s

❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡✛❡❝t✉❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧
❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳

❆s B✱ IT ✱ ❛♥❞ KT ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛st
r❡❧❛t✐♦♥✱ ✭✺✺✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t cT ✐s ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ tr❛❞❛❜❧❡
❣♦♦❞s✱ gT ✱ ❛t ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✱ gN ✱ ❤❛s ♦♥❧②
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r cN ✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡ ♣♦❧✐❝② ♦✈❡r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s✐♥❝❡ ✐t ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r✳
❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣✱ gT ✱ ❤❛s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r cN ✱ p✱ qN ✱ IN ❛♥❞ KN ✐♥ t❤❡
❧♦♥❣✲r✉♥ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛ss❡rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♣❛ss t♦ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✶✹

❲❡ ❝❛♥ s❤♦rt❧② ❝♦♠♠❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞✲
❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡✳ ■❢ t❤✐s ♣♦❧✐❝② r❡❞✉❝❡s t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ♠❛r❦❡t✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ✉♣ ✜♥❛❧❧② ❜② ❛ ❧♦✇❡r
♣r✐❝❡ ✭r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✮ ❧❡✈❡❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❝♦♥♦♠②✱ ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✉♥❞❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ❜❡ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱
t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❡❛❧t❤✳ ❚❤❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡✱
✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✇✐❧❧ ✐♥❝✐t❡ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡
s❡❝t♦r t♦ ❡♠♣❧♦② ❧❡ss ❧❛❜♦r ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ❚♦❜✐♥✬s
q✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✢✉① ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ✇✐❧❧
✐♥❝r❡❛s❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢
❣♦♦❞s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥♣✉ts✱ t❤✐s ♣♦❧✐❝②✬s ❡✛❡❝t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✇❡❛❧t❤✱ λ✱ t❤❡ ❚♦❜✐♥✬s q✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✢✉① ✇✐❧❧
❝❤❛♥❣❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞✳ ❚❤❡♥
t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ λ✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ qN ✱ IN ❛♥❞ KN ✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❝❛s❡✳

✶✹❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✾

✶✾



❋♦r ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛❞✲
❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ♣♦❧✐❝② ✏❝r♦✇❞s ✐♥✑ ❤✉♥❞r❡❞ ♣❡r❝❡♥t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❡❛❧t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥
t✉r♥ r❡♥❞❡rs t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ♠❛r❦❡t ✐♥t♦ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✜♥❛❧❧② tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡❜t✲r❛t✐♦

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

❯♥❞❡r t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s B✱ qT ✱ IT ❛♥❞ KT ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✹✮✱ ✭✹✾✮✱ ✭✺✷✮ ❛♥❞ ✭✺✸✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱
t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s❤✐❡❧❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ t♦t❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s
❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥
r❡❢❡r t♦ t❛❜❧❡ ✶ ❢♦r t❤❡♠✳

✺ ❚r❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s✿ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡

❚❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s
t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲
r✉♥ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ✜rst ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✳

✺✳✶ ❚♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

❲✐t❤ t❤r❡❡ st❛❜❧❡ r♦♦ts ✭❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤ ❝❛♥ t❛❦❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡
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❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ ✶✺



















qN (t) − q̄N

KN (t) − K̄N

qT (t) − q̄T

KT (t) − K̄T

λ(t) − λ̄
B(t) − B̄



















=



















V11 V12 V13

V21 V22 V23

V31 V32 V33

V41 V42 V43

V51 V52 V53

V61 V62 V63

























k1e
−λ1t

k2e
−λ2t

k3e
−λ3t






✭✺✻✮

✇❤❡r❡ (V1j , ..., V6j)
′, j = 1, 2, 3, ❛r❡ ❡♥❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡♥❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 <

λ2 < λ3 < 0✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ki, i = 1, 2, 3, ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s②st❡♠







V21 V22 V23

V41 V42 V43

V61 V62 V63













k1e
−λ1t

k2e
−λ2t

k3e
−λ3t






=







KN (t) − K̄N

KT (t) − K̄T

B(t) − B̄






✭✺✼✮

✐♥ ❧❡tt✐♥❣ t = 0✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts k1, k2, k3 ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s KN (0),KT (0), B(0)✳ ❙✐♥❝❡ KN (0)−K̄N 6= 0,KT (0)−K̄T = 0, B(0)−B̄ = 0✱
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳

❆ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✺✻✮ ✐s t❤❛t✱ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s B✱ qT ✱ KT ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❢❛❝✐♥❣ t♦ ✇❤❛t❡✈❡r ❜✉❞✲
❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s s❤♦❝❦s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t st❛t✐♦♥❛r② ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲r✉♥✳
❇✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦♦ ❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❣❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❞✐s❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦
♠✉❝❤ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✳

●✐✈❡♥ r = 0.04✱ δ = 0.05✱ RN
p = −0.1✱ RN

K = −0.21✱ pq = 0.1✱ pλ =

−0.4✱ pK = −0.1✱ qN = 1.2✱ qT = 1.3✱ RT
K = −0.2✱ IN

q = 2✱ IT
q = 2.2✱

cT
q = 0.08✱ cT

K = −0.02✱ ΨN
I = 1.2✱ yN

K = 0.5✱ cT
λ = −0.6✱ B = 10✱ λ✱ r′ =

0.003✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ✭✸✽✮ ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ ❛s✱ λ1 = −0.6489871086, λ2 = −0.6122056431, λ3 = −0.02206804787, λ4 =
0.08009209496, λ5 = 0.7012283941, λ6 = 0.6619403129✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞
t❤r❡❡ ✉♥st❛❜❧❡ r♦♦ts✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ✭KN (0) − K̄N > 0✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳ ■t
✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ qT ✱ KT ✱ a ❛♥❞
IT ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❜②

✶✺❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✉♥❞❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥t✐❝✐♣❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❡❡ ❱❆❘❖❯❉❆❑■❙ ✭✶✾✾✵❛✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✳

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② t♦ t❤✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t s❤♦❝❦ ✇❤✐❝❤ ❡♥❣❡♥❞❡rs
✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
t❤❡ s❤♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❤♦❝❦ ❛rr✐✈❡s✱
t❤❡ ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♠♦✈❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ✭♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧②✮
t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♠♦r❡ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡
❛♠❜✐❣✉✐t② ♣❡rs✐sts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❧❛♥
♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡
♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❡❛s✐❧② s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ❝❛♣✐t❛❧
st♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣✱ r❡t❛r❞❡❞ ♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣ ♦r ♦t❤❡r
❢♦r♠ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳ ■♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧② t♦ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❧❛t❡r✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ✭B✮ ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ tr❛♥s✐t♦r② ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ qT ✱ KT ❛♥❞
IT ✳

❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢
r❡♠❛r❦s ❛s t❤❛t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳

✺✳✷ ❉❡❜t r❛t✐♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

●✐✈❡♥ r = 0.04✱ δ = 0.05✱ RN
p = −0.1✱ RN

K = −0.21✱ pq = 0.1✱ pλ = −0.4✱ pK =

−0.1✱ qN = 1.2✱ qT = 1.3✱ RT
K = −0.2✱ IN

q = 2✱ IT
q = 2.2✱ cT

q = 0.08✱ cT
K = −0.02✱

ΨN
I = 1.2✱ yN

K = 0.5✱ cT
λ = −0.6✱ B = 10✱ λ✱ r′ = 0.03✱ yT = 15✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲

✷✷



t❡r✐st✐❝ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✭❛♥❞ ❝♦st❛t❡✮ ♠❛tr✐① ♦❢ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ✭✹✹✮ ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ ❛s✱ λ1 = −0.6469368852, λ2 = −0.6121156831, λ3 = −0.01707689893, λ4 =
0.06925727297, λ5 = 0.6619296437, λ6 = 0.6949435444✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞
t❤r❡❡ ✉♥st❛❜❧❡ r♦♦ts✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❞❡❜t r❛t✐♦ ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t ✐s s✐♠✐❧❛r ❛s ✉♥❞❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ▼❯❘P❍❨✬s ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ✐♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥♦t❤❡r ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡
❝✐t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✉♥❡♠♣❧♦②✲
♠❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ q✉❛s✐✲
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡❜t✲tr❛❞❡❞ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s
s✉❝❤ ❛s s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ▼❯❘P❍❨ ✭✶✾✾✶✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t❤❛t ✉♥❞❡r t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts t♦ r❡❞✉❝❡ s♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ tr❛❞❡❞ ♦r ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s ♥❡t ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ♣♦✲
s✐t✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❍❆◆❉❆❘■✱ ❍❆◗❯❊ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨
✭✶✾✾✵✮ ✐♥ t❤❡✐r ♦♥❡ s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ❤❛s ♥♦t ❛♥② ❡✛❡❝t ♥❡✐t❤❡r ♦♥
❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♥♦r ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❲❤✐❧❡ ✉♥❞❡r ❞❡❜t
r❛t✐♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ▼❯❘P❍❨✬s r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s r❡❞✉❝❡s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t✳

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❡❜t t♦ tr❛❞❡❞ ♦✉t♣✉t ❛s ✉♥❞❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❜t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱
t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ tr❛❞❛❜❧❡ ♦r ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡
♥♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ r✐❣✐❞ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✈❡st♠❡♥t
❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♥♦ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs ✐s ❡✛❡❝t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s tr❛❞❛❜❧❡ ♦✛❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥t tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ■♥ ▼❯❘P❍❨✱
t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s t♦t❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t②
❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛s ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❝♦✉♥tr②✬s ♥❡t

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞✲
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❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❜s❡♥t ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱
✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❛❜❧❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡♥❞✲
✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❤♦rt✲r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝t ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧
❞❡❜t ❧❡✈❡❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥✲
s✐t♦r② ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♦❢ tr❛❞❛❜❧❡
s❡❝t♦r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t✱
✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✖ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥
♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧s ✖ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❜t ❧❡✈❡❧ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ st❛❜✐❧✐③✲
✐♥❣ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐s q✉✐t❡ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡
❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛❞♦♣t ♣❡r❢❡❝t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡
t❡♠♣♦r❛r② ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ✶✻

❚❤❡ ♣✉③③❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s s✉❜❥❡❝t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢
❞✐s❝♦✉♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❝r✉❝✐❛❧
❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❢❛❝✐♥❣ ❛
♣❡r❢❡❝t ✇♦r❧❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ■t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
s✉❜❥❡❝t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢❛❝✐♥❣
t❤❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❞✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠
t❤✐s st❛♥❞❛r❞ tr♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts ✉s t♦ ❞♦ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜✉❞❣❡t❛r②
♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞r♦♣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜②
❡♥❞♦❣❡♥✐③✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t ❛s ❞✐❞ ❖❇❙❚❋❊▲❉ ✭✶✾✽✶✱ ✶✾✾✵✮✱ ❊◆●❊▲ ❛♥❞
❑▲❊❚❩❊❘ ✭✶✾✽✾✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♣❡r♠✐t ✉s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✬s ✐♥✐t✐❛❧
❞❡❜t ❛♥❞ t❤❡ st❛❣❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞r♦♣ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❇▲❆◆❈❍❆❘❉✱ ✶✾✽✺❀
❇❯■❚❊❘✱ ✶✾✽✽❛✱ ❜✮✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡①✲
♣♦rt❡r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡ ❛❝❝♦✉♥t s✉r♣❧✉s ♦r ❛♥ ✐♠♣♦rt❡r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡
❛❝❝♦✉♥t ❞❡✜❝✐t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥② ❝♦✉♥tr② ✇✐❧❧ ❡①♣♦rt ❛♥❞ ✐♠♣♦rt ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❀ t❤❡
tr❛❞❡ ❞❡✜❝✐t ♦r s✉r♣❧✉s ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ q✉❛♥t✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t♦t❛❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✢✉①✳
❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤✐s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✢✉① t♦ ❛✈♦✐❞ ♦♠✐tt✐♥❣ s♦♠❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ■t
♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t②♣❡s ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ❛♥❞
✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ♠✐①✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♦♠❡ str✉❝✲

✶✻❙❡❡ ▼❆❚❙❯❨❆▼❆ ✭✶✾✽✽✱ ✶✾✾✶✮✱ ❙❊◆ ❛♥❞ ❚❯❘◆❖❱❙❑❨ ✭✶✾✽✾✮✳

✷✹



t✉r❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st t♦ st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✳

✼ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡

r❛t❡

❋♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ cT ✱ cN ✱ p ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s λ✱ qN ✱ KN ❛♥❞
♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ gN ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✮✱ ✭✷✼✮✱ ✭✷✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿







uTT uTN 0
uNT uNN −λ

0 −1 yN
p













dcT

dcN

dp






=







1 0 0 0
p 0 0 0
0 ΨN

I IN
q −yN

K 1

















dλ
dqN

dkN

dgN











✭✺✽✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s r✉❧❡✿







dcT

dcN

dp






=

1

∆







yN
p uNN − λ −uTNyN

p −λuTN

−yN
p uNT uTT yN

p λuTT

−uNT uTT uTT uNN − u2
NT













1 0 0 0
p 0 0 0
0 ΨN

I IN
q −yN

K 1

















dλ
dqN

dKN

dgN











✭✺✾✮

=
1

∆







yN
p (uNN − puTN ) − λ −λuTNΨN

I IN
q λuTNyN

K −λuTN

yN
p (uTT − puNT ) λuTT ΨN

I IN
q −λuTT yN

K λuTT

−uNT + puTT JΨN
I IN

q JyN
K J

















dλ
dqN

dkN

dgN











✇❤❡r❡ ∆ = (uTT uNN − u2
TN )yN

p − λuTT > 0, ❛♥❞ J = (uTT uNN − u2
TN ) > 0✱

(uNN −puTN ) < 0, (uTT −puNT ) < 0,−uNT +puTT < 0✱ t❤❡s❡ ❧❛st t❤r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✽ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥

−RN
K − RN

p pK = −(FN
KK + FN

KL

dL

dK
) − FN

KL

dL

dp
pK

= −(FN
KK + FN

KL

dL

dK
) − FN

KL

dL

dp

−(uTT uNN − u2
NT )yN

K

(uTT uNN − u2
NT )yN

p − λuTT
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> −(FN
KK + FN

KL

dL

dK
) − FN

KL

dL

dp

−(uTT uNN − u2
NT )yN

K

(uTT uNN − u2
NT )yN

p

since λuTT < 0,

= −(FN
KK + FN

KL

dL

dK
) + FN

KL

dL

dp

yN
K

yN
p

= −(FN
KK + FN

KL

dL

dK
) + FN

KL

dL

dp

(FN
K + FN

L
dL
dK

)

FN
L

dL
dp

= −(FN
KK + FN

KL

dL

dK
) + FN

KL

FN
K

FN
L

+ FN
KL

dL

dK

= −FN
KK + FN

KL

FN
K

FN
L

> 0 if FN
L FN

KK + FN
K FN

KL < 0.

✾ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s

❯s✐♥❣ IN = KN ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ st✉❞② t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r②
♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✺✮ ✕ ✭✹✽✮✱ ✭✺✵✮ ❛♥❞ ✭✺✺✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



















0 −1 0 yN
p 0 yN

K − δΨN
I

uTT uTN −1 0 0 0
uNT uNN −p −λ 0 0

0 0 0 0 1 −δΨN
II

0 0 0 −RN
p r + δ −RN

K

1 0 0 0 0 0





































dcT

dcN

dλ
dp

dqN

dKN



















=



















1 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 −1



















[

dgN

dgT

]

✭✻✵✮
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❣✐✈❡s



















dcT

dcN

dλ
dp

dqN

dKN



















=
1

∆



















A11 −A16

A21 −A26

A31 −A36

A41 −A46

A51 −A56

A61 −A66



















[

dgN

dgT

]

✭✻✶✮

✇❤❡r❡

∆ = [λ−(uNN −puTN )yN
p ][−RN

K +(r+δ)δΨN
II ]−RN

p (uNN −puTN )(yN
K −δΨN

I ) > 0,

s✐♥❝❡ RN
p = FN

KL
dL
dp

< 0 ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t FN
KL < 0 ✭s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②

❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

FN
L FN

KK − FN
K FN

KL < 0.
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■t ✐s t❤❡♥ ❡❛s② t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❛t ✐t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t

−yN
p RN

K + RN
p yN

K > 0.

■♥ ❢❛❝t ✇❡ ❤❛✈❡ yN
p = FN

L
dL
dp
✱ RN

p = FN
KL

dL
dp
✱ yN

K = FN
K + FN

L
dL
dK

✱ RN
K = FN

KK +

FN
KL

dL
dK

✱ ✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

❚❤❡ ❝♦❢❛❝t♦rs ✐♥ ✭✻✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s✿

A11 = 0, A21 = λ[RN
K − (r + δ)δΨN

II ] < 0,

A31 = −uTNλ[−RN
K + (r + δ)δΨN

II ] > 0,

A41 = (puTN − uNN )[−RN
K + (r + δ)δΨN

II ] > 0,

A51 = (puTN − uNN )RN
p δΨN

II < 0, A61 = (puTN − uNN )RN
p < 0,

A16 = [λ − (uNN − puTN )yN
p ][−RN

K + (r + δ)δΨN
II ] − RN

p (uNN − puTN )(yN
K − δΨN

I ) > 0,

A26 = (uNN − puTN )yN
p [−RN

K + (r + δ)δΨN
II ] − RN

p (uNN − puTN )(yN
K − δΨN

I ) > 0,

A36 = [−λuTT − (uNN − puTN )yN
p ][−RN

K + (r + δ)δΨN
II ] − RN

p (uNT − puTT )(yN
K − δΨN

I ) > 0,

A46 = (uNT − puTT )[−RN
K + (r + δ)δΨN

II ] > 0,

A56 = (uNN − puTN )RN
p δΨN

II < 0, A66 = (uNT − puTT )RN
p < 0.

❘❡❢❡r❡♥❝❡s
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