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��  �� '��� �������	 '����� �� ����+�� 
 ��	� ;� ���� ���� ��� �� ���� ��<)F

*�� �'� ��
���	 ��������� 
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 	�� ������� ��
��
�, '��� ��	�� 
� ��
� 
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������	 �� '����� ���� ����
�� ���  �'��	���� � � �� ��� �� 
�� ���� ��

� �� �, 
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	������ ������� ��
��
�, '��� ��	�� ��������
� �� ���� ���


� +������) �
�� �������� �������
��� ���� ��
� 
���� �� ������ ��� �� 
�� ��

#5��M� 
�� �����
��� ;#$$H< ���� �� ��� ���
�� �� �����
���� ����	
���� �������, �� '���� ���

	��� ������� ��� 
 �����
���� ��� �� �	����� ��� ������� 
��� ��
� ��� 
 � +��� �� �������
����������) *��� ���', +�
��� ���
���	, ��
� '��� �����
� ����	
���� �� �����
� �� ������ 
��
�
�� �����-� ������������ �
��'�� �� �"�
 +���B� �� 	���
��� +� �����
���� �������, + �
����'��� ��� ������
� �
� ��������� �� +���� +� �(���	 �������� ��� �������)

E� ����� �
�� '���� 
��� �������	
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 �'�.���������
� ����	
���� ��+��� �� ��
��, &��.
��	, 
�� ��	������ ;#$$J<) *���, 
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	��� '��� > 
��.����+���� ��������� �
� '�
��� '���� ���
���� ��� ��� �'� ������) /� ���� '�� ��  ����
���� 
+� � �� ���������, ��� '� �� 	
�� +�
���������	 �� 
 B"�� ���� ������ �
�� 
� ���� 6��) 1�'���, ��� '��� ������ 
  ������ ����� ��
����� = 
�� ����  ����
���� 	���� 
 ������ 
���' ���� 0�"�+����� �� ���� ������) ��
�� � ���
���' ��
� ��� ����.6�� 
	��� ������ �� ���� ������ �����+������� �� 
 � +��� �� ��
��+�� ���� ��.
���� �
���, 
�� ���� B�� 
 ��������� '���� ������� ��
� ��� �����
� ����	
���� ��� ������ ��������
��
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 ������	 �� B��.����� ���� ������)

F/� �
�����, �
�� ��	�� 	����	 ��� �� ����������� ������� 
� �������� � +���� �� ����������
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���� ������
��< 
��� ��
� ����+���� 
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���� �"
���� ���� ���� ���)
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� '���
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� �� ���� � ���������� ��� ��� � �� ��� �� ���� ��

'���
� 
����) ��� 4
��� 
�� 5
�6 ;#$$J< �� 
� ������' �� ��� ��� ��)

!�� � ���� �� ���� �
�� �� �� �"
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��� �
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��	�� �
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4�	 � =? *�� /��
�� �� &���
� ��
��
� �� ������ ��	��

1��, u �������� ��� 	
�� �� ���
� ��B� �� ����	 ��� 
��	�, '���� v ��
� ��

��� �� ����	 ��� 	
�� ;'���� �
� +� ��	
����< �� ���� ���) � ����� ��
� u 
�� v


� ���B
+�� ���� 
 ��	� �� ������� �� ��� ����������� 
 ������) /� ��� �	 �
��

�����'� 
 ���
� '���
� ��
��
�, �� '��� ����� 
�� ��	� '���� ���� 
+��� ���

��	
������.������ ���� �� ��� B	 �) � ����� ��� B� �
� �'� ��	�� �� ������

���, �������� +� � 
��⋆ �� ��� B	 �) &��� 
 ���
� '���
� ��
��
�, ��� B� '���

������ ��� ��	� '��� ��� ��	�� u �
��(, �)�), ��� ���	�) 1�'���, ��� �	 �
��

'� �� ���� ��� 
����
���� ⋆ ����� ��
� ������ ��	�� ���
� '���
�) /� ��� �	 �
��

�����
� ������� 
 ���� �� '���
� ��
��
�, �� ��
� ���� ����� ��	�� '���� ���


+��� ��� ���6���
� ���� v = 0 
� ��������, ���� ��� B� '��� +� ����� �� ������

J



��� ������ ��	�) /� ���� �
��, 
 �	 �
�� '�����	 �� �
"���6� ���
� '���
� ��

+���� �( �� �� ������� 
 ���� �� '���
� ��
��
�) �� 4
��� 
�� 5
�6 ;#$$J, �
	�

=H< � � ��? @�� '� '
�� �� �
"���6� 	
��� �� ���
� � �� � ;�����
����� ���������


� ���'� �� 4�	 � N=O< 
�� B�� 
�'
�� � �� �
��'
��, ���� �� ��������	 �� +�

�
�� �� ������� 
����	 
 ������� ����)A 7����������, ���� �� 
 �������
� ����

�� 
������	 
 ���� �� '���
� ��
��
�? �� ��� � ��	� � �� � � �� +� ��� 	���

�����+�� ��	� ���� 
 ���� �� '���
� ��
��
� '��� ��� ����� ���� ���� ��� 	� ���

��	� '��� ������ ���
� '���
�) *� �, ��� ������ �� '���
� ��
��
� '��� ������

�� ��� � �+� �� �����+�� ��	�� 
�� ��� �����+ ���� �� ��B� 
�� ���� �� � �� �

	
��� �� 
 �����+�� ��	�)L

��� ��� 	�� �����	 ������ �� ������!�����

&����� 
 B�, 
 �
�
	� �
� +� 	���� 
 ������ �� ������ ������� �� ���������,

� +���� �� ������ ������� +� ��� B�-� �'���) 4� ����
���, 
 �
��� �
 ������ �
�

����� 
� �"������ ��B� �� ��� ��
������� �� v, ��	���� '��� 
 �����
� +���B� ��

��� �
�
	� �� u) /� ���� ��� 
�����, u ��	�� +� �+���
+�� �� ��� �'���) 4�

�"
����, ��� �
�
	� ��	�� �����, � �������, �����������	 @�
	�A ������� ;�)	),


� ��
� �� +� ��� �����
� ���������� ������<, 
�� ��� ��6� �� ��� ������ �� �� +�

��
� �� +� ��� ������
�) /� � �� �
���, ��� �'��� �� �� ����� ��� �
�
	� ��
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�� ������ ��
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��6
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���, u ��	�� +� 
 ���
�� +���B� �� ��� �
�
	�,  ��+����� +�

��� ������
�) 1��, ��� �'��� �
� ��������� ��������� ���� �� ��� �
� � �� v,

��� u, 
�� ���� ����� ������� '��� ��B�
+����� v ≥ R, �
�, ��	�� +� ��������)

*�� �������� R �� ��������� ����� 
 @� ��� 
��A) /� ��� �
�
	� ���������

�
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 ������ �� ������� �� ���������, ��� ������
� �
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 � ��� 
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���
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� ���� ������� '����

�
�� �������� �
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� ��� ��������) *�� �
��� �� �����
 �� ���

'�� ��� ����������� 
 ������ ��	�� '��� �� ������ 
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� ��� ��� 
�� �
�� ����
� �������
�
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� �"������� �� ��� ������ �� ��
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'��	�� ��� ������
� ��
��� �� ��� 
	���-� ��������, 
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 � � �	
� �� ���


	���-� �
��( ;
� �� ��� ��	� 
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� ����������� �
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���
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� ��� � ���� �� (u, v) �� 
 ���
�	�� [0, u���]× [v���, v���], '��� v��� ≤
0 ≤ v��� �� ��
� (0, 0) ���� �� ��� � ���� �� (u, v)) 4��
���, � ����� ��
� +��� f 
��

g 
� ������ � ��� ��(�����
+�� 
�� ���.6�� �� ��� � ���� �� (u, v))

/� ���� +�����
� �����, ��� � �+� �� ������� �� 
���� 
�� ��� ��+
+�����

��
� ��� 
	��� �
� �"
���� n ≥ 0 
�
��
+�� ������� �� qn) ;!  
�
����� ����� ���

�
�� '��� ���� 
� � ��� N �������, + � ��� 
�
����� �� �� �
��� �� ��
� �
��)

/�����, '� '��� ��� ��
� n +���	 
 ������� �
�
+�� �� ��� �
����� �"
���� �� 
�
��6�)<

� ����� ��
� ��� ������ ��

��������� (u, v) 
� �����+ ��� ������������� �� n)

*�� ������
� ����	
��� ��� ������ �� ������ �� ��� 
	���) &� 
�� �� �� ����

+�����
� ����� ��
� �� �� �������+��, � ��� ����+��, �� ��� ������
� �� 	���

������	��� �����
� ���������� �� ��� 
	��� �� ������ 
 ����
+�� ������) !���

��� 
	��� ������� 
 �
��� �
 ������ ��� �� ��� �� �����+�� �������, '� 
�� ��

��
� ��� ��

��������� �� ��� ������ ������D
�� 	��� ��
� ������D
� ���B
+��)

*��� 
�� ������ �
� +� 
�����
�� �� ��� ������
� �
� � +��
���
� ����� 
�����
���

'��� 
 �����	 
 	���� ������-� ��

���������, 
��C� ��� 
	��� �
� ��	��B�
�� �����

J�	���� 
�� *���� ;=%%H< ��� �� ���� +���B� �� 	����	 ��� 
	��� ������ �� ������ ������� 
�
��� @�
�����
����A +���B� �� ����	
����)

H�� ��� ���� �"����, �� ��� 
	��� �� ��B������ ���.
���� 
�� �
�� ���� 
+� � �� ����� �
������ ��� 
�� � ������, ���� ��� �����'��	 
�
����� 
������ '��� α � �) � �� 
� 
	��� ��  �'�����	
�� �
��.�( �� �
�
� 
	
���� ���  ����
�� ������� �� ��.���.��+ +���B��)

%




�����
��� '��� ���
��	 
 ����+�� ������ �����
�) ;�
�� �� ����� �� 
	 
+�� ���

�
�� �� ��� ��	� ����
��, �� �"
����)<

8��
�� ��
� �� ��� 1������� ;=%IF< ������	 ��� @����	
���� ��+���A ���������

'��� ��� @����
���� ����	� ��+���A �� '���� ��� 
	��� ����� �� ;��
�
< ��.

�
�� �����
����) /� �  ������	 �� ���
�� �����
���� �������� �� ��� � �+� 
��

�
� � �� 
�
��
+�� �������, 
�� ��� ����
���� ����	� 
���
�� '� �� ������� ���

������
� ���������	 �� 
  �� ��
� ��������� '���� ������ �� ������ 
� 
 � ������

�� ��� 
	���-� 
��� ���� ���� �� 
�
��
+�� �������)I ���� �  
�� ������ ��
� ����

��� ������ ������-� ��

��������� 
� ���B
+��, ��� ;������������< ����
���� ��.

��	� ��+��� +���� ��'� �� ��� ����	
���� ��+��� �� �������	 ��� ��� �� ��������

�������) *� ��� ����, ���� ��
� ��� ��� �� ������� �
� +� �
�������� ���� �'� � +.

����? ��� ��� �� �������, �
� D, '����, +� �
���	 � ��
+�� ����� �� ���� �������,

�� �� +� ������ �� ���������
����  ��� ��� ������
�-� ��������  ��, 
�� �����

������� '���� 
� ���� ����������� +� ��� ������
�-�  ��) 4
��� '��� ����  ��,

��� 
	��� '��� ������ ������ �� ������ 
�
��
+�� ������ ;�� 
��< �� ��� ����

���, 
�� 
��� ��� 
�� ���� ������� �> ��� �� ��������� ��
� ������) ���
��,

���� ����
���� �� �> ��
���� �� ��� ����	
���� ��+��� '��� ��� 
	��� �
� �������

������ 
�� ������ �� ��� ��� D)
/� � �, ��� ����
���� '� 
�
��6� �� 
� �����'�? +���� ��� 
	��� �
� 
�� ���
��

�����
����, ��� ������
� ������� �� 
 ;��
� 
+��< @��������� ���A ;� ����	
����

���< �� �������, �������D ⊂ [0, u���]×[v���, v���], 
�� ��� 
	��� �
� ���� ���������

�� ������ �� D)% ,=$ ;��� ��� ����� ���	 ������� �� ���� ����� �� ��� ��
+�
��

I/� ��� ������ ��������  ��� ��� ������
�-�  �� � �� � � ��� �� �
�� ��� 
	���-� ��
����
��

���������, � ����� ��� ������
� ���� ��� ��������� 
�� ������)

%/� �� �����
�� �� ����
��6� ��� 
�� ������ ���, 
� �� ����	
���� ��+���� ��� 	���
���,
�� ����������) &� '��� ��� ��
� ��� ������
� �"�� ��� ���� �� �	� ����
+�� ������� ��� ���
��������� ���) 3 � �� ��� 
+����� �� ���������� ��'�, �� ��� 
	��� ����� ��
� ��� �
� ��
�������� ������, ��� ������
� �
� �
�� 
� ��������� �� @���	���
��A, 
�� �� '���� ��� ��� ��
�������� �������) /� ������� F)E '� B�� ��� �������� +�
�, �� '���� ��� ������
� ������ ����
������� '���� 
�  �����
+�� �� ��� �� �	�, 
�� ���� 
	
�� �> ��� ���������� ��'� �� +�
����+��) ��� 3
��, 9�++���, 
�� � ��� ;=%%%< 
�� ������ 
�� �
�� ����� ;#$$H< �� 
�
�����
�� ��' ���������� ��'� �
� +� ����	��� ��� 	���
��� '��� ���
��� ����
�����)

=$&� ������ 
�������� �� ������������ ����
�����, �
���� +��
 �� �� �� �
� �� ��
	��� +���	

+�� �� ������ �� � ��������� 
 �����
���� ����
���� �� �
�����) /� �� �����+�� ��
� ����������
�� 
 �����
���� ������, �� ��
��+��, �� �� �� +���� �� ��� ������
� ��
� 
 ������������ ������)
4� �"
����, � ����� ��
� α � �, ��
� n � � �� � �, 
�� ��
� �u, v� � ��.�, �� '��� ��+
+�����
�.� 
�� �u, v� � ��.�, �.�� '��� ��� �
�� ��+
+�����) /� ���� �
��, ��� �����
� ������������ ������
���� ������ ��� ������
�-� �
�� �� ������, ��.�, ��) 1�'���, ��������	 ��� ������ ��.�, �.��
'��� ��+
+����� �.� ������ ��� ������
� 
 ��	�� �"������ �
��( ��
� +
����	 �� 
���	����? ��

=$



����	
���� �������)<

4� �
�� u ��� Du = {v � �� ��
� (u, v) ∈ D} +� ��� ��� �� u.������� '���� 
�

��������, 
�� ���

p(u) =

�

v∈D�
g(v, u)dv

+� ��� �������� �� ����.u ������� '���� 
� ��������) ���

x(u) = 1−
� u���

u

p(z)f(z) dz

�� +� ��� ��+
+����� ��
� 
�� 	���� ������ ����� �
� 
	��� �
��( z ���� ��
� u

� �� ��� ��������) 7��� ��
� x(�) �� ������ � �, 
�� '��� �� �� ��(�����
+�� ���

����
���� ��

x′(u) = p(u)f(u) . ;=<

;����� x(�) �� '�
��� ����
���	 �� �� ��(�����
+�� 
����� ����'���)< /� ���� 
�

n 
�
��
+�� �������, ��� ��+
+����� ��
� �
�� ������ �� ����� +
���� � 	���
���


	��� �
��( ���� ��
� u �� (x(u))n) � ����	 ��� n ������� ��
� ��� ��+
+�����

��
� �
�� 
�
��
+�� ������ �� ����� +
���� � 	���
��� 
	��� �
��( ���� ��
� u ��

φ(x(u)), '��� φ(x) ≡ �∞
n�� qnx

n �� ��� ��	������� ��������� ���
�	� ;� �94<


�����
��� '��� ��� 
���� �
�
+�� n) /� �����'� ��
� ��� ������� �� ��� 
	���-�

������ �������� ������ ;'��� ���� �"����< �� d
du
φ(x(u))) ���� � �������� ��

�94� '���� '� '��� ���������  �� 
� ��
� ���� 
� '���.��B��� �� ��� ����
��

�����
� 0 ≤ x ≤ 1 
�� ������, �����" 
�� ����
���	 ��� ���� �����
�)

*�� ������
�-� �
��( '��� ��� ��������� ��� D �� �������
� u���

�

{E[v | (u, v) ∈ D] + αu} d

du
φ(x(u)) du

=

� u���

�

��

v∈D�
vg(v, u)dv + αup(u)

�
f(u)φ′(x(u)) du . ;#<

*�� ������
�-� ��+��� �� �� �
"���6� �"������� ;#< �
���	 ���� 
��� �� ��� ��
.

�������� +��'��� 
�� p 
�� x �� ;=< 
�� ��� �������� �����
��� x(u���) = 1) *��

�����'��	 ����
 ���'� ��
� ��� �����
� ��������� ��� �
��� 
 @��������A ���?

&	��� � �� �� 	����� �	��
� ���� ����� � �����	�� ���� r(�) ��
� ��

(u, v) ∈ D �� ��� 	��� �� v ≥ r(u) .

+��� �
��� ��� 
	��� '� �� ������ ��� ������
�-� ������ ������ �� ��� �� ��, + � �� ��
� �� ���

�
��
+�� ��� �����
���� ������ '� �� ����� 
���' ���� ��
��� �� 
 ����
+�� ������ +���	 ������)

==



������ 4�� ;=<, ��� � ������ x(�) ������� �� D ���� ��
 ��� @� K����� ��
������A

p(u), ��� �� ��� �
��� �
 v.������� '���� 
� �������� 	���� u) *������, �� 
��

�
����
�� � ������ p(u) ��� ������
� ��	�� 
� '��� ����� ����� �
��� �
 v.�������

'���� �
"���6� ��� ��� {�} �� ��� ;#<, � +���� �� ��� �����
��� ��
� ��� ��������
�� ����.u ������� �� p(u)) 3 � ��� ��+��� �� �������	 ��� ��� Du �� ��� ��

�
"���6�

�

v∈D�
vg(v, u)dv � +���� ��

�

v∈D�
g(v, u)dv = p(u)

�� ������ +� ��������	 ��� ������� '��� ��� ��	���� v �� ��
� ��� �������� ��

�������� ������� �� p(u), �)�), ��
� Du = {v � �� ��
� v ≥ r(u)} �� ���� r(u))

*� �, ��� ��+��� ������B�� �� ��� ������ �� ��������  �� r(�) 
��� ��
� ���

������ �� ��������� ��� D) ;� �����
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4�	 � #? *�� �	���-� ������ �������� ������

��B�� V (r, u) �� +� ��� �"������ �
� � �� v 	���� ��
� ��� ������ �
� 
	��� �
��(

u 
�� ��
� v �� 
� ��
�� r) 8��
����	 ;#< �� ���� �� r(�) 
��� ��
� D, ��� ������
�-�

=#



��+��� �� �� ������ r(�) �� �
"���6�
� u���

�

[V (r(u), u) + αu][1−G(r(u), u)]f(u)φ′(x(u)) du ;E<

� +���� �� ��� @�> 
���� �� ������A

x′(u) = [1−G(r(u), u)]f(u) ;F<


�� ��� �������� ���������

x(u���) = 1 . ;L<

*��� �����
� ������ ��+��� �� ������ ���
��� �� ��� 
������", + � ��� ��� ����

�
� +�  �������� ��� ������� '��� ��� �����'��	 
	 ����) ������� 
 ����� (u, r(u))

�� ��� ������ �� ��� �������� ���) 4� ��� ��� �� +� �����
� �� �� ������
� ��
� ���

������
� +� ����(���� +��'��� ��� �
��( [r(u) +αu] 
� ��
� ����� 
�� ��� �"������

�
��( ��� ��� 
	���-� ��"�.+��� �������� 
����
����, ���������
� �� ��� 
	���-�

+��� �������� ������ +���	 (u, r(u)))

*� �
�� �
�� ��� �
��� �"������ �
��(, ���� ��
� ��� ������� ��
� 
 ������ �
'�


� 
���� �
� �
��(� (u, r(u)) �� f(u)g(r(u), u). *��� ��� ��+
+����� ��
� ��� � �

�� n ������� �
� �
��(� (u, r(u)) 
�� 
�� ��� ����� �
�� 
	���  ������ �� 	�
��

��
� z ≤ u � 
� ��� �������� �� nf(u)g(r(u), u)[x(z)]n−�. *
���	 ��� � � 
����

n, ��� ��+
+����� ��
� ��� ������ �
� �
��(� (u, r(u)) 
�� 
�� ���� ��������

������� �
��  ������ �� 	�
�� ��
� z �� ������� f(u)g(r(u), u)φ′(x(z)). /� �
.

��� �
, ��� ��+
+����� ��
� ��� 
	���-� ������ �������� ������ �� (u, r(u)) ��

f(u)g(r(u), u)φ′(x(u)). ���������
� �� ��
� �����, ��� ��+
+����� ��
� ��� ��"�.+���

�������� 
����
���� �� ��� 
	��� �
� 
	���  ������ �� 	�
�� ��
� z ≤ u ��

f(u)g(r(u), u)φ′(x(z))

f(u)g(r(u), u)φ′(x(u))
=
φ′(x(z))

φ′(x(u))
,

'���� �
� 
�����
��� ������� φ′′(x(z))x′(z)/φ′(x(u)). *������ ��� ����(����� ;�

B��.���< ��������� �> ��� �� �����
���� ��

r(u) + αu =
1

φ′(x(u))

� u

�

[V (r(z), z) + αz]φ′′(x(z))x′(z) dz ;J<

�� 
�� u ∈ [0, u���])
/� �
��� �
, '� ��� ��� ;J< ��
� r(0) = 0) *��� ������� ��
� ��� ������
� ����

��� '��� �� ������ ��� ����
+�� ������� 
�
��
+�� �� ��� 
	��� '���� +��� ������

=E



�
� ���� 6�� �
��( �� ��, �)�), ���� �� @�� ��������� 
� ��� +�����A) *�� �
���

�� ���� �� ��
� '��� u = 0 ���� �� �� ��
��	�� +���B� �� ��������	 ������) ;*��

��
��	�� �(��� �� 
����	 r(u) 
+��� −αu �� �� ����
�� ��� ��+
+����� ��
� ��� 
	���
'��� ������ 
 ��
��� z, 
�� ���� �(��� �
���� ���
�� '��� u = 0)< ��(�����
���	

;J< '��� ������ �� u 
��  ���	 ;F< ������� ��� � �� �> 
���� �� ��� ������
�-�

��+���, '���� �� �"������� ;H< +���')

����������� � ��� ����
������ ��	���� 	� ���������� ��� �����
 	 ��� ��� � �

	!�� ��� ���
�����"
	����	�� �����	�� ���
�	�� r(�) ��� � �	���	�� ���� �	���	� ��

��#��������� ��� ����$�� �� %���� �&���	�

r′(u) + α = [V (r(u), u)− r(u)][1−G(r(u), u)]f(u)φ
′′(x(u))

φ′(x(u))
;H<

��� ������ 
	����	� r(0) = 0� ' ��(
��� 
	����	� �	� � �����	�� ���
�	� ���
�

����$�� �� %���� �&���	� 	 �� � ��	��� 	����� �� ��

ζ(x) ≡ φ′′(x)

φ′(x)
���)�� ��
������ ��� x . ;I<

������ *�� ����� �� ���� 
�� � +��> ��� �� ��� 
� 	���� �� ��� 
������")

�"������� ;H< ���
�� ��
� ζ �� ;I< �� �����
�� �� ��� ��� �� ��� ��� ����) �

���� ���� �� �"
����� �� ���� ��� ���� ���?

• /� n �� ���'� �� +� �"
���� N ≥ 1 �� � � ;�� qN = 1<, ���� φ(x) = xN 
��

ζ(x) = (N − 1)/x)

• /� n �� ������� '��� ��
� � ;�� qn = e−	 	
�

n	
�� n ≥ 0< ���� φ(x) = e−	
�−x� 
��

ζ(x) ≡ �)

• /� n �� 3�����
� ;��� � � �� N 3��� ��� �
�
+��� '��� � ����� ��+
+����� a<

���� φ(x) = (1− a(1− x))N 
�� ζ(x) = a(N − 1)/(1− a(1− x))) *�� @���'�
nA �
�� �� 
 �����
� �
�� �� ��� 3�����
� '��� a = 1) *�� ������� �� 
 ����� �
��

�� ��� 3�����
� '��� aN = � 
�� a→ 0)

• /� n �� 9������� ;�� qn = (1−a)an−� �� n ≥ 1 
�� ���� �

���� a ∈ (0, 1)<
���� φ(x) = (1− a)x/(1− ax) 
�� ζ(x) = 2a/(1− ax))

=F



��� ������ ;I<, '���� ��
��� ��
� φ′(x) �� 
 ��	.����
�� � ������, �� �
��� �� ���

3�����
� �����+ ����D
�� ����� �� ��� @���'� nA 
�� ������� � +.�
���D+ � ���

�� ��� 9������� �����+ ����)

��B�� ��� @�
���A ��������  �� �� +� rnaive(u) = −αu) *��� �� ��� ��������

 �� '���� ������ 
�� ����
+�� �������, �)�), ����� ������� � �� ��
� v + αu ≥ 0)

*���  �� ��	�� +� ����������� +� 
 ������
� '�� �	���� ��� ��
��	�� �(��� ��
�

��� 
	��� '��� ���� ������ ��� ������ '��� ��� ��	���� u '������ ��� �
� 
 ������)

�� � ��, ��� �
���  �� �� �����
� �� ��� ������
� '��� ��� 
	��� ���� �
� 
 ������

�� ������, �)�), '��� q� + q� = 1) ;/� ���� �
�� φ′′ ≡ 0, ��� �	��.�
�� ���� �� ;H<

�
������, 
�� �� r(�) ≡ rnaive(�) �� �����
�)<
! ����� ���� � �� �
��, ��� 	�, ��� �	��.�
�� ���� �� ;H< �� ������� ��������) *���.

���, ����� r′(u) + α > 0 
�� r(0) = 0 �� �����'� ��
� r(u) > rnaive(u) '��� u > 0)

*������, ��� ������
� ��+��� ���� ������� ����
+�� ������� ;
�� ���� ������


�  �����
+�� ������<) ������, ��� 	
� +��'��� ��� �����
� 
�� ��� �
���  ��,

r(u)− rnaive(u), ������� ����
���) &� ��
�� ���� ���
��� 
�?

%�������
 � *���	�� �� ���� �	������ ��� � 
�	�
� 	� ��	��
 �����+ q�+ q� < 1��

���� � �� 	����� �	� �� ����
���� 	 �	���� �	�� ���
�� ��������� ��	��
�+ ���

�� ��� ������ �� 	����� �����	�� ���� r(u) ��� �� ���!� �����	�� ���� rnaive(u)

������ ��� u� �� ����
����+ ���� α = 0 �� 	����� �����	�� ���� ��
������ ��� u�

&�
� �� ��� ��� ����� �� '�� ��� ������
� '����� �� �"�� �� ���� ����
+��

������� ��� ��� �������� ���, '������ ��� 
	��� ��������� �
� 
 ������ ��

������2 � ����� ��� ������
� �����
��� 
���'� 
�� ����
+�� �������, �� ��
� r(u) ≡
rnaive(u)) /� ��� ������
� ����
��� r(�) ���	���� 
� ���� u > 0, ��� ����� ���� �� 
�.

��"��
���� 6��, ����� ��� ������
� ���� �"�� ��� ������� 
+� � '���� �� �� 
�����

����(���� ;����� r(u) + αu = 0<) 3 � ���� �� 
 ������� +���B��
� ��
��	�� �(���?

���� �� ���� ��
��� ��
� ��� 
	���-� ��	����.u ������ �� �"�� ��� +� ��� ����B��

�������� ���, �� '���� �
�� ���� �� 
 ��
��� ��
� ��� ������� 
����� ������ '����

�� ��������, �
� '��� z < u) *��� 
����
���� ������ ��  ������� �� +� �
	��
� ��

��� ������
�, 
�� ��� ������
� '��� �"���� �� 	�� �
��( V (r(z), z) + αz, '���� ��

������� �������� '��� r(z) = −αz) *��� 
	 ���� �����
��� ��
� �� �� +���B��
� ��

������ ����
+�� �������, 
�� ��� �� ����� 
��  �����
+�� �������) ������, ��

=L



�� ��� ����� ��
� ��� ��
��	�� �(��� �� ��� �����
�� �� ��	�� u, ����� �� 
������

��� 
 '��� 
�	� z < u, 
�� ���� �"��
��� '�� r(u)− rnaive(u) ����
��� '��� u)
&� ��"� ���� �� ���� ����

���� ��
���� �� ���� ��+���) 4���, '� ���' ��
� 


	�
�� �
����� �� ������� ��� �� +� �������� '��� ��� '��	�� �� ��
��� �� ���


	���-� ��������)

����������� � ,� αL ��� αH �� �	 ������ ���
�� �� �� ����
���� 	� �� ������

���	#+ ����� αL < αH� ,� ri(�) ��� xi(�) �	�!� �� %���� �&���	� �-� ���� α = αi

�	� i = L,H� �� �������	� �.� �	��� ��� xL(0) ≥ xH(0)+ ����+ �� ���
�	� 	�

������� ��	��
� ��
������ ��� α�

*� � '� ��� ��
� ��� ��� ��� ������
� �
�� 
+� � ���  ������ �� ��� 
	���, ���

��� ���������D�� ��� ����� �� 
 	�
�� �
����� �� ������� +���	 ��������D���


	��� �� 	����)== *��� �� �� �� �����
 �� ��� @
��� ��������A �� ��� 1�������.����

������ ��������� �� ������� =, '��� ��� ��� ������ ��� 
	���-� ��������� '�� ��

+� ����� �� ��� ������
�-�, ��� ��� ��������� ��� 
	��� '
� 	����) /� ����� ��� 
�����

�� '���� ��� 
	���-� �
�
� �
� +� �
��� �( 
	
����  ����
�� ��.���.��+ +���B��, ���

�

���� α �0���� ��� ���� �� ��
� �
��.�( ;'���� �� � � �
� �0��� ��� ��	��

�� ��� 
	���-� ���.
������<) ���������� # ���'� ��
� '��� ��.���.��+ +���B�� 
�

+���� 
+�� �� ���
�� �
�
�, ��� ��� ��������� ��� �� +� �(��� �� ��� 
	���)

� ������ '
� �� '���� ��� 
��� ������
� ��	�� +� �"������ �� +� ���� �������

��� �"���� �� ����
���� +��'��� u 
�� v) /�� �������, '��� u �� ���������� ����
���

'��� v, ��� 
	���-� ���������� 
� ������ �� +� 
��	��� '��� ����� �� ��� ������
�) /�

��� ����� �� ������ �������� ����
����, ����� ��� 
	���-� +��� ������ �� 
�'
�� ���

������
�-� +��� ������, �� �� �����
� �� 	��� ��� 
	��� �������� ������ �� ������


 ������) ;3� ����
��, '��� ����	 ��	
���� ����
����, ��� 
	���-� +��� ��������

������ �� ������ �� +� ��� ������
�-� '��� �������� ������)< 1�'���, �� �� ���

�+��� � ��' ���
��� �� ��B�� 
 ������ �� @��� ����
����A '���� �� �� +�  ���


� +
��� �� 	���
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�� ��� ��	��� �� ��

�.
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=
d

du

��� v���

r
u�

(1−G(v))dv
�
φ′(x(u))

�
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������ �� ��������, ��� �� '���� �
��� �
 �
� �� �� v 
� ��������, 
�� �� ���

������
� ��	�� 
� '��� ������ ��� ��	����.v ������� 	���� ��� ��+
+����� �� 
 ������

+���	 ��������)

/� ��� �� '�����	 �� ������ 
�������� �� � ��� 
�� ��������, ����� +��
 �� u 
�� v


� ����������� � �� �
���� �� @����������A, �� �� 
 ��
�	����'
� �
��� �� �����

��� �����
� � ��� 
��) 4�� �"������� ;E<, ��� ������
�-� �
��( '��� � ��� 
��

R �� � u���

�

[V (R, u) + αu][1−G(R, u)]f(u)φ′(X(R, u)) du , ;=I<

'���

X(R, u) ≡ 1−
� u���

u

[1−G(R, z)]f(z) dz

�� ��� ��+
+����� ��
� 
 	���� ������ ����� �
� 
	��� �
��( z ���� ��
� u � �
� v

+���' ��� �������� R, 
�� ��� ��
�
 R �� ������ �� �
"���6� ;=I<)

���� �� ��� �
� ��� ��� ��� +�����
� ����� '��� u �� �+�����) �����
��

�� ���������� #, �� ����
���, ��� �����
� �������� R ����
��� '��� α)=J /� u 
�� v


� ����������� 
�� α = 0, ��� ������
�-� �
��( '��� � ��� 
�� R �� ;=I< ������B��

��

V (R)[1− φ(G(R))] . ;=%<

/� φH(�) 
�� φL(�) 
� �94� ����������	 �� �'� �����+ ����� �� ��� � �+� ��

�������, +� �
���	 ��	� �� ;=%<, �� �����'� ��
� ��� �����
� � ��� 
�� �� ��	�� '���

φH ��
� '��� φL �� (1−φH(x))/(1−φL(x)) ����
��� '��� x, '���� �� � � �� �������
+� ��� ��8� ���������) *� �, 
� �� ��� +�����
� ����� ;���������� E<, '��� ���


	��� �
� @��� �������A �� ��� ����� �� ��8� ��� ��� �� +� �(��� ���� ���������

��� ��� ������� ��� �� �������� �� ���������)

����� ��� 
	��� ���� ��� ������� ��
� ������ '��� �� �� �� ���� ������) ;*��� �� ���� ��� @��
��������� 
� ��� +�����A �� �� �� ��� +�����
� ����� �� ������� E)< �����
��, ���� �� �� �����
�� +
����	 ������ �u�, v�� ����� ��
� ������ ��� ��	����.v � �����) *� � ��� ���� ����
�� ��������
�� ��� ������
� �� '����� �� +
� ��� ��������
�� v� ������) 1�'���, �� �� ��
�	����'
� ��
B�� �
��� '��� �� �� �����
� �� +
� ������ �u�, v��, 
�� �� �� ��
�� 
 	
� �� ��� ��� �� ��������
�������) ;4� ����
���, �� ���	 
� ��� 
	��� ��������� �
� 
 ������ �� ������, ���� �� ��� �
��
'������ v� �� � K������� �
	�)<

=J7����	 ��
� �"������� ;=I< �
� +� '����� 
�

 u���
�


V �R, u� � αu� ∂
∂u
φ�X�R,u�� du, ��� ��
��

�����'� +� ���
��� ��������)

##



*�� ��
��� ��� � ��� 	��

���� �� �  
�
����� ��� ��� ��
� �����
� ���������� �� ������ 
 ����
+�� ������


� ��� 
�
��
+�� � ����
+��, �� �
���� � ����� ��� �����) /� ���� ������� '� +��0�

���� �� ��� ������
�-� �����
� ������ '��� �� �
� ��������� ��� 
	���-� �
����� ��

�� �����
���) &� '��� ��� ��
�, ���� '����� ��� ���B��� �� ��� �����, �����
�

���������� 
� ��� 
�'
�� ����
+��)

4���, � ����� ��
� ��� 
	��� �� ���.�� �
� 
�� �� 
+�� �� +�
 �
	� ������ �� �	�

;�)�), ��� �� ��� ��> ����� �����
����<) �� �� ���� ������
�.
	��� ������, ��� �����.

�
� ��� �� 
+�� �� 
��
�� ��� B��.+��� � ����� '��� ���  �� �� �����
� ����������)

*�� B��.+��� � ����� �� ��� ������
� �� �+�
���� '��� ;�< �� ���� ��� ������ ���


	���-� ������ �� ������, ;��< �� �
�� ��� 
	��� v '��� 
 ����.(u, v) ������ �� ��.

��������� ;
�� 
���'� ��� 
	��� �� ���� �� +���B� u<, 
�� ;���< �"�
��� ��� 
	���-�

����� �"������ � �� � ��� ���� ������ �� ��� ��� �� 
 �
����� �� ��� ������
�

 � ����) � �� 
 ������ �� 
��� �� @������	 ��� B�A �� ��� 
	���, 
�� 	���� ��� 
	���

���
� ���������� �� ������ ��� +��� 
�
��
+�� ������ '���� ��
���	 ��� 
	��� '��� 6��

�"������ ���)=H

! ����� ���� �"���� �
��, ��'���, ��� B��.+��� '��� ��� +� 
��
��
+��, 
��

���� �
� 
	
�� +� 
 ��� �� ��������	 ��� 
	���-� ���������) ������, ���  ��

�� �����
� ���������� '��� ��� 
�'
�� +� �����
� �� ��� ������
�) *� ��� ��
��

���� ������, ������� ��� ��� 
���� �� '���� ��� 
	��� �� ��> ����� �����
���� �� ���

����� ��
� ��� � �� ������ 
 ���.��	
���� �
�
� ;�"�� ���	 �� �
��( u ��� 
�

����������� ������< �� 
�� � ������)=I 4� ����������, � ����� ��
� ���� 
� � ��

�'� �����+�� ����� �� ������, ��� �� '���� �� ������ +� ��� 
	��� '���� ��� ����

�� ������ +� ��� ������
�) �����B�
���, ��� @+
� ������A �
� �
��(� (uH , vL) 
��

��� @	��� ������A �
� �
��(� (uL, vH), '��� 0 < uL < uH 
�� 0 < vL < vH ) ;/�

���� �"
���� '��� ������ ��	
���� ����
����, ��� ����������� +��'��� �+���
+��


��  ��+���
+�� u �� �����
�� ����� ��� ������
� �
� ���� u ��� ��� �+����� v)<

&���∆u = uH−uL 
��∆v = vH−vL 
�� � �����∆v > ∆u �� ��
� (uL, vH< �� ������
����
��� ��� 	��� ������) � ����� ��
� 
�� 	���� ������ �� +
� '��� ��+
+����� P )

4� ����������, � ����� ��
� α = 0 
�� ��
� ���� 
� N ������� �� � �) /� ���

=H*��� ������ '��� �	
����� �� '����� � ��� u �� �+����� +� ��� ������
�)
=I� �����
 ��������� �� ���.��	
���� �
������ �� �
�� �� �	���� 
�� *���� ;=%%H<, ������ 
��

�
�� ����� ;#$$I, ������� I)=< 
�� 5����
 
�� ��	
� ;#$$I<)

#E



������
� +
�� ��� +
� ������, ��� �
��( ��

π� = (1− PN)vH .

/� ��� ������
� 
���'� +��� ������� ;'���� � �����
� ����������<, ��� �
��( ��

π� = (1− P )NvH + (1− (1− P )N)vL .

;1��, ��� 
	��� '��� ������ ��� +
� ������ '������ � �� 
 ������ �� ������ ��

��� N 
�
��
+�� �������)< *�� ��
����	 ������ �� �� 	��� ��� 
	��� 
 �����
�

��������� �> 
� �� ∆u �� ������ ��� 	��� ������ ;
�� ��� �� ����� �� ���������<,

'���� ���
��� �
��(

π� = PNvL + (1− PN)(vH −∆u) .

;1��, ��� 
	��� '��� ��������� ��� 	��� ������ '������ � �� 
 ������ �� 
�
��
+��)<

4� �����
� ���������� �� +� �����
�, '� �> �� ��
� π� ≥ max{π�, π�}) 7�'

π� − π� > 0⇔ PN >
∆u

vL +∆u


��

π� − π� > 0⇔
(1− P )N
1− PN <

∆v −∆u
∆v

.

*���� ���> 
������ 
� ������� �
���B�� '��� ∆u �� � K������� ��
�� � '��� P ��

� K������� �
	�) 3� ����
��, �����
� ���������� ��� �� ��� +�  ��� '��� P ��

��
��, ∆u �� �
	�, vL �� ��
��, � N �� �
	�)=%

*��� �"
���� ��� ��
��� 
 ��� 	���
� �
��.�( +��'��� +
����	 ������� �������


�� �'
���	 ��� ������ �� 	��� ����) &��� �� +
�� ������� ������� ��� ������
�

� (�� ��� ���� ��
� � �� ������� 
� ��� ����������� '��� ���� 
� ��� ���� ����


�
��
+��) 8�'
���	 ��� ������ �� 	��� ������� 
����� ���� ����, + � �����
� ��������

�
���	 ��� �'
� '������ 
� ��
�� ��� 	��� ������ �� 
�
��
+��) 8��������	 ������

�� ������� ������ '��� ��� ��
��� �� �
���	 ���� ������� ������� �� ��
��,

'���� �� ��� ������ �� +� � � '��� ��� 
	��� �
� ������ ��� �
�� �������)#$ /�

���� ������	� ��
� ��� ��� ��
���� +��
� �"
���� 
+���, �� �
� +� �����
� +���

=%��� 4�	 � % �� ������ 
�� �
�� ����� ;#$$I< �� 
� ��� ��
���� �� ���� �
��'�� �� ���
������� 	
��� �� ��� ������
� �� +���	 
+�� �� �
�� ;���.��	
����< ������	��� �
������ �� ���

	��� 
��� ��
� � �� +
����	 �������)

#$������ �
��� '�� �����
� ���������� 
� ��� 
�'
�� 	���� �� 
� 
	��� �� ��
� ��� 
	���
������ ����
� �
���, 
�� 	����	 ���������� �� �� ��� �
�� '��� ��	�� ��� �� ��� 
	��� ��  ���.
����� �� ����,  ���
� ��, 
������ �� �� ��+ ;��� 1������� 
�� ���	�� ;=%%=<<)

#F



�� +
� ������� ������� 
�� �'
� ��� ������ �� 	��� �������) /� 
�������, �� ���


	��� �� ��� ��> ����� �����
����, �� �� �����+�� �� B�
���
��� ���
��6� �� ������ ��

+
� �������, '���� �� �� '��� +� ����
+�� �� 
� � ��	�� +
�) &� ��
�� 
 ��� ���.

����� 
�
����� �� ��� ����
������ +��'��� ��������	 ������ 
�� �����
� ����������

�� � ��� '��)

*�" ���	����	� �� ,� � ��� 	��

*�� +�����
� ����� �� ������� E 
�� ��� ��
� ��� � �+� �� ������� '
� �"�	�.

�� � �� ��� 
	��� ;+ �  ����
��<) /� � �� 
 �
��'�� ��� 
	��� ���� ��� ���� ��

+� 	���� 
� ��������� �� ������� �������) /� ���� B�
� �
�
�� '� � ����� ��
� ���


	��� ����� �� �"�� �(�� �� B�� 
 ������) &� �� ���� �� ��� �������� �����+�� '
�,

�� ��
� +� �"����	 �(�� e ��� 
	��� B��� 
 ���	�� ������ '��� ��+
+����� e, '����

'��� ��
����	 ��+
+����� 1 − e �� ������ ���	��)#= /� ��� B��� 
 ������, ��
�

������-� ��

��������� (u, v) 
� �
��6�� 
������	 �� ��� �
�� ������� � ������� f


�� g 
� �� ��� +�����
� �����) *� 
������ � ����� ��+
+����� e ��� 
	��� ��� �

��� ���
�� ���� c(e)) 1��, c(�) �� 
�� ��� �� +� �����", '��� c(0) = c′(0) = 0 
��

c′(1) =∞)

����� ��� 
	���-� ���������� �� B�� 
 ������ ������ �� �� ����
�� �
��( ���


 ������, �� 
���� �� ��'
�� ��� �� ����
�� ; ����� �� ��� +�����
� �����<, 
��

�� ���� ������� '� 
�� �� ��
� ��� 
	��� �� ��� �� �
�) ;�����
������, ��� 
	���

�� �� +� ���.
���� 
�� u �������� �� ��� 7� �
�� ��	������  ������ ��� ���

������)< *�� ������
�-� �
��( �� 
 '��	���� � � �� ��� 
	���-� �
��( ;���� ���	 ��

���� �� �(��< 
�� ��� �"������ �
� � �� v, '��� ��� ��
���� '��	�� �� ��� 
	���-�

�
��( +� ��� ������
� �� α ≤ 1) *�� ������
� ��������� 
 �����'���.������ � �

� ������ r(�) � �� ��
� 
�� (u, v) ������ '��� v ≥ r(u) �� ��������)

/� ��� �������� 
 ������, ��� 
	���-� �"������ �
��( ��

A =

� u���

�

u[1−G(r(u), u)]f(u) du , ;#$<

#=� ���� ����� '� �� ������� ��� 
	��� +���	 
+�� �� 
(��� ��� �"������ � �+� �� �������,
�� ��
� ��� 
	��� �
� ���  � '��� 
 ������ �� ������� ;4� ����
���, �� ��� � �+� �� �������
�����'� 
 ������� �����+ ����, ��� 
	��� �� �� ������ � +� ��� ��	 ���� C���, �
�)< *�� ������
�-�
�����
� ������ �� ���� ��� 
���� �
� ���� �����
����� �� ��� ������ '��� ��� � �+� �� ������� '
�
�"�	��� �? ��� ��������  �� �� �������
 
�� �������� r��� � �) 1�'���, ���� ��� ����� �� ������
�������� 
�
��6�� �� ���� �������, ��� ��������  �� �0���� ��� ���� �� 	��� ��� 
	��� 
� ���������
�� B�� ��� ������� ;'���� �����
��� +���B�� ��� ������
� 
� '��� 
� ��� 
	���<, 
�� �� �
� +�
�����
� �� ��� �� ����� ������� '���� 
�  �����
+�� �� �	��

#L




�� ��� 
	��� '��� ������ �(�� e �� �
"���6� �� �
��( eA − c(e)) ���
��, 


�� ����� �� ��� ��������  �� r(�) ��� ��� 
 ��	�� �
� � �� A �� ;#$<, '���� �� � �

��
�� �� 	�
�� �(�� ��� ��� 
	���)## ����� ��	� �(�� +���B�� ��� ������
� 
� '���


� ��� 
	���, ��� ������
� �
� 
 �
��� ;+����� ��� '��	�� α ��
��� �� ��� 
	���-�

��������< �� ����
�� ��� ���'
� 	���� �� ��� 
	���)

/� '� '���

σ(A) ≡ max
e≥�

: eA− c(e)

�� ��� 
	���-� �
"�� � �
��( 	���� A, ���� σ �� 
 �����" ����
���	 � ������ 
��

σ′(A) �� ��� 
	���-� ������ �� �(�� e 	���� �� �'
� A) *�� ������
� ������� r(�)
�� �
"���6� ��� �"������ �
��(

ασ(A) +Bσ′(A) , ;#=<

'���

B =

� u���

�

�� v���

r
u�

vg(v, u)dv

�
f(u) du .

*�� ������
�-� �����
� ������ �� �����+�� �� ��� ��"� �� ��?

����������� - ��� ����
������ 	����� �	��
� �)�� �� �	��

r(u) +

�
B
σ′′(A)

σ′(A)
+ α

�
u ≡ 0 . ;##<

������ ��� r(�) +� ��� �
����
�� �����
� ��������  ��, 
�� ������� ��� ���
�� ��

��� ������
�-� �
��( �� ;#=< �� 
 ��
�� �
�
���� r(�)+ tη(�) '��� η(�) �� 
� 
+��
�
�����'���.������ � � � ������) &����	 ;#=< �� ���� �� t ������

Φ(t) = α

� u���

�

u[1−G(r(u) + tη(u), u)]f(u) du +

σ′
�� u���

�

u[1−G(r(u) + tη(u), u)]f(u) du
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� 
���'� ���� ������� '���� 
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�� ��� 
	���-� �(��)#E *�� ��� ��
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�
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�� B ;��� �"������ �
� � �� u ��� 
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"���6��	 
 ;�������
<

� ������ �� A 
�� B �
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� ����

��� �������� [v + γu] 
� ����
���� �� ��� ����	
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