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UNE MODALITE D’EVITER LES TABLES DES CENTILES
DANS LE CAS DES REGIONS DE CONFIANCE ET DES
TESTS STATISTIQUES

DANIEL CIUIU

RESUME. Dans cet article on va determiner des régions de confiance pour
les parametres d’une répartition et des vérsions de quelques tests sans uti-
liser les tables qui contiennent des centiles.

Classification AMS 2000 des sujets. 62F25, 62F03.
Mots clefs et phrases. intervalles de confiance, tests statistiques.

1. Introduction

Les intervalles de confiance sont déterminés d’habitude en utilisant des
tables statistiques qui contiennent des centiles pour quelques répartitions (par
exemple les centiles de la répartition normale réduite NV (0, 1), les centiles de la
répartition de Student a n degrés de liberté, t,, les centiles de la répartition de
x% & n degrés de liberté ou les centiles de la répartition de Snedecor—Fisher
d’ordres m et n).

Les tests statistiques, & voir le test de concordance de x? utilisent aussi ces
tables avec des centiles. Mais cette chose est dificile a implanter aux ordina-
teurs, parce qu’on a besoin d’un fichier avec les centiles [1], [2], [3].

Dans tout I’article on note par X/ la moyenne de 1’échantillon pour X7 et
par 0 le vecteur des parametres qui définissent la répartition de la variable
aléatoire X. On considére qu’on connait pour j = 1,k des formules pour la
moyenne du X7 et pour la variance du X7 dépendant de . On note ces valeurs
par m; (0) et respectivement par D; (6).

Pour déterminer les régions de confiance on utilise 'inégalité de Chébychev
et on va résoudre un systeme d’inéquations.

Pour les tests, on va calculer, s’il est possible, la function de répartition
évaluée pour la statistique concernée qui va étre comparer avec certains cen-
tiles. On utilise le lemme de Hincin qui dit que si la variable aléatoire X a la
function de répartition F'(-), F'(X) suit une loi uniforme sur [0, 1].

2. Régions de confiance

A présent on a une variable aléatoire X avec la function de répartition
F (x;64,...,0;) dépendant de k parametres. Nous voulons déterminer une région
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de confiance pour § = (Hj)j:ﬁ avec l'erreur 1. On note par € = L. Si on
écrit I'inégalité de Chébychev pour X7 on obtient

p<\ﬁ_mj ©)] > D—“‘”) <e. (1)

ne
En utilisant (1), la probabilité d’exister j de sorte que 1 < j < k et
X7 —m; (0)] > /22

=~ est plus petit ou égale a €.
Il résulte qu’on doit résoudre le systeme d’inéquations

. <427 =
X7 —m; (0)] </ L2, 5= TR, (2)
qui est équivalent a

m?(@)—Q-XJ-mj(H)—%—I—Xﬂ§0,j—l,k. (27)

On considere la variable aléatoire X normale N (m, 02) etonaf = ('m, 02)T , k=
2. Par des calculs on obtient my (8) = m, Dy () = 02, ma (0) = m? + 0% et
Dy(0)=4-m? 02 +2- 0%

On note par a = m? et par 3 = 0. L’inéquation du systeme (2') pour j = 1
devient

a—ﬁ+72§2m7. (3)
ne
Si X =0, la région (3) est
B>n-c-a, (3")

qui est dans le systeme d’axes aOf un angle déterminé par « =0, § > 0 et
B=n-e-a, a>0.Dans le systtme mOpS (3') est 'intérieur de la parabole
B=n-c-m?.

Si X #0, (3) est

2
1 2 — 2X —
Q50— Zaf-2Xa- "—p+X <0. (3”)
n?e ne ne
La frontiere du (3”) est
2
1 2 — 2X —
4+ - —af-2Xa—- 3+ X =0. (4)
n?e ne ne
On calcule les invariants pour (4) et on obtient I = 1 + n2—152’ d=0et
4
A = —3X, Donc (4) est une parabole.
nee

L’axe de la parabole est
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ne (n252 — 1) —9
pu— . _ 5
f=me-a n?e? +1 (5)
niet =72 ne <2 .
Le sommet de la parabole est V' ((R%QH)QX , (n252+1)2X ), et les intersec-

tions avec les axes sont A (YQ, 0) et B (0, ne - 72) L’autre axe est

1 ne =2
= ——at+— X" 5
g ne n?e? +1 (5
Parce que (0,0) n’est pas dans (3”), la région de confiance déterminée par
la premiere inéquation est l'intérieur de la parabole.

L’autre inéquation est

2 2 — —
o? + (1 - —> 3242 (1 - —> af —2X%a - 2X2 B+ X2 <0.  (6)
ne ne

La frontiere du (6) est

2 2 N
a2+ (1 - —) 212 (1 - —> af—2X%a—2X2 B+ X0 =0 (7)
ne ne

On calcule les invariants pour (7) et on obtient I = Ane—l) 5 = 2nesd) o
5 ne n<e
A = —%. Si me > 2 (un fait statistique résonable si on tient compte que n

est le volume de I’échantillon) (7) est une ellipse.

ne
ne—2

Le centre de Uellipse est C' (O, ﬁ) et 'angle de rotation est ¢ de sorte

14/ (ne—2)%+41

que tan (¢) = — P
Les axes de ’ellipse sont a et b et on a

ne (ne — 14+ vn2e2 —4ne + 5) —

2
a® = X2" et 8
(ne — 2)* ®)
ne (ns —1—+/n2e2 —4ne + 5) —
b = > X2 (8)
(ne — 2)

1—. /2 _ 1+,/2 —
Les points d’intersection avec les axes sont A (0, 1_—£€X 2) , B <0, 1_—\/1":X 2)

ne ne

et C (ﬁ, 0). Donc O« est tangente a 'ellipse.

Quelle que soit X (= 0 ou # 0) et pour tout 3 = o2 on a une intervalle
ag,bg] avec ag > 0 de telle sorte que & = m? € [ag,bg]. Si X = 0, on
8- Y8 B 8,98

am € [\/@,\/%] U [—\/b—,—\/@]. Si X #0,onam¢€ [\/@,\/%] ou

m € [—\/b = /aﬁ], dependant si X > 0, respectivement si X < 0.

Exemple 2.1. Soit X qui suit une répartition normale N ('m, 02). On considére
un €chantillon de volume n = 1000 et I’erreur mazimale €1 = 0.2.
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Il resulte e = 0.1 et n-e = 100. On a dans cet exzemple X2 = 0.231.
La ligne oblique de l’angle est 3 = 100c.
Lellipse est o’ +(1 — &) 82+2 (1 — &) a8—2-0.231-0—2-0.231-3+0.231% =

0.
La région de confiance pour (o, 3) se trouve dans la figure suivante.

¥ 0.5
045
0.4
0.5
0.3
0.25 "“-‘___5

0.3 \‘\\\‘\

0.1 — ——

T
0.05 KR\&%

o t t t
1] 0025 a5 0075 0.1 0125 015 0175 0.2

Fig. 1 :La région de confiance pour («, [3).
La région de confiance pour (m, 02) est déterminée par la parabole B =
/4m? 31252
100m2et [0.231 — m? — g| = Y2020
Elle se trouve dans la figure suivante.
¥ 05T

045 T

-0.4 0.3 -0.3 0.1 1] 0.1 0.2 0z 0.4

Fig. 2 : La région de confiance pour (m,02)

Exemple 2.2. Soit X qui suit une répartition normale N ('m, 02). On considére
un échantillon de volume n = 1000 et l’erreur maximale e1 = 0.2.

Il resulte ¢ = 0.1 et n-e = 100. On a dans cet exemple X = 5.293 et
X2 =28.1.

La parabole est

a? 4+ =32 — LaB —2.5203% . a — 25298 . 54 59931 — .

L’ellipse est

2+ (1-F)FP+2(1-%)af—2-281-a—2-28.1-5+2812=0.
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La région de confiance pour (o, 3) se trouve dans la figure suivante.
r 40T
7.5
25
2.5
=0
7.5

25 7

22.5 7
207

17.5 7
157

12.5 7

10 7

T.5
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' ' ' ' ' ' ' '
a 2.5 5 T.5 10 12.5 15 17.5 20 22.5 23 27.5 30 325

Fig. 3 :La région de confiance pour («, [3).

T

La région de confiance pour (m, 02) est déterminée par [m — 5.293| = Y—5—

et |B+m? —28.1| = VAT IR

. Elle se trouve dans la figure suivante.

¥ 60T
557
50
457
407
357
30
257

Fig. 4 : La région de confiance pour (m,aQ)

3. Versions sans centiles pour quelques tests statistiques

Le test T bilatéral vérifie I’hypothese nulle Hy : m = mg contre ’hypothese
altérnative Hy : m # mg avec 'erreur de premier ordre £. On a un échantillon
de volume n de la variable X. On calcule T = %\/n —1, o X est la
moyenne de D'échantillon et S? est la variance de 1’échantillon [1], [3]. On
accepte Ho si |T| < Tp—1 (1 —5).

Le test T' unilatéral gauche vérifie I’hypotheése nulle Hy : m = mg contre
I’hypothese altérnative H; : m < mg avec l'erreur de premier ordre €. On
accepte Hy si T > T,,—1 (¢).

Le test T unilatéral droit vérifie ’hypothese nulle Hy : m = mg contre
I’hypothese altérnative H; : m > mg avec l'erreur de premier ordre €. On
accepte Hysi T < Tp—1 (1 —¢).

Mais la dénsité de répartition de Student a n degrés de libérté est
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r(z) 1
= . . 9
IO ()T "

T

On calcule la function de répartition et on obtient

x+ \/at_2+n
on. T (n_Jrl) . o1

F(z)= ——22. / ———dv. 10
Uorere | @ "

Dans (10) on remarque la possibilité de calculer F' (z) pour chaque x.
Dans le test bilatéral on accepte Hy si F (T) € (%, 1— %) Dans le test
unilatéral gauche on accepte Hy si F'(T') > . Dans le test unilatéral droit on
accepte Hy si F (T) <1 —e.
Le test de x? bilatéral vérifie I'hypothese nulle Hy : 02 = o3 contre I'hy-
(n—1)-8"2

pothese altérnative Hy : o2 # 0(2). On calcule X? = ——5—. On accepte
0

Hysi X2 e (X%—l (%) X2 4 (1 — %)) Le test de x? unilatéral gauche vérifie
I'hypotheése nulle Hy : 0 = o3 contre ’hypothese altérnative Hy : 02 < o3.
On accepte Hp si X2 > x2_; (¢) au risque d’erreur de premier ordre e. Le
test de x? unilatéral droit vérifie 'hypotheése nulle Hy : 02 = o3 contre I’hy-

—1)-872
pothese altérnative Hj : 02 > 0. On calcule X? = % On accepte Hy

0
si X2<x2_ (1—e).
Mais la répartition de x3, coincide avec la répartition Erlang E 1. La
2
function répartition Erlang F,, y d’ordre n et parametre A est

n—1

Fox(xz)=1- e . Z

j=0

Donc si n n’est pas pair (n — 1 est pair) on peut calculer la function de
répartition du X 2. Dans le test de x? bilatéral on accepte Hy si FnT—l7l (XQ) €

2

(8 1-— %) Dans le test de x? unilatéral gauche on accepte H si Fn-1 1 (XQ) >
2 2

Nt

J!

(11)

2
e. Dans le test de x? unilatéral droit on accepte Hy si Fn-1 1 (X 2) <l-—e.
2 72
Pour le test de Tukey pour l'égalité des moyennes on a k échantillons
des volumes n (Xj;), <i<ki<j<n Concernant k variables aléatoires normales

N (,ul-, 02). On vérifie I'hypothese nulle Hg : p; = pj pour chaques 4, j contre
I'hypothese altérnative H; : il existent 4, j de telle sort que p; # p; au risque
d’erreur de premier ordre €. On note par X; la moyenne de I’échantillon 4, par
X min le minimum des X; et par X pax le maximum des X;. On calcule S’? un

Xmax _Xmin

estimateur pour o2 qui suit la répartition de x2 et ¢ = . On accepte

S\ /2
n

Hysig<t, (%)
Mais comment on peut voir dans les tests de Student pour la moyenne si

on ne connait pas la variance, on peut calculer la function de répartition pour
¢, F (q). On accepte Hy si F'(q) < 5.
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Pour le test de Hartley pour I’égalité des variances on a k échantillons des vo-
lumes n+1 (Xij)lgigk,lgjgnﬂ sur k variables aléatoires normales N (ui, O'i2).
On vérifie ’'hypothese nulle Hy : 012 = 0'J2- pour chaques ¢, j contre ’hypothese
altérnative H; : il existent 4,5 de sort que JZZ #* JJQ» au risque d’erreur de
premier ordre €.

n+1 n+1
¥ 1 2 _ 1 ¥ .\2 :
On note par X; = 35 231 Xij et par Sj = - '21 (Xij — XZ-) . On note aussi
j= j=
2
par anin le minimum des .S; et par anax le maximum. On calcule Fi,x = ‘zg‘ax.

On accepte Hy si Frpax < Fppn (1 — %), ou F, , (1 — %) est la centile d’ordre
1 — £ pour la repartition de Snedecor—Fisher d’ordres (n,n).
Mais la densité de cette répartition est

_I'(n) z2!
S r2(%) (1+a)"

On peut calculer la function de répartition et on obtient

In.n (T) (12)

2-T'(n) e ,
Gn,n (CC) - FQ (%) ’ (1 +x)n' (12)

Le test de concordance de y? vérifie ’hypothese nulle Hy : la variable
aléatoire X a la function de répartition F'(x;0y,...,0k), ou 04, ...,0) sont les
parametres de la répartition, contre '’hypothese altérnative H; : la variable
aléatoire X n’a pas la function de répartition F'(x;61,...,0x) avec I'erreur de
premier ordre €. On a un échantillon de volume n de X et r intervalles, r > k.
On note par n; le numéro des valeurs de 1’échantillon dans 'intervalle I; et

par n, =n-F (Ii;HAl, ...,49;), oll HAl, ,c9Ak sont des éstimations pour 61, ..., 0.

T ! 2
On calcule X2 = Y % et on accepte Hy si X2 < X%7k71 (1—¢), ou
j=t
X2 4 (1 —¢) est la centile de x? & 7 — k — 1 degrés de libérté.
Sir — k — 1 est pair, on peut calculer la function de répartition de X%_ 1

en utilisant (11). Donc on accepte Hy si Fros-1 1 (X?) <1 —e.
2 12

4. Conclusions

Pour les régions de confiance 'erreur £ est maximale (elle peut étre plus
petite que £). Dans le cas de k parametres on doit résoudre un systeme de k
inéquations.

Pour les tests on calcule la function de répartition (s’il est possible) pour la
statistique et on compare cette valeur avec ’ordre de centile.

Ces considérations peuvent aider le programmateur a fair des programmes
pour résoudre des problems de statistique. On doit choisir si on utilise I'inégalité
de Chébychev ou les tables des centiles (si le systeme est trop difficile a
résoudre, on utilise les centiles).
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