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Abstract

Long-term memory processes have been extensively examined in recent literature as they
provide simple way to test for predictability in the underlying process. However, most of the
literature interprets the results of estimated Hurst exponent simply by its comparison to its
asymptotic limit of 0.5. Therefore, we present results of Monte Carlo simulations for rescaled
range, modified rescaled range and detrended fluctuation analysis based on chosen scales
taken into consideration. The results of simulations show that even independent process can
show Hurst exponent far from 0.5. In our analysis of evolution of Hurst exponent between
1999 and 2009, we show that Czech PX experienced persistent behavior which weakened in
time. Nevertheless, the returns of PX remain close to confidence interval separating
independent and persistent behavior.
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Uvod

Procesy s dlouhou paméti jsou soucdsti mladého oboru mezi statistickou fyzikou,
ekonometrii a ekonomii — ekonofyzikou. Tato disciplina aplikuje metody pouzivané
v ptirodnich védach na ekonomické a finan¢ni systémy. Samotné procesy s dlouhou paméti1
spojené s odhadem Hurstova exponentu prodélaly béhem poslednich let dramaticky vyvoj jak
v teorii, tak i v metodach a aplikacich. Zakladnim principem daného piistupu je popsat cely
systém jednou hodnotou, kterd v sobé zahrnuje zaroven komplexitu a jednoduchost. Timto
¢islem je jiz zminény Hurstiv exponent. Pomoci jeho hodnoty mizeme posoudit, zda je
zkoumana fada predikovatelné ¢i ndhodna. Zdkladnim problémem jeho aplikace je mnozstvi
metod pro jeho odhad. Exponent totiZ nelze spocitat, ale pouze odhadnout.

Tento ¢lanek prezentuje dveé nejvice pouzivané metody pro odhad Hurstova exponentu
— R/S a DFA. Jelikoz jsou vSak obé¢ metody vychylené v piipad¢, Ze je ve zkoumané tadé
ptfitomen i proces s kriatkou paméti, prezentujeme i M-R/S, kterd je proti t€émto procestim
odolnd. Sekce 1 obsahuje zdkladni definice sebepodobnosti a dlouhé paméti v ¢asovych
fadach. Sekce 2 se zaméfuje na detailni popis jiz zminénych metod pro odhad Hurstova
exponentu. Nejdiilezitéjsi ¢asti ¢lanku je Sekce 3, ve které aplikujeme dané metody na urceni
Casov¢ zavislého Hurstova exponentu na vynosy indexu PX mezi roky 1999 a 2009. Zaroven
prezentujeme 1 vysledky Monte Carlo simulaci pro zvolené parametry a pomoci nich
konstruujeme konfiden¢ni intervaly pro testovani nulové hypotézy o nezdvislosti procesu.
Dochéazime k zavéru, Ze PX byl na pocatku tisicilety signifikantn¢ predikovatelny, avsak tato

predvidatelnost se v Case sniZovala.

' Nazvoslovi k danému tématu je téméf vyhradné anglické. Tato price se pokousi zavést Ceské ekvivalenty
k danym pojmim. Pivodni oznaceni je vzdy uvedeno v pozndmce pod Carou pro lepsi orientaci v cizojazycné
odborné literatufe.



1 Sebepodobnost a dlouha pamét’ v casovych radach

Zékladni mysSlenkou sebepodobnosti2 jsou stejné, €i alespont podobné, statistické
vlastnosti procesu v jakémkoliv méfitku po vhodném pieskdlovani® (nejjednodus§im
zpusobem je standardizace). Standardizované denni vynosy za dané casové obdobi, pokud
jsou sebepodobné, pak maji podobné statistické vlastnosti jako tydenni ¢i mési¢ni vynosy po
standardizaci za stejné Casové obdobi. Nejjednoduseji 1ze definovat sebepodobnost na zakladé
rozdéleni (Samorodnitsky, 2006). Proces je pak sebepodobny, pokud plati, ZzZe
X(at) > a" X (t), kde a je kladn4 konstanta a H je parametr sebepodobnosti, pro ktery plati
O<H<I

Parametr sebepodobnosti H se nazyva také Hurstliv exponent po vodnim inzenyrovi
Haroldu Edwinu Hurstovi a byl vyvinut pfi zkoumani vodnich toka feky Nilu (Hurst, 1951).
Oznaceni H pak dal exponentu Benoit Mandelbrot (Mandelbrot & van Ness, 1968), ktery
vyrazné piispé€l k rozvoji teorie sebepodobnosti v jejich pocdtecnich letech (napt. Mandelbrot
& Wallis, 1969; Mandelbrot, 1970; a Mandelbrot, 1972).

Dilezitéjsi implikace sebepodobnosti pro ¢asové fady vyplyvaji nikoliv z distribuci,
ale z dynamickych vlastnosti fad, které mohou byt jednoduSe popsany autokorelacni funkci

(Eichner et al., 2007)
T—k
(Xt _:Ll)(Xt+k _:u)

y(k)== e (1.1)

~

kde X, je ndhodnd proménnd, T je délka Casové fady, k je pocet zvolenych zpozdéni, u je
sttedni hodnota, tedy prumér, a ¢ je konecnd smérodatna odchylka. Sebepodobné procesy pak

maji autokorelacni funkci piesné a asymptoticky definovanou jako

2H 2H 2H
y(k)= (k+1)7 - 2k2 =D k0 (1.2)
y(k)~ HQ2H -1)*k*  pro k - (1.3)

Kritickou hodnotou Hurstova exponentu je 0,5, kterd implikuje dva mozné procesy.
Na zadklad€ presné autokorelacni funkce dostdvame nezavisly proces (Beran, 1994). Pii
asymptotické autokorelac¢ni funkci miizeme mit nezdvisly proces i proces s kratkou paméti

(Lillo & Farmer, 2004). Nezavisly proces ma pak nulovou autokorelaci pro v§echna zpozdéni.

2 Oznadeni v zahrani¢ni literatufe jsou ,.self-similarity* ¢i ,self-affinity*, které sice nejsou definicné stejné,
avSak z hlediska analyzy ¢asovych fad jsou rozdily zanedbatelné.

? Oznaceni $kdla a reskalovani & pieskalovani v tomto textu je ekvivalentni s anglickymi vyrazy ,scale”
a ,rescaling*.



Proces s kratkou pamé&ti ma nenulové korelace pro nizka zpozdéni, avSak nulové korelace pro
vysokd zpozdéni.

Proces s Hurstovym exponentem vysS$im nez 0,5 ma kladné korelace pro vSechna
zpozdéni a je pak nazyvan jako persistentni proces’ (Mandebrot & van Ness, 1968). Korelace
takového procesu klesaji hyperbolickou rychlosti a jejich suma je nekonecnd (Beran, 1994).
Na druhou stranu, pro Hurstliv exponent niz$i nez 0,5 ma proces zdporné korelace pro
vechna zpozdéni a je nazyvan anti-persistentni® (Mandelbrot & van Ness, 1968). Proces md
opét hyperbolicky klesajici korelace, jejichz suma je vSak konecnd (Embrechts & Maejima,
2002). Persistentni proces pak implikuje, Ze kladnd hodnota je statisticky Castéji ndsledovana
kladnou hodnotou ¢i naopak. Naproti tomu, anti-persistentni proces implikuje, Ze kladnd
hodnota je statisticky Castéji nasledovand zapornou hodnotou a naopak (Vandewalle, Ausloos
& Boveroux, 1997). Pokracujeme nejpouzivanéjSimi metodami pro odhad Hurstova

exponentu.

2 Metody pro odhad Hurstova exponentu

V této sekci se zaméfime na podrobny popis dvou nejpouzivangjSich metod pro
odhadnuti Hurstova exponentu — metodu preskalovaného rozsahu a detrendovanou fluktuaéni
analyzu®. PH popisu metody pieskdlovaného rozsahu se zamé&fime i na metodu
modifikovaného preskalovaného rozsahu7, ktera se snazi odstranit dvé slabiny

nemodifikované metody, a to pouZiti pro heteroskedastické fady a procesy s kratkou paméti.

2.1. Metoda preskalovaného rozsahu a modifikovaného
preskalovaného rozsahu

Metoda preskédlovaného rozsahu (R/S) je nejstars$i metodou urc¢eni Hurstova exponentu
a byla vyvinuta H. E. Hurstem, kdyZ pracoval jako vodni inzenyr v Egypté (Hurst, 1951).
Metoda byla pouzita pro vytvofeni vodniho rezervodru, ktery by nikdy nevyschnul a nikdy
nepietekl. Na financni fady byla metoda poprvé pouzita v 70. letech 20. stoleti (Mandelbrot,
1970).

* V zahraniéni literatufe jsou nazvy pro persistentni proces velmi riiznorodé — “long-range dependent” (Beran,
1994), “long-memory process” (Lillo & Farmer, 2004), “persistent process” (Mandelbrot & van Ness, 1968) a
“black noise” (Peters, 1994).

> Podobné jako pro persistentni proces existuje v zahraniéni literatufe vétsi mnozstvi ekvivalentnich oznaGeni —
“short-range dependence” (Beran, 1994), “anti-persistent” (Mandelbrot & van Ness, 1968), “intermediate
memory process” (Barkoulas, Baum & Travlos, 2000) a “pink noise” (Peters, 1994).

® Paivodni oznageni pro metody je ,.rescaled range analysis“ a ,,detrended fluctuation analysis®.

" Metoda je v zahraniéni literatufe ozna¢ovana jako ,,modified rescaled range analysis.



Postup pro urceni Hurstova exponentu danou metodou miuizeme rozdélit do deseti
kroki (Peters, 1994; a Samorodnitsky, 2007):
e Krok 1: Prevedeme plvodni fadu hodnot (Py, Pj,..., Pr) na tadu logaritmickych
(spojitych) vynost (7, ra,..., rr), kde
r.=logP. —logP,_, proi=12,..T. (2.1)
e  Krok 2: Rozdélime ¢asovou fadu o délce T na N sousedicich period o délce v, zatimco
N*v=T. Kazda perioda je pak oznacena jako I, pro n=1,2,....,N. Navic oznacime
prvky v period¢ I, jako ry, pro k=1,2,...,0

e  Krok 3: Pro kazdou periodu /,, uréime primérny vynos jako

o 2.2)

U =1

e  Krok 4: Sestrojime novou fadu akumulovanych odchylek od aritmetického priméru

(profil fady) pro kazdou periodu jako

(r, —7,)- 2.3)

Il
M-

e  Krok 5: Spo¢teme rozsah definovany jako rozdil maxima a minima profilu pro kazdou
periodu, tedy
R, =max(X,,)-min(X,,). (2.4)

e  Krok 6: Ur¢ime vybérovou smérodatnou odchylku jako

S,,,:\/ ! i(r,.n—a) , (2.5)

v-173

kde X v J€ aritmeticky prameér profilu fady.

e  Krok 7: Kazdy rozsah je standardizovan souvisejici smérodatnou odchylkl a tvoii tak

preskdlovany rozsah jako

R
(R/S), = S—’ (2.6)
I/X

e  Krok 8: Zopakujeme cely postup pro kazdou periodu o délce v a ziskdme primérny
preskdlovany rozsah jako

N
(R/S) :iz (R/S), . 2.7)
Nn:l

e  Krok 9: Délka v je zvySena a cely proces se zopakuje. Konkrétni délky se v literatute

lisi. Zde volime metodu, kterd vychdzi z teorie multiplikativnich kaskdad, které souvisi



s fadami s dlouhou paméti (Lux, 2007), a pouzijeme délky Skal jako pfirozené
mocniny ¢isla 2 (Weron, 2002).
o Krok 10: Ziskdme prumérné preskdlované rozsahy (R/S), pro dané délky o.
Preskalované rozsahy pak spliuji vztah
(R/S), ~cxv", (2.8)
kde ¢ je konecnd konstanta nezdvisld na » a H je Hurstiv exponent (Taqqu,
Teverovsky & Willinger, 1995).
Linedrni vztah v dvojit€¢ logaritmickém méfitku 1ze ziskat pfes metodu nejmenSich
¢tverct jako
log(R/S)U ~logc+ Hlogv. (2.9)

R/S analyza je zndm4 a uZivand po dlouhou dobu, za kterou byla podrobena testovani
a kritice. Ta se na metodu snasi kvili problémim s heteroskedastickymi daty (Di Matteo,
2007) a procesy s kratkou paméti jako ARMA a (G)ARCH (Lo & MacKinlay, 1999; a Alfi et
al., 2008). Heteroskedasticita je problémem kvuli uziti vybérové smérodatné odchylky (2.5) a
spole¢né s filtraci pouze constantniho trendu (2.3) tak celou metodu oslabuje oproti
nestacionaritdim v procesu. Stacionarita se da vSak dobte testovat (napt. ADF a KPSS test) a v
jejim piipadé se pristupuje k metoddm, které jsou pro nestacionarni fady vyvinuty. Takovou
nejpouzivanéjsi metodou je detrendovand fluktuacni analyza (DFA), kterou diskutujeme
v nésledujici sekci. Pro procesy s moznou kriatkou paméti byla R/S analyza upravena (Lo,
1991) a vyuziva se jako metoda modifikovanych pieskalovanych rozsahti (M-R/S), na kterou
se podrobnéji zamétime.

Zéasadnim rozdilem M-R/S oproti R/S je uziti upravené vybérové smérodatné
odchylky. Takto je metoda méné citlivd oproti kriatké paméti i heteroskedasticité. Nova
rovnice pro upravenou vybérovou smeérodatnou odchylku je pak definovdna pomoci

autokovariance y pro kazdou periodu 7, az do zpozdéni ¢ jako

g .
sM— 52 42Ny 1. 2.10
-l o

R/S se tak stdva specidlnim piipadem M-R/S pii & = 0 (Diilger & Ozdemir, 2005).

vvvvvv

pro urceni upravené smérodatné odchylky (Wang et al., 2006). Pokud je pocet zpozdéni piilis
nizky, signifinantni zdvislost ve vzdélen¢jSich zpozdénich mize byt vynechdna, a tudiz je

odhadnuty Hurstiv exponent stdle vychyleny kratkou paméti. Na druhou stranu, pokud



zvolime piili§ vysoké zpozdéni, je odhad opét zkresleny (Teverovsky, Taqqu & Willinger,
1999).

Velkd cast autorti nefeSi volbu optimdlniho zpozdéni a pouze odhadne Hurstiv
exponent Ci V statistiku, kterou nadefinujeme pozd¢ji, pro riiznd zpozdéni. Vysledky jsou pak
interpretovany na zdklad¢ srovnani danych odhadi (Zhuang, Gree & Maggioni, 2000;
a Alptekin, 2006). Nicméné& existuji dvé metody urceni optimdlniho zpozdéni. Prvni urcuje

zpozdéni podle délky periody a autokorelace prvniho fadu ,6(1) (Lo, 1991) jako

Druhd metoda urcuje zpozdéni pouze na zakladé délky periody (Chin, 2008) jako

e |0
£ = 4(1()0} . (2.12)

Poznamenejme, Ze optimélni zpozdéni se urCuje pro kaZzdou jednotlivou periodu
v procedufe odhadu Hurstova exponentu. Pfi metodé M-R/S se vyuziva V statistika, ktera je
pouzivand pro testovani stability Hurstova exponentu (Hurst, 1951), pro signifikantni dlouhou
pamét’ pro konkrétni Skalu (Lo, 1991) a rozpoznavani cyklt v ¢asové fadé (McKenzie, 2002).
Tato statistika je definovana jako

V- (R/S), _ (2.13)

N}

Je vidét, ze pro nezavisly proces je V statistika konstantni pro ménici se Skdly. Pro
persistentni proces je statistika rostouci a pro anti-persistentni proces nakonec klesajici. Pokud
tedy V statistika méni své chovani, Ize mluvit o pfechodu v chovani Hurstova exponentu. Tyto
pfechody pak déle vyuzivame pro stanoveni optimdlnich §kdl a délky casové fady. Jako dalsi
metody pro odhaleni zmé&n v chovani pouZivime bodové derivace® Hurstova exponentu
(Bashan et al., 2008). Tyto derivace jsou nadefinovany jako sklony mezi jednotlivymi
primérnymi preskdlovanymi rozsahy. Obé pomocné metody lze pouzit i pro detrendovanou

fluktuaéni analyzu, kterou popisujeme v nasledujici sekci.

2.2. Detrendovana fluktuacni analyza

Detrendovanad fluktuacni analyza (DFA) byla navrzena v roce 1994 pii zkoumani fad

nukleotid v DNA (Peng et al., 1994). Hlavnim rozdilem DFA oproti R/S je zaméteni se na

8 po . v s X2 1: s . . . .
Pivodni oznaceni v zahrani¢nf literatufe je ,,point to point derivatives®.



chovani fluktuaci okolo trendu namisto chovéani rozsahi. Vysledkem je pak odolnost DFA
oproti nestacionaritim ve zkoumané fadg.

Samotny postup stanoveni Hurstova exponentu se velmi podobd R/S. Kroky 1 az 4
jsou stejné jako pro R/S, pfi kterych tedy opét rozd€lime celou fadu na mensi periody a
zkonstruujeme profil fady. Nasledné kroky se pak 1isi (Grech & Mazur, 2005):

e Krok 5: Zkonstuujeme polynomidlni trend profilu fady pro kazdou periodu a oznac¢ime
jej jako X,;. Volba tadu polynomu [ se voli intuitivné, avSak linearni ¢i kvadraticky
fad byvd nejcastéji pouzivan (Vandewalle, Ausloos & Boveroux, 1997). Samotna
procedura je pak pojmenovana podle zvoleného polynomidlniho fddu jako DFA-0,
DFA-1 a DFA-2 pro konstantni, linedrni a kvadraticky trend postupné (Hu et al.,
2001). V nasi analyze pouZijeme linedrni detrendovani.

e Krok 6: Detrendovany signél Y,,; je pak zkonstruovan jako
Y, (6)=Xx()-Xx, (0). (2.14)

e Krok 7: Fluktuace Fpra(v,l) je pak spoctena jako

Fo(v,0)= %iyj, (t). (2.15)

o Krok 8: Fpra(v,l) se pak chova jako
Fo,(0.0)~c*0"0, (2.16)

kde c je opét konstanta nezdvisld na o (Weron, 2002).

Hurstliv exponent ziskdme podobné jako pii R/S, tedy metodou nejmensich ctverct
aplikovanou na zlogaritmovanou rovnici (2.16). V piisti sekci aplikuje casové zavisly Hurstiv
exponent na index PX. Tato metoda spociva v posouvani okna po pivodni ¢asové fadé, ¢imz
tedy zjednodusen¢ ur¢ime Hurstim exponent pro den ¢, didle pro den #-/ a pokracujeme,

dokud délka ¢asové fady dovoli.

3 Data a vysledky

Zkoumdme pfitomnost procesu s dlouhou paméti ve vyvoji logaritmickych vynosii
indexu PX v obdobi od 21.1.1999 do 20.1.2009 (2485 pozorovéni). Index byl v letech 2008 a
2009 vyrazné zasazen finan¢ni krizi, coz se projevilo ve zvysSené volatilité a tedy i mozné
nestacionarit¢ (Obrdzek 1). Stacionarita vSak neni porusena podle KPSS testu (Kwiatkowski
et al., 1992) pti hodnoté 0,4346, ptiCemz kritickd hodnota pro 5 % hladinu vyznamnosti je
0,463. Pii nulové hypotéze stacionarity tedy hypotézu nezamitdme. Zamcifme se nyni na

deskriptivni statistiky fady vynost — primérny vynos 0,00028, smérodatnd odchylka 0,0151,



Sikmost -0,549 a nadmérnd Spicatost 15,005. Vynosy tedy nejsou normdlné rozdélené jiz na
zéklad€é hodnot Sikmosti a Spicatosti, tato doménka je navic podpofena Jarque-Bera testem
(Jarque & Bera, 1981) pti hodnoté¢ 23427 a p-value velmi blizko hodnoté 0. Tento vysledek
byl vsak ocekdvan, jelikoz bylo ukdzano, ze vétSina vynosu neni normélné rozd€leno (Cont,

2001). Zaméime se nyni na uréeni Hurstova exponentu pro zkoumanou ¢asovou fadu.

(a) (b)
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Obrazek 1: (a) Vyvoj hodnot indexu PX, (b) logaritmické vynosy indexu PX

Analyzu Hurstova exponentu za¢neme detekci moznych prechodii v jeho chovani.
Ur¢ime Hurstlv exponent s maximdlnim moZnym poctem pozorovanim vzhledem
k datovému souboru — v naSem piipad¢ tedy 2048 dennich vynosi. Obrazek Al v pfiloze
shrnuje vysledky pro vSechny metody — R/S, M-R/S, DFA-0, DFA-1 a DFA-2. Na zdklad¢
vysledki statistik V pozorujeme, ze metody pro staciondrni fady (tedy R/S, M-R/S a DFA-0)
implikuji Skdlovani do 128 dni, a tedy piiblizn¢ pul obchodniho roku, které je spojeno
s persistentnim chovanim. Toto chovani pak kon¢i pravé po horizontu 128 dni. DFA-1 a
DFA-2 v8ak napovidaji, ze dany pfechod je zpiisoben trendem nebo trendy ve zkoumané fad¢.
Pro tyto dvé metody tedy pozorujeme persistentni choviani aZ po nejvyssi skdlu. Tyto
vysledky implikuji pouziti metod R/S, M-R/S a DFA-1, jelikoz DFA-2 jiz zadnou dalsi
informaci oproti DFA-1 neposkytuje. Pokud se ddle zamétime na vysledky bodovych derivaci
Hurstova exponentu, pozorujeme, Ze pro nejnizsi Skdlu (tedy 8 dni) dosahuji vysledky hodnot
vyrazng vySsich nez pro stfedni Skély. Déle 1 hodnoty pro Skély nad 128 dni vykazuji velmi
rozdilné a volatilni vysledky. Jako dasledek pouZijeme nejnizsi Skédlu 16 dni a nejvyssi skélu
128 dni. Pro délku zkoumané tfady pouzijeme doporuceni ve vétsiné aplikovanych ¢lankt a
udrzime nejvyssi Skdlu a délku fady v poméru 1:4, tedy budeme zkoumat fadu o délce 512
pozorovéani (Peters, 1994; Grech & Mazur, 2004; Matos et al., 2008; Alvarez-Ramirez,
Rodriguez & Echeverria, 2005; a Einstein, Wu & Gil, 2001).



Abychom byli schopni testovat hypotézu o nezdvislosti procesu, potfebujeme
konfidenc¢ni intervaly, které jsou zaloZzeny na Monte Carlo simulacich. Simulace jiz byly
prezentovany v nékolika ¢lancich (Weron, 2002; Couillard & Davison, 2005; a Peters, 1994),
avSak zadny z téchto Clanku neprezentuje vysledky pro Skdly, které jsme zvolili. Provedli
jsme tedy vlastni Monte Carlo simulace pro pouzit¢ metody a zvolené parametry. Celkem
bylo nasimulovdno 10000 fad s délkou 512 pozorovani z standardniho normdlniho rozdéleni
N(0,1) a na kazdé byl aplikovan postup pro danou metodu s miniméalni Skdlou 16 pozorovani a
maximalni Skdlou 128 pozorovani. Tento postup byl aplikovan pro metody R/S, M-R/S a
DFA-1. Histogramy simulaci jsou uvedeny v Obrazku 2, deskriptivni statistiky jsou pak

uvedeny v Tabulce 1.

Obrazek 2 Histrogramy Monte Carlo simulaci
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Z Obrazku 2 i Tabulky 1 je dobfe vidét, ze hodnoty Hurstovych exponentli se mohou
velmi vyrazné¢ liSit od teoretické hodnoty 0,5 i pro nezavisly proces. Hodnoty dale napovidaji,
na zdklad¢ Jarque-Bera statistiky (Jarque & Bera, 1981), Ze rozdéleni hodnot neni normaélni.
Pouzijeme tedy pro konstrukci konfiden¢nich intervall percentily (podobny postup aplikuje i
Weron, 2002), konkrétn¢ 97,5 a 2,5 procentni percentily pro testovani oboustrané nulové
hypotézy na hladin¢ vyznamnosti 5%. Konfiden¢ni intervaly pro dany pocet pozorvani jsou
Siroké a velmi znevazuji pfistupy, které posuzuji nezavislost Casovych fad pouze na rovnosti
Hurstova exponentu hodnoté 0,5 (napf. Quang, 2007). Navic se projevuje dilezity rozdil
v hodnotach pro R/S a M-R/S. Rozdilnd hodnota v Hurstovych exponentech pro R/S a M-R/S

pak nemusi nutn¢ znamenat jiny vysledek v podobé zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové



hypotézy. Pokud tedy na zdkladé R/S zamitneme nezavislost Casové fady a stejné tak i pro M-
R/S a DFA-1, miizeme konstatovat, ze zkoumand fada ma dlouhou pamét. Pokud vSsak M-R/S
nulovou hypotézu nezamitneme, je vysledek R/S zptsoben zkreslenim procesem s kratkou
paméti. Navic mizeme vysledek zménit i po porovnani vysledkli s DFA-1, kterd mze ukazat,
ze puvodni vysledek je zpiisoben pfitomnosti silného trendu ve zkoumané fad¢. Zameime se

nyni na vysledky casové zavislého Hurstova exponentu pro index PX.

Tabulka 1 Deskriptivni statistiky Monte Carlo simulaci

R/S M-R/S DFA-1

Stredni hodnota 0,5763 0,5393 0,5079
Smérodatna odchyka 0,0551 0,0485 0,0687
Sikmost 0,0104 -0,1088 0,1189

Nadmérna spicatost -0,1316 0,1919 -0,0205
Jarque-Bera statistika 7,4569 34,9582 23,7407
Jarque-Bera statistika (p-value) | 0,0240 0,0000 0,0000
2,5% percentil 0,4693 0,4436 0,3773

97,5% percentil 0,6848 0,6325 0,6479

Zactneme vysledky pro R/S (Obrazek 3) a M-R/S (Obrazek 4). Obrazky ukazuji Casoveé
zavisly Hurstiv exponent a konfiden¢ni intervaly odd¢€lujici signifikantné persistentni a anti-
persistentni chovani od nezavislého. Zasadnim poznatkem je, ze na pocitku pozorovaného
obdobi, mezi 2.2.2001 a 4.3.2002, se vyskytuje mnozstvi signifikantné persistentnich obdobi,
ve kterych je trh predikovatelny, a tedy neefektivni. Navic je toto zjisténi potvrzeno metodou
M-R/S. Dalsi signifikantné persistenti obdobi trvaji pouze n€kolik obchodnich dni a nejsou
proto pro posuzovani efektivity zcela vhodné. Obé metody ukazuji podobné trendy ve vyvoji
Hurstova exponentu. Klesajici trend od signifikantné persistentnich hodnot za¢ina na poc¢atku
pozorovaného obdobi a kon¢i 12.11.2003. Nasleduje slabé rostouci trend, ktery konci okolo
6.1.2006 a na nejZ navazuje pomalu klesajici (v ptipad¢ R/S) ¢i konstatni trend (v ptipadé¢ M-
R/S). Dtlezity ztstdva fakt, Ze Zadny z trendi neni vyrazny ¢i rapidni, a tak nemiiZeme
jednodusse ucinit dal$i zaveéry. Nicméné, PX obecné nasledujé klesajici trend Hurstova
exponentu, pokud posuzujeme trend pies celé pozorované obdobi, a tudiz je v Case
efektivnéjsi. Nezistava vsak bez zajimavosti, ze hodnoty Hurstova exponentu zlstdvaji velmi

blizko horniho konfidencniho intervalu, ktery oddé€luje nezavisly a persistentni proces.



Obrizek 3 Casové zavisly Hurstiv exponent (R/S)
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Obrizek 4 Casové zavisly Hurstiv exponent (M-R/S)
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DFA-1 (Obrazek 5) ukazuje podobné vysledky jako R/S a M-R/S. Trendy Casové
zavislého Hurstova exponentu jsou podobné se siln€jSim rostoucim trendem v druhé ¢&asti
zkoumaného obdobi. Navic, Hurstliv exponent je vice volatilni a zda se, ze i DFA-1 muze
nadhodnocovat vysledek, coz napovidd o tom, Ze potencidlni trend ve vynosech PX neni tak
silny. Periody signifikantn¢ persistentniho chovani zustdvaji velice srovnatelné. Pokud

bychom rozdélili celé obdobi na vice ¢asti, nasli bychom signifikantn¢ rostouci trend

Hurstova exponentu od 24.6.2008, ktery je spojen s pocatkem soucasné financni krize.



Obrizek 5 Casové zavisly Hurstiv exponent (DFA-1)
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Pro lepsi srovnani vysledkti ddle pouZijeme porovnani Hurstovych exponentl pro
vSechny pouzité metody se souvisejicimi hornimi konfiden¢nimi intervaly. JelikoZ exponenty
pro Zadnou metodu v Zaddné period¢ neprolomily dolni konfiden¢ni interval, je srovnéni
jednodussi a 1épe interpretovatelné. Obrazek 6 ukazuje rozdil Hurstova exponentu a horniho
konfiden¢niho intervalu (97,5 % percentil Monte Carlo simulac{). Kladnd hodnota tedy znaci
signifikantni perisistenci pro danou metodu, zdpornd hodnota naproti tomu znaci obdobi, pro

které nulovou hypotézu nezdvislosti zamitnout nemiizeme.

Obrazek 6 Porovnani Hurstovych exponentu s hornim konfidenénim intervalem
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Pribéh hodnot ukazuje dvé zdsadni pozorovéni. Prvni je fakt, Ze Hurstliv exponent
podle DFA-1 je vyrazné volatiln€j$i neZ podle dalSich dvou metod, coZ nicméné odpovida
Monte Carlo simulacim, které jsme uvedli diive v textu. Za druhé vidime, Ze rozdil mezi R/S
a M-R/S je maly pro valnou vétSinu pozorovani (navic korelace mezi Hurstovymi exponenty
pro dané dvé metody je 0,91 v porovnani s 0,71 mezi R/S a DFA-1). Zam¢ime se hloubéji na
vztak téchto dvou metod. Zajimaji nds piipady, kdy metodou R/S odhadneme Hurstiv
exponent nad konfidencnim intervalem a metodou M-R/S pod konfiden¢nim intervalem. V
takovém piipadé¢ muzeme tvrdit, Ze zdanliva persistence neni zpusobena dlouhou paméti v
procesu, ale pouze kratkou paméti, kterd vychyluje odhad R/S. Obréazek 7 shrnuje vSechny
tyto piipady. MiZzeme konstatovat, ze existuji obdobi, kdy je persistence pouze zdanliva.
Avsak je nutné poznamenat, Ze tak miZeme fici pouze v 13 piipadech z celkovych 1967
odhadu. Navic je pouze jeden ptipad, kdy zdanlivou persistenci pozorujeme ve vice periodach
na sebe pifimo navazujicich (pro tento ptipad navic pouze dvé po sobé jdouci odhady). Ostatni
ptipady jsou singularitami. Celkov¢ tedy mizeme konstatovat, Ze pievaha kratké paméti nad

dlouhou paméti v téchto 13 obdobich je spiSe ndhodna.

Obrazek 7 Porovnani kratké a dlouhé paméti
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Lze tedy konstatovat, ze index PX byl v jistych fazich svého vyvoje signifikantné
persistentni. Aby toto tvrzeni bylo vice robustni, zaméfime se na hodnoty Hurstova exponentu
v konkrétnich piipadech. Obé hlavni metody odhadu exponentu mohou byt totiZ vyrazné
ovlivnény extrémnimi hodnotami. R/S je citlivd z divodu pouziti rozsahu a DFA pro pocet

s fluktuacemi (Di Matteo, 2007). Diive jsme ukdzali, Ze vynosy indexu jsou vyrazn¢ Spicaté a



extrémni hodnoty v procesu jsou proto velmi pravdépodobné. Abychom ovlivnéni extrémnimi
hodnotami vyloucili, ndhodné¢ zamichdme data pro dany Hurstliv exponent a ten znovu
ur¢ime. Zamichdnim totiz pretrhame potencidlni vazby. Pokud tedy Hurstiv exponent pro
zamichanou fadu bude podobny jako pro nezamichanou, je signifikantni hodnota exponentu
zpuisobena extrémnimi hodnotami a nikoliv dlouhocasovou zdvislosti. Naproti tomu rozdilné
hodnoty vliv extrémnich hodnot vylucuji. Zaméfme se na maximélni hodnoty pro R/S a DFA.

Hurstiiv exponent podle R/S nabyvd maxima 7.2.2001, kdy je jeho hodnota rovna
0,7641. Chovani preskdlovanych rozsahi origindlni a promichané fady je shrnuto v Obrazku 8
(ve dvojité logaritmickém méfitku). Rozdil v chovéani rozsahu je zifejmy — origindlni fada
dosahuje vyssich hodnot pro vSechny Skaly. Pokud bychom urcily Hurstliv exponent pro
promichanou fadu, dostaneme hodnotu 0,5589, kterd je velice blizko ofekdvané hodnoté
podle simulaci a daleko od stanovenych konfidenc¢nich intervalti. Mizeme tedy potvrdit, ze
vysoké hodnoty Hurstova exponentu podle R/S jsou projevem dlouhé paméti ve zkoumaném

procesu a nikoliv extrémnich hodnot v fadé.

Obrazek 8 Pieskalované rozsahy pro ptivodni a promichanou fadu
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DFA-1 ukazuje maximdlni Hurstliv exponent dne 13.12.2001 pifi hodnoté 0,7710.
Obrazek 9, opét ve dvojit€¢ logaritmickém méfitku, ukazuje podobné vysledky jako
Obrazek 8. Prestoze jsou fluktuace na nizsich Skdlach nizsi, celkovy sklon je evidentné vyssi
pro origindlni fadu. Pro promichanou fadu dostivame Hurstiv exponent o hodnoté 0,4846,
coz je sice niz$i nez oCekavand hodnota, ovSem je opét bezpecné vzdalend od konfiden¢nich

intervald.



Obrazek 9 Fluktuace ptivodni a promichané Fady
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Zaveér

V ¢lanku jsme se zaméfili na detekci procesu s dlouhou paméti ve vynosech indexu
PX mezi roky 1999 a 2009. Ukdzali jsme, Ze index proSel vyvojem z persistentniho do
nezdvislého procesu. Nicméné nezdvislost vynost je relativné kiehkd, jelikoz se hodnoty
Hurstova exponentu drzi velmi blizko konfiden¢niho intervalu, ktery oddéluje nezdvisly od
signifikantn¢ persistentniho procesu. Ddle jsme ukdzali, Ze vysledky jsou robustni proti
potencidlni kratké paméti. Metody pro odhad Hurstova exponentu prezentované v tomto
¢lanku mohou byt navic vychylené pfitomnosti extremnich hodnot v ¢asové fad¢. Podezieni
na extrémni hodnoty bylo zalozené na vysoké Sikmosti distribuce vynosti. Po detailnim
pohledu na chovéni procesu pro maximélni hodnoty Hurstova exponentu jsme pii srovnani
puvodni fady a ndhodné promichané tady ukazaly, ze extrémni hodnoty v téchto piipadech

nejsou divodem vysokych hodnot exponentu.



Priloha

Obrazek A1 Detekce zmén v chovani Hurstova exponentu
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Detekce zmén v chovani Hurstova exponentu pro R/S (a), M-R/S (b), DFA-0 (c), DFA-1 (d) a DFA-2 (e). Grafy
jsou zobrazeny v dvojité logaritmickém mé&fitku pro piipad V statistik a semi-logaritmickém méfitku pro bodové
derivace (point to point derivative). Vysledky pro R/S, M-R/S a DFA-0 ukazuji zmé&nu ve Skdlovani na Skale 128
dni. Tato zména je odstranéna detrendaci u DFA-1 a DFA-2. Bodové derivace Hurstova exponentu déle ukazuji,

Ze vhodnou minim4lni §kdlou je 16 dnf pfi maxim4ln{ Skéle 128 dni.



Literatura

ALFI, V.; COCCETTIL, F.; MAROTTA, M.; PETRI, A; PIETRONERO, L. 2008. Exact
Results for the Roughness of a Finite Size Random Walk. Physica A. 2008, Vol. 370, No. 1.
ALPTEKIN, N. 2006. Long Memory Analysis of USD/TRL Exchange Rate, International
Journal of Social Sciences. 2006, Vol. 1, No. 2.

ALVAREZ-RAMIREZ, J.; RODRIGUEZ, E.; ECHEVERRIA, J. 2005. Detrending
fluctuation analysis based on moving average filtering. Physica A. 2005, Vol. 354.
BARKOULAS, J.; BAUM, CH.; TRAVLOS, N. 2000. Long memory in the Greek stock
market. Applied Financial Economics. 2000, Vol. 10.

BASHAN, A.; BARTSCH, R.; KANTELHARDT, J.; HAVLIN, S. 2008. Comparison of
detrending methods for fluctuation analysis. arXiv:0804.4081

BERAN, J. 1994. Statistics for Long-Memory Processes, Monographs on Statistics and
Applied Probability 61. New York: Chapman & Hall, 1994. ISBN 978-0412049019.

CHIN, W. 2008. Spurious Long-range Dependence: Evidence from Malaysian Equity
Markets. MPRA Paper. 2008, No. 7914.

CONT, R. 2001. Empirical properties of asset returns: stylized facts and statistical issues.
Quantitative Finance. 2001, Vol. 1, No. 2.

COUILLARD, M; DAVISON, M. 2005. A comment on measuring the Hurst exponent of
financial time series. Physica A. 2005, Vol. 348.

DI MATTEOQO, T. 2007. Multi-scaling in Finance. Quantitative Finance. 2007, Vol. 7, No. 1.
DULGER, F.; OZDEMIR, Z. 2005. Current Account Sustainability in Seven Developed
Countries. Journal of Economic and Social Research. 2005, Vol. 7, No. 2.

EICHNER, J.; KANTELHARDT, J.; BUNDE, A.; HAVLIN, S. 2007. Statistics of return
intervals in long-term correlated records. Physical Review E. 2007, Vol. 75.

EINSTEIN, A.; WU, H.-S.; GIL, J. 2001. Detrended fluctuation analysis of chromatin texture
for diagnosis in breast cytology. Fractals. 2001, Vol. 9, No. 4.

EMBRECHTS, P.; MAEJIMA, M. 2002. Selfsimilar Processes, New Jersey: Princeton
University Press, 2002. ISBN 978-0691096278.

GRECH, D.; MAZUR, Z. 2004. Can one make any crash prediction in finance using the local
Hurst exponent idea? Physica A. 2004, Vol. 336.

GRECH, D.; MAZUR, Z. 2005. Statistical Properties of Old and New Techniques in
Detrended Analysis of Time Series. Acta Physica Polonica B. 2005, Vol. 36, No. 8.

HU, K.; IVANOV, P.; CHEN, Z.; CARPENA, P.; STANLEY, H. 2001. Effect of trends on
detrended fluctuation analysis. Physical Review E. 2001, Vol. 64.

HURST, H.E. 1951. Long term storage capacity of reservoirs. Transactions of the American
Society of Engineers. 1951, Vol. 116.

JARQUE, C.; BERA, A. 1981. Efficient tests for normality, homoscedasticity and serial
independence of regression residuals: Monte Carlo evidence. Economics Letters. 1981, Vol.
7, No. 4.

KWIATKOWSKI, D.; PHILLIPS, P.; SCHMIDT, P.; SHIN, Y. 1992. Testing the null of
stationarity against the alternative of a unit root: How sure are we that the economic time
series have a unit root? Journal of Econometrics. 1992, Vol. 54.

LILLO, F.; FARMER, J. 2004. The Long Memory of the Efficient Market. Studies in
Nonlinear Dynamics & Econometrics. 2004, Vol. 8, No. 3.



LO, A.; MACKINLAY, C. 1999. A Non-Random Walk Down Wall Street. New Jersey:
Princeton University Press, 1999. ISBN 0-691-09256-7.

LO, A. 1991. Long-term memory in stock market prices. Econometrica. 1991, Vol. 59, No. 5.
LUX, T. 2007. Applications of Statistical Physics in Finance and Economics. Economics
Working Paper, Christian-Albrechts-Universitdt Kiel. 2007, No 2007-05.

MANDELBROT, B.; VAN NESS, J. 1968. Fractional Brownian motions, fractional noises
and applications. STAM Review. 1968, Vol. 10, No. 422.

MANDELBROT, B.; WALLIS, R. 1969. Robustness of the rescaled range R/S in the
measurement of noncyclic long-run statistical dependence. Water Resources Research. 1999,
Vol. 5.

MANDELBROT, B. 1970. Analysis of long-run dependence in economics: the R/S
technique. Econometrica. 1970, Vol. 39.

MANDELBROT, B. 1972. Statistical methodology for non-periodic cycles: from covariance
to R/S analysis. Annals of Economic and Social Measurement. 1972, Vol. 1.

MATOS, J.; GAMA, S.; RUSKIN, H.; SHARKASI, A.; CRANE, M. 2008. Time and scale
Hurst exponent analysis for financial markets. Physica A. 2008, Vol. 387, No. 15.
MCKENZIE, M. 2002. Non-periodic Australian Stock Market Cycles: Evidence from
Rescaled Range Analysis. Economic Record. 2002, Vol. 73, No. 239.

PENG, C.; BULDYREYV, S.; HAVLIN, S.; SIMONS, M.; STANLEY, H.; GOLDBERGER,
A. 1994. Mosaic organization of DNA nucleotides. Physical Review E. 1994, Vol. 49, No. 2.
PETERS, E. 1994. Fractal Market Analysis — Applying Chaos Theory to Investment and
Analysis. New York: John Wiley & Sons, Inc., 1994. ISBN 978-0471585244.

QUANG, T. 2007. Testing the Weak Form of Efficient Market Hypothesis for the Czech
Stock Market. Politickd ekonomie. 2007, Vol. 6.

SAMORODNITSKY, G. 2006. Long memory and self-similar processes. Annales de la
faculté des sciences de Toulouse Mathématiques. 2006, Vol. 25, No. 1.

SAMORODNITSKY, G. 2007. Long Range Dependence, Now Publishers Inc., 2007. ISBN
978-1601980908.

TAQQU, M.; TEVEROSKY, W.; WILLINGER, W. 1995. Estimators for long-range
dependence: an empirical study. Fractals. 1995, Vol. 3, No. 4.

TEVEROVSKY, V.; TAQQU, M.; WILLINGER, W. 1999. A critical look at Lo’s modified
R/S statistic. Journal of Statistical Planning and Inference. 1999, Vol. 80, No. 1-2.
VANDEWALLE, N.; AUSLOOS, M.; BOVEROUX, PH. 1997. Detrended Fluctuation
Analysis of the Foreign Exchange Market. Econophysic Workshop, Budapest, Hungary, 1997.

WANG, W.; VAN GELDER, P.; VRIJLING, J.; CHEN, X. 2006. Detecting long-memory:
Monte Carlo simulations and application to daily streamflow processess. Hydrology and
Earth System Sciences Discussions. 2006, Vol. 3.
WERON, R. 2002. Estimating long-range dependence: finite sample properties and
confidence intervals. Physica A. 2002, Vol. 312.
ZHUANG, Y.; GREEN, CH.; MAGGIONI, P. 2000. The Great Rebound, The Great Crash,

and Persistence in British Stock Prices. Economic Research Paper, Loughborough University.
2000, No. 00/11.



