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❆❜str❛❝t

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛
s♦❝✐❛❧✲❞✐❧❡♠♠❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❊①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❧♦s❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❜✉t ②✐❡❧❞s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②
r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐❢ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞
t♦ r❡t❛❧✐❛t❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② s❡ts ♦✉t t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t✲
❡❣② ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
tr✐❡s t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ✜♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❲❡
✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✭♦♥❡ ✈s ♠❛♥②✮ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss✳

❑❡② ✇♦r❞s✿ P✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✱ ❙tr♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ❈♦♥❢♦r♠✐s♠✱
❈♦✉♥t❡r✲♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r
❏❊▲✿ ❍✹✶✱ ❈✾✵

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❝❡♥t ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❝❛st s❡r✐♦✉s ❞♦✉❜t ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛✲
❧✐❞✐t② ♦❢ ❡❛r❧✐❡r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
s♦❝✐❛❧✲❞✐❧❡♠♠❛ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ◆♦t ♦♥❧② ♠❛② t❤❡r❡ ❜❡ s♦♠❡ s❝❡♣t✐❝✐s♠ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❛s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ t♦ ❛ ❤❡❛❞ ✐♥ ❉r❡❜❡r
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ✐ts ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ●ä❝❤t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮
s❤♦✇s✱ ❜✉t t❤❡ ✈❡r② ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞✿ ❜② r❡✲
❧❛①✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ r♦✉♥❞ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱
❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ s❡♥s✐t✐✈❡

✩■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ◆✐❦♦s ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s✱ ❇❡tt✐♥❛ ❘♦❝❦❡♥❜❛❝❤✱ ❛♥❞ ❆r♥❡ ❲❡✐ÿ ❢♦r t❤❡✐r
❞❡t❛✐❧❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❛t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤❡❧♣❡❞ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❝❡r❡❜ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦
❘❡✐♥❤❛r❞ ❙❡❧t❡♥✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❘✐❡❝❦✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✽ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❡r♠❛♥
❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭●❢❡❲✮ ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✳

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❊❧s❡✈✐❡r ❏✉♥❡ ✶✼✱ ✷✵✵✾
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t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s ❛r❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛❣❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❞♦❡s
♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐♥ ♠♦st r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❡①✐st✐♥❣ ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧② r❡st❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t
♣❛♣❡r ♠❛❦❡s ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✲
❛r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❡t ♦✉t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✕ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣✉♥✐s❤ ♥♦♥✲
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✕ ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥
s♦♠❡ ✭❞❡❢❡❝t✐♥❣✮ ♣❧❛②❡rs ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❵r❡s✉rr❡❝t✐♦♥✬ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥
s✉❜s❡q✉❡♥t st✉❞✐❡s ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s
❛♥❞ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✮ ♦r ◆✐❝❦❧✐s❝❤ ❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✵✾✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❧❛②❡rs✬ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss ♠❛② ♣❧❛②
❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡
♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❧❡❢t t♦ ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❡♥✲
tr❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✉♠❛♥ s♦❝✐❡t✐❡s ✇❤✐❝❤ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢r♦♠ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ❛r❡
st✐❧❧ ♣❛②✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ✭❡✳❣✳ ❍❛✉❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❞❡ ◗✉❡r✈❛✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱
❍❡♥r✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ♦r ❍❡rr♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❖♥❡ ❛✈❡♥✉❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❧✲
❧♦✇❡❞ ❜② s❝❤♦❧❛rs ❢r♦♠ ✜❡❧❞s ❛s ❞✐✈❡rs❡ ❛s ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣②✱ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝s
✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t♦❞❛②✬s s♦❝✐❡t✐❡s ✭♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✳❣✳
✐♥ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ♦❢
✷✵✵✽✮ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ❛♠♦♥❣st st✉❞❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❦✐♥s❤✐♣ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✻✹✮✱ r❡✲
❝✐♣r♦❝❛❧ ❛❧tr✉✐s♠ ✭❚r✐✈❡rs✱ ✶✾✼✶✱ ❆①❡❧r♦❞ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✽✶✮✱ ❝♦st❧② s✐❣♥❛❧✐♥❣
✭❩❛❤❛✈✐✱ ✶✾✼✺✱ ●✐♥t✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✱ ✐♥❞✐r❡❝t r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✭❆❧❡①❛♥✲
❞❡r✱ ✶✾✼✾ ❛♥❞ ✶✾✽✼✱ ◆♦✇❛❦ ❛♥❞ ❙✐❣♠✉♥❞✱ ✶✾✾✽✮✱ ❵❝✉❧t✉r❡✬ ✭❈❛✈❛❧❧✐✲❙❢♦r③❛ ❛♥❞
❋❡❧❞♠❛♥✱ ✶✾✽✶✱ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥✱ ✶✾✽✺✮✱ ♥♦r♠s ✭❙✉❣❞❡♥✱ ✶✾✽✻✱ ❙❡t❤✐✱ ✶✾✾✻✮✱
❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❙♦❜❡r ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥✱ ✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✭●✐♥t✐s✱ ✷✵✵✵✱
●✐♥t✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳✶

❚❤✐s ❧❛st ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❛s ✐t ✐s
✉♥✐q✉❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ❝♦♦♣✲
❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❛rt❡❢❛❝t✉❛❧ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡tt✐♥❣
✇✐t❤♦✉t r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛②❡rs✳✷ ■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

✶❚❤❡ st✉❞✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❛r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s ❦✐♥❞❧② r❡❢❡rr❡❞ ❡✳❣✳ t♦ t❤❡
✇♦r❦s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳

✷■ ❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ◆✐❦♦s ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❡♥t t❤❛t ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♠❛② ❛❧s♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ✜♥❞✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s tr✉❡✱ t❤❡s❡ ♦t❤❡r ♥♦r♠s ✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❛ s✉✣✲
❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡✲♣❧❛② r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s t②♣❡ t♦ s✉r✈✐✈❡ ✐♥ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
❝♦♥t❡①t ✭❝❢✳ ❙❡t❤✐✱ ✶✾✾✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ r❛t❤❡r str♦♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✷
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str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✇♦rt❤ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦✳ ❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❞✐♥❣s✱ ❛s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❋❡❤r ❛♥❞
❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✵✸✮ s❤♦✇s ✭❝❢✳ ❙t❡♣❤❡♥s✱ ✷✵✵✺ ♦r ▼❝❑❡♥③✐❡ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✏t♦ s❛❝r✐✜❝❡ r❡s♦✉r❝❡s
t♦ ❜❡st♦✇ ❜❡♥❡✜ts ♦♥ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡st♦✇❡❞ ❜❡♥❡✜ts✑ ❛♥❞ ✏t♦ s❛❝r✐✜❝❡ r❡✲
s♦✉r❝❡s t♦ ♣✉♥✐s❤ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ❜❡st♦✇✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ s♦♠❡
s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠✑✳✸ ■♥ ❛ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ♦r ❛ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❣❛♠❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s
✐♥t♦ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤♦✉t r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤
r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛t✐♦♥✱ ✉♥❧❡ss ✕ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✕ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✭s✮ ✐s ✭❛r❡✮ ✐♥
❜❛❞ st❛♥❞✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② st✐♣✉❧❛t❡s t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
♦❢ ❞❡❢❡❝t♦rs ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ❛♥❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♣❧❛②❡rs✬
❛♥♦♥②♠✐t②✳

❲❤✐❧❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ❜❡
st❛❜✐❧✐s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣s✱ ❝♦st❧② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❛♥❞
t❤✉s s✉♣♣♦rt ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❝✐❡t✐❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣ ❝♦♥✢✐❝t
✭❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞✱ ✷✵✵✶✱ ❇♦✇❧❡s ❛♥❞ ●✐♥t✐s✱ ✷✵✵✹✱ ❈❛r♣❡♥t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❈❛r✲
♣❡♥t❡r✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ t❤❡ ♣❛②♦✛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛ ❢r❡❡✲r✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s♦❝✐❡t② ✐s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡✲r✐❞❡r ❛♥❞
❛ ♣✉♥✐s❤❡r ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❖♥❝❡
❢r❡❡✲r✐❞❡rs ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ♦❢ s♦❝✐❡t②✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉♥✐s❤❡rs ❛♥❞
♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ s✉❝❤ t❤❛t ♣✉♥✐s❤❡rs ❝❛♥ s✉r✈✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t ❛s s♦✲
❝✐❡t②✬s ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② ❢r❡❡✲r✐❞❡rs✳ ❘❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡
❣♦♥❡ ♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❡✈❡♥ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
s♦❝✐❡t② ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋♦✇❧❡r✱ ✷✵✵✺✱ ❍❛✉❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤✐s ♠❛②
❤❛♣♣❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐❞❡❛❧✲t②♣❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
♣❡♦♣❧❡ ♠❛② ♦♣t ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥✲❛♥❞✲❜❡♥❡✜t ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ❛♥❞ ❞♦✐♥❣
s♦✱ ❡❛r♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡r ♦♠✲
♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♥♦♥✲♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❝❛♥ t❛❦❡ ♦✈❡r ❛ s♦❝✐❡t② ♦❢
❢r❡❡✲r✐❞❡rs✱ ❜❡✐♥❣ s✉❝❝❡❡❞❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ♣✉♥✐s❤❡rs ♦r ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳ P✉♥✐s❤❡rs
✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❜② ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❜② ♥❡✉tr❛❧ ❞r✐❢t✱ ✇❤♦ ✇✐❧❧
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ❢r❡❡✲r✐❞❡rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝②❝❧❡ st❛rts ❛❧❧ ♦✈❡r ❛❣❛✐♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✈❡r t✐♠❡✱ s♦❝✐❡t② ✇✐❧❧ s♣❡♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ st❛t❡✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤❡rs ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ t❛❦❡ ❛
❧♦♥❣ t✐♠❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❙♦❝✐❛❧ ❞✐❧❡♠♠❛s ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ st✉❞✐❡s
❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ♦❢ ❞❡✈✐✲
❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡r✬s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣❛✐♥✱
❛♥❞✱ ✐❢ ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡ ❡①✐sts✱ ♦❢ ♥♦t s♣❡♥❞✐♥❣ ❛♥② r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳

✸❋❡❤r ❛♥❞ ❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✵✸✱ ♣✳✺✼✮❀ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❞✐♥❣s ♦❢ str♦♥❣ r❡❝✐✲
♣r♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭♦r ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ♦r ❛
str❛t❡❣②✱ ❝❢✳ ❙t❡♣❤❡♥s ✭✷✵✵✺✮✳

✸



✶ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❲❤✐❧❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ ✐t ✐s ❛

♣r✐♦r✐ ❢❛r ❢r♦♠ ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ♦r ♥♦t✱ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧ ♣❧❛②❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠❛② ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♦t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛✐♥ ✕ s✉❝❤ ❛s str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❖♥❡
✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❧❛❜♦r❛t♦r②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛s ♣r♦♥❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❣❣❡st t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❜❛❝❦❞r♦♣ ❛❣❛✐♥st ✇❤✐❝❤
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳✹

❆s ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t
❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✭tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❵❛❧❧✬ ♦r ❵♥♦t❤✐♥❣✬ ✐♥ t❤❡ ♣r✐s♦♥❡r✬s✲❞✐❧❡♠♠❛ ❝❛s❡✮
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉st❛✐♥❡❞
♦✈❡r ❧♦♥❣ r♦✉♥❞s✳✺ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❨❛♠❛❣✐s❤✐ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✵✱
✷✵✵✷✮ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✇❛s ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❝♦♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❣❛♠❡s✳✻ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ◆✐❦✐✲
❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❀ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❞♥♠✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜♦t❤ ❧❛tt❡r st✉❞✐❡s ❣♦ ♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
st❛❣❡✳ ■❢ ✭♦♥❧②✮ ♣✉♥✐s❤❡❞ ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ ❤✐t ❜❛❝❦✱ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t s❡❡♠s t♦
❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ s✐♥❣❧❡✲st❛❣❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❞♥♠ ❣♦
♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ♣✉♥✐s❤✲
♠❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲st❛❣❡
♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝❛s❡✱ ❛❧❜❡✐t ♥♦t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t✲♦♥❧② s✐t✉❛✲
t✐♦♥✳ ❆❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ r❡s✉❧ts✿ ✇❤✐❧❡ ✐♥
t❤❡ st✉❞② ❜② ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❧♦✇ ❛s ✐♥
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ t✇♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s✱ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✱
❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ♥❡✮ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
s✐♥❣❧❡✲♣✉♥✐s❤♠❡♥t✲st❛❣❡ ❞❡s✐❣♥✳ ◆✐❝❦❧✐s❝❤ ❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✵✾✱ ♥✇✮✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥
❛ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥❧② r✉♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✲st❛❣❡✲♣✉♥✐s❤♠❡♥t tr❡❛t♠❡♥t✱ ✜♥❞✐♥❣
st❛❜❧❡✱ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛t ❛r♦✉♥❞ ❤❛❧❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳

Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❛♥❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♠❡ t♦ ♠✐♥❞ t❤❛t ♠❛② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥❞✐♥❣s✿

✭✐✮ t❤❡ st✉❞✐❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✿ ❞♥♠ ❛♥❞ ♥✇ ✉s❡
t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✵✮✱ ✇❤✐❧❡ ♥❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢
❛ ❧✐♥❡❛r 1 : 2 ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r 1 : 3 t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✐♥ ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✷✮✱✼

✹❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡✇✿ ❢♦r ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❝❢✳ ❡✳❣✳ t❤❡ st✉❞✐❡s ❜② ●✐♥t✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱
❈❛r♣❡♥t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ♦r ❈❛r♣❡♥t❡r ✭✷✵✵✼✮✳

✺❈❢✳ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ✐♥ ▲❡❞②❛r❞ ✭✶✾✾✺✮✱ ♦r t❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✏❝♦r❡ ❢❛❝ts✑ ✐♥ ❖s✲
tr♦♠ ✭✷✵✵✵✱ ♣✳ ✶✹✵✮✳

✻❈❢✳ ❖str♦♠ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥s ❞✐❧❡♠♠❛✳
✼❆s ◆✐❦♦s ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t♦ ♠❡✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛♥

✹
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✭✐✐✮ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❡①♦❣❡♥♦✉s❧②✲✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✺ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♥♠✱ ❛♥❞
❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s ✐♥ ♥❡ ❛♥❞ ♥✇❀✽ ❛♥❞

✭✐✐✐✮ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♣♦♦❧s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿ ❞♥♠ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❘❡♥♥❡s
✭❋r❛♥❝❡✮✱ ♥❡ ✐♥ ▲♦♥❞♦♥ ✭❯❑✮✱ ❛♥❞ ♥✇ ✐♥ ❇♦♥♥ ✭●❡r♠❛♥②✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✭✐✐✐✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r✉❧❡ ♦✉t
❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✭✐✐✐✮ s❡❡♠s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❍❡rr♠❛♥♥
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ t♦ ♣✉♥✐s❤ ❛♥t✐✲ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦✲s♦❝✐❛❧
❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛❝r♦ss s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❋r♦♠ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞
t❤❛t s✉❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡ ❢♦r s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡✳

❖♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❧❛❜♦r❛t♦r② ✜♥❞✐♥❣s✿ ❝❛♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣
❤✉♠❛♥s st✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣✉♥✐s❤ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ s♦❝✐❡t② ♠❡♠✲
❜❡rs✱ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥ s✉❣❣❡st✱ ♦r ✐s t❤✐s ❛ r❛t❤❡r
✉♥❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ s❡❡♠ t♦
s❤♦✇❄ ❇❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s t❤❛t ✏✇❤✐❧❡ ❢r❡❡ r✐❞❡rs ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♣✉♥✐s❤ ❝♦♦♣✲
❡r❛t♦rs✱ t❤❡② ❞♦ s♦ r❛r❡❧② ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✇❡ ❬❝❛♥❪ r❡str✐❝t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
t♦ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱✑✾ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❝❧❡❛r✳ ■❢ ❛t ❛❧❧✱ ♠♦❞❡❧s
♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s r❡s❡r✈❡❞ t♦ s❛♥❝t✐♦♥
❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✭❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞✱ ✷✵✵✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢♦r❝❡ t♦ ❢❛❝t♦r ✐♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡
❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s r❛t❤❡r ✇❡❛❦ ✭❡✳❣✳✱ ◆✐❝❦❧✐s❝❤ ❛♥❞ ❲♦❧✛✱ ✷✵✵✾✮✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❧❧② ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ r❡✲
t❛❧✐❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇♦✉❧❞
str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✇✐t❤ ✐ts ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣✉♥✐s❤ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t♦rs st✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt ♦❢
❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ✭❞❡❢❡❝t✐♥❣✮ ♣❧❛②❡rs ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❝♦✉♥✲
t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t❄

❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✵✻✮ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s✿

✭■✮ ✏♣✉♥✐s❤❡rs ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐❢ ❜❡✐♥❣
♣✉♥✐s❤❡❞ ✐s ♠♦r❡ ❝♦st❧② t❤❛♥ t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ st✐❝❦✐♥❣ t♦ t❤❡
♥♦r♠ ✕ ✭✳✳✳✮ ♣✉♥✐s❤❡rs ♥❡❡❞ ♦♥❧② ♣✉♥✐s❤ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❛♥ts❀

✭■■✮ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ✐s s♠❛❧❧ ✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s✮✱ s♦ ❝♦♥❢♦r♠✐st

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✲❡✣❝✐❡♥❝② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ 1 : 2 t♦ 1 : 3 ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
tr❡♥❞ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ❛s ✐t ❞♦❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t
❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❝❢✳ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ◆♦r♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ❲❤✐❧❡ s✉❝❤ ❛ s❤✐❢t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡
❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ r❡♥❞❡r ❜❛❝❦❧❛s❤✐♥❣ ❞❡❢❡❝t♦rs ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡ t❤r❡❛t✳

✽❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ❞♥♠✱ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞
str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡ t♦ ❢♦r❡❣♦ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✳

✾❈❛r♣❡♥t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✱ ♣✳ ✹✵✾✮✱ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜② t❤✐s ❛✉t❤♦r✳
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tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐t✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ ❛ str❛t❡❣② ♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ st❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❣r♦✉♣❀✶✵ ❛♥❞

✭■■■✮ ✇❤❡♥ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ♥♦r♠ ✈✐♦❧❛t♦rs ✐s ❝♦♠♠♦♥✱ ❡✈❡r②♦♥❡ t❡♥❞s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡
♥♦r♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡❞ ❢♦r ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ❡①❝❡❡❞
t❤❡ ❝♦sts ♦❢ st✐❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠✳✑

❲❤✐❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ✭■✮ ❛♥❞ ✭■■■✮ ✉♥❛✛❡❝t❡❞✱
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥✐s❤❡❞ str✐❦❡ ❜❛❝❦✳✶✶

❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ❝♦♥❢♦r♠✐st
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦r ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t②♣❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛tt❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦♣❡r✲
❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐✲
t✐❡s ♠❛② ❛❝t ✐♥ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ t❤❡
❜❛s✐♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❧❡
✐t ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ❢♦r ❧♦✇ s✉❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✉❛❧
♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜② ❛♥ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛❣❛✐♥st ✇❤✐❝❤
❛♥② ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r✱ ✇❡ s❤♦rt❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t
❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛s ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss
✐ts ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr❛st t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❤✐❣❤
❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❞❞r❡ss
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss ❧❡✈❡❧s
❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡♠ t♦
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r
✉♥❞❡rt❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧

■♥ ♦✉r ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❧✐❢❡
♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥❝✐❧❧❛r②
❣❛♠❡s✱ ❛s ✐♥ ●✐♥t✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
♣❛rt♥❡r ❝❤♦✐❝❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✭❍r✉s❝❤❦❛ ❛♥❞ ❍❡♥r✐❝❤✱ ✷✵✵✻✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡♣✉t❛t✐♦♥
✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✱ ❝❢✳ ◆♦✇❛❦ ❛♥❞ ❙✐❣♠✉♥❞✱ ✷✵✵✺✮✱ ✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❜♦t❤ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡tt✐♥❣s ✇❡ ❝♦♥tr❛st ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛❣❛✐♥st✳

❆t ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ❣r♦✉♣s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ N ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲

✶✵❚❤❡② ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ✐♥t❡r❣r♦✉♣
❝♦♥✢✐❝t ❛s ❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✳

✶✶❋♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝❢✳ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ ♦r ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ❊♥❣❡❧✲
♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✮✳

✻
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s❤♦t ❣❛♠❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s✳ ■♥ st❛❣❡ 0✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❛❣❡♥ts
♣❧❛② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ N ✲♣❡rs♦♥ ❜✐♥❛r② ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❣❛♠❡✳ ❆ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡r
✐♥❝✉rs ❛ ❝♦st ♦❢ c t♦ ❝♦♥✈❡② ❛ ❜❡♥❡✜t ♦❢ b/N t♦ ❡✈❡r② ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✱
✇❤❡r❡ b/N < c < b✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♣❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝✉r ❛♥② ❝♦st ♥♦r ❝♦♥✈❡②
❛♥② ❜❡♥❡✜t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ♣❧❛②❡rs ♠❛② ♣✉♥✐s❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❛
❝♦st ♦❢ k/N ❛♥❞ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ p/N ❢♦r t❤❡ ♣❧❛②❡r ♣✉♥✐s❤❡❞✳ ❲❡ ❛s✲
s✉♠❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✿ ✭✐✮ ❞❡❢❡❝t♦rs ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ ✭✐✐✮ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇❤♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ c ✉♥❧❡ss t❤❡② ♠❛❦❡ ❛ ♠✐st❛❦❡ ✇✐t❤
❛♥ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② e✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♣✉♥✐s❤❡rs ✭str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs✮ ✇❤♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛s
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ st❛❣❡ 0 ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤ ♥♦♥✲❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ✉♥❧❡ss t❤❡② ♠❛❦❡ ❛ ♠✐st❛❦❡
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② e✳ ❚❤✐s ❛ss②♠♠❡tr✐❝ tr❡❛t♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
♣r♦♥❡♥❡ss t♦ ❡rr♦rs ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮✱ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❜❡✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ❡rr♦♥❡♦✉s❧② ❡①❡rt ❛♥ ❡✛♦rt ✭❣✐✈❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②
❝❤♦s❡♥ ♥♦t t♦✮ ❜✉t ♠❛② ✇❡❧❧ ❢❛✐❧ t♦ ❞♦ s♦✱ ❜❡ ✐t ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ r❡❛s♦♥s ♦r ❢♦r❣❡t✲
❢✉❧♥❡ss✳ ❲❤✐❧❡ ❢r♦♠ ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ ❞❡❢❡❝t♦rs ❞♦
♥♦t ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❜② ❝❤❛♥❝❡✱ ♥♦♥✲♣✉♥✐s❤❡rs ❝♦✉❧❞ ✇❡❧❧ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡rr♦♥❡♦✉s❧②
♣✉♥✐s❤ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✕ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♥ ✉♥t❛r❣❡t❡❞✱ ❝❛s✉❛❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐s
♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛st✐s❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❡ s♣❡❛❦❡r ♠✐❣❤t
♥♦t ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✇❛r❡ ♦❢✳ ❲❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ❢♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞✬s r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❡rr♦rs ♦❢
♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✳

❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t♦rs✱ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤❡rs ❜② πD✱ πC ✱
❛♥❞ πP ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t✲t❡r♠ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s Bi✿

✶✷

BD = −(1 − e)πP p,
BC = −(1 − e)c − e(1 − e)πP p = −(1 − e)c + eBD

BP = −(1 − e)c − e(1 − e)πP p − (1 − e)[1 − (πP + πC)(1 − e)]k.
= BC − (1 − e)[1 − (πP + πC)(1 − e)]k

✭✶✮

❍❛✈✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❣❛♠❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t♦r
❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳

✷✳✶✳ ❘❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❣❛♠❡

❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❢t❡r ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ❛❣❡♥ts
r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛s❡①✉❛❧❧② ❛♥❞ ❞✐❡✳ ❚❤❡✐r ♦✛s♣r✐♥❣ ✜rst t❛❦❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t✬s t②♣❡✱
❜✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❣❡ts t♦ ❦♥♦✇ ❛ r❛♥❞♦♠ t②♣❡✬s ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡♥t r♦✉♥❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♠❛② ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❛s ❛❣❡♥ts r✉♥♥✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛❣❡♥t ❡✈❡r② ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ r❡❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡✐r t②♣❡✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❡s α ❛♥❞ (1 − α) ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❤♦♦s❡s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡✱
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t✬s t②♣❡✱ πj ✱ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥✱ πi✱ ♦r

✶✷❲❡ ❝❛♥ ♦♠✐t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❜❡♥❡✜t ✐♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②
❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s t❡r♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ ❢♦r ❛ t②♣❡✬s ✜t♥❡ss ✭♦r ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss✱ ✐♥ ♦✉r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮✱ ♦♥❧② ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

✼



✷ ❚❍❊ ❇❆❙❊▲■◆❊ ▼❖❉❊▲

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s Bj ✈❡rs✉s Bi✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t②♣❡✲s✇✐t❝❤
t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦

prob(j|i, j) =
1

2

[

1 + (1 − α)β(Bj − Bi) + α(πj − πi)
]

, ✭✷✮

✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❧❛r❣❡st✲♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛②❡r t②♣❡s
❛♥❞ t❤✉s ♥♦r♠❛❧✐s❡s ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧ [−1; 1]✱ ✇❤✐❧❡
prob(j|i, j) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ i t✉r♥s ✐♥t♦ ❛ j✲t②♣❡ ❣✐✈❡♥
t❤❡② ♠❡❡t✳✶✸

❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ t♦ ❡♥t❡r ✐♥t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛
❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦✉r ❛❣❡♥ts ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ α∗100 ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡
❝❛s❡s ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s s❡❡♠ ✇❛rr❛♥t❡❞✳✶✹

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♠✐♥❞ ♦❢ ✇❤② ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞
♣❛②♦✛s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t②✬s t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ r✉❧❡ t❤❛t ✐s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ❵❞♦
✇❤❛t t❤❡ ♦t❤❡rs ❞♦✬✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡rs✿ ✭✐✮ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❛② ❤❛✈❡
❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦t st❛♥❞✐♥❣ ♦✉t✱ ❢♦r ♥♦t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❞❡✈✐❛♥t✱✶✺ ♦r ❡✈❡♥ ❞❡r✐✈❡
✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ✏s✐♠♣❧② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ♦♥❡✬s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣r♦✉♣✑❀✶✻ ✭✐✐✮
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❛② ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❤❡
♠❛② ❢❛❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦sts t❤❛t ♠❛② ♠❛❦❡ ✐t ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❣❛t❤❡r✐♥❣
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ r❡❧② ♦♥ ♦t❤❡rs✬ ❡①❛♠♣❧❡❀✶✼ ✭✐✐✐✮ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts
❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♦❜t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s✱ ♦r
❛r❡ ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛②♦✛s ❢r♦♠
s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ❛❣❡♥❝②✱ (1 − α) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t✱ ✐t s❡❡♠s ♣❧❛✉s✐❜❧❡
t♦ ✉s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♦❜t❛✐♥✮ ❛s t❤❡ ❜❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❛ str❛t❡❣②✬s ✜t♥❡ss❀ ✜♥❛❧❧②✱ ✭✐✈✮ ❆♥❞rés ●✉③♠á♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ s❤♦✇
t❤❛t ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡ ♠❛② ♥♦t ♦♥❧② ❡♥❤❛♥❝❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤✉s ❜❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜②
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞✐❧❡♠♠❛s ❛♥❞ ✭❤♦✇❡✈❡r r❛r❡✮ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♥✢✐❝t✳✶✽ ❆s ♦✉r ❢♦❝✉s
❞♦❡s ♥♦t ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✲r✉❧❡s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞

✶✸❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t✱ ✐❢ ♥❡✐t❤❡r ♣❛②♦✛s ♥♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t②♣❡s✱ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ❛❝q✉✐r❡ ❡✐t❤❡r t②♣❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.5✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛t✉s✲q✉♦
❜✐❛s t♦✇❛r❞s ❤✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ✭♦r ♣❛st✮ t②♣❡✳ ❲❡ ❛❞♠✐t t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐♥ ♠❛♥② ❝♦♥t❡①ts❀ ✇❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❢♦❧❧♦✇ ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❛s ✐t r❡♥✲
❞❡rs t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❛s✐❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ tr❛❝❡❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❜✉t ♠❡r❡❧② s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞②♥❛♠✐❝s✳

✶✹❋♦r ❛ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❝❢✳ ❡✳❣✳ ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✵✻✮✳
✶✺■❜❞✳❀ ❛❧s♦✱ ❝❢✳ ❩❛❢❛r ✭✷✵✵✾✮✳
✶✻❩❛❢❛r ✭✷✵✵✾✱ ♣✳ ✶✮❀ ✐♥ ❛♥ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝✲❛❝❝♦✉♥t ♣❛②♦✛s ❣♦✐♥❣ t♦ ❛

✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❤❛r✐t②✱ ❤❡ ✜♥❞s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠✐s♠ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ s✉❜❥❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
✶✼❈❢✳ ❡✳❣✳ ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ▼❝❊❧r❡❛t❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ♦r ❘✐❝❤❡rs♦♥ ❛♥❞ ❇♦②❞ ✭✷✵✵✺✮✳
✶✽◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡✐r ❝❛s❡ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ♠✐① ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡s ✕ t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣❛②♦✛✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦r

❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥❡rs✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ s✐① ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t✇❡❧✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡②♦♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts✳

✽
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❜② t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r
st✉❞✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ s✐♠♣❧② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❡①t❡♥❞ ❞r✐✈❡♥
❜② ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✳

❲✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✲
❝❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r✐♦❞✲t♦✲♣❡r✐♦❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t②♣❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r
❛♥② ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳✶✾ ❉♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✿

∆i = πi(1 − πi)
(

(1 − α)β
(

Bi − Σj 6=i
πjBj

1−πi

)

+ α
[

πi − Σj 6=i
π2

j

1−πi

]

)

, ✭✸✮

❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ {P,C, D}✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✿
❢♦r t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐t ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✉s❡❞ ❜② ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞
❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲ ❛♥❞ s✐①✲str❛t❡❣② ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r
♦✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❏♦♥❦❡r ✭✶✾✼✽✮✱
❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✲st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡t❤❡r ✇❡
t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ♠✐① ♦❢ ✐♥✈❛❞✐♥❣ t②♣❡s ♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐①❡❞✲str❛t❡❣② ✐♥✈❛❞❡r✳
❋♦r ♦✉r r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s t❤✐s ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r πi s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✿ ✐♥

t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡t πi − Σj 6=i
π2

j

1−πi
≡ 1✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛

♣✉r❡ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐s t❤❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t α > −(1−α)β(Bi−Σj 6=i
πjBj

1−πi
)

❡✈❡♥ ❢♦r π
′
−i

= arg maxπ
−i

(

− Bi + Σj 6=i
πj

1−πi
Bj

)

s✉❜❥❡❝t t♦ Σj 6=iπj = ε ≈ 0✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s t♦ ❜❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦
♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♣❛②♦✛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ i−t②♣❡ ♣❧❛②❡rs ❢❛❝❡ ✇❤❡♥ ♣❛✐r❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧❧② ♠✐①✐♥❣ ♣❧❛②❡r✳

❖✉t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ tr✐✈✐❛❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ P = (πP =
1, πC = 0, πD = 0)✱ C = (0, 1, 0)✱ ❛♥❞ D = (0, 0, 1), D ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡
✭❊❙✱ ✐✳❡✳ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣②✱ ♦r ❊❙❙✮ ❛❧✇❛②s✱ ✇❤✐❧❡ P
✐s ❊❙ ♦♥❧② ❢♦r αs t❤❛t ❡①❝❡❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢

α̂base =











ek
c+k(1+e) , c < (1 − e)p

c−(1−e)p+ek

2c−(1−e)p+k(1+e) , ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✹✮

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❣♦ ♦♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
st❛❜✐❧✐t②✱ ❧❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❛ ❧✐tt❧❡ ❝❧♦s❡r✳ ❚❤❡ t✇♦
❝❛s❡s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ c < (1− e)p✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❢♦r c < (1− e)p
t♦ ❤♦❧❞✱ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ♣✉♥✐s❤❡r ♦♥❧② ❤❛s t♦ ✐♥✢❡❝t ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ (1−e)p/N ✳✷✵ ❚❤✐s

✶✾■♥ t❛❦✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❢♦r r❡❛s♦♥s ♦❢
❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦r s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥s✱
❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

✷✵❋r♦♠ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣ s✐③❡s N ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥❧② ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♣✉♥✐s❤❡rs ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♣❡r✲❞❡❢❡❝t♦r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s κ(N) = k/N ✳ ❲❤❛t c > (1− e)p ❞❡s❝r✐❜❡s✱ t❤❡♥✱ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✾



✷ ❚❍❊ ❇❆❙❊▲■◆❊ ▼❖❉❊▲

✐s ❛ ✈✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ st✉❞✐❡s ♦♥ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞
s❡tt✐♥❣s✱ ♥♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❉❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥ ❊❣❛s
❛♥❞ ❘✐❡❞❧ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ◆♦r♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❤♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞r❡ss
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳✷✶

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t C ✇✐❧❧ ❜❡ ❊❙ ♦♥❧② ❢♦r
✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ αs ✭α̂ = c/(2c + k) ≫ 1/3✮✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts P, C✱ ❛♥❞ D✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠✐①❡s ♦❢ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❡❛❝❤ ✭P ❛♥❞ D✱ ❛♥❞ P
❛♥❞ C✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ♣❧✉s✱ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉❧❧② ♠✐①❡❞
✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳✷✷ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s st❛❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮✿✷✸

❘❡s✉❧t ✶✳ ❲❤✐❧❡ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r r❡❛❧✐st✐❝
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✱ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❞♦❡s
♥♦t ②✐❡❧❞ t❤❡ r❡❛❞✐❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞
❇♦②❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡
✭✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ♥♦t
t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❢♦r ❜♦t❤ ❛✮ ❧♦✇ ❛♥❞ ❜✮ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝♦sts✳✷✹ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t ♦✉r ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✲s✉❜❥❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❡ ❞♦ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠✲
♣❛r❡ t❤❡✐r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♦✉rs✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❛❧✉❡s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠✲
♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts✿ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ ❛ k✲t♦✲p r❛t✐♦ ♦❢
1 : 3❀✷✺ ♣❧❛②❡rs ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ N = 4✱ ♠❛❦✐♥❣ ♠✐st❛❦❡s ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝❛s❡s✳✷✻

♣❧❛②❡rs ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ κ̂ s✳t✳ c = (1 − e)τκ̂N ❛✛♦r❞❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡
τ ✐s t❤❡ ✭1 : τ✮ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✬s ❡✣❝✐❡♥❝② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✷✶■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ◆✐❦♦s ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❢♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ ♠❡ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ st✉❞✐❡s✳
✷✷❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ R ✉♥❞❡r ♠♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠
❜❡✐♥❣ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ❛♥② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛❞ t♦ r❡s♦rt t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t✳

✷✸❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s❡s✱ ❛s t❤❡✐r r❡s✉❧t r❡sts
♦♥ ❛♥ nth✲♦r❞❡r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛r❣✉♠❡♥t✳

✷✹◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❜❛s✐♥s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✿ ✐♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝♦sts ✭c = 2✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❛s✐♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ P ✐s ❜✉t ❛♥ ε✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ P ✳

✷✺❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st✉❞✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❍❛✉❡rt ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❖t❤❡r st✉❞✐❡s ❧✐❦❡ ❈❛r♣❡♥t❡r ✭✷✵✵✼✮ ♦r ❉r❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡✐r ❛❣❡♥ts
✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
st✐❝❦ t♦ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✶✿✸ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛s t❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r
❛♥❞ ✉♥❞❡r ✇❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s P ❝❛♥ ❜❡ st❛❜✐❧✐s❡❞✳

✷✻■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ e = 0.1 ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡
s❛♠❡ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣r♦✉♣✳ ❲❤❛t ♠❛② r❡s✉❧t ✐s ❛
s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✱ ❝❢✳
❢♦♦t♥♦t❡ ✷✵✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ♠❛② ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥
❤❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❣r♦✉♣ s✐③❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❛r♣❡♥t❡r ✭✷✵✵✼✮✳

✶✵



✷ ❚❍❊ ❇❆❙❊▲■◆❊ ▼❖❉❊▲

❯♥❞❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r P t♦ ❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st
❜✐❛s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ α̂base ≈ 0.0033✱ ❢♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts s✉❝❤ t❤❛t
❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉♥✐s❤❡r ♠❡❛♥s ✐♥✈❡st✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ♦♥❡ s✐①t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝♦sts ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥tr✐❜✉t♦r✬s ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✭t❤❡ ❧❡❢t ❝❛s❡ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣❡r✲❞❡❢❡❝t♦r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
❝♦sts ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts ✐s ♦♥❡ t❡♥t❤ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ✐♥
✜❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷✮✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s α̂base ≈ 0.054✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ 5.4 ♣❡r❝❡♥t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ✉♥t❤✐♥❦✲
❛❜❧❡✱ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✿ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠✐st
❧❡❛r♥✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛❜✐❧✐s❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
❝♦sts ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ δα̂

δc
< 0 ❢♦r

c < (1− e)p, ❣✐✈❡♥ P ❤❛s t♦ ❜❡ st❛❜✐❧✐s❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛❞✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤❡r❡❛s
δα̂
δc

> 0 ❢♦r c > (1− e)p✱ ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ❞❡❢❡❝t♦rs ✇❤♦ ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦
✐♥✈❛❞❡ ❛ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ s♦❝✐❡t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ α̂ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ c ✐s ♥♦t
s②♠♠❡tr✐❝✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ❤❛r❞❧② ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ c < (1−e)p✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✇✐t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝♦sts ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❞❡r c > (1 − e)p✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs s✉❝❤ t❤❛t ∆P ≥ 0 ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α❀ ❛✮ ❢♦r ❛
❧♦✇ c✲t♦✲p r❛t✐♦ ✭❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ❜✮ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ s✉❝❤ r❛t✐♦ ✭r✐❣❤t✮✳

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♣❧♦ts ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts✿ ✭✐✮ ❛ ❤✐❣❤❡r
❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r ❢♦r ♣✉♥✐s❤❡rs t♦ s✉r✈✐✈❡ ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ♦✉r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ α̂base✮✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❢♦r ❤✐❣❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts
c✱ ❛ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ s♦❝✐❡t② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ❞❡❢❡❝t♦rs ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❛ ♠♦❞❡st
c ✭✐✳❡✳ ❛ ❧♦✇❡r c ✲t♦✲p r❛t✐♦✮✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✜rst ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡♥
❜❡ t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❜② ❞❡❢❡❝t♦rs✿ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲c ❣r❛♣❤✱ ❛ s♠❛❧❧ st❡♣ ❛✇❛② ❢r♦♠ P ♦♥
t❤❡ PC✲❧✐♥❡ ❝❛rr✐❡s s♦❝✐❡t② ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✇❤✐❧❡ ❞❡❢❡❝t♦rs
❛r❡ st✐❧❧ ❛❜s❡♥t✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ s♠❛❧❧ st❡♣ ♦♥ PD ✐s r❡✈❡rt❡❞❀ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤✲c ❝❛s❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ❢♦r P t♦ ❜❡ ❊❙ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷
s❤♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ α = 0.2✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✲
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥♥♦t✿ ❢♦r ❧♦✇❡r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts c✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ πP ❝❤❛♥❣❡s ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉②♥❛♠✐❝s ❢♦r α = 0.2 ❢♦r c = 2 < 0.99 · 3 = (1 − e)p ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ c = 10

3
> 0.99 · 3 =

(1 − e)p ✭r✐❣❤t✮✳

❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❜❛s✐♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t P ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥
❢♦r ❤✐❣❤❡r s✉❝❤ ❝♦sts✳ ❲❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❛
❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ ✐❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ❧♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❛♥♦t❤❡r ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✱ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❢❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
✜rst t✇♦ st❛❣❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❣❛♠❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ st❛❣❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❤❛♥❣❡
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ✇❤❛t t❤✐s ♠❛② t❡❧❧ ✉s ❛❜♦✉t t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

✸✳ ❚❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❣❛♠❡

❚❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❣❛♠❡ ✐s ❧✐❦❡ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ n ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
st❛❣❡s✳ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥ t❤❡s❡ st❛❣❡s ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② ❛ ❵❣❡♥❡✬ ✭✐♥ ♦✉r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ r✉❧❡✮ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s ♣❧❛②❡rs✬ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ ❣❡♥❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛②❡r t②♣❡s✱ ♣❛②✐♥❣ ❛t✲
t❡♥t✐♦♥ t♦ ✐t ♠❡❛♥s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡r t②♣❡s t♦ s✐① ✲ ❛ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡
❛♥❞ ❛♥ ✏❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣✑✱ t♦❧❡r❛♥t ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r t②♣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t πi,r (πi,a) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ i✲t②♣❡ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤✭♦✉t✮ ❛
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❤✐t ❜❛❝❦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡❞✱ ✇❤✐❧❡ πi ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡
t♦t❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t t②♣❡✱ ✐✳❡✳ πi = πi,r + πi,a✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❛s
❜❡❢♦r❡✱ ❛ r❡t❛❧✐❛t♦r ♠❛② ♠❛❦❡ ❛ ♠✐st❛❦❡ ✐♥ ❡①❡rt✐♥❣ ♣✉♥✐t✐✈❡ ❡✛♦rt ✇✐t❤ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② e✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛s t❤❡ t②♣❡s ✐♥
t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦✳

▲❡t ✉s ✜rst ❛♥❛❧②s❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❣❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠✲
♠♦❞❛t✐♥❣ t②♣❡s✳ ❆s t❤❡s❡ t②♣❡s ❞♦ ♥♦t ❣❡t ❝❛✉❣❤t ✉♣ ✐♥ ❜❛tt❧❡s ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣
❞❡❢❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱ BD,a ❛♥❞ BC,a✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❜❛s❡❧✐♥❡✲♠♦❞❡❧ t②♣❡s✱ BD ❛♥❞ BC ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❧② t❤❡
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♣❛②♦✛ ♦❢ t♦❧❡r❛♥t ♣✉♥✐s❤❡rs ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡✱ ❛s t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❢❛❝❡
❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❜② ♣✉♥✐s❤❡❞ r❡t❛❧✐❛t♦rs✿

BD,a = −(1 − e)πP p = BD

BC,a = −(1 − e)c + eBD,a = BC

BP,a = BC,a − (1 − e)
(

[1 − (πC + πP )(1 − e)]k +

+[e(πC,r + πP,r) + πD,r](1 − e)p
)

= BP − (1 − e)[e(πC,r + πP,r) + πD,r](1 − e)p .

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❝♦sts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s n✳ ■♥ ♦✉r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✲st❛❜✐❧✐t②
❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr❛st t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭n = 0✮ ❛♥❞ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ n = R ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❢♦r♠❡r s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✷✮ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s✲✭✷✵✵✽✮✲
❧✐❦❡ s❡t✉♣ ❢♦r n = 1✱ ♦r t❤❡ ✻❙❋■ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱
❢♦r n = 4✳ ▲❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ n ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ❛s ✐♥ ◆✐❝❦❧✐s❝❤ ❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✵✾✮
♦r ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✮✳✷✼ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♦✛s ❢r♦♠ n = R✱
R ≥ 2, r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

B̂D,r = −(1 − e)2πP,ak − (1 − e)2πP,r

(

ΣR
r=1[1 − 1E(r)](1 − e)r−1k+

+ΣR
s=1 1E(s)(1 − e)s−1p

)

B̂C,r = eB̂D,r

B̂P,r = eB̂D,r − (1 − e)2
[

e(πC,r + πP,r) + πD,r

]

·

·
(

ΣR
r=1 1E(r)(1 − e)r−1k + ΣR

s=2[1 − 1E(s)](1 − e)s−1p
)

,

✇❤❡r❡

1E(x) =







1, (x ♠♦❞ 2) = 0,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t♦r ❢r♦♠ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱ B̂D,r✱ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st
♦❢ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛ ♥♦♥✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡r✱ −(1− e)2πP,ak✱ ♣❧✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❝♦st ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ r❡t❛❧✐❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❜②
❛ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛t❡r st❛❣❡s ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② e✳ ❆ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡r ❢❛❝❡

✷✼❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ◆✐❝❦❧✐s❝❤
❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✵✾✮ ✇❛s ❡✐❣❤t✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐①✳ ❚❤❡s❡ ❡✐❣❤t ✭s✐①✮ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
st❛❣❡s ❜♦✐❧ ❞♦✇♥ t♦ ♦♥❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❧✉s t❤r❡❡ ✭t✇♦✮ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ✐❢ ✇❡ ❞✐s❝♦✉♥t r♦✉♥❞s
❞✉❡ t♦ ✏❢♦❧❧♦✇✲✉♣✑ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛②❡r ❛s ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ st❛❣❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛♥❞ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜❥❡❝ts tr②✐♥❣ t♦ s❛✈❡ ♦♥ ❝♦sts ❜② s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤❡✐r
♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❝t✐♦♥s ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s✳
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t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛s t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t♦r ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ♠✐st❛❦❡♥❧②
❞❡❢❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♥✐s❤❡r ❢❛❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❢r♦♠ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤✐♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦
r❡t❛❧✐❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❤✐s ♦r ❤❡r ✜rst✲♦r❞❡r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❢❡✉❞✳
❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦
❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢♦r ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳

❊❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡✲♠♦❞❡❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥
t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣
✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡✳ ❇❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ s❡t ♦✉t t♦ ❛♥s✇❡r✱
t❤❛t ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ st❛❜✐❧✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✿✷✽

✶✳ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦✲
❞❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉♥✐s❤❡r t②♣❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ❊❙❙✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡
❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s α ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss str♦♥❣ t❤❛♥ ❢♦r r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❣✐✈❡♥
BP,r ≤ BP,a + eB̂D,r ❛♥❞ B̂D,r|πP >0 < 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r✲
❣✉♠❡♥t s❤♦✇s t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛♥② r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ♠✐①✐♥❣
✐♥✈❛s✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s ✐♥
t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥

α̂P,a =











ek

B̂+ek
, c < (1 − e)p

c−(1−e)p+ek

B̂+c−(1−e)p+ek
, ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✭✺✮

✇❤❡r❡

B̂ =























− 1
1−e

BP,r|πD,r=1, 2c + k >

> (1 − e)R
(

1E(R)p +

+[1 − 1E(R)]k
)

+ E

− 1
1−e

(BD,r − BC,a)|πP,r=1, ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
(1 − e)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ n = R r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s✱ ❛♥❞

E = [(1 − e) − (1 − e)2]k + [(1 − e)2 − (1 − e)3]p + · · ·
· · · + [(1 − e)R−1 − (1 − e)R]

(

[1 − 1E(R)]p + 1E(R)k
)

≈ e(⌊R
2 ⌋k + ⌊R−1

2 ⌋p).

❲❡ s❡❡ t❤❛t B̂ = −1
1−e

BP,r|πD,r=1 ❢♦r ♦❞❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ❛♥❞
s❡♥s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ e✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r

✷✽❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t②♣❡ r❡♠❛✐♥ ❛♥ ❊❙❙ ✐♥ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❛♥② str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ t②♣❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡
❛❣❛✐♥st ✐♥✈❛s✐♦♥ ❜② ♥❡✉tr❛❧ ❞r✐❢t ❜② ✐ts ❛❧s♦ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳
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✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ✇❡ ✉s✉❛❧❧②
s❡❡ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳✷✾ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s
❝❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✐s ♠❡r❡❧② ✐♥
t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✱ −(1−e)B̂✱ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
♦❢ t❤❡ ♣❛②♦✛✲♥♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮✱
✇❡ ❞✐r❡❝t❧② s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s n✱
B̂(n) > c + k = B̂(0) ≡ B̂base ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞✱ s♦ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ❢♦r ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡rs t♦ ❜❡ ❛♥ ❊❙❙
t❤❛♥ ❢♦r ♣✉♥✐s❤❡rs ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♠❛② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t α̂P,a(n + 1) < α̂P,a(n) ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✱
s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✳

✷✳ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡rs✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❛ ♣❧❛②❡r t②♣❡ s❡tt✐♥❣
♦✉t t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ s♦❝✐❡t② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ✇✐❧❧ ♥♦t ♣❧❛② ❛
r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡❜✐❧✐t❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t
♦♥ ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✇❡❛❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ✐♠♣❛❝t s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❛❞❡r✬s ✜t♥❡ss✳ ❙✐♥❝❡ BP,a <
BC,a ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s π✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧❧② ♠✐①✐♥❣ ✐♥✈❛❞❡r ✇✐❧❧
♥❡✈❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt✱ ❡✐t❤❡r✳ ❋r♦♠
t❤❡r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧②
❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✱

α̂P,r =















ek+e[p+k]ΣR
r=1

(1−e)r

B̂+ek+e[p+k]ΣR
r=1

(1−e)r
, c < (1 − e)p

c−(1−e)p+ek+e[p+k]ΣR
r=1

(1−e)r

B̂+c−(1−e)p+ek+e[p+k]ΣR
r=1

(1−e)r
, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✻✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❡
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ st❛❜✐❧✐s❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣
♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❤❛♥ t♦ st❛❜✐❧✐s❡ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t✳✸✵ ❲❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
s❝❡♥❛r✐♦❄ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛②♦✛✲♥♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r β ❞❡✲
❝r❡❛s❡s ❢♦r n > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❧❣❡❜r❛ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s n, n > 0✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ α̂base

P < α̂P,r(n)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ♥❡❡❞s ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥❢♦r♠✐st
❜✐❛s t♦ ❡♥s✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡
r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ♣✉♥✐s❤❡rs ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❛t ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❆t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ α̂P,r(n) ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n✿

✷✾❈❢✳ ❢♦♦t♥♦t❡ ✷✼❀ ❡✈❡♥ ❢♦r R = 7 ❛♥❞ ✇✐t❤ k : p = 1 : 3✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s
r♦✉❣❤❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ c > (1/3)p + 2ep✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ❡rr♦r r❛t❡s ❛♥❞ ❛ c✲t♦✲p
r❛t✐♦ ❛s ✐♥ ♠♦st ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸✵❚♦ s❡❡ t❤❛t✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ α̂P,a ❛♥❞ α̂P,r ✐s s✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ s❛♠❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ✺ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✻✳

✶✺
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✇❤✐❧❡ ❢♦r c < (1 − e)p✱ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α t❤❛♥ t❤❡ ♥❡①t✲❧♦✇❡r ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡
❝♦♥✈❡rs❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ♦✉r ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ α̂P,r(n+1) > α̂P,r(n),∀n < 4✱
❜✉t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ n′ s✉❝❤ t❤❛t n′ > 3 ❛♥❞ 1E(n′) = 1✳ ❋♦r
c > (1 − e)p✱ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ❝r✉❝✐❛❧❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ c✲t♦✲p r❛t✐♦✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡
α̂P,r(n + 1) > α̂P,r(n),∀n < 3✱ ❛♥❞ α̂P,r(n + 1) < α̂P,r(n)✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✸✳ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♣✉♥✐s❤❡rs✱
r❡t❛❧✐❛t♦rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❛s ♥♦♥✲r❡t❛❧✐❛t✐♦rs✳ ■♥ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✱ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡
✐♥✈❛❞❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❜② ♥❡✉tr❛❧ ❞r✐❢t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② ❛♥② str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t
✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥ ✐♥✈❛❞✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡r ♦❢ ❛♥② ✈❛r✐❛♥t
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ t❤❛♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t♦r✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t♦r t②♣❡s✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥

α̂C,a =
c

B̂ + c
. ✭✼✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢r❡q✉❡♥❝② e✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s
R✱ ❛♥❞ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s (c, k, p) ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s✐❡r
t♦ st❛❜✐❧✐s❡ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡rs t❤❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳✸✶

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛✲♣r✐♦r✐ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ α̂C,a ❛♥❞ α̂P,r ✐s ✉♥❝❧❡❛r✳
❍❛✈✐♥❣ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ✜✈❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s✱ ❛♥ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ e = 0.15 ❛♥❞ ❛
c✲t♦✲p r❛t✐♦ ♦❢ 2 : 3 ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣
❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❡❛s✐❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡rs ✭α̂C,a = 0.167 ✈s✳
α̂P,r = 0.170✮✳✸✷ ❋♦r ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❛ ✜♥❞✐♥❣ ✇❡ ❛❧r❡❛❞②
st❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡rs✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st
❜✐❛s ❢♦r ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❊❙✳

✹✳ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r t❤✐s ❣r♦✉♣✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❛s ❢♦r ❛❝❝♦♠✲
♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣✉♥✐s❤❡rs ✐♥✈❛❞✐♥❣ ✐♥
❧♦✇ ♥✉♠❜❡rs ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛s t❤❛♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✲
✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ α̂C,r = α̂C,a ✇✐❧❧ ❤♦❧❞✱ ✇❤❡r❡ α̂C,a ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ s✉♠♠❛r✐s❡ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts✱ ❧❡t ♠❡ s❤♦rt❧② ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❞r✐✈✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ ♦✉r ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❆s ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ✭✹✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱
✐s ♠❡r❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✱ (1−e)B̂✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✸✶❈❢✳ ❢♦♦t♥♦t❡ ✷✼✳
✸✷❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ s❡tt✐♥❣✱ α̂P,a = 0.015✳

✶✻
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t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛②♦✛✲♥♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ❚❤✐s ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛②
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧ ❛❣❛✐♥st ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣❡s✬ ❛❝t✉❛❧ ♣❛②♦✛
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ ❛ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ✇♦r❧❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛②♦✛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛s ♣✉♥✐s❤❡rs ♠❛② ♥♦✇ ❢❛❝❡ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❡①♣❡♥s❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡ t②♣❡s✬
♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♣❛②♦✛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛②✲
♦✛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢❛❝❡❞ ❜② ♣✉♥✐s❤❡rs t♦ ❜❡ ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ✐s
r❡❧❛t✐✈✐s❡❞✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✇❤❡r❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❜✉t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠ ✐t
❜❡❛rs ❛ ✈❛❣✉❡ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❣✐❢t✲❡①❝❤❛♥❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t
♣r✐♥❝✐♣❛❧s ♠❛② ❞♦ ❜❡st ♥♦t ✉s✐♥❣ t❤❡✐r st✐❝❦ ✐♥ ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✇♦r❧❞ ✭❝❢✳ ❋❡❤r
❛♥❞ ❘♦❝❦❡♥❜❛❝❤✱ ✷✵✵✸✮✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t②✱
✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❘❡s✉❧t ✷✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤❡rs r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s
t♦ ❜❡ ❊❙❙ t❤❛♥ t❤❡✐r ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❋♦r ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞
❞❡❢❡❝t♦rs✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✬s
❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t②✳

❘❡s✉❧t ✸✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♠❛❦❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❜♦t❤ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤❡rs ❡❛s✐❡r
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t s✉❝❤ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❊❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❣❡ ❧♦✇❡rs
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t②♣❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ❊❙❙✳

❘❡s✉❧t ✹✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❣❛♠❡✱ ❢♦r r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t t♦ ❜❡ ❊❙ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ✐s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝
❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ c✲t♦✲p r❛t✐♦✳

❘❡s✉❧t ✺✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t ❛♥ ❊❙❙ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t t♦ st❛❜✐❧✐s❡ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ♥❡❡❞ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳

❍❛✈✐♥❣ t❛❧❦❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛②❡r✲t②♣❡s
❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✱
✇❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛t ♠❛② ❝♦♠❡ ♦✉t ♦❢ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝
s②st❡♠✳ ❋♦r t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣✉♥✐s❤❡rs t❤❛t
♠❛② s❡❡♠ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
t②♣✐❝❛❧ s✉❜❥❡❝t ♣♦♦❧ ✭❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ♦r ❍❡rr♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ◆♦t❡
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥ ♣✉❜❧✐❝✲❣♦♦❞s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣✲

❡r❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣✳
❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ♦♥ ❣r♦✉♣s ✇❤♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞s
❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥✇❛rr❛♥t❡❞ ♣❡r s❡✳ ❲❤❡t❤❡r
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t②♣❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ♣r❡♠✐s❡s ✐s ❛
q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣✉r♣♦rt t♦ ❛♥s✇❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛s ♦✉r ❛✐♠ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ♠❡r❡❧②
✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✭✸✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡

✶✼
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♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r α = 0.1, e = 0.01✱ ❛♥❞ ❛✮ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✮ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ n = 1 ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❣❡✱ ❛♥❞ ❝✮ t❤❡
r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ n = 4✳✸✸

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✉♥❞❡r ❛✮ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❧❡❢t✮✱ ❜✮ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
n = 1 ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ❛♥❞ ❝✮ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ n = 4 ✭r✐❣❤t✮✱ ❢♦r π0

P
= 0.675, π0

C
= π0

D
=

0.1625, πi,r/πi = 0.37, ∀i, α = 0.1 ❛♥❞ e = 0.01.

❲❤❛t ✜❣✉r❡ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✜✈❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s✱ ❜✉t t♦ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✲
♦✉t❝♦♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❝❤ st❛❣❡✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❛ s♠❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss
❝❛♥ ❤❛✈❡✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ n = 1 ❜② ♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝r♦ss t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❜❛s✐♥s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
♦✉t❝♦♠❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❇♦t❤ ✜❣✉r❡s
❝❛♥♥♦t ❜✉t ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ♠❛② ❡♠❡r❣❡✱ ❛♥❞ ②❡t t❤❡②
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♥♦t
✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t✳ ■♥ ♦✉r
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜❛❝❦❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s
♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st✉❞✐❡s ❧✐❦❡ ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✵✱ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤✲
♠❡♥t st✉❞✐❡s ❧✐❦❡ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ♣✉t ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❡❛r❧✐❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ■♥ t❤❛t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦rt❧② r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞
❛❞❞r❡ss t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✿ ✭✐✮ ❝❛♥ ✇❡ st✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ❜② r❡❢❡r✐♥❣ t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐❢ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤❛t ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥✱ ✇✐❧❧ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ❢✉✲
t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥❄

✸✸❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ st❛❣❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ♦❢ ◆✐❦✐✲
❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t②♣❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ❢♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ n, α, ❛♥❞ e✳

✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✉♥❞❡r t❤❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ n = 1 ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡✲
♥❡ss ❧❡✈❡❧ πi,r/πi = 0.37, ∀i ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❜✮ ❢♦r πi,r/πi = 0.36, ∀i ✭r✐❣❤t✮✱ ❢♦r π0

P
= 0.675, π0

C
=

π0

D
= 0.1625, α = 0.1 ❛♥❞ e = 0.01.

✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❍♦✇ ❞♦ ♦✉r r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s❄ ❙t✉❞✐❡s
❧✐❦❡ ❋❡❤r ❛♥❞ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✵✱ ✷✵✵✷✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t s✐♥❣❧❡✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤✲
♠❡♥t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s
❝❧♦s❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦✉r r❡s✉❧t ✶✿ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝❛♥ st❛❜✐❧✐s❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❡✈❡♥ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s✳ ■♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✱ ❞♥♠✮ ❛♥❞ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮✱ t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ r❡t❛❧✲
✐❛t✐✈❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t
♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛t ❧❡❛st ✐♥
♣❛rt ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✱ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ st❛❣❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸✱
✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠❛② ❝♦♠❡ ❛❜♦✉t✿ ✉♥❞❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t②♣❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡
❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ st❛❣❡s✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t
st❛❣❡✳

❙t✐❧❧✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✿ ✐♥ ❛♥ ✉♥r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✱ ❑✉❜❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❡♠♣❧♦② t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s✐❣♥ ❛s ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ ❜✉t ❞♦
♥♦t ✜♥❞ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s❀ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✱
♥❡✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✐♥ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r r❡t❛❧✐❛✲
t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❞♥♠✳✸✹ ■♥ ♦✉r ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠♦st
❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐s ❛ s✉❜❥❡❝t✲♣♦♦❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❆s ❤❛s
❜❡❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❧❛②❡rs✬ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss ♠❛② ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ s❡❡ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t st✉❞✐❡s st❡♠ ❢r♦♠ s♦✲

✸✹❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ✜♥❞✐♥❣s ❜② ❞♥♠ ❛♥❞ ♥❡ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛rt♥❡r✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ ■❉s❀ ◆✐❝❦❧✐s❝❤ ❛♥❞ ❲♦❧✛ ✭✷✵✵✾✮ ✜♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲❧❡✈❡❧s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ♥❡ ❢♦r ❛ str❛♥❣❡r✲
♠❛t❝❤✐♥❣✳

✶✾



✺ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

❝✐❡t② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ❧❛tt❡r st✉❞✐❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦r❡ t♦❧❡r❛♥t ✭❵❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣✬✮✳ ❚❤✐s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♣♦♦❧s✬ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡
❧❛r❣❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦r❞❡r
♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦✉r r❡s✉❧t ✶ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡
❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛r❧✐❡r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐✲
t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❍❡♥r✐❝❤ ❛♥❞ ❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮ ♦r ❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣✉♥✲
✐s❤♠❡♥t ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✐s ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t
❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐❢ ♣❧❛②❡rs✬ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss ✐s ❤✐❣❤ ✭r❡s✉❧t ✹✮✱ ❜✉t ❧♦✇❡r ✐❢ r❡✲
t❛❧✐❛t♦rs ❛r❡ r❛r❡ ✭r❡s✉❧t ✸✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❧❛tt❡r s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ♣✉r❡❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
str❛t❡❣② ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ st❛❜✐❧✐s❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭r❡s✉❧ts
✷ ❛♥❞ ✸✮✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s ♣❧❛②s ❛ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣✉r❡❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇♦rs❡♥❡❞ t❤r❡❛t ❜② t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❜❛tt❧❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞
❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐t ♠❛② ❜❡
❤❛r❞❡r t♦ st❛❜✐❧✐s❡ r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❤❛♥ ♣✉r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭r❡s✉❧t ✺✮✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦st ♦❢t❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣✉③③❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡✲
❣r❡❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s
✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛t♦rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡
t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ s♦❝✐❛❧✲❞✐❧❡♠♠❛s
✇✐t❤ ♥♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s
s❡tt✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ❧❛❜♦r❛t♦r② st✉❞✐❡s ❧✐❦❡ ❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮
❛♥❞ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r r❡t❛❧✐❛t✐✈❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❝❛st✐♥❣ s❡r✐♦✉s ❞♦✉❜t
♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✬ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲❛❞✈❡rs❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ✭✷✵✵✽✮ s❡❡♠ t♦ ❤✐♥❣❡ ♦♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✱ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✲
♦♥❧② st❛❣❡✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✲♣✉♥✐s❤♠❡♥t✲st❛❣❡ s❡tt✐♥❣
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡st♦r❡❞ t♦ ✐ts ❢✉❧❧ ❞❡❣r❡❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❤✉♠❛♥s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣✉♥✐s❤ ❞❡❢❡❝t✐♥❣
s♦❝✐❡t② ♠❡♠❜❡rs ✭❡✳❣✳✱ ◆✐❦✐❢♦r❛❦✐s ❛♥❞ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥✱ ✷✵✵✽✮✱ ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s
❛ r❛t❤❡r ✉♥❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✭❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣
❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r✲
♣✉♥✐s❤♠❡♥t st❛❣❡s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✐ts ❵r❡st♦r❛t✐♦♥✬ ✉♥❞❡r
♠✉❧t✐♣❧❡ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ st❛❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❵r❡st♦r❛t✐♦♥✬ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✬s r❡t❛❧✐❛t✐✈❡♥❡ss ❧❡✈❡❧✱ s✉❣✲
❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❧❛❜♦r❛t♦r② ✜♥❞✐♥❣s ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
❤❛r❞❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ s✉❜❥❡❝t✲♣♦♦❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t ♥♦t t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥ ♦✈❡r❧② r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❝♦♦♣❡r✲
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❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❛ s♦❝✐❡t②✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛tt❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ✐t ♠❛② ❞♦ s♦ ❢♦r ❜♦t❤ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ✇♦rs❡❀ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t r❡♥❞❡r t❤❡ ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✉♥❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱
✉♥❧❡ss t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❜✐❛s
✐s ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛
♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ r❡❛❧✐t②✱ ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♠❛② s❡❡♠ ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ✕ ❛s ❧♦♥❣
❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❉✳ ✭✶✾✼✾✮✿ ❉❛r✇✐♥✐s♠ ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❆✛❛✐rs✳ ❙❡❛tt❧❡✿ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t② ♦❢ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ Pr❡ss✳

❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❉✳ ✭✶✾✽✼✮✿ ❚❤❡ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙②st❡♠s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❆❧❞✐♥❡
❞❡ ●r✉②t❡r✳

❆♥❞rés ●✉③♠á♥✱ ❘✐❝❛r❞♦✱ ❈❛r❧♦s ❘♦❞r✐❣✉❡③✲❙✐❝❦❡rt✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❘♦✇t❤♦r♥
✭✷✵✵✼✮✿ ❲❤❡♥ ✐♥ ❘♦♠❡✱ ❞♦ ❛s t❤❡ ❘♦♠❛♥s ❞♦✿ t❤❡ ❝♦❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝
♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❝♦♥❢♦r♠✐st ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❇❡✲

❤❛✈✐♦r ✷✽✱ ✶✶✷✲✶✶✼✳

❆①❡❧r♦❞✱ ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ❉✳ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✽✶✮✿ ❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✶✶✱ ✶✸✾✵✲✶✸✾✻✳

❇♦✇❧❡s✱ ❙❛♠✉❡❧✱ ❛♥❞ ❍❡r❜❡rt ●✐♥t✐s ✭✷✵✵✹✮✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✿
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✻✺✱
✶✼✲✷✽✳

❇♦②❞✱ ❘♦❜❡rt✱ ❍❡r❜❡rt ●✐♥t✐s✱ ❙❛♠✉❡❧ ❇♦✇❧❡s✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❏✳ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✷✵✵✸✮✿
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢
❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛ ✶✵✵✱ ✸✺✸✶✲✸✺✸✺✳

❇♦②❞✱ ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❏✳ ❘✐❝❤❡rs♦♥ ✭✶✾✽✺✮✿ ❈✉❧t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

Pr♦❝❡ss✳ ❈❤✐❝❛❣♦✿ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ Pr❡ss✳

❈❛r♣❡♥t❡r✱ ❏❡✛r❡② P✳ ✭✷✵✵✼✮✿ P✉♥✐s❤✐♥❣ ❢r❡❡✲r✐❞❡rs✿ ❍♦✇ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ❛✛❡❝ts ♠✉✲
t✉❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡✲

❤❛✈✐♦r ✻✵✱ ✸✶✲✺✶✳

❈❛r♣❡♥t❡r✱ ❏❡✛r❡② P✳✱ P❡t❡r ❍✳ ▼❛tt❤❡✇s✱ ❛♥❞ ❖❦♦♠❜♦❧✐ ❖♥❣✬♦♥❣✬❛ ✭✷✵✵✹✮✿
❲❤② P✉♥✐s❤❄ ❙♦❝✐❛❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣r♦s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✹✱ ✹✵✼✲✹✷✾✳

❈❛✈❛❧❧✐✲❙❢♦r③❛✱ ▲✉✐❣✐ ▲✳✱ ❛♥❞ ▼❛r❝✉s ❲✳ ❋❡❧❞♠❛♥ ✭✶✾✽✶✮✿ ❈✉❧t✉r❛❧ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❉❡❝❦❡r✱ ❚♦rst❡♥✱ ❆♥❞r❡❛s ❙t✐❡❤❧❡r✱ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ❙tr♦❜❡❧ ✭✷✵✵✸✮✿ ❆ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ P✉♥✐s❤♠❡♥t ❘✉❧❡s ✐♥ ❘❡♣❡❛t❡❞ P✉❜❧✐❝ ●♦♦❞ ●❛♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥✢✐❝t ❘❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ✹✼✭✻✮✱ ✼✺✶✲✼✼✷✳

❉❡♥❛♥t✲❇♦❡♠♦♥t✱ ▲❛✉r❡♥t✱ ❉❛✈✐❞ ▼❛s❝❧❡t✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❧❡s ◆♦✉ss❛✐r ✭✷✵✵✼✮✿ P✉♥✲
✐s❤♠❡♥t✱ ❝♦✉♥t❡r♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ s❛♥❝t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥ ❛ s♦❝✐❛❧ ❞✐❧❡♠♠❛ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ✸✸✱ ✶✹✺✲✶✻✼✳

❉r❡❜❡r✱ ❆♥♥❛✱ ❉❛✈✐❞ ●✳ ❘❛♥❞✱ ❉r❡✇ ❋✉❞❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ❆✳ ◆♦✇❛❦ ✭✷✵✵✽✮✿
❲✐♥♥❡rs ❞♦♥✬t ♣✉♥✐s❤✳ ◆❛t✉r❡ ✹✺✷✱ ✸✹✽✲✸✺✶✳
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❊❣❛s✱ ▼❛rt✐❥♥✱ ❛♥❞ ❆r♥♦ ❘✐❡❞❧ ✭✷✵✵✽✮✿ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❇✿ ❇✐♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ✷✼✺✱ ✽✼✶✲✽✼✽✳

❋❡❤r✱ ❊r♥st✱ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✷✮✿ ❆❧tr✉✐st✐❝ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ ❤✉♠❛♥s✳ ◆❛✲
t✉r❡ ✹✶✺✱ ✶✸✼✲✶✺✵✳

❋❡❤r✱ ❊r♥st✱ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥ ●ä❝❤t❡r ✭✷✵✵✵✮✿ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ P✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ P✉❜❧✐❝
●♦♦❞s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✵✭✹✮✱ ✾✽✵✲✾✾✹✳

❋❡❤r✱ ❊r♥st✱ ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ❍❡♥r✐❝❤ ✭✷✵✵✸✮✿ ■s str♦♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛ ♠❛❧❛❞❛♣t✐♦♥❄
❖♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❧tr✉✐s♠✳ ■♥✿ P❡t❡r ❍❛♠♠❡rst❡✐♥
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