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Préface

Ce mémoire propose 1’analyse de données haute fréquence sur les options DAX durant le mois
d’octobre 2001. Il se compose de trois chapitres traitant respectivement l'activité de cotations,
les tests d’arbitrage et la performance de différents modeéles de surfaces de volatilité.

Le chapitre 1 propose dans un premier temps une présentation des données ainsi qu’une illustra-
tion de ’actitivé des cotations des options sur 'indice DAX. En déterminant un proxy d’activité
en terme de nombre de cotations, il va mettre en évidence une activité marquée en début de
journée et a l'ouverture du marché américain. Une analyse plus fine montre que les opérateurs
traitent principalement les options proches de la monnaie dont 1’échéance est de court et moyen
terme.

Le chapitre 2 analyse ensuite la présence d’opportunités d’arbitrage sur le marché. Il tente de
déterminer si les prix cotés sur le marché permettent ou non de dégager un profit certain sans
mise de fonds initiale et sans aucun risque. Les deux tests d’arbitrage proposés, & savoir le test
de la borne inférieure de prix et le test de la relation de parité put-call, vont mettre en évidence
de trés faibles taux de violations. De plus, les gains d’arbitrage sont extrémement faibles. Ils ne
constituent pas de gains substantiels en raison des cotts structurels non négligeables.

Le chapitre 3 propose enfin I’étude de la performance de quatre modéles paramétriques de surfaces
de volatilité. Sur une plage temps de 30 minutes, les différentes surfaces sont calibrées aux
volatilités implicites observées sur le marché. La qualité explicative et prévisionnelle est alors
testée. Une étude de I’évolution des coefficients est également proposée. Les résultats mettent
clairement en évidence la violation de I’hypothése de volatilité constante. Les surfaces considérant
un smile et une structure par terme de volatilité donnent les meilleurs résultats de calibration et
de prévision.

Cette étude a été réalisée en collaboration avec la Banque Cantonale Vaudoise dans le cadre de
mon travail de diplome. Je tiens a remercier Messieurs Akimou Ossé et Nils Tuchschmid de la
Banque Cantonale Vaudoise ainsi que Monsieur Olivier Besson de 1’Université de Neuchatel pour
m’avoir donné la possibilité de réaliser cette étude. J’ai profité pleinement de leurs conseils, de
leurs remarques, ainsi que de leurs encouragements tout au long de la rédaction de ce mémoire.
Un grand merci au groupe des traders options de la Banque Cantonale Vaudoise, particuliére-



ment & Messieurs Olivier Guillot, Sebastien Bonnardel et Alain Comté qui m’ont recu durant
une semaine au sein de leur équipe. Ils m’ont fourni les différentes données et ont répondu & bon
nombre de mes questions. Je tiens & remercier également Monsieur Guido Bolliger du groupe
Finance de ’Université de Neuchatel qui a relu attentivement mon manuscrit et qui a toujours
pris le temps de répondre & mes nombreuses questions.
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Notations

— F} := F?(m), le prix bid en t d’un future d’échéance 7o.
— Ff := F?(m), le prix ask en t d’un future d’échéance 7».
— F{" := F]"(12), le prix midpoint (milieu de fourchette de prix) en ¢ d’un future d’échéance 7o.

— b := (7, K), le prix bid en t d’une option call d’échéance 7 et de strike K.

— = (7, K), le prix ask en t d’une option call d’échéance 7 et de strike K.

— " = "(1, K), le prix midpoint en t d’une option call d’échéance 7 et de strike K.
— pb = pl(r1, K), le prix bid en t d’une option put d’échéance T et de strike K.

— p} = pl(r,K), le prix ask en t d’une option put d’échéance 7 et de strike K.

= pi* = pi* (7, K), le prix midpoint en t d’'une option put d’échéance 7 et de strike K.
— ¢t = ¢(1, K), le prix théorique d’une option call selon le modéle de Black.

— py := p(1, K), le prix théorique d'une option put selon le modeéle de Black.

— 1y :=1¢(7), le taux d’intérét en t valable sur une période 7.
— t, la date actuelle.

- 7= (%), I’échéance calendaire d’une option de maturité T'.

- T9 = (7;26?), Péchéance calendaire d’un future de maturité 7o (75 >T).

— o .= o (7, K), la volatilité implicite en ¢ dérivée du prix d’une option d’échéance 7 et de
strike K par invesion du modéle de Black.

- m:i=my = %, le moneyness d’une option de strike K sur le sous-jacent Fj.



Chapitre 1

Données

1.1 Introduction

Ce chapitre propose une premiére approche des options et futures DAX qui constituent la base des
études consacrées aux tests d’arbitrage et aux surfaces de volatilité présentés dans les chapitres 2
et 3. En définissant 'activité du marché par le nombre de cotations observées, il est alors possible
de décrire les caractéristiques de liquidité des options DAX, information utile pour les praticiens.

La section 1.2 propose un bref rappel des caractéristiques des futures et des options sur l'indice
DAX cotés sur le marché Eurex©. Les informations relatives a Pensemble des données considérées
durant la période d’observation et les taux d’intérét utilisés pour les différentes évaluations sont
présentés aux sections 1.3 et 1.4. La section 1.5 illustre I'intensité des transactions relativement
a ’heure de cotation. Une analyse d’activité est également appliquée au strike et & I’échéance de
Ioption. Enfin, la section 1.6 présente la méthodologie de sélection du sous-jacent. Celle-ci vise
& tenir compte au maximum de la synchronisation des données et par conséquent de ’arrivée
de nouvelles informations. Elle introduit également la notion de valeur intrinséque et définit le
concept de moneyness.

1.2 Le marché allemand

L’indice du marché allemand DAX, ou Deutscher Aktienindex, est un indice composé des 30
plus grosses capitalisations boursiéres allemandes. Tout comme l'indice suisse SMI, le DAX est
un indice pondéré par les capitalisations boursiéres des titres le composant. Les dividendes versés
par les sociétés sont réinvestis dans U'indice : il s’agit d’un total return indez. Le trading est réalisé
en temps réel par le systéme électronique Xetra® de la bourse de Frankfort.



Les futures FDAX cotés sur le marché Eurex© portent sur le sous-jacent DAX. La valeur du
contrat est de 25 euros par point d’indice. La cotation se fait en points d’indice, & la décimale
prés. Le mouvement minimal de prix est de 0.5 point d’indice, ce qui représente donc une valeur
de 12.50 euros. Le spectre d’échéances comprend les trois mois les plus proches contenus dans le
cycle des mois de mars/juin/septembre/décembre.! T’échéance a lieu le 3™¢ vendredi du mois,
s’il s’agit d’un jour de trading. Dans le cas contraire, le jour d’expiration est le jour de trading
précédent immédiatement le vendredi. Le prix & ’échéance est déterminé par la moyenne des
valeurs prises par 'indice DAX entre 13h21 et 13h30. Le cash settlement est basé sur le prix
a ’échéance et est versé le jour de trading suivant immédiatement le dernier jour de cotation
du future. Les heures de cotations débutent & 9h et se terminent & 17h30 CET. Il n’existe pas
de limites de position sur les futures FDAX. Les marges sont constituées d’'une marge initiale
couvrant une variation donnée du sous-jacent ainsi que d’appels/restitutions de marges quotidiens
déterminés par la chambre de compensation de 'Eurex®©.

Les options ODAX cotées sur le marché Eurex© portent également sur I'indice DAX. La valeur
de contrat d’option est de 5 euros par point d’indice. La cotation des options se fait en points
d’indice, a la décimale prés. Le mouvement minimal de prix est de 0.1 point, représentant donc
une valeur de 0.50 euros. Les options sont de type européen, c’est-a-dire qu’une option ne peut
étre exercée qu’a I’échéance. Les mois d’expirations sont les trois mois calendaires les plus proches,
les trois mois suivants contenus dans le cycle C ainsi que les deux mois suivants du cycle juin et
décembre. Les maturités s’étendent donc sur 1, 2, 3, 6,9, 12, 18 et 24 mois. Le jour d’échéance est
le 3°™€ vendredi du mois. Les prix d’exercices sont au nombre de 9 pour les maturités inférieures a
6 mois, de 5 pour les maturités comprises entre 7 et 12 mois et de 5 pour les échéances comprises
entre 13 et 24 mois. Ainsi, pour chaque mois d’expiration, au moins 5 prix d’exercices sont définis.
La graduation des prix d’exercice est de 25, 50, 100 et 200 points d’indice selon les échéances.
La valeur de l'indice a ’échéance est définie par la moyenne des valeurs prises par I'indice entre
13h21 et 13h30. Le cash settlement se fait le jour ouvrable suivant immédiatement le dernier
jour de trading de l'option. Les cotations débutent a 9h et se terminent & 17h30. Tout comme
pour les futures FDAX, il n’existe pas de limites de position sur les options ODAX. Les marges
sont déterminées quotidiennement par la chambre de compensation de I'Eurex© sur la base des
parameétres déterminés par la méthode risk-based margining.

1.3 Echantillon

La période d’observation s’étend du lundi 1" octobre au vendredi 26 octobre 2001 ; soit 26 jours
dont 20 ouvrables. L’échantillon de données est composé de ’ensemble des prix bid et ask des
options et des futures sur I'indice DAX cotés sur Eurex© durant cette période (Tab. 1.1). La
plage d’observation journaliére débute & 10h pour finir & 12h et reprend de 14h & 17h CET. La
fréquence des cotations est de 'ordre de la seconde. Les options considérées sont de maturités
octobre, novembre, décembre 2001, mars, juin, septembre et décembre 2002, ainsi que juin 2003.

'l s’agit du cycle C.



I’échéance maximale est de 663 jours; soit la durée séparant le premier jour d’observation a
I’échéance des options juin 2003. Les strikes cotés sont compris entre 2000 et 9600 points d’indice.?
Les futures sont de maturités décembre 2001, mars et juin 2002.

Options DAX | Futures DAX
cotations totales 737'974 368454
cotations calls 415'492 -
cotations puts 322/482 —

TaAB. 1.1 — Nombre de cotations enregistrées sur la période d’observation

Le tableau 1.1 présente 1’échantillon des prix (bid+ask) de toutes les options et de tous les futures cotés sur le marché Eurex© durant la
période d’observation, soit entre le lundi 1°"octobre et le vendredi 26 octobre 2001.

1.4 Taux d’intérét

Les taux d’intérét utilisés pour les différentes évaluations se basent sur des taux Libor3 sur I'Euro
extraits de DataStream®©. Le spectre d’échéances considéré s’étend de 1 & 12 mois. Ces taux sont
par convention des taux simples (actual/360).

Dans un premier temps, ces taux sont transformés en taux simples (actual/365). Sur la base de
ces nouveaux taux, une simple structure par terme est créée par interpolation. Celle-ci s’étend
donc de 1 & 12 mois. Les taux d’échéances inférieures & un mois sont également déterminés par
interpolation, cette fois entre 0 et le taux Libor 1 mois. Pour les échéances supérieures ou égales &
12 mois, le taux 12 mois est selectionné. Formellement, le taux 7¢(7) déterminé par interpolation
est donné par

Ry + (L’f_Rt’l) (t—1) siT<1

T-T

Ry sit>1

ot Ry, et Ry 7 sont les taux Libor en ¢ correspondant aux échéances standards 7 et 7 englobant

I'échéance cible 7 (£ < 7 < 7). Dans un deuxiéme temps, le taux 7; est transformé en un taux
instantané annuel, r4(7), donné par

ro(r) = %111(1 iy (7))

Le taux r; sera utilisé par la suite pour les différentes évaluations.

2L’indice DAX a valut jusqu’a 8000 points en 2000. Les options long terme (2 ans) émises & 1’époque expliquent
donc les strikes a 9600 points. Au mois de septembre 2001, I'indice DAX est descendu a moins de 4000 points.
3London Interbank Offered Rate.



1.5 Activité du marché

L’activité de trading est définie par le nombre de cotations observées. Il s’agit d’un proxy; les
données sur les volumes exacts de transactions n’étant pas disponibles. Une autre méthode pour
déterminer précisément ’activité du marché consiste & observer les écarts entre prix bid et ask;
les petites fourchettes de prix indiquant une activité plus intense. Cette métholologie sera reprise
dans une prochaine étude.

Une premiére analyse horaire va permettre de définir les moments de forte liquidité d’une jour-
née de trading, indiquant ainsi aux opérateurs les moments propices & la calibration de leurs
modéles d’évaluation. Dans un deuxiéme temps, ’analyse de I'intensité d’activité en fonction des
caractéristiques de 'option permettra de déterminer quelles sont les options & méme de contenir
le maximum d’informations relatives aux anticipations des investisseurs.

Cotations horaires

La figure 1.1 décrit le nombre de cotations sur des intervalles de 5 minutes durant une journée de
trading. Elle met en évidence une activité plus importante en début matinée et en fin de journée.
Entre 12h et 14h, on remarque une nette diminution des cotations. Celles-ci reprennent & 14h30
par une premiére vague d’augmentation qui diminue déja & 15h. A 15h30, ouverture du marché
américain génére une nette progression du nombre de cotations. Celles-ci se stabilisent jusqu’a
16h55. Les 5 derniéres minutes de la plage d’observation font apparaitre une nette diminution des
cotations. Il semble que malgré la fermeture officielle des cotations & 17h30, le marché continue
a suivre les anciennes heures de fermeture a 17h.

= calls
B puts

nb cotations

g
8

10000

5000

heures

O T T
15h30

10n 12-14h  14h30

FiG. 1.1 — Evolution horaire du nombre de cotations

La figure 1.1 présente le nombre total de cotations observées sur des intervalles de 5 minutes, pour ’ensemble des options sur indice DAX et
ceci sur la totalité de la période d’observation.



Strike et échéance

I’analyse d’activité par rapport aux caractéristiques de l'option met en évidence une activité
de cotations élevée pour les options de faibles et moyennes échéances (échéance inférieure a
180 jours). Les strikes les plus liquides sont ceux dont la valeur est proche du prix de Iindice
sous-jacent, c’est & dire proche de la monnaie. La notion de proximité entre strike et prix du
sous-jacent ainsi que I’étude d’activité relativement aux caractéristiques des options sont reprises
de maniére détaillée & la section 1.6.

1.6 Sélection et ajustement du sous-jacent

Les prix qui composent I’échantillon brut de données sont des cotations d’options sur indice. Or la
méthodologie d’évaluation des options retenue se base sur le modeéle de Black [9], en 'occurence
I’évaluation d’options sur futures. Les futures et les options sur 'indice DAX étant cotés sur le
méme marché, en temps quasi continu, les nouvelles informations sont intégrées instantanément
dans les prix des futures et des options. Toutefois, le fait de considérer les futures comme sous-
jacents plutot que l'indice lui-méme pose un probléme de sur- ou sous-évaluation si les échéances
des options et des futures ne coincident pas. Ce biais d’évaluation n’est pas négligeable.

Une option sur future d’indice a théoriquement le méme prix qu’une option sur indice lorsque les
maturités du future et de 'option sont les mémes. La comparaison est donc consistante pour les
maturités existantes a la fois pour les futures et les options. Cependant, pour une date donnée,
le nombre de maturités disponibles pour les options est de 8 alors qu’il n’est que de 3 pour
les futures. Sur la période d’observation, les différences d’échéances apparaissent pour les mois
d’octobre et novembre 2001, septembre et décembre 2002 et juin 2003. Pour parvenir & une
évaluation correcte, un future ajusté a donc été défini. En considérant une maturité 7" d’une
option, le future d’échéance la plus proche possible (égale ou supérieure) et coté précédémment
sur le marché est sélectionné. Un prix de future ajusté est ensuite défini en actualisant le future
sélectionné au taux forward sur la période différentielle (échéance du future et échéance de
loption). Dans le cas d’un prix ask, ce future ajusté, F(7), est donné par

Fta(T) — e(n(T)T—rt(Tz)Tg)Fta(7_2)

ou r¢(7) et r¢(72) sont les taux spots en t valables pour une durée 7, respectivement 7. Par la
suite, le prix de I'option sera évalué sur la base du prix du future ajusté et pourra ainsi étre
comparé aux prix du marché sans biais de sous- ou sur-évaluation. Dans le cas ol les maturités
d’options existent également pour les futures, le facteur d’actualisation vaut 1 et n’a aucun
impact sur le prix du marché; c’est notamment le cas pour les échéances décembre 2001, mars
et juin 2002.

On remarque que cette méthodologie de sélection posséde un désavantage. Elle élimine de I’échan-
tillon toutes les options dont I’échéance est lointaine car il n’existe alors pas de futures d’échéance



supérieure pouvant étre sélectionnés. I.’échantillon ainsi constitué ne posséde plus d’option long
terme. L’échéance maximale est & présent de 263 jours. Elle correspond & la différence entre le
premier jour d’observation et la maturité des futures de maturité juin 2002.4

Moneyness et échéance

Le future sous-jacent sélectionné selon la méthodologie 1.6 permet désormais de considérer la
notion de moneyness. Ce concept est introduit pour quantifier I’écart entre le prix du sous-jacent
et le strike (valeur intrinséque). Soit une option de strike K sur le sous-jacent F}, le moneyness
en t est défini par

mt(K, Ft) = F[;n
Le fait de considérer le moneyness m; plutot que le strike K permet de se placer dans un repére
qui évolue avec le prix du sous-jacent. Pour ms=1, les options sont dites a la monnaie ou at-the-
money (ATM). Les options calls sont dites en dehors de la monnaie ou out-of-the-money (OTM)
lorsque m; > 1 (dans ce cas, les options puts sont dites dans la monnaie ou in-the-money (ITM)).
Pour my <1 les options calls sont I'TM et les options puts OTM.

La figure 1.6 a) présente l'activité de cotations relativement a ’échéance et au moneyness des
options. Elle met en évidence les différentes bandes d’activité de cotations correspondantes aux
différentes échéances des options. Le premier bloc de gauche correspond aux échéances entre 1
et 3 mois. Les deux bandes suivantes correspondent aux échéances mars et juin 2002. L’activité
de trading est importante pour les options proches de la monnaie (0.8 < my <1.2) d’échéance
inférieure & 180 jours. Les figures 1.6 b) et 1.6 ¢) montrent clairement que les options calls et
puts liquides sont des options proches de la monnaie et en dehors de la monnaie. Ces options
ATM et OTM sont fortement échangées car leur valeur intrinséque est faible relativement &
leur valeur spéculative. Malgré cette activité centrée, on remarque un nombre non négligeable
de cotations pour les calls ITM d’échéance 60 jours. L’activité sur les options puts ITM est
également marquée pour des échéances comprises entre 50 et 100 jours.

“Entre le 01.10.2001 et le 21.06.2002.



& moneyness ¢

I La figure 1.6 a) présente les niveaux de cotations pour les options
DAX sur ’ensemble de I’échantillon, en fonction de leur échéance et
de leur moneyness m¢ =K /F;. La figure b) (respectivement c))
présente les résultats pour les options calls (respectivement puts).
Les graphiques sont obtenus par interpolation bivariée sur les

= mesures effectuées. Les zones les plus foncées indiquent les niveaux
d’activité les plus élevés.
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Fig. 1.6 a) Total des cotations
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Fig. 1.6 b) Cotations calls Fig. 1.6 ¢) Cotations puts

1.7 Conclusion

Ce chapitre a présenté les données utilisées dans le cadre de ’étude des tests d’arbitrage et des
surfaces de volatilités des chapitres 2 et 3. La méthode de sélection du sous-jacent, en 'occurence
le future ajusté, vise a tenir compte au maximum de la synchronisation des données, évitant les
biais de non-simultanéité entre options et indice. Ce chapitre a également permis de mettre en
évidence une activité de cotation importante en début de matinée et & ’ouverture du marché



américain. Une analyse échéance-moneyness a montré que les options les plus liquides sont en
dehors et proches de la monnaie avec des maturités de moins de 180 jours.



Chapitre 2

Tests d’arbitrage

2.1 Introduction

Plusieurs études empiriques ont testé la présence d’opportunités d’arbitrage sur les marchés
d’options. Certains de ces tests se sont basés sur des modéles théoriques comme ceux de Black
et Scholes [11], Black [9] ou encore Cox-Ross-Rubinstein [18]. D’autres, sans faire appel a des
modéles d’évaluation, ont simplement testé les relations entre les prix du marché. Ils ont cherché
a déterminer si la prise d’'une position permet de dégager un profit certain, sans risque et sans
mise de fond initiale. La relation de parité put-call et la relation de boz spread’ sont des relations
entre prix d’options découlant de telles considérations.

Les tests entrepris par Evnine et Rudd [25] sur des données intra-journaliéres de 1984 mettent
en évidence de nombreuses violations sur les bornes de prix et sur la relation de parité pour les
options sur les indices S&P100 et Major Market Inder.? Chance [15] teste la relation de parité
ainsi que la relation de box spread pour les options sur l'indice S&P100 pour le premier trimestre
1984. Les résultats montrent un taux de violations de 30% pour la relation de parité et de 5%
pour la relation de box spread. Cet écart de pourcentatge est expliqué en partie par l’absence
de biais d’asynchronisme entre options et indice; la relation de box spread ne nécessitant pas
de position sur l'indice. Les études de Loudon [35] et Taylor [42] testent la relation de parité
put-call sur le marché australien. Taylor traite la période 1982-1989 en se basant sur des prix
mensuels. Il met en évidence des taux de violations de 'ordre de 16%. Loudon considére les
prix du Register of Sales Records pour 'année 1985. Il met en évidence un taux de violations
de prés de 30%. En 1992, Brown et Easton [13] reprennent les études de Taylor et Loudon pour
I’année 1982 en utilisant cette fois des prix de cléture journaliers. Ils confirment les résultats
de Loudon en mettant en évidence un taux de violations de l'ordre de 29%. Plus récemment,

!La relation de box spread est définie comme une combiaison d’un call spread et d’un put spread.
2Indice mesurant la performance des 20 plus importantes capitalisations boursiéres du marché américain.



une étude de Ackert et Tian [2] examine les opportunités d’arbitrage du marché des options sur
I'indice S&P500. Celle-ci teste notamment la relation de box spread. Les résultats mettent en
évidence un pourcentage de violations d’environ 22%. Sur le marché suisse, Chesney, Gibson et
Loubergé [16] testent les bornes inférieures de prix ainsi que la relation de parité pour les options
de type européen sur la période 1989-1990. Leurs résultats mettent en évidence la présence de
violations, méme en utilisant des données intra-journaliéres. Le taux de violations de la relation
de parité put-call est d’environ 18% pour les données journalieres et de 32% pour les données
intra-journaliéres. Toutefois, les opportunités sont significativement réduites lorsque les cofits
de transactions sont pris en compte. Elle atteignent alors 2.5% et respectivement 12.5%. Les
opportunités plus élevées dans le cadre intra-journalier sont expliquées par le manque de liquidité
du marché.

Les études empiriques entreprises sur les différents marchés d’options sur indices indiquent que
le relation de parité est fréquemment violée et que les options sont souvent mal évaluées rela-
tivement aux prix donnés par les modeles théoriques. Toutefois, ces violations n’indiquent pas
pour autant une inefficience du marché. Il est en effet possible que les arbitrages ne puissent se
faire a des cotits bas. C’est notamment le cas pour des options sur indices oul il n’existe pas de
futures.® Ainsi pour réaliser I'arbitrage, la prise de position sur I'indice nécessite la composition
d’un portefeuille de réplique pouvant engendrer de nombreux frais et cotits de transactions. Les
différents résultats sont de plus trés sensibles & la méthodologie employée. Il semble bien que le
probléme de synchronisation des données utilisées constitue ’explication majeure de la présence
de telles violations; I'utilisation de prix mensuels ou méme journaliers ne constituent pas une
base solide pour les tests d’arbitrage. D’autres erreurs méthodologiques sont & méme d’expli-
quer ces forts pourcentages de violations. Ackert et Tian expliquent, par exemple, que les tests
d’Evnine et Rudd se basent sur des conditions d’arbitrage propres aux options européennes alors
qu’ils testent des options américaines. Du fait d’un exercice anticipé, les relations de prix ne
sont pas vérifiées pour les options américaines. En 1995, une étude de Kamara et Miller [34] sur
les options de l'indice S&P500, de type européen cette fois, met en évidence un nombre moins
conséquent de violations.

La suite de ce chapitre présente une étude des opportunités d’arbitrage sur le marché des options
sur l'indice DAX. Les tests se basent sur les bornes inférieures de prix d’options et sur la relation
de parité put-call. Pour éliminer les biais de synchronisation, la méthodologie considére le future
sur indice comme sous-jacent ; les cotations bid-ask des options et des futures se déroulant sur le
méme marché en temps quasi continu, I'information est instantanément intégrée dans les deux
instruments. Les résultats des différents tests d’arbitrage mettent en évidence de trés faibles taux
de violations. Les violations des bornes inférieures sont de ordre de 0.015%. Pour la relation
de parité, ces violations se situent aux environs de 2%. De plus, les gains potentiels d’arbitrage
observés sont de ’ordre de 2 points d’indice. Ils ne constituent pas de gains substantiels.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante : Les sections 2.2 et 2.3 dérivent les conditions de

3C’est le cas dans I'étude de Chesney, Gibson et Loubergé [16]. Dans la premiére partie de leur étude aucun
future sur le SMI n’existait. En novembre 1990, les futures sur I'indice SMI furent échangés pour la premiére fois.
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non-arbitrage sur les bornes inférieures et sur la relation de parité put-call en tenant compte du
bid-ask spread. La section 2.4 présente les résultats empiriques. La section 2.5 présente les erreurs
d’évaluation potentielles liées & la méthodologie utilisée. La conclusion donnée & la section 2.6
reprend les différents résultats et détermine 'intérét économique de tels arbitrages.

2.2 Bornes inférieures de prix d’options

Option call

Soit ¢; le prix en ¢t d'une option call sur future d’indice Fi, d’échéance 7 et de strike K. La borne
inférieure théorique du prix du call est donnée par

C_TT(Ft—K)_A,_ < Ct (21)

ou ()4 :=max(-,0) le prix d’'une option ne pouvant étre négatif. La construction d’un porte-
feuille d’arbitrage adéquat (Tab. 2.1) permet de retranscrire I’expression (2.1) en tenant compte
du bid-ask spread. Le payoff en T de ce portefeuille est positif ou nul dans tous les états de
la nature. Sa valeur en t, 7., en I"absence d’opportunité d’arbitrage, doit donc étre positive ou
nulle. On en déduit donc que

Yer=c+e (K-F) > 0
= T(R-K)y < (2.2)
non négati
Payoff en T

t Fr>K Fr=K Fr<K
Achat call cf Fr—K 0 0
Vente future 0 F'—Fr F'—Fr F'—Fr
Emprunt de cash —e "TFP —F —F} —Fp
Dépot de cash e "TK K K K
Total Ye 0 0 K—Fr>0

TaB. 2.1 — Construction du portefeuille d’arbitrage v,

Le tableau 2.1 présente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dériver la bornes inférieure de prix d’une option call. Le
payoff étant positif ou nul, la valeur du portefeuille en t se doit d’étre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le prix Fp est un prix de
clotiire & la date T' d’échéance de ’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que 1’échéance du future peut étre supérieure
ou égale a celle de 'option considérée.

L’expression (2.2) définit la borne inférieure du prix d’une option call. Il y a violation de cette
borne lorque

Yep =€ TT(FP—K)y—c? > 0 (2.3)

et gain d’arbitrage de 7.4 points d’indice.
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Option put

Soit p¢ le prix en ¢t d’une option put sur future d’indice F;, d’échéance 7 et de strike K. La borne
inférieure théorique du prix du put est donnée par

€7TT(K—Ft)+ § Pt (24)

La encore, la construction d’un portefeuille d’arbitrage adéquat (Tab. 2.2) permet de retranscrire
I'expression (2.4) en tenant compte du bid-ask spread. Le payoff en T de ce portefeuille est positif
ou nul dans tous les états de la nature. Sa valeur en ¢, 7,, en I’absence d’opportunité d’arbitrage,
doit étre positive ou nulle. On en déduit

Wi=pite T(F-K) > 0
= e T(K-F)y < pf (2.5)
non négatif
Payoff en T

t FT >K FT =K FT <K
Achat put ¢ 0 0 K-Fr
Achat future 0 Fr—F¢ Fpr—F Fr—F¢
Depot de cash e "TEFf ke s Fe
Emprunt de cash —e K -K -K -K
Total Yp Fr—K>0 0 0

TaB. 2.2 — Construction du portefeuille d’arbitrage ~,

Le tableau 2.2 présente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dériver la borne inférieure de prix d’une option put. Le payoff
étant positif ou nul, la valeur du portefeuille en t se doit d’étre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le prix Fp est un prix de clotiire a la
date T d’échéance de 'option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que I’échéance du future peut étre supérieure ou égale a
celle de l'option considérée.

L’expression (2.5) définit la borne inférieure du prix d’une option put. Il y a violation lorsque
o = e (K8 —pi > 0 (2.6)

pour un gain d’arbitrage de 7,4 points d’indice.
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2.3 Relation de parité put-call

Soit ¢ et py deux options évaluées en t, de maturité 7 et de strike K sur le méme future sous-jacent
F;. La relation de parité put-call est définie par

e " —K) = c—p (2.7)

La construction de portefeuilles d’arbitrage adéquats (Tab. 2.3 et Tab. 2.4) permet de traduire
I'expression (2.7) en deux inégalités en tenant compte du bid-ask spread.

Cas no.1

Dans tous les états de la nature, la valeur du portefeuille d’arbitrage (Tab. 2.3) est nulle en 7.
Sa valeur en t, 1, en 'absence d’opportunité d’arbitrage, doit donc étre positive ou nulle, soit

Y= —pl e T(K—F)) > 0 (2.8)
Payoff en T
t Fr>K Fr=K Fr<K
Achat call cf Fr—K 0 0
Vente put —p? 0 0 Fr—K
Vente future 0 F'—Fr F'—Fr F)-Fr
Emprunt de cash —e TP —Fp —F —Fp
Dépot de cash e K K K K
Total a1 0 0 0

TaB. 2.3 — Construction du portefeuille d’arbitrage v;

Le tableau 2.3 présente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dériver le premier cas de la parité put-call en tenant compte
du spread de prix. Le payoff de ce portefeuille est nul; la valeur du portefeuille en ¢ se doit d’étre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le
prix Fr est un prix de clotiire a la date T d’échéance de ’option; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que I’échéance du
future peut étre supérieure ou égale i celle de 'option considérée.

Il y a violation de la parité put-call lorsque 713 <0 et gain d’arbitrage de |y1| points d’indice.

Cas no.2

Dans tous les états de la nature, la valeur du portefeuille d’arbitrage (Tab. 2.4) est nulle en 7.
Sa valeur en ¢, 2, en "absence d’opportunité d’arbitrage, doit donc étre positive ou nulle, soit

Yo i=pl—ct e (FA-K) = 0 (2.9)

13



Payoff en T

t FT >K FT =K FT <K
Vente call —cb K—Fr 0 0
Achat put o 0 0 K—-Fr
Achat future 0 Fr—F¢ Fr—F Fr—F¢
Dépot de cash e "TFf Fy Fy F?
Emprunt de cash —e "TK -K -K -K
Total Y2 0 0 0

TaB. 2.4 — Construction du portefeuille d’arbitrage o

Le tableau 2.4 présente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dériver le second cas de la parité put-call en tenant compte
du spread de prix. Le payoff de ce portefeuille est nul; la valeur du portefeuille en t se doit d’étre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le
prix Fr est un prix de clotire & la date T d’échéance de 'option; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que ’échéance du
future peut &tre supérieure ou égale A celle de 'option considérée.

Il y a violation de la parité put-call lorsque 72 <0 et gain d’arbitrage de |y2| points d’indice.

2.4 Reésultats empiriques

Les tests des bornes inférieures de prix et de la relation de parité ont été appliqué aux cotations
des options DAX observées sur la période du 1°" au 26 octobre 2001. Pour éliminer au maximum
le probléme de synchronisation des données, deux sélections distinctes de futures sous-jacents
ont été faites, selon les tests d’arbitrage effectués.

En ce qui concerne les tests des bornes inférieures (2.2 et 2.5), les futures intégrés dans les tests
sont les cotations sélectionnées conformément & la méthodologie de la section 1.6. Il s’agit donc
de la cotation du future DAX de maturité supérieure ou égale a ’option qui précéde directement
la cotation de l'option. Ce future est ensuite ajusté si sa maturité n’est pas la méme que la
maturité de U'option.

Dans le cas de la parité put-call, du fait de I'utilisation d’options calls et puts de mémes carac-
téristiques, la méthodologie de test est différente. Chaque jour d’observation est fragementé en
crénaux horaires d'une durée de 5 minutes. Sur les 60 intervalles ainsi définis, on considere les
derniers prix cotés des options calls et puts de mémes caractéristiques. Le future sélectionné est
cette fois le dernier prix coté & l'intérieur de l'intervalle. Tout comme pour le test des bornes
inférieures, il doit étre de maturité supérieure ou égale a 'option. Il est ensuite ajusté si sa ma-
turité est différente de celle de option. Les tests de la relation de parité put-call (2.8 et 2.9) sont
alors appliqués aux 16’348 observations de ’échantillon ainsi créé (Tab. 2.6).

14



2.4.1 Analyse globale

Les résultats sur les bornes inférieures mettent en évidence une violation globale de 1'ordre
de 0.075% des cotations. Sur la totalité des cotations de calls, les violations 7.4 s’élévent a
0.011%. Les cotations des puts présentent un taux de violations v,4 de 0.158%. Concernant les
violations de la relation de parité, les pourcentages sont légérement supérieurs. Sur la totalité des
observations, les proportions d’opportunités d’arbitrage sont de 'ordre de 1.95%. La majorité
des violations s’observe pour 72, avec des proportions de d’ordre de 1.43%, contre 0.52% pour ;.

nb % nb %

taille échantillon | 706’846 100 taille échantillon | 16348 100
nb calls 399'547 56
nb puts 307299 44
violations totales 532 0.075 violations totales 320 1.957
violations v 44 0.011 violations y; 85 0.520
violations v+ 488 0.158 violations 2 235 1.437

TAB. 2.5 — Bornes inférieures TAB. 2.6 — Relation de parité

Le tableau 2.5 présente 1’échantillon du test des bornes inférieures de prix, ainsi que les résultats globaux relatifs aux violations v.4 et
Yp+- La colonne nb indique le nombre absolu d’observations et de violations. La colonne % indique le pourcentage relativement au total. Les
pourcentages Yc4 et vp4 sont donnés relativement au nombre de calls et de puts.

Le tableau 2.6 présente ’échantillon du test de la relation de parité, ainsi que les résultats globaux relatifs aux violations 1 et y2. L’échantillon

est créé sur la base de prix de cloture définis pour les 60 intervalles horaires de la journée de trading (intervalles de 5 minutes entre 10-12h et
14-17h). La colonne % indique le pourcentages de violations relativement & la taille de I’échantillon.

Ces premiers résultats mettent en évidence de trés faibles proportions d’opportunités d’arbitrage
liées aux bornes inférieures de prix et a la relation de parité put-call. Une typologie des violations
observées ainsi qu’une analyse des gains potentiellement réalisables pourra donner une informa-
tion plus précise quant & leur l'origine. Une analyse relative au moneyness et a 1’échéance des
options arbitrables est donc proposée.

2.4.2 Analyse échéance-moneyness

La typologie des violations va permettre de définir les zones de moneyness et d’échéance qui
dégagent les plus forts taux d’opportunités d’arbitrage. Outre les pourcentages, elle donne éga-
lement une indication des profits potentiels réalisables. L’analyse traite séparément les cas d’ar-
bitrage sur la borne inférieure et les cas d’arbitrage sur la relation de parité put-call.
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Borne inférieure, violations 7., et v,

Les tableaux 2.7 et 2.8 décrivent les violations des bornes inférieures par intervalles de moneyness
et d’échéances. La distribution des violations relativement au moneyness montre clairement que
celles-ci apparaissent uniquement pour des options I'TM ; on distingue clairement la distribution
en diagonale dans le tableau. Les plus fortes proportions apparaissent pour des options puts
dont le moneyness est supérieur & 1.15, donc clairement dans la monnaie. Cette zone met en
évidence 453 violations, soit 3% des options cotées dans cet intervalle de moneyness. Les gains
moyens réalisés sur ’ensemble des moneyness sont significativement positifs; ils sont toutefois
trés faibles, de 'ordre de 1.5 points d’indice. Aucune tranche ne met en évidence une moyenne
excédentaire. La borne des options calls est moins fréquemment violée. On remaque toutefois la
présence de 39 violations groupées dans la zone de moneyess (0.9-0.95.

Au niveau de I’échéance, les violations apparaissent pour des options dont 1’échéance est inférieure
a 20 jours. La faible valeur spéculative des options de courte échéance est susceptible d’expliquer
la présence d’opportunités d’arbitrage. La borne des options calls est violée en quasi totalité le
jour méme de I’échéance. Pour les options puts, 389 violations sont observées pour les échéances
court terme, ce qui représente 2% des options puts cotées. Les gains par tranches d’échéances
n’excédent pas les 2.96 points d’indice; les violations sur les options long terme dégagent des
gains légérement supérieurs, de l'ordre de 2.3 points en moyenne. On peut remarquer toutefois
la présence d’une violation 7.4+ dégageant un gain clairement supérieur, d’une valeur de 25.67
points d’indice. 1l s’agit cependant d’un cas isolé.

violations .4+ violations v,
mt n % by H g tobs n % X H g Tobs
<0.80| 2 0.06 4.31 215 0.11 28.06* — - — — — —
0.80—-0.85 | — — — — — — — - - — — —
0.85—0.90| 1 0.01 1.26 1.26 — - — — — — — —

0.90—-0.95 |39 0.10 6585 1.69 4.03 2.617 — — — — — —
0.95—-1.00| 2 0.00 4.61 231 248 1.32 — — — — — —

1.00-1.05 | — — — — — — 13 0.03 15.67 1.21 137 3.18"
1.06—-1.10 | — — — — — — 16 0.10 2818 1.76 139 5.06"
1.10-1.15 | — — — — — — 6 0.06 3.99 0.67 050 3.287
1.15-1.20 | — — — — — — 88 1.18 13290 1.51 1.07 13.20*

>1.20 | — — — — — — 365 1.80 557.78 1.53 1.49 19.65*

Total | 44 0.01 76.04 1.73 3.81 3.00* 488 0.16 738.53 1.51 141 23.77*

TAB. 2.7 — Violations 7.+ et v+ sur les options DAX par intervalles de moneyness

Le tableau 2.7 présente les statistiques de violations des bornes inférieures de prix relativement au moneyness m¢ = K/F¢. La mesure n
indique le nombre absolu de violations observées. Le nombre relatif indiqué par le % est un pourcentage donné relativement au nombre total
de cotations observées dans 'intervalle de moneyness considéré. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est inférieure & 0.01%. La somme
3, la moyenne p ainsi I’écart-type o des gains d’arbitrage observés sont donnés en points d’indice. Un test d’hypothése de la positivité de la
moyenne est effectué (tops = py/n/0). Le signe * indique que ce test est significatif & 5%.
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violations eyt violations 7+

T n % D) I o tobs n % D) 1 o tobs
041 1.29 46.88 1.14 0.98 7.48* 21 049 3249 155 1.27 5.57*

1-5] 1 0.01 1.26 1.26 — - 22 0.10 19.86 0.90 1.08 3.92*

6—-10| 1 0.00 25.67 25.67 — - 202 1.01 236.06 1.17 1.21 13.78*

11-20 | — — — 144 0.43 22289 1.55 1.03 18.12%
21-50 | — — — — — — 6 0.01 9.67 1.61 1.76 2.24*
51—-100| 1 0.00 223 2.23 — — 51 0.05 104.74 2.05 2.27 6.46"
101—-200 | — — — — - - 2 0.01 5.93 296 353 1.19
>200 | — — — — — — 40 0.55 106.89 2.67 137 12.32*

Total | 44 0.01 76.04 1.73 3.81 3.00* 488 0.16 738.53 1.51 1.41 23.77"

. . . . 32 )
TAB. 2.8 — Violations 7.+ et yp4 sur les options DAX par intervalles d’échéances

Le tableau 2.8 présente les statistiques de violations des bornes inférieures de prix relativement a I’échéance (jours) de l'option 7. La mesure n

indique le nombre absolu de violations observées. Le nombre relatif indiqué par le % est un pourcentage donné relativement au nombre total

de cotations observées dans 'intervalle d’échéance considéré. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est inférieure a 0.01%. La somme X,

la moyenne p ainsi I’écart-type o des gains d’arbitrage observés sont donnés en points d’indice. Un test d’hypothése de la positivité de la
moyenne est effectué (¢, = pv/n/o). Le signe * indique que ce test est significatif & 5%.

Relation de parité put-call, violations ~v; et 7o

Les tableaux 2.9 et 2.10 présentent les résultats des violations de la relation de parité put-call par
intervalles de moneyness et d’échéances. Une premiére analyse du nombre absolu de violations
relativement au moneyness montre que celles-ci se présentent pour des options proches de la
monnaie. Mais en rapportant ce nombre absolu d’arbitrage au nombre d’observations contenues
par tranches de moneyness, le résultat s’inverse et devient analogue au résultat sur les bornes
inférieures. La encore, il semble que les zones de moindre liquidité mettent en évidence de plus
forts taux de violations. Les violations sont de 'ordre de 1.3% a 4.49% pour les observations
dont le moneyness est inférieur a 0.9. Pour les moneyness plus élevés, ces proportions sont
de 0.73% a 2.99% ; le nombre d’observations est toutefois moindre. Tout comme les violations
de bornes inférieures, le gains moyens sont significatifs. Les profits potentiels sont légérement
supérieurs; ils sont de 'ordre de 4.63 points pour 7y; et de 3.24 points pour 7y2. La distribution
des gains relativement aux zones de moneyness ne fait pas apparaitre de zone particuliérement
plus intéressante. On remarque dans le cas de la violation 1, deux moyennes de gains nettement
supérieures, pour les zones de moneyness 1.05-1.10 et inférieures a 0.8. Toutefois, le nombre de
violations est extrémement faible. Il s’agit de cas isolés.

I’analyse des violations relativement a 1’échéance de 'option montre une dispersion plus impor-
tante que pour les violations des bornes inférieures. Il semble que les pourcentages de violations
les plus importants apparaissent cette fois pour des échéances inférieures & 50 jours. Il n’apparait
pas de zone d’échéances dégagant un profit potentiel supérieur, tant sur y; que sur vs.
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violations y; violations o

me n % 3 I o tobs n % D) 1 o tobs

<0.80| 3 3.75 3241 10.80 7.61 2.46* 3 3.75 4.83 1.61 1.44 1.93
0.80—0.85| 4 1.50 4.88 1.22 0.71 3.42* 12 449 3720 3.10 2.12 5.07*
0.85—0.90 | 10 1.33 2248 225 1.66 4.28* 10 1.33 37.50 3.75 5.82 2.04*
0.90—0.95 |21 091 7394 3,52 3.10 5.21* 31 1.35 151.61 4.89 7.10 3.83*
0.95—1.00 | 19 0.32 39.08 2.06 2.07 4.34* 80 1.36 181.35 2.27 3.34 6.08*
1.00—1.05 | 10 0.21 2393 239 2.33 3.25* 52 1.08 124.45 2.39 298 5.78*
1.05—-1.10 | 9 0.57 186.34 20.70 23.02 2.70* 30 1.90 17497 583 4.71 6.78*

1.10-1.15| 4 1.00 2.09 052 0.38 2.74* 12 299 45.06 3.75 5.16 2.52*
1.15-1.20 | 4 2.88 6.38 1.59 1.78 1.79 3 2.16 3.69 1.23 1.05 2.02
>120] 1 0.73 2.00 2.00 — — 2 1.46 1.08 0.54 0.02 30.74*

Total | 85 0.52 393.53 4.63 9.49 4.50* 235 1.43 761.72 3.24 4.43 11.23*

TAB. 2.9 — Violations 7; et 2 sur les options DAX par intervalles de moneyness

Le tableau 2.9 présente les statistiques de violations de la relation de parité relativement au moneyness m¢ = K /F¢ des options. La mesure n
indique le nombre absolu de violations observées. Le nombre relatif indiqué par le % est un pourcentage donné relativement au nombre total
de cotations observées dans 'intervalle de moneyness considéré. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est inférieure & 0.01%. La somme
3, la moyenne p ainsi I’écart-type o des gains d’arbitrage observés sont donnés en points d’indice. Un test d’hypothése de la positivité de la
moyenne est effectué (tons = mv/n/o). Le signe * indique que ce test est significatif & 5%.

violations 71 violations vy

T n % D) 1 o tobs n % D) 1 o tobs
0| 1 0.82 0.69 0.69 — — 4 328 2782 6.96 241 5.78*
1-51 9 070 36.93 4.10 5.59 2.20 14 1.08 3192 228 3.65 2.34*
6-10| 5 040 1296 2.59 1.61 3.61* 62 4.96 127.02 2.05 2.88 5.60*
11-20| 7 0.30 1831 2.62 230 3.00* 75 3.25 184.79 246 3.03 7.03*
21-50 | 25 0.72 218.24 8.73 16.21 2.69* 47 1.36 186.94 3.98 4.33 6.30*
51—100 | 28 0.48 92.64 3.31 3.39 5.17* 28 0.48 194.39 6.94 7.96 4.62*
101—-200 7 0.41 854 1.22 1.20 2.70* 4 0.24 829 2.07 1.95 2.13*
>200| 3 0.80 5.22 1.74 1.78 1.69 1 0.27 0.56 0.56 — —
Total | 85 0.52 393.53 4.63 9.49 4.50* 235 1.43 761.72 3.24 4.43 11.23*

TaB. 2.10 — Violations 1 et 2 sur les options DAX par intervalles d’échéances

Le tableau 2.10 présente les statistiques de violations de la relation de parité relativement & 1’échéance 7 (jours) des options call et put. La
mesure n indique le nombre absolu de violations observées. Le nombre relatif indiqué par le % est un pourcentage donné relativement au
nombre total de cotations observées dans I’intervalle d’échéance considéré. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est inférieure & 0.01%. La
somme X, la moyenne pu ainsi I’écart-type o des gains d’arbitrage observés sont donnés en points d’indice. Un test d’hypothése de la positivité
de la moyenne est effectué (t,,s = nuv/n/o). Le signe * indique que ce test est significatif a 5%.

2.5 Robustesse

Les résultats d’arbitrage mettent en évidence une majorité de violations 7,4 et y2. Cette dis-
tribution de violations est expliquée en partie par la construction du future ajusté. En effet,
I’actualisation a été faite sans tenir compte des dividendes versés en fin d’année. Le future ajusté
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est par conséquent meilleur marché; les bornes (2.5) et (2.9) auront donc tendance a étre plus
fréquemment violées relativement aux bornes (2.2) et (2.8). L’analyse des violations relativement
a l'écart entre ’échéance des futures et des 'option confirme cette hypothése. La totalité des vio-
lations lorsque le future est ajusté est de 0.261% pour les bornes inférieures de prix et de 3.59%
pour la relation de parité put-call. Dans les cas ol les maturités entre options et futures sont
identiques, ces taux de violations sont de 0.026% pour les bornes inférieures de prix et de 0.912%
pour la relation de parité. Pour palier & cette sous-évaluation du future ajusté, il aurait donc
fallu considérer le future F}(7) défini par

Ey (1) := eq(TQ—T)Ft(T)

ou ¢ est le taux de dividende instantané (donné annuellement) versé sur la période différentielle
(t9—7). Les erreurs d’évaluations peuvent également provenir du type d’échéance considéré. Les
professionnels utilisent une échéance basée sur une année de trading et non calendaire comme
c’est le cas ici. L’échéance est alors définie comme étant le nombre de jours d’activité boursiére
séparant la maturité de 'option & aujourd’hui, proportionnellement & une année de 252 jours.
Pour ce qui est des taux d’intérét employés dans les différents tests, ils constituent un bon proxy
des taux utilisés par les opérateurs dans la mesure ou les maturités considérées sont inférieures
4 une année. Les professionnels utilisent en effet des taux déposits pour les échéances inférieures
a 3 mois. Pour les échéances supérieures ils utilisent les euro-futures liquides et les taux swaps
pour les échéances jusqu’a 10 ans.

D’autres facteurs, liés cette fois au fonctionnement méme du marché, sont également susceptibles
d’expliquer la présence de violations, & savoir

— les cotits de transactions et les commissions.
— les anticipations des dividendes.

Ces facteurs structurels permettent de comprendre pourquoi les professionnels, conscients des
opportunités d’arbitrage, n’entrent pas dans les positions.

2.6 Conclusion

Les études empiriques d’opportunités d’arbitrage sur les marchés d’options, basées sur les rela-
tions de parité put-call ou encore sur la relation de box spread mettent en évidence des taux élevés
de violations. Les tests entrepris par Taylor [42], Loundon [35] ou plus récemment par Ackert
et Tian [2| déterminent notamment des taux de violations compris entre 20% et 30% pour la
relation de parité. Sur le marché suisse, Chesney, Gibson et Loubergé [16] mettent également en
évidence des taux de violations de 'ordre de 12% sur des données journaliéres et de 32% sur des
données intra-journaliéres. La faible liquidité du marché explique en partie cette différence. La
prise en compte des cofits de transactions diminue significativement ces pourcentages sans pour
autant les éliminer.
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Ces différentes études montrent que de nombreux facteurs sont susceptibles d’influencer les vio-
lations. Il s’agit notamment de la liquidité du marché et du degré de sychronisation des données.
L’échantillon considéré dans cette étude permet d’écarter de tels biais. Les tests appliqués aux
cotations sur des intervalles de 5 minutes montrent clairement que la relation de parité put-call
est vérifiée en pratique. Les tests des bornes inférieures mettent en évidence des taux de vio-
lations encore plus faibles. De plus, les pourcentages observés apparaissent pour des zones de
forts et faibles moneyness et ce pour de faibles échéances ; les mauvaises évaluations liées a ces
caractéristiques ne sont pas surprenantes. Les gains potentiels des violations sont de 'ordre de
1.53 points d’indice pour la borne inférieure et de 3.61 points pour la relation de parité. Ceux-ci
ne constituent pourtant pas des gains substantiels du fait de cotits structurels non négligeables. Il
n’apparait donc pas d’intérét économique & mettre en place des stratégies basées sur les violations
présentées.
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Chapitre 3

Surfaces de volatilité

3.1 Introduction

Les anticipations de la volatilité future jouent une réle central sur les marchés d’options; il s’agit
d’un paramétre clé pour ’ensemble des modeéles d’évaluation.

Il est nécessaire d’estimer la volatilité car ce paramétre n’est pas observable directement sur le
marché. Une premiére méthode considére les rendements de ’actif sur une période passée plus
ou moins longue. On parle alors de volatilité historique. Cette méthode d’estimation suppose
implicitement que la perception du risque par les investisseurs est uniquement liée a la variabilité
des cours de 'actif dans le passé. C’est la principale critique qui peut lui étre adressée. Une autre
méthode d’estimation consiste & retirer de 'information des marchés d’options en inversant les
prix pour déterminer une volatilité dite "implicite". Cette volatilité implicite permet de calibrer
un modeéle théorique de prix, tel que celui de Black et Scholes, aux prix observés sur le marché.

Dans 'univers de Black et Scholes, la volatilité implicite devrait étre la méme quelque soit le type,
le prix d’exercice ou encore I’échéance de ’option. En pratique, toutefois, les volatilités implicites
tendent & différer relativement au strike et a I’échéance de l'option. MacBeth et Merville [36]
mettent en évidence ce phénoméne sur le marché américain en étudiant une série d’options sur
titres pour l'année 1976. D’autres chercheurs se sont penchés par la suite sur cette problématique.
Rubinstein [39] examine notamment les options sur 'indice S&P500 sur la période 1986-1992.
Taylor et Xu [43] entreprennent des tests similaires sur le marché des options sur devises du
Philadelphia Stock Ezchange. Le marché d’options du London International Future Exchange est
également testé par Duque et Paxon [24]. Toutes ces études mettent en évidence la violation
de 'hypothése de volatilité constante du modeéle de Black et Scholes. Le grahique des volatilités
implicites relativement au strike décrit une courbe en forme de U appelée smile. Le crash boursier
de 1987 provoqua une modification de ce smile sur les marchés d’options sur indices et sur actions.
Celui-ci se transforma en sneer, défini par Webster [44] comme un sourire de coin; la volatilite
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Fi1G. 3.1 — Smiles de volatilité

La figure 3.1 présente les volatilités implicites calculées le 16.10.2001 a 10h30. Elle met en évidence la dépendance entre moneyness, m¢ = K/Fy,
et volatilités implicites. La pente du smile s’estompe pour les maturités plus importantes.

implicite diminuant de maniére monotone pour un prix d’exercice augmentant relativement au
niveau du sous-jacent.! En paralléle & cette dépendance au strike, les études mettent en évidence
une relation entre volatilité implicite et maturité de 'option ; l'intensité du smile s’estompant
pour des maturités d’options plus importantes.

La question reste ouverte concernant la source des biais du modéle de Black et Scholes. De
nombreuses hypothéses ont été faites pour expliquer le phénoméne de smile. Il peut s’agir tout
d’abord d’un écart de liquidité entre les prix d’exercices. Ainsi, certains opérateurs sont "collés
en volatilité", et pour le besoin de la gestion de leurs positions, sont contraints d’augmenter la
volatilité sur certains strikes. Toutefois, cette augmentation n’est que locale. Une autre source de
biais concerne la violation de I’hypothése de distribution lognormale des prix du sous-jacent et la
violation de I’hypothése de constance de la volatilité. Dans ce contexte, I’émergence d’un sneer
de volatilité peut étre expliquée par la prise en compte par les investisseurs de plus importants
mouvements baissiers de I'indice sous-jacent. La queue gauche de distribution implicite des ren-
tabilités observées est effectivement plus épaisse que dans le cas d’une distribution lognormale.
Rubinstein met en évidence ce phénomeéne suite au crash boursier d’octobre 1987 ; celui-ci parle
alors de catastr-o-phobia. Pour obtenir un prix consistant avec le modéle de Black et Scholes,
il est donc nécessaire d’augmenter les volatilités pour les options dont le strike est faible relati-
vement au sous-jacent. La violation de la constance de la volatilité a, quant & elle, été mise en
évidence par une constatation empirique connue sous le nom de Fisher Black effect?. En 1976,
Black [10] remarqua le comportement opposé du sous-jacent et de sa volatilité. Lorsque la valeur
du sous-jacent augmente, sa volatilité semble baisser. Et lorsque celui-ci diminue, la volatilité
augmente. Cette corrélation négative fiit 'objet de nombreux résultats empiriques, découlant

Mull [31, pages 43] utilise le terme de skew de volatilité.
?Connu également sous le nom de leverage effect.
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d’analyses directes du sous-jacent ou des marchés d’options. Une derniére source de biais est liée
cette fois aux imperfections du marché, tels que les cotlits de transactions, les restrictions des
ventes & découvert et les taxes. Les différentes études semblent donc établir que le smile est une
conséquence directe du caractére aléatoire de la volatilité, des variations brusques du prix des
actifs ainsi que des imperfections et de la liquidité du marché.

De nombreux chercheurs ont élaboré des modéles pouvant expliquer les prix de marché des
options. En introduisant une prime de liquidité dans le modéle de Black et Scholes, Bellalah et
Pringent [5] offrent des explications cohérentes avec les constatations précédentes. Les modéles a
volatilité stochastiques de Heston [30] ou encore Hull et White [32], peuvent expliquer le smile et
la persistance de la volatilité lorsque le prix et la volatilité sont négativement corrélés. D’autres
modéles & volatilité stochastique ont également tenté d’expliquer le smile; il s’agit notamment
d’approches développées par Stein et Stein [41], et Wiggins [45]. Les modéles de types ARCH et
GARCH représentent une alternative a la modélisation stochastique de la volatilite. Duan [21]
utilise notamment un modéle GARCH(1,1) pour créer un modeéle d’évaluation consistant avec
les prix observés sur le marché. Pour modéliser le comportement du sous-jacent, Heston [30]
introduit le processus gamma. Ce processus assimilable & un processus de Poisson permet de
prendre en considération les variations brusques de la valeur de l'actif support. Les sauts du
prix et les queues de distribution permettent d’évaluer I'effet de I'annonce d’informations non
anticipées par le marché. Le processus gamma peut donc étre utilisé pour expliquer le smile de
volatilité. De maniére similaire, le modeéle a sauts de Bates [3| avec un saut moyen négatif génére
également les profils observés empiriquement.

Toutefois, tenir compte des effets stochastiques de la volatilité n’est pas une choses aisée. L’éva-
luation d’options par le principe d’absence d’opportunités d’arbitrage devient complexe. Une
exception peut étre faite du moins lorsque la volatilité est donnée comme une fonction déter-
ministe du prix du sous-jacent et/ou du temps. Dans ce cas, les arguments d’arbitrage restent
valables. De plus, les modéles & volatilité déterministe ne demandent pas de considérations par-
ticuliéres sur 'attitude des investisseurs face au risque et ne nécessitent pas ’'utilisation d’autres
instruments dérivés pour couvrir la volatililté et le risque de saut. Seuls les parameétres du modéle
doivent étre estimés. Le concept de volatilité déterministe est étudié par Derman et Kani [19],
Dupire [23] et Rubinstein [38]. Dumas, Fleming et Whaley [22| testent empiriquement une telle
hypothése sur le marché des options sur 'indice S&P500. Ils utilisent différents modéles de sur-
faces qu'’ils calibrent chaque semaine au marché. Les résultats montrent une forte variation dans
le temps des paramétres estimés, impliquant notamment la mauvaise qualité prévisionnelle d’une
telle méthodologie. La supériorité relative du modéle de Black et Scholes a volatilité constante
par rapport aux modéles & volatilité déterministe est I'un des résultats surprenants de leur étude.

L’analyse proposée ici s’inscrit dans les travaux entrepris par Dumas, Fleming et Whaley. Quatre
modéles déterministes de volatilités sont appliqués aux options DAX sur la période du 1¢" au 26
octobre 2001. La qualité explicative et prévisionnelle est déterminée sur des intervalles horaires
de 30 minutes. Les résulats mettent alors en évidence I'intérét de telles surfaces par rapport a la
simple hypothése de volatilité constante.
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La suite du chapitre est organisée de la maniére suivante : La section 3.2 présente le modéle
d’évaluation d’options sur futures développé par Black. La section 3.3 définit la notion de vo-
latilité implicite. Elle présente également la méthode de Newton-Raphson pour la recherche de
zéros de fonctions non-linéaires. Elle propose ensuite deux méthodes de sélection de volatilités
implicites. La constitution de I’échantillon d’observations est détaillée & la section 3.4. Les diffé-
rents modeles de surfaces paramétriques sont présentés a la section 3.5. La section 3.6 donne les
résultats des estimations in-the-sample et out-of-the-sample. Elle propose également une étude
de I’évolution des paramétres dans le temps. La conclusion donnée & la section 3.7 reprend les
différents résultats pour mettre en évidence 'intérét d’une telle méthodologie.

3.2 Modéle de Black

Le modele de Black [9] est une extension du modéle d’évaluation d’options de Black et Scholes.
En utilisant des hypothéses similaires a celles utilisées pour dériver la formule originale de Black
et Scholes, soient

2 constante.

— Le prix du sous-jacent suit un mouvement brownien géométrique de variance o
— Les ventes & découvert sont autorisées sans restriction.

— Il n’y a aucun coiits de transactions.

— Il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage.

— Le taux sans risque est constant.

— Les options sont de type européen.

Black présente un modéle pour évaluer les options sur matiéres premiéres, futures et contrats
forward. On remarque que le processus de diffusion n’a pas de drift. En effet, celui-ci est déja
contenu dans le prix du future. Pour dériver une formule analytique d’évaluation, Black utilise le
méme raisonnement d’arbitrage que dans la formule de Black et Scholes. Il crée un portefeuille de
couverture composé d’une position dans ’option et dans le future. Le rendement de ce portefeuille
doit étre alors équivalent au taux sans risque en ’absence d’opportunité d’arbitrage. Les prix en
t des options call, ¢ (7, K) et put, pi(7, K), d’échéance 7 et de strike K sur le sous-jacent Fy sont
alors donnés par

a(r,K) = e " (F,N(di)—KN(dz)) (3.1)
(1, K) = e " (KN(—dy)—F;N(—dy))
P ~In(K/F;) +0.5 021
oVT
dy = dy—oVT

ol o est la volatilité instantanée de la rentabilité du sous-jacent et N(-) la fonction de répartition
de la loi normale standardisée. On remarque que la formule (3.1) ne nécessite pas les mémes
maturités pour le future et 'option. Lorsque ’échéance de 'option sur future est la méme que
I’échéance du future, cette option est théoriquement équivalente a une option sur le sous-jacent.
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Par contre, si les maturités de 'option et du future ne sont pas les mémes, il y a alors biais
d’évaluation. Ainsi, par exemple, une option call sur future, d’échéance inférieure au future, aura
une valeur supérieure & 'option sur I’actif sous-jacent si le marché est normal.?

Les cotations d’options considérées dans cette étude sont des prix d’options sur indice et non sur
futures d’indice. Leur échéance doit donc étre la méme pour ne pas introduire de biais de sur-
ou sous-évaluation. Le future introduit dans la formule d’évaluation sera donc le méme future
sélectionné et ajusté introduit a la section 1.6.

3.3 Volatilité implicite

Le seul paramétre du modéle de Black qui ne peut pas étre directement observé est o, la volatilité
des rendements instantanés du sous-jacent. Il peut étre estimé statistiquement sur la base des
rendements historiques du sous-jacent. Une méthode alternative est de considérer la volatilité dite
"implicite". Cette volatilité implicite notée 0% est la volatilité qui, introduite comme paramétre
dans la formule de Black, égalise le prix théorique de I'option & celui du marché; formellement,
dans le cas d’une option call, celle-ci est donnée par

31 6% tel que ¢ := a(F" K, r, T, o) = ' (r, K)

ou F/™ et ¢ sont les prix du marché en ¢ du future et du call définis par le milieu de la
fourchette de prix. Cette volatilité dérivée des prix actuels du marché peut étre utilisée pour
décrire les anticipations des opérateurs sur la volatilité future du sous-jacent.

La formule d’évaluation de Black n’étant pas linéaire, il n’existe pas de formule explicite pour
déterminer o%. Il faut donc inverser la formule numériquement pour trouver ce paramétre. La
méthode de Newton-Raphson permet une telle détermination.

3.3.1 Algorithme de Newton-Raphson

Une possibilité pour résoudre une équation non-linéaire du type f(z) = 0, avec f : R = R, f
continiment dérivable au voisinage de x, est d’utiliser la méthode de Newton-Raphson. Partant
d’une valeur initiale g € R habilement choisie, cet algorithme produit les estimations successives
x1,%2,... € R en utilisant le processus itératif suivant :

o f () ;
Tit+1 = T4 f;r(xz) ( 20) (3.3)

ol f; est la dérivée de la fonction f par rapport & x. Si f est deux fois contintiement dérivable
au voisinage de xg, alors la méthode de Newton-Raphson converge quadratiquement si z; est

3Hull [31, page 295] définit un marché normal comme un marché ot les prix des futures sont supérieurs aux
prix au comptant. Le marché est dit inversé dans le cas contraire.
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suffisamment proche de zy. Cette méthode permet donc d’obtenir une solution par itérations;
si le point de départ est bien choisi du moins. Si la dérivée ne posséde pas de forme analytique,
celle-ci peut étre calculée numériquement.?

Dans le cadre de la recherche d’une volatiltié implicite 0% de la formule (3.1), I'algorithme (3.3)
est appliqué aux fonctions suivantes, selon qu’il s’agisse d’options calls ou puts

calls :  f(o):=c(o) —
puts :  f(o) :=pi(o) — p*

Dans les deux cas, la dérivée de f par rapport a la volatilité o, notée f,, est la méme. Ceci
découle de la relation de parité (2.7). La sensibilité du prix de 'option par rapport & la volatilité
est connue sous le nom de véga. Le véga d’une option d’échéance 7, de strike K, sur le future Fy
est donné par

fr =€ TTENTN'(dy)

2

! d o .
ol T et dj sont les paramétres communs a la formule (3.1) et N (d1) = \/%6_71. Une condition

nécessaire a l’existence d'une solution a ’équation f(o) = 0 est que les prix ¢} et p}” satisfassent
les conditions des non-arbitrages (2.1) et (2.4).% Pour assurer la convergence du processus itératif
de Newton-Raphson sur les cotations d’options, le point de départ o a été fixé a 40%. Ce choix
a permis la convergence de la méthode pour toutes les options aprés 8 itérations. Manaster et
Koehler [37] proposent une formule pour la valeur initiale de l'algorithme de Newton-Raphson.
Une formulation dérivée pour les options sur futures peut étre donnée par

Dans ce cas, on remarque que pour des options parfaitement & la, monnaie, la volatilité estimée
est nulle. Les valeurs initiales ne garantissent pas une convergence pour les options qui sont
trés éloignées de la monnaie. Des méthodes d’estimation de volatilités implicite pour les options
proches de la monnaie sont proposées par Bharadia, Christofides et Salkin [8], par Brenner et
Subrahmanyam [12| ainsi que par Chance [15].

3.3.2 Sélection de volatilités

La méthode de Newton-Raphson a permis d’inverser les prix du marché et de déterminer les
volatilités implicites des options. Par la relation de parité put-call (2.7), les volatilités implicites

*Méthode des différences finies [7].

5Pour une option call, on a lim, .o ct(o) =e " (Ft—K)y = limo—o f(o) = e " (Ft—K)y —ci" =: a et
limy—oo ci(0) = €T Fy = limp—oo f(0) =77 Fy—ci* =: b. Comme la fonction f(o) est continue, si a < 0 et
b>0 (i.e (2.1)), alors par le théoréme de Bolzano, il existe ¢°* tel que f(¢°*)=0. Un raisonnement analogue dans
le cas d’une option put permet de dériver la condition d’existence d'une volatilité implicite (i.e. (2.4)).
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des calls et des puts de méme échéance et de méme maturité sont les mémes.® Toutefois, sur
le marché, en raison du spread de cotation, du niveau de liquidité, et des anticipations des
opérateurs, ces parameétres sont rarement égaux. Sur la base de ces constatations, il est essentiel
de créer un proxy de volatilité implicite.

Sélection binaire put-call

Le chapitre 1 a montré que les options les plus liquides sont en dehors de la monnaie. Cette
liquidité va impliquer une meilleure évaluation des prix et par conséquent une meilleure repré-
sentativité de la volatilité anticipée par les investisseurs. La sélection binaire put-call tient compte
de ce raisonnement pour ne garder que la volatilité des options activement traitées. Soit o, la
volatilité implicite d'une option call et 0}, la volatilité implicite d'une option put, le proxy de la
volatilité implicite est alors défini par

0. pour m >1
o=
op pour m < 1

L’avantage de cette méthode est sa simplicité. Toutefois, elle ne tient pas compte de toute 'in-
formation disponible sur le marché puisqu’elle ne considére que les calls pour m > 1 et que les
puts pour m< 1.

Pondération par le delta

Une alternative & la méthode de sélection put-call consiste & pondérer les volatilités implicites
des calls et des puts de méme strike et de méme échéance par leur delta respectif; le delta
d’une option étant sa sensibilité au mouvement du sous-jacent. Le delta d’options call et put,
d’échéance 7, de strike K, dérivé du modéle de Black est donné par

oc

Ac = aiF = (& N(dl)
9p —
Ap = 67 = Acfe

Soit une option call c;(o¢) et une option put p:(o,) évaluées par le modéle de Black avec des volatilités o,
pour le call et o, pour le put. La relation de parité (2.7) peut s’écrire comme

ci(oe) = pi(op)+e T (F-K)
— e T [KN(=da(0,)) = FN(=di (0,)) + F—K]
e ""[K(1-N(dz2(0p)))—F(1=N(di(0p))) +F — K]
= e ""[FN(di(op))—KN(d2(0p))]

= ct(op)

Cette égalité est vérifiée si et seulement si 0. = o, car la fonction c:(o) est bijective.
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ou r, d et N(-) sont conformes a Iéquation (3.1). Si 'on dispose & un instant donné de la
volatilité implicite d’une option call et d’'une option put de mémes caractéristiques, le proxy de
volatilitié est alors défini par

o:=0(1—€e""A;) +op(14+€TAy)

Dans le cas contraire, la sélection est faite selon la méthode binaire put-call. Les options fortement
dans la monnaie ont un delta proche de e™"" pour les calls et proche de —e™"" pour les puts. Cette
méthode donne donc un poids moins important aux options dans la monnaie, moins liquides.”
Contrairement & la selection binaire plus radicale, ce procédé & 'avantage de tenir compte de
toute 'information disponible sur le marché. Ce proxy de volatilité sera retenu par la suite et
constituera la base du fitting des modéles de surfaces.

vo‘A(S/a) ' P
% " pus my o op Obin oA
o s 0.93 — 43.61 43.61 43.61
' 0.95 - 41.05 41.05 41.05
a7 0.97 — 39.65 39.65 39.65
' 1.00 | 38.16 37.68 38.16 37.90
1.02 | 36.70 3635 36.70 3651
5 1.04 | 35.42 3591 35.42 35.68
1.06 | 33.99 33.51 33.99 33.74
1083326 — 3326 33.26
% T 1.10 | 33.14 — 33.14 33.14

moneyness

0.95 100 105 110

FiG. 3.2 — Sélections binaire et delta
La figure 3.2 présente les sélections binaire et delta de volatilités au 16.10.2001 pour les prix de cloture entre 10h-10h30 des options proches
de la monnaies d’échéance 31 jours. Le tableau donne les volatilités implicites des calls o. et des puts op pour les différents moneyness,

my¢ = K/Fy, observés. La sélection binaire o}, ainsi que la selection delta oA sont déterminés conformément aux méthodologies de la section
3.3.2.

3.4 Constitution de I’échantillon

L’échantillon est constitué sur la base des cotations des options sur l'indice DAX enregistrées
sur le marché Eurex© entre le lundi 1" et le vendredi 26 octobre 2001. La plage d’observation
journaliére débute a 10h pour finir & 12h et reprend de 14h & 17h CET. Le prix de marché des
options est défini par le milieu de fourchette de prix, soit ¢[* pour une option call et p;* pour une
option put. Pour chaque cotation d’option, un future est sélectionné. Cette sélection est basée

"Voir I'analyse d’activité faite a la section 1.6.
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sur la méthodologie expliquée & la section 1.6 en vue de définir un sous-jacent tenant compte
d’une synchronisation maximale entre les données. Le prix du future est également défini par le
milieu de la fourchette de prix, soit F;". Pour éliminer les biais de sous- ou sur-évaluation, le
future est ajusté pour se ramener 4 une évaluation d’option sur indice. Trois critéres d’exclusion
sont ensuite appliqués aux données :

— Les options dont I’échéance est inférieure a 15 jours et supérieure a 180 jours calendaires sont
éliminées de I’échantillon. Les options de trés courte échéance possédent en effet une faible
valeur spéculative; leur évaluation peut étre de ce fait erronée. Les options long terme sont
quant & elles trés peu liquides; elle contiennent peu d’information sur la volatilité future at-
tendue.

— Les options dont le moneyness est treés faible ou trés grand (m < 0.8 ou m > 1.2) sont égale-
ment éliminées de ’échantillon. Les options fortement dans la monnaie, tout comme les options
court terme, possédent une valeur spéculative trés faible. Les options fortement en dehors de la
monnaie sont trés peu traitées ; 'information implicite est peu représentative des anticipations
des investisseurs.

— Les options ne satisfaisant pas les conditions de non-arbitrage (2.1) et (2.4) sont également
éliminées. Il n’est en effet pas possible de calculer une volatilité implicite, I’équation f(o) =0
ne possédant pas de solution.

Les volatilités implicites des options sont ensuite calculées a l'aide de 'algorithme de Newton-
Raphson pour cet échantillon "nettoyé". La matrice des volatilités ainsi constituée est alors
fragmentée par jours et par crénaux horaires de 30 minutes. Les volatilités de "cloture" sont
déterminées pour chaque fragment, selon les différents type d’option (call-put), les échéances et
les strikes observés. La selection delta achéve la constitution de cette double liste (jour,heure) de
matrices des volatilités. La taille de ’échantillon est alors de 10’738 observations.
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1. Nettoyage des données et
EUREX selection du sous-jacent.
2. Calcul des volatilités
implicites par Newton-Raphson.
3. Fragmentation horaire.
4. Prix de cloture.
i A. Minimisation de la somme

Echantillon des carrés des résidus. Qualité
du fit in-the-sample.
B. Qualité du fit out-of-the
sample (30mns suivantes).

Matrice des volatilités

jour 1 <A>

Parametres des Comparaison des
modeles 0 a 3 volatilités, RMCR

e B R

IN-THE-SAMPLE OUT-OF-THE-SAMPLE

Observations

F1G. 3.3 — Constitution de I’échantillon

3.5 Modéles de surfaces

Quatres modéles paramétriques de surfaces sont étudiés. Le premier modéle My est une surface
plane, horizontale, constante pour tout moneyness et toute échéance. Celle-ci correspond a ’hy-
pothése de volatilité constante du modéle de Black. Les modeéles M7 a M3 considérent par contre
une structure par terme et un smile de volatilité. La structure par terme est similaire dans les
trois modéles. Elle découle de constatations empiriques qui décrivent cette structure comme une

fonction du type % D’autres structures par terme du type Nelson-Siegel ont été également

testées. Ces fonctions sont couramment employées pour modéliser la courbe des taux d’intérét.®

8Voir a ce propos Filipovic [26, 27] et Sack [40].
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Toutefois, le nombre et la variabilité des parameétres estimés n’ont pas semblé apporter une qua-
lité supplémentaire au modeéle empirique proposé ici. La structure par terme de la volatilité étant
identique dans les modeéles My & M3, la différence apparait donc au niveau du smile de volatilité.
Trois fonctions ont été choisies pour reproduire la forme du smile caractéristique du marché des
options sur indices. La surface M; modélise le smile par le logarithme naturel du moneyness. La
surface M> utilise un parameétre supplémentaire pour approximer le smile par le moneyness mis
a une puissance réelle. La surface M3 est une connexion des deux modéles précédents en m=1
avec condition de lissage de premier ordre.

My : orm,(T,m) == agp

1
M - oM, (T, m) =by+ b <T> + by ln(m)
1 C;
My: o, (T,m):=co+c 7= + com®
) | om(t,m) sim<1
Ms: oy (7,m) = { on,(T,m) sim > 1

Dans le cas du modéle M3, on connecte les modéles My et My en m=1. Les dérivées premiéres
doivent également correspondre sur cette ligne de connexion rendant ainsi la surface lisse. Ces
conditions s’énoncent formellement par

o, (1,1) = oa(7,1)
60']\/[1 o aO']\/_/2
Im, (7_7 1) - om (7_7 1)

Celles-ci sont satisfaites lorsque by = c1, bp = (co+c2) et c3 = (ba/c2). Le modele M3 est alors
donné par

o, (T, m) sim<1

Ms - oMy (T, M) 1= { (bo—c2) + by (%ﬁ) T+ eom®2/e2) sim >1

Ces restrictions sur les paramétres définissent le modéle M3 comme un modéle & 4 paramétres,
bo, b1, b2 et ca.

Les paramétres des modéles sont déterminés par minimisation de la somme des carrés des erreurs
entre les volatilités implicites et les volatilités données par les différents modeéles. La méthode
d’estimation est une méthode de descente, en 'occurence la méthode du gradient conjugé.® Pour
assurer une convergence numérique de la méthode de descente dans le cas du modéle par morceau
Ms, une indicatrice de type logit & été définie. Celle-ci présente I'avantage, pour n suffisamment

9Fonction leastsq de SCILAB® avec option ’gc’.
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grand, & la fois de correspondre & une indicatrice sur m = 1, mais également d’étre dérivable.
Formellement, celle-ci est définie par

6n(mfl)

xm) = ey

Le paramétre n est fixé a 3 - 10% pour éviter un débordement de capacité du logiciel et ce
notamment pour des moneyness supérieurs a 1.1.10

Echéance

100

Volatilité

Mbneyness

Fi1a. 3.4 — Surface de volatilité M3

La figure 3.4 présente la surface de volatilité du modeéle M3. Les paramétres sont déterminés par calibration sur la base des volatilités implicites
de cloture calculées le 16.10.2001 a 10h30. Les parameétres estimés sont : bg = 0.2483,b; = 0.0387,ba = —0.6593, cog = 0.038.

3.6 Résultats des estimations

3.6.1 Qualité du fitting

Pour juger de la qualité des différents modéles, les mesures RMCR, FREQ et FREQ UP sont
définies :
— La mesure RMCR donne une indication sur la qualité de calibration du modéle. Elle est définie

par la racine carrée de la moyenne des résidus au carré. Soit [N le nombre total d’observations,
O‘i?k la i®™€ observation de volatilité implicite et o; la i*™€ estimation de cette volatilité par le

19Des tests numériques ont été effectués garantissant la robustesse de cette indicatrice.
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modeéle, cette mesure est alors donnée par

N
RMCR = %Z (o —a)?
i=1
— La mesure FREQ donne une indication sur la fréquence de qualité du modéle. Elle indique le
pourcentage de fois que le modéle a fourni la meilleure estimation de volatilité, définie par la
valeur absolue des résidus, sur ’ensemble des observations. Ainsi, si le mesure FREQ indique
x%, cela signifie que sur ’ensemble des estimations réalisées, le modéle en question a déterminé

dans x% des cas la meilleure estimation de volatilité.

— La mesure FREQ UP donne une indication sur la tendance du modéle & sur- ou sous-évaluer
les volatilités. Elle indique le pourcentage de fois que le modéle a sur-estimé une volatilité par
rapport a la valeur observée sur le marché. Ainsi, si la mesure FREQ UP indique x%, cela
signifie que sur les volatilités déterminées par le modeéles, x% sont supérieures aux volatilités
implicites observées sur le marché.

3.6.2 Résultats in-the-sample

Le tableau 3.1 présente les résultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP in-the-sample cal-
culées a partir des volatilités de cloture sur 30 minutes. Il apparait trés clairement que le modéle
My est le moins performant avec une mesure RMCR & 0.0728 et une fréquence de performance
de 13.91%. 11 semble donc que les volatilités implicites du marché violent I’hypothése de vola-
tilité constante du modele de Black. La figure 3.6.2 a) met en évidence les erreurs d’évaluation
relativement au moneyness du modéle My pour ’ensemble de 1’échantillon. Elle indique que le
modéle My sous-évalue les volatilités pour m <1 et sur-évalue les volatilités pour m>1. Les vo-
latilités du marché décrivent donc une structure décroissante par rapport au moneyness; le smile
de volatilité est implicitement visible. Les estimations des modéles tenant compte de la variation
du strike, du sous-jacent et de ’échéance sont de meilleure qualité. La mesure RMCR diminue
de 50% avec les modeles M; et Ms. Les fréquences de qualité s’améliorent légérement. Avec une
qualité d’estimation RMCR supérieure de 54%, le modele 3 est le meilleur in-the-sample. Dans
51.75% des cas, il permet une estimation plus précise des volatilités. La figure 3.6.2 b) met en
évidence les erreurs d’évaluations relativement au moneyness du modéle Ms. On remarque cette
fois une meilleure distribution des erreurs. La mesure FREQ UP diminue & 52.09%. Ce modéle
n’a donc pas tendance & sur-évaluer les volatilités. Il est & remarquer toutefois que le modéle
M3 posséde un paramétre supplémentaire au modéle M. Une étude attentive de I’évolution des
parameétres et de la qualité prévisionnelle permettra de déterminer s’il s’agit d’overfitting.
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In-the-sample Out-of-the-sample
RMCR FREQ FREQ UP RMCR FREQ FREQ UP
My | 0.0728 13.91 60.10 0.0738  14.57 59.87
M | 0.0363 15.16 59.27 0.0387 15.24 59.85
My | 0.0363 19.17 59.28 0.0387  19.38 59.88
Ms | 0.0336 51.75 52.09 0.0364  50.81 53.54

TaB. 3.1 — Qualité des fitting in-the-sample et out-of-the-sample

Le tableau 3.1 présente les résultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP in-the-sample et out-of-the-sample. La mesure RMCR est la
racine carrée de la moyenne des carrés des erreurs entre les valeurs des modéles et les valeurs observées. La mesure FREQ indique le pourcentage
de fois que le modéle a donné une meilleure estimation que les autres modéles. La mesure FREQ UP indique le pourcentage de fois que le

modéle sur-évalue la volatilité par rapport a celle observée sur le marché.
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Fig. 3.6.2 a) Erreurs d’évaluation ITS, Fig. 3.6.2 b) Erreurs d’évaluation ITS,
modele My modeéle M;

La figure 3.6.2 a) présente les erreurs (o',?kfai) d’évaluation in-the-sample du modéle M par rapport au moneyness. La figure 3.6.2 b) présente
les erreurs pour le modeéle Ms3.

3.6.3 Evolution des paramétres

Les statistiques des parameétres estimés pour chaque surface de volatilité apportent également des
informations. Les moyennes, les écart-types ainsi que les corrélations des différents paramétres
sont présentés dans le tableau 3.2.

Lorsque le modéle My est calqué chaque demi-heure sur le marché, durant la période d’observa-
tion, Pestimation moyenne du coefficient ag est de 0.36, soit une volatilité moyenne de 36%. Le
minimum est atteint le 11 octobre entre 14h et 14h30 avec une volatilité a 32% ; le maximum
apparait le 3 octobre a 'ouverture du marché américain avec une volatilité a 40%. Avec un écart-
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type de 0.0187 points, soit 5% de la moyenne, ce modéle est, parmis les 4 modéles présentés, le
plus stable dans le temps.

Les estimations des parameétres de la structure par terme des modeéles My & M3 sont similaires.
La volatilité long terme a la monnaie est donnée par by dans les modele My et M3 et par (co+ca)
dans le modele M,. La valeur moyenne est de 25.65% pour les modeéles M7 et Ms. Dans le cas
du modele Ms3, la volatilité long terme ATM moyenne est de 24.14%. On remarque que dans le
cas du modeéle Ms, les paramétres cg et ca ont une corrélation négative parfaite; le modeéle est
clairement surparamétré. On remarque en effet que la valeur moyenne du paramétre c3 est de
0.0275, ce qui implique un m® proche de 1. Les paramétres ¢y et ca peuvent ainsi étre exprimés
par un unique parameétre.

Les paramétres de volatilité long terme ATM et de la structure par terme des modeéles M et
M présentent de fortes corrélations. On note -0.8582 entre by et b; du modéle M; et -0.8005
entre ces mémes paramétres mais pour le modéle Ms. Ces corrélations élevées indiquent donc une
dépendance entre la structure par terme et la volatilité long terme pour les options & la monnaie.
Ceci vient du fait que la volatilité long terme prend son sens lorsque 7 est suffisamment grand.
L’échéance la plus élevée de I’échantillon est de 180 jours. Le paramétre de la structure par terme
n’est donc pas annulé & long terme ce qui peut expliquer la corrélation observée.

De maniére & examiner plus précisément 1’évolution des parameétres dans le temps, la figure
3.6.3 met en évidence 2 graphiques présentant les évolutions des paramétres des modéles M
et Ms. La figure 3.6.3 b) montre une variabilité plus marquée du parameétre by par rapport au
modeéle M. Elle montre également 2 explosions du paramétre cs; les valeurs atteintes sont de
99.69 et 33.10. Une étude attentive montre qu’il ne s’agit pas d’une mauvaise convergence de
la méthode d’estimation utilisée (minimum local). Cette explosion vient du fait que le nombre
d’observations de volatilités dont le moneyness est supérieur & 1 est faible. De plus, il suffit que
sur le peu d’observations, une structure plate soit observée, du fait d’observations extrémes de
volatilités, pour que le modéle force la valeur co rendant ainsi le smile "plat". Ces cas peuvent étre
écartés en testant le nombre d’observations dans cette zone de moneyness, en éliminant les valeurs
extrémes, ou encore en augmentant la taille de la fenétre d’observation pour avoir un maximum
de données dans toutes les zones de moneyness. Une contrainte sur la valeur des paramétres serait
également susceptible d’éliminer de telles variations. En retirant les deux explosions majeures,
la moyenne du parametre co passe & 0.0462 et 'écart-type diminue pour atteindre 0.0438, soit
94% de la moyenne.
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estimations
1 o
My ag 0.3646 0.0187
corrélations
1% g bo bl bg
My by 0.2565 0.0233 1 —0.8582 —0.4900
by 0.0390 0.0114 1 0.3667
by | —0.4916 0.0747 1
1% g Co C1 Co C3
My ¢ 22.9922 7.7737 1 —-0.0929 -0.9999 -—-0.3297
c1 0.0390 0.0114 1 0.0904 0.1234
co | —22.7357 7.7699 1 0.3296
c3 0.0275 0.0532 1
] o bo by by Co
Ms by 0.2415 0.0238 1 —0.8005 —0.1357 —0.0496
b1 0.0390 0.0115 1 0.2921 0.1038
by | —0.6555 0.1388 1 —0.1530
Co 0.7098 7.4128 1

TaB. 3.2 — Coefficients estimés pour les différents modéles

Le tableau 3.2 présente les estimations des différents parameétres des modeéles de surfaces. La moyenne pu et I’écart-type o des paramétres sont
calculés sur ’ensemble des observations, soit sur les 200 fits effectués. L’écart-type est donné en points. Les corrélations des paramétres sont
donnés pour les modeéles M; a Ms.
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-008 -0.08
024 7 -0.24
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056 7 -056
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088 -0.88
1.04 7 1.04
120 T T T T T T T T T b obs 120 T T T T T T T b obs
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Fig. 3.6.3 a) Evolution des paramétres Fig. 3.6.3 b) Evolution des paramétres
b b)
modéle M, modéle M;

La figure 3.6.3 a) présente I’évolution des 3 parameétres du modeéle M sur les 200 fits effectués. La figure 3.6.3 b) présente 1’évolutions des 4
paramétres du modéle Ms.
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3.6.4 Résultats out-of-the-sample

Les résultats des estimations donnés dans la section 3.6.2 ont montré que la surface de volatilité
doit tenir compte du moneyness et de I’échéance de ’option pour coller au marché. Le modéle M3,
plus complexe, a donné les meilleurs résultats en ce sens. Toutefois, ses paramétres varient plus
dans le temps; il faut donc se déplacer dans ’échantillon pour déterminer son pouvoir prédictif.

La méthodologie employée consiste & utiliser les parametres estimés avec les données de cloture
d’une demi-heure pour estimer les volatilités de cloture de la demi-heure suivante. Les crénaux
horaires 10h-10h30 et 14h-14h30 sont éliminés de ’échantillon. L’information arrivant quasi ins-
tantanément sur le marché, il n’est en effet pas consistant dans cette analyse haute fréquence
d’estimer les volatilité observées entre 10h-10h30 avec les estimations de la veille ou encore les vo-
latilités de 14h-14h30 avec les estimations du crénaux horaire 11h30-12h. Les mesures de RMCR,
FREQ et FREQ UP sont calculées sur les 8627 observations ainsi définies afin de déterminer la
qualité prévisionnelle des 4 modéles présentés.

Le tableau 3.1 présente les résultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP out-of-the-sample.
En sortant de I’échantillon, on remarque que les mesures RMCR des quatre modéles augmentent.
Sur ’ensemble des mesures de qualité, le modéle My est encore une fois le moins performant. Le
modele M7 ameéliore de 47.5% la mesure RMCR par rapport au modéle My. Avec une mesure
RMCR a 0.0364 et une mesure FREQ a 50.81%, c’est clairement le modéle M3 qui donne les
meilleures prévisions de volatilités. La mesure FREQ UP a 53.54% du modéle M3 indique que
les volatilités estimées n’ont pas de tendance majeure & étre sous- ou sur-évaluées.

Les différents tests effectués montrent que le modéle M3 est le meilleur in-the-sample mais éga-
lement out-of-the-sample. L’analyse suivante précise les résultats de prévision pour les mesures
RCMR et FREQ UP relativement a I’échéance et au moneyness. La figure 3.6.4 a) présente les
résultats de la mesure RMCR. On remarque clairement que les erreurs d’évaluations les plus
importantes se produisent pour les échéances inférieures a 40 jours, pour des zones de moneyness
supérieures & 1.1 et inférieures & 0.9. Les meilleurs résultats de prévision sont donnés pour les
options proches de la monnaie et ceci pour des échéances comprises entre 80 et 120 jours. De
mauvaises évaluations sur ’ensemble des échéances sont observées pour les zones de moneyness
inférieures & 0.85.

Au niveau des pourcentages de sur-évaluation de volatilités (Fig. 3.6.4), le modeéle M3 semble se
comporter correctement pour les options proches de la monnaie pour des échéances comprises
entre 40 et 180 jours. Pour les options de trés courtes échéances, il sur-évalue dans 60% des cas
les volatilités pour m>1 et sous-évalue dans 70% des cas les volatilités implicites des options de
moneyness m <0.85. Le graphique met en évidence une forte sous-évaluation pour les moneyness
supérieurs & 1 et une trés forte sur-évaluation pour les moneyness inférieurs & 0.9 pour les options
dont I’échéance est comprise entre 120 et 180 jours. Malgré les bonnes estimations en terme de
RMCR, il semble que la pente du smile du modéle M3 pour cette zone d’échéances ne soit pas
assez prononcée.
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Fig. 3.6.4 a) RMCR, modéle M3 Fig. 3.6.4 b) FREQ UP, modéle M;

La figure 3.6.4 a) présente la mesure RMCR du modéle M3 relativement a I’échéance et au moneyness my = K/F. La figure 3.6.4 b) présente
la mesure FREQ UP relativement & I’échéance et au moneyness. Les deux graphiques sont obtenus par interpolation bivariée sur les mesures
effectuées.
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3.7 Conclusion

Les résultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP montrent clairement que les meilleurs
modeéles de surfaces de volatilité doivent tenir compte de I’échéance et du moneyness de ’option.
L’hypotheése de volatilité constante, modélisée par la surface My donne les moins bons résultats in-
et out-of-the-sample. Le modeéle M3, plus complexe, met en évidence de meilleures performances
en terme de calibration et de prévision. Il améliore d’environ 50% la qualité de prévision par
rapport & 'hypothése de volatilité constante.

Ainsi, les résultats mis en évidence dans cette étude ne vont pas dans le sens des conclusions
apportées par Dumas, Fleming et Whaley [22]. Ceux-ci testent I’hypothése de volatilité déter-
ministe développée par Rubinstein [39], Derman et Kani [19] et Dupire [23]. En calquant cing
modeéles paramétriques sur les données hebomadaires du marché des options sur 'indice S&P500,
ils mettent en évidence une forte variabilité des parameétres estimés ainsi qu’une qualité prévi-
sionnelle trés faible pour les modéles de surfaces les plus complexes, tenant compte du strike et

de I’échéance de l'option. La supériorité relative du modeéle & volatilité constante par rapport
aux modeéles a volatilité déterministe est I’'un des résultats surprenant de leur étude.

II semble donc que l'application de modéles de surfaces sur des volatilités implicites intra-
journaliéres apporte un intérét en terme de prévision. Le pouvoir prédictif découlant de 1'uti-
lisation de données haute fréquence est également mis en évidence par Andersen, Bollerslev et
Lange [1]. Ceux-ci montrent que dans le cadre d’'un modéle GARCH(1,1), les données horaires
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constituent la meilleure base de prévision de volatilité, comparativement aux données journa-
liéres, hebdomadaires ou mensuelles.

Une extension aux modéles proposés dans cette étude consisterait & joindre les modéles détermi-
nistes aux modéles stochastiques par une surface dont le smile évoluerait de maniére aléatoire. Il
semble en effet que ce paramétre varie de maniére marquée sur ’ensemble des modéles testés. Les
modéles de type GARCH ayant mis en évidence de bonnes qualités prédictives dans un cadre
haute fréquence seraient susceptibles de modéliser un tel phénoméne. Une étude comparative
entre les modeéles de surfaces et les modéles de type GARCH appliqués aux mémes données
haute fréquence constituerait également une analyse intéressante.
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Annexe A

Bornes supérieures de prix d’options

Borne supérieure du prix d’une option call

Le payoff du portefeuille (Tab. A.1) est positif ou nul dans tous les états de la nature. Sa valeur

en t, 7%, en I'absence d’opportunité d’arbitrage implique

b

e

Ere T > 0

=
Cff) < e T Fta

Payoff en T
t Fr>K Fr=K Fr<K
Vente call —cf K—Fr 0 0
Achat future 0 FT—Fta FT—Fta FT— ta
Dépot de cash e "TE¢ Fp P F?
Total 73 K>0 K>0 Fr>0

TaB. A.1 — Construction du portefeuille d’arbitrage 'yé’

Le tableau A.1 présente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dériver la borne supérieure de prix d’une options call. Le
payofl est positif ou nul; la valeur du portefeuille en ¢ se doit d’étre positive ou nulle en I’absence d’opportunité d’arbitrage. Le prix Fpr est
un prix de clotire au jour T' d’échéance de 'option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que ’échéance du future peut étre

supérieure ou égale a celle de I"option considérée.

L’expression (A.1) définit la borne supérieure du prix d’une option call.




Borne supérieure du prix d’une option put

Le payoff du portefeuille défini dans (Tab. A.2) est positif ou nul dans tous les états de la nature.
Sa valeur en ¢, fyz, en l'absence d’opportunité d’abitrage implique

Vo= —p)+eTHRK > 0 (A.2)
pi) < eTK
Payoff en T
t Fr>K Fr=K Fpr<K
Vente put —pi’ 0 0 Fr—K
Dépo6t de cash e "TK K K K
Total o K>0 K>0 Fr>0

TAB. A.2 — Construction du portefeuille d’arbitrage ’yg

Le tableau A.2 présente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dériver la borne supérieure de prix d’une options put. Le
payoff est positif ou nul; la valeur du portefeuille en t se doit d’étre positive ou nulle en ’absence d’opportunité d’abitrage. Le prix Fp est
un prix de clotire au jour T' d’échéance de ’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que ’échéance du future peut étre

supérieure ou égale & celle de Ioption considérée.

L’expression (A.2) définit la borne supérieure du prix d’une option put.
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