
Munich Personal RePEc Archive

The folk solution and Boruvka’s

algorithm in minimum cost spanning tree

problems

Bergantiños, Gustavo and Vidal-Puga, Juan

Research Group in Economic Analisys, Universidade de Vigo

13 October 2009

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/17839/

MPRA Paper No. 17839, posted 13 Oct 2009 16:08 UTC



��� ���� ���	
��� �� ���	���� �����
�� ��

�����	� ���
 ������� 
��� ��������

������� �	
��������� �	�	�
�� �
��� � ������� �������

���	
����	 �	 ���

���� ���������� �	�	�
�� �
��� � ������� �������

���	
����	 �	 ���

���� 	
 !� "##!

��������

��� �����	
�� 
�������� ����� �������� ��� ������� ���� ��
����� �����

�� ���� �� ����� 
 ��� �� ��
�� ��� ���� 
���� ��� ����� �
������� �� ����

��
� ���� ��� ��������� ���� ��� ��	 �������� 
 ���� ���	���� ��� �� ����

����
�����

 �������! ������� ���� ��
����� ����� �����	
�� 
�������� ��	 ��������

"#$%&&& �
�����
���� �����! '()*+� '()(%� '&�(&�

,-."# �
�����
���� �����! /�����	�.��
��� ����� 
���������0 1
���.�����

��������� �������
�����

� �������	�
��

$� ��� ���	
 %	 ����� ����� ���� ������� �
		 �
� �	�� &mcstp'( )����	
 ���� �

�
��� �* ��	���� �����	� �� �+	
	�� �	��
������ ����	�� %���� ���	 ��
�����
 �	
��	

%��� ��� ����  	 �
���	�  � � ������ �����	
� ����	� ��	 ���
�	( ��	��� %��  	

�	
�	� ��
���� ����	����� %��� 	���� ���	 ����( ,�%	�	
� ��	� �� ��� ��
	 %�	��	


��	� �
	 ����	��	� �
	���� �
 ��
	���� �� ��	 ���
�	(

-�	
	 �
	 ���� 	������ �������� ���� ���  	 ���	�	� � ��� %��( .�
 ������	�

�	�	
�� ��%�� ��� �
�% ��%	
 *
�� � ������ ��%	
 ������ ��� �	��	 ��	� ��� ���
	

��	 ���� �* ��	 ���
 ���� �	�%�
/( -�� 	0����	 ���	�
� � 1���� ��� 2�
 &"##3'

4536( �	
�������� ��� 7�
	�8� &"##3� "##9� "##:' 456 4"6 4;6 ����� � 
	�� �������

%�	
	 �����	
� ������ ��� ��	 ���� �* �����
����� ��	� *
�� ��	
 
	��	���	 ����	�

5



�� � %��	
 �����	
( ���	
 	0����	� �
	 ����������� �	�%�
/�� ���� �� �	�	����	�

$��	
�	�� %
	�	�� �	�	������������ �
 �� �	 �	�	����(

-�	 ��	
���
	 ��mcstp ���
��  � �	<��� ����
���� *�
 �����
����� ����� ����

������� �
		� &mt'( -�	 <
�� ����
��� *�
 <���� �� mt %�� �	�	���	� � ��
��/�

&5!"=' 45"6( $�� ��
���	 %�� �� 	>�	�� 	�	��
��� ���	
��	 �* ���	��( -�	
	 �
	 ��%

�%� ����
���� �������� ��	�� 2
��/��?� ����
��� �	�	���	� � 2
��/�� &5!9=' 45:6

��� �
�?� ����
��� �	�	���	� � �
� &5!9@' 4"#6( ��� ��
		 �
	 �
		�� ����
����

���� 
�� � ��������� ��	( ��� �����
����� �� mt � ���� � ��
� �* ��	 �
� �	�(

�����	
 ���
���� ���	 � ��% �� �������	 ��	 ���� �������	� %�� ��	 mt ����� ��	

��	���( A	�	
�� �����
� ���	 ��
����	� 
��	� � mcstp ��
���� ���	 ����
���� *�


�����
����� mt. -�	 �	� � �� �
����	 
��	� �� ���	 ��	 ���� ����� ��	 ��	��� � �

*�
 %���(

�
� &5!@=' 4!6� 1���� ��� 2�
 &"##3' 4536� ��� �	
�������� ��� ��������� &"##@�'

4=6 ��
����	 ��
		 
��	�  ��	� �� �
�?� ����
���( .	��/��� et al &5!!3�' 45=6 ��

�
����	 � 
��	  ��	� �� 2
��/��?� ����
���( -�	 
��	� ��
����	�  � �	
��������

��� ��������� &"##@�' 4=6 ��� .	��/��� et al &5!!3�' 45=6 �����	( � �
��* �* ���

����	�	�� ���  	 *����� *�
 ������	� � �	
�������� ��� 7�
	�8��.
	
	 &"##:' 496( B	

���� ��� 
��	 ��	 *��/ �������� %��� ���  	 � ���	� � ���	
 %���( 7	� �� �	����

���	 �* ��	�(

� ����	 mcstp � �� mcstp %�	
	 ��	 ���� �* 	��� �
� � 	��	
 # �
 5( C�
�	 et al

&"##3' 45!6 �
��	 ���� 	��� mcstp ���  	 � ���	� �� � ��	�
 ��� ����� �* ����	

mcstp %�	
	 ��� ��	 ��	>�	��� �
	 �����	����	( -���� %	 ��� �	�	
��	 � �������

*
�� ��	 �	� �* ����	 mcstp �� ��	 �	� �* ��� mcstp  � ���� ��	 ��	�
 ��� �����(

�
��8	 et al &"##3' 45;6 ��� �	
�������� ��� ��������� &"##!' 4:6 �
��	 ���� ��	

*��/ ������� ���  	 � ���	� � ��� %��( ���������� ��� D���� &"##:' 4556 ����

����� ��� ���
���� �� mcstp *�
 �	�	
���� �	�	
�� ��������(

�����	
 %�� �* � ����� 
��	� � mcstp � ��
���� ����	
���	 ���	� %�� �
����

*	
� �	 ����� &TU ���	�'( ��	� �� mcstp %	 �������	 � TU ���	( 7��	
� %	

������	 � ����	
���	 ������� � ��	 TU ���	( -�	 ������� �� ��	 ���� mcstp �

��	 ������� �* ��	 TU ���	( �	
�������� ��� ��������� &"##@�� "##@ ' 4=6 4@6 �
��	

���� ��	 *��/ ������� ���  	 � ���	� � ��� %��  � ������� ��	 A����	� ����	 ��

�	�	
�� TU ���	�(

�	�	����� ���������� et al &"##:' 45#6 ��� 1���� ��� D��
� &"##:' 4596 �����

��	 �	��  	��� ��	 *��/ ������� �� ���	 
	���	� �
� �	��(

C	�	
��	�	��� �� *�
 �� %	 /��%� �� 
��	 ���  		� ��
����	� ��
���� ��
��/�?�

�2� ���� �
��� �� ����� �� �
������ 
� �����
 �������� �� 
������� 
�� ��� 
� 
 ��������� �
���

��
���
 �34����

"



����
���( B	 �� �( -�	 �	�  	��� ��� ����
��� � ��	 *����%��( $������ ��	

�	�%�
/ � 	���� ��� 	��� ��	�� � � ����	 ������	��( B	 �	E�	������ ��� �� ��	

�	�%�
/� *�
 	��� ����	��	� ������	��� ��	 ��	��	�� �
� F���� ��� ����	��	� ����

���	�� %�� ���	 ��	�� �����	 � ��� %����� ��
������ ����	�� B	 ���	 ��	 ����

�* ��� �
� �	�	��	�  � ��
��/�?� ����
��� *����%�� ��
		 �
����	�( .
��� 	��� ��	��

� �����	� �� ��	 �
� �	�	��	�  � ��	 ������	�� �	  	����� ��( ���� ��	�� �����

��
������ ��	 ���� �* ��	 �����	� �
�( A	����� ��� ��	��� ��� ��	 ���	 �
���
��� �*

��	 �
� �����	�( C��	��� 	��� ��	�� i ���� pca�i� %�	
	 ca�i� � ��	 ���� �* ��	 �
� a &i'

�����	� �� ��	�� i( -�
�� ��	 �
���
��� ���� p, ������  	 �� ��
�	 �� ���� �	�

B	 �
��	 ���� ��	 
��	 %	 ��
����	 �����	� %�� ��	 *��/ �������( ��
 
	����

��	� ��
	 �����
� �� ��	 *��/ ������� �� � ���  	 � ���	� � �	�	
�� %���(

$� �
� ��	 ���� �* ��� �
� � ��� ����  � ��	 ��	��( .�
�	�� � 
	���	
	�  �

��/�� ��	 ��	
��	 ��	
 ��	 �	� �* ���������� ����	�  � ��	 ���� �	 �
�	
� �* ��	

��	���( $� 2
��/�� ��� ��
��/� ��	 ���� �* ��� �
� � ���	�  	�%		� �	�	
�� ��	���(

.�
�	�� � � ���	�  � ����� ��	 ���� �* ��� �
� � �� 	E��� �	 %��(

7	� �� �����
	 ��	 �	<����� �* ��	 *��/ ������� ��
���� 2
��/�� ��� ��
��/�

��
	 ��
	*����( $� 2
��/��?� ����
��� ��	 mt � �����
���	�  � �	E�	������ �����

�
�� %�� ��	 ��%	�� ���� ��� %����� ��
������ ����	�( �����	 ���� %	 ��� �
�

&i, j' , %��� ��/� ����	��	� ������	��� Si ��� Sj. B	 ���	 ��	 ���� �* �
� &i, j'

����� ��	 ��	��� ����
��� �� ��	 *����%�� �
����	�( .
��� ��	��� � � ������	��

Si ��
	��� ����	��	� �� ��	 ���
�	 &# ∈ Si' ��� ������( A	����� ���� ��	��� %��

 	�	<� �
	���� %�	� ����� �� �
�� Si ∪ Sj � ����� ��� ���	����( -�
�� ��� ��	���

� ��	 ���	 ����	��	� ������	�� ��� ��	 ���	( .��
��� ��	 ����� ������ ���  � �

�
��� � �
���
����� �� ��	 �	% ��	��� �� %��� ��� �
��� � ����	��	� &��	��� � Si

��� �
���
������� �� |Sj|'.

�� ���
���� �+	
	��	 � ���� ��	 �
�	
 � %��� %	 ��� ��	 �
�� �����  	 �+	
	��(

D�
	��	
� � 2
��/�� �� 	��� ��	� %	 ��� �� �
�� %��� � ��� �����	�	��( $� ��
��/��

�� 	��� ��	� %	 ��� ��� �	�	
�� �
��( �� �	��� ��	 �* ��	� � ��� �����	�	��  �� ���	
�

���  	 ��� ���� ��
�����( � ��	 %	 ���	 �	����	� ��	 *��
 �
����	� *�
 �����

��	 ���� �* �� �
� &i, j' *����%�� 2
��/��( �
����	� ��	 ��� ��
		 ���	 ����  		�

����	� %�� ��
��/�( �
����	 �%� � ����
 � ��	 �	��	 ���� ��	��� �����	 Si ∪Sj

��� ������( B�	
	�� � 2
��/�� ��� ��	��� � Si∪Sj %�	� # /∈ Si∪Sj ��� ���	�����

� ��
��/� � � ���� �	 ���� ��	��� � Si �
 Sj ��� ������( �
����	 *��
 � �+	
	��(

$� ��
��/� ��� ��	��� � Si ∪ Sj ��� ��	 ���	(

-�	 ���	
 � �
���8	� �� *����%�( $� A	���� " %	 �	<�	 mcstp( $� A	���� ; %	

�
	�	�� ��
 
	�����( -�	 �
��* �* ��	 ��� 
	���� � � ���	��0(

;



 ��� �
�
��� 	��� �����
�� ���� �������

$� ��� �	���� %	 ��
����	 ����� ���� ������� �
		 �
� �	�� ��� 
	��	 ���	


	����� �* ��	 ��	
���
	 ���� �
	 
	�	���� *�
 ��� ���	
(

7	� N G {5, ", ...}  	 ��	 �	� �* ��� ���� �	 ��	���( ��	� N ⊂ N <��	� |N |

�	���	� ��	 ��� 	
 �* 	�	�	��� � N (

B	 �
	 ��	
	��	� � �	�%�
/� %���	 ���	� �
	 	�	�	��� �* � �	� N� G N ∪ {#}�

%�	
	 N ⊂ N � <��	 ��� # � � ��	��� ���	 ����	� ��	 ������( ������� %	 ��/	

N G {5, ..., |N |} .

� ���� �	��
� C G &cij'i,j∈N� ��	
 N 
	�
	�	��� ��	 ���� �* � �
	�� ��/  	�%		�

��� ��
 �* ���	�( B	 �����	 ���� cij G cji ≥ # *�
 	��� i, j ∈ N� ��� cii G # *�
 	���

i ∈ N�( A��	 cij G cji %	 %�� %�
/ %�� ���
	��	� �
��� i.e &i, j' G &j, i'(

B	 �	���	 ��	 �	� �* ��� ���� ���
�	� ��	
 N �� CN ( ��	� C, C ′ ∈ CN � %	 ���

C ≤ C ′ * cij ≤ c′ij *�
 ��� i, j ∈ N�( B	 �	���	 ��	 �	� �* ��� ���� ���
�	� ��	
 N %��

��� ��	 ����� �+	
	�� �� DN � 
��� C ∈ DN * cii′ �G cjj′ %�	� &i, i′' �G &j, j′'(

� �

��� ���� ��	
� ���� ��������  
	H� mcstp� � � ��
 &N�, C' %�	
	

N ⊂ N � � <��	 �	� �* ��	���� # � ��	 ���
�	� ��� C ∈ CN � ��	 ���� ���
0(

��	� �� mcstp &N�, C'� %	 �	���	 ��	 mcstp ����	�  � C � S ⊂ N �� &S�, C'(

� ��	�� g ��	
 N� � � �� �	� �* {&i, j' I i, j ∈ N�, i �G j}( -�	 	�	�	��� �* g �
	

����	� 	���. ��	� S ⊂ N� %	 �	���	  � gS ��	 
	��
���� �* g �� ��	 	�	�	��� �* S�


��� gS G {&i, j' ∈ g I i, j ∈ S}(

��	� � �
��� g ��� � ��
 �* ���	� i ��� j� � �	�� *
�� i �� j � g � � �	E�	��	 �*

�+	
	�� �
�� {&ih−�, ih'}
l

h�� ����*��� &ih−�, ih' ∈ g *�
 ��� h ∈ {5, ", ..., l}� i G i� ���

j G il(

� ���� ��	
 N � � �
��� t ����*��� ���� *�
 ��� i, j ∈ N� ��	
	 	0��� � ��E�	 ����

*
�� i �� j � g( ������� %	 %
�	 t G {&i�, i'}i∈N %�	
	 i� 
	�
	�	��� ��	 <
�� ��	��

� ��	 ��E�	 ���� � t *
�� i �� #( B	 �	���	 ��	 �	� �* �
		� ��	
 N �� T N� (

��	� �� mcstp &N�, C' ��� � �
��� g� %	 �	<�	 ��	 ���� �������	� %�� g ��

c &N�, C, g' G
�

�i,j�∈g

cij. B�	� ��	
	 �
	 �� �� ���	�� %	 %
�	 c &g' �
 c &C, g' ���	��

�* c &N�, C, g'(

��� �
��� g ��	
 N� ����	� � ��
���� �* N� �� *����%�I B	 ��� ���� S ⊂ N� � �

������� ������� ����	�  � g * �%� �������� ����( .
��� *�
 ��� i, j ∈ S� ��	
	

	0��� � ���� � g ����	���� ���	� i ��� j( A	����� *�
 	��� i ∈ S ��� j ∈ N�\S�

��	
	 	0�� �� ���� � g ����	���� ���	� i ��� j( -�	 �	� �* ����	��	� ������	��� �

� ��
���� �* N�� %��� %	 �	���	 �� P &N�, g'( )�	�
��� * t � � �
		 P &N�, t' G {N�}(

� �

��� ���� ��	
� ���� *�
 &N�, C'�  
	H� �� mt� � � �
		 t ∈ T N� ����

���� c &t' G ��g∈T N
�

c &g'( $� � %	���/��%� � ��	 ��	
���
	 �� mcstp ���� ��	
	 	0���

3



�� mt� 	�	� ������ � ��	� ��� �		� ��  	 ��E�	( ��	� �� mcstp &N�, C' %	 �	���	

 � m &N�, C' ��	 ���� �������	� %�� ��� mt t � &N�, C'(

�
� � ��� ��	 ���� *����� ����
���� *�
 �������� ��	 mt �������	� %�� ��

mcstp �
	 ��	 ��	� ��
����	� � ��
��/� &5!"=' 45"6� 2
��/�� &5!9=' 45:6� ��� �
�

&5!9@' 4"#6(

� &���� 	����	�
�� ���� � � *������ f ���� ���� *�
 	��� mcstp &N�, C'� %	 ���	

f &N�, C' ∈ RN ���
�

i∈N

fi &N�, C' G m &N�, C' . �� ������ fi &N�, C' 
	�
	�	��� ��	

���� �����	� �� ��	�� i(

.	��/��� et al &5!!3�' 45=6 ��
����	 � 
��	  ��	� �� 2
��/��?� ����
���( �	
��������

��� ��������� &"##@�' 4=6 ��
����	 � 
��	  ��	� �� �
�?� ����
���( �	
��������

��� 7�
	�8��.
	
	 &"##:' 496 �
��	 ����  ��� 
��	� �����	( B	 ���� ��� 
��	 ��	 *��/

������� ��� %	 �	���	 �  � ϕ.

B	  
	H� ������ ��	 �	<���� �* ��	 *��/ ������� ��
���� ��	 ����
���� �* �
�

��� 2
��/��(

• �
�?� ����
���( $�	�I ���
��� *
�� ��	 ���
�	 %	 �����
��� �� mt  � �	E�	��

����� ����	���� ��	��� %�� ��	 ��%	�� ���� ��� %����� ��
������ ����	�(

�
� &5!@=' 4!6 �	<�	� � 
��	 %�	� ��	 mcstp ��� � ��E�	 mtI 	��� ��	�� ����

�� ����	���� ����(

B�	� �	�	
�� mt 	0��� 1���� ��� 2�
 &"##3' 4536 ����	�� ��	 ��	�� %�� ��	

��%	�� ��	0 ����
��� �� � �
	�	�	
��	� �
�	
 � �* ��	 �	� �* ��	���( -�	

��������� ����	�  � 	��� �
�	
 � �����  	 ��*�
( .�
�	�� � 
	���	
	�  �

�������� ��	 ��	
��	 ��	
 ��	 �	� �* ��� ���� �	 �
�	
� �.

�	
�������� ��� ��������� &"##@�' 4=6 �
��	 ���� ��	 *��/ ������� ���  	 � �

���	�  � ������� ��	 �
	���� �
��	��
	  ��	� �� �
�?� ����
��� �� ��	



	��� �	 �
� �	� &N�, C
∗' . C∗ � � ���	� *
�� C  � 
	����� ��	 ���� �* ���

�
� �� ���� �� ���� �	 %����� ������� ��	 ����� ���� �* ����	���� ��� ��	���

�� ��	 ���
�	(

• 2
��/��?� ����
���( $�	�I ��	 mt � �����
���	�  � �	E�	������ ����� �
��

%�� ��	 ��%	�� ���� %����� ��
������ ����	�(

.	��/��� et al &5!!3�' 45=6 �	<�	 ��	 *��/ ������� ��
���� 2
��/��?� ����
���(

B	 ��% �	<�	 � ���� ��	 *�
������� ��	� � �	
�������� et al &"##:' 436(

�����	 ���� %	 ��� �
� &i, j' , %��� ��/� ����	��	� ������	��� Si ��� Sj .

B	 ���	 ��	 ���� �* �
� &i, j' ����� ��	��� � N ����
��� %�� ��	 *����%��

�
����	�I

9



5( ��	��� ��
	��� ����	��	� �� ��	 ���
�	 ��� ������ &* # ∈ Si� 	��� ��	��

� Si ���� ������'(

"( ���� ��	��� %��  	�	<� �
	���� %�	� ����� �� �
� ����� ��� ���	����

&��	��� � N\ &Si ∪ Sj' ��� ������'(

;( ��� ��	��� � ��	 ���	 ����	��	� ������	�� ��� ��	 ���	(

3( -�	 ����� ������ ���  � � �
��� � �
���
����� �� ��	 �	% ��	��� ��

%��� ��� �
��� � ����	��	� &��	��� � Si ��� �
���
������� �� |Sj|'.

-�	�� ��	�� i ����






|Sj |

|Si∪Sj ||Si|
* # /∈ Si ∪ Sj

�
|Si|

* # ∈ Sj

# * # ∈ Si.

� � ���� ����� �� ��������� �����
���

��
��/� &5!"=' 45"6 �
���	� �� ����
��� *�
 �������� �� mt( B	 �
���	 � %�� �*

���
�� ��	 ���� �* ��� �
� �	�	��	�  � ��
��/�?� ����
���( B	 <
�� �	��
 	 ��
��/�?�

����
��� � � *�
��� %��(

7	� π  	 �� �
�	
 ��	
 ��	 �	� �* ��� ���� �	 �
��( C��	��

π I {&i, j' I i, j ∈ N�, i �G j} →

�

5, ", .....,

�
|N |

"

�	

.

�	�	� 	
 ���� %	 �
	 ��/�� &i, j' G &j, i' .

��������� �����
��� &�������	� %�� ��	 �
�	
 π'.

���� �I 7	� gπ,� G ∅( C���	 ���� P &N�, g
π,�' G {{#} , {5} , ..., {|N |}}(

�����	 %	 ���	 
	���	� A�	� s &s G 5, ", ...' ��� %	 ���	 �	<�	� gπ,s−�(

���� sI .�
 	��� T ∈ P &N�, g
π,s−�'� # /∈ T, �	�



iπ,T , jπ,T

�
∈ T × &N�\T '  	 ����

���� ciπ,T jπ,T G �� {cij I i ∈ T, j ∈ N�\T}( $� ���	 ��	
	 � ��
	 ���� ��	 ���� �	 �
��

%	 �	�	�� ��	 ��	 %�� ��	 ��%	�� ������ � ��	 �
�	
 π(

gπ,s G gπ,s−� ∪
�


iπ,T , jπ,T
�
I T ∈ P



N�, g

π,s−�
�

.

$� � %	�� /��%� ���� * *�
 	��� T ∈ P &N�, g
π,s−�' ��	 �
�



iπ,T , jπ,T

�
� �	�	��	�

��
���� π, ��	� gπ,s � � �
��� %�� �� ����	�(

=



$* P &N�, g
s' G {N�}� ��	� gπ,s � � �
		 ��� ��	 �
��	�� � ��	
( $* P &N�, g

π,s' �G

{N�}� ��	� %	 �� �� A�	� sJ 5(

-�	 �
��	�� <���	� � � <��	 ��� 	
 �* ��	��( -�	 �
		 � ���	�  � ��� �
��	��
	

� �	���	�  � tπ. $� � %	�� /��%� ���� *�
 	��� �
�	
 π, tπ � �� mt. D�
	��	
� ��	� ��

mt t, ��	
	 	0��� �� �
�	
 π ���� ���� tπ �����	� %�� t. $� � ���� �	 ���� tπ G tπ
′

,

	�	� * π ��� π′ �
	 �+	
	�� �
�	
�( .�
 ������	� * ��� ��	 ����� �
	 �+	
	��� tπ G tπ
′

*�
 ��� π ��� π′(

B�	� �� ���*���� �
�	� %	 %
�	 gs, iT , ((( ���	�� �* gπ,s, iπ,T , (((( 
	��	���	��(

 ����� �( B	 ���	 �
	�	��	� ��
��/�?� ����
��� � � �+	
	�� %��( ��������

��	 ������� # /∈ T ��	� ��� ���	�
( B	 ���	 ���	� � � �
�	
 �� ����� ��	 ����
���

�� ��
 � F	���	I �� ���	 ��	 ���� �* ��	 mt ����� ��	 ��	���( $* # ∈ T, ��	� ��	���

� T �� ��� �		� ��  	 ����	��	� �� ��
	 ��	���(

7	� �� ����� ��
��/�?� ����
��� �� ��	 *����%�� 	0����	�(

!"����� �( N G {5, "} ��� C � ��	�  � c�� G 5#� c�� G 5##� ��� c�� G "( -��

������� ���  	 
	�
	�	��	�  � .��
	 5(

� �

�

�

�� ���

.��
	 5I � �%�����	 ���	(

A��	 ��� ��	 ����� �
	 �+	
	��� � � ��� �	�	���
� �� ��	�*� ��	 �
�	
 π.

5( A�	� 5(


i{�}, j{�}

�
G &5, "' , ���



i{�}, j{�}

�
G &", 5' . -�	�� g� G {&5, "'} .

"( A�	� "( P &N�, g
�' G {{#} , N} ���



iN , jN

�
G &5, #' .

C�% g� G {&#, 5' , &5, "'} � ��	 mt.

!"����� ( 7	� &N�, C'  	 ��	 mcstp ��	�  � .��
	 "I

A��	 ��� ��	 ����� �
	 �+	
	��� � � ��� �	�	���
� �� ��	�*� ��	 �
�	
 π.

5( A�	� 5(


i{�}, j{�}

�
G &5, "' ,



i{�}, j{�}

�
G &", 5' , ���



i{�}, j{�}

�
G &;, 5'

-�	�� g� G {&5, "' , &5, ;'} .

@



� �

�

�

��

� �

��

�

��

.��
	 "I � ��
		����	 ���	 %�� ��� ����� �+	
	��(

"( A�	� "( P &N�, g
�' G {{#} , N} ���



iN , jN

�
G &5, #' .

C�% g� G {&#, 5' , &5, "' , &5, ;'} � ��	 mt.

B	 ��% ��
����	 � 
��	 � mcstp  ��	� �� ��
��/�?� ����
���( ��
 <
�� �	� �

��	 *����%��( �� 	��� ��	�� 	��� ����	��	� ������	�� �	�	�� �� �
�( -�	 ���� �* 	���

�	�	��	� �
� � ���	� 	E����� ����� ��� ��	���  	������ �� ��	 ������	��� �	�	����

��� �
�( 7	� �� ���
*� � � �0����	 5(

!"����� �(

5( A�	� 5( )���	��	� ������	��� {5} ��� {"} �	�	�� &5, "' . -���� c�� � ���	�

	E�����  	�%		� ��	��� 5 ��� "(

"( A�	� "( )���	��	� ������	�� {5, "} �	�	��� &#, 5' . -���� c�� � ���	� 	E�����

 	�%		� ��	��� 5 ��� "(

.������ 	��� ��	�� i ∈ N ����� �
�
c�� J

�
�
c�� G =.

�0����	 " ���%� ���� %	 ���� 	�� �
��	 ��
	 ��
 �
	���� �	� � �
�	
 �� �	� �


��	(

!"����� (

5( A�	� 5( )���	��	� ������	��� {5} ��� {"} �	�	�� &5, "' %�	
	�� {;} �	�	���

&5, ;' . �
� &5, "' ������  	 ���  � ��	��� 5 ��� "( ���� %��� ����	�� %��

&5, ;'K

�����	 ���� c�� � ���  � ��	�� ;(

:



"( A�	� "( -�	 ������	�� N �	�	��� &#, 5' . B	 �����	
 �%� %��� �* ���
�� ��	

���� �* &#, 5' .

&�' B	 ���	 ��	 ���� 	E����� ����� ��� ��	���� %��� � ��	 %�� �� �
��		�

*����%�� ��	 �	�	
�� �	� %	 �
	 �������( -���� ��	��� 5 ��� " ��� �
�
c��J

�
�
c�� ��� ��	�� ; ���� c�� J

�
�
c��.

7	� &N�, C
ε'  	 ��	 mcstp %�	
	 cε�� G = J ;ε, cε�� G = J 3ε, cε�� G = J 9ε,

cε�� G =, cε�� G =Jε, ��� cε�� G =J"ε. ������� ��	 �
	���� �	� �� &N�, C
ε'

%	 � ��� ���� ��	��� 5 ��� " ��� �
���� 9 %�	
	�� ��	�� ; ���� �
���� :(

-���� ��	 E��������	�
� �
� �	� &N�, C
ε' ��� �� �����	�
� �������(

A��	� %	 �
	 �
��� �� �	� � *�
 
��	� ��� �
��	��
	 ��	� ��� �		� ��  	 �

���� �	�(

& ' ��� mt ��� |N | �
�� ��� |N | ��	���( A��	 ��	 ���� �* 	��� �
� ������  	

���	� ����� ��	 |N | ��	���� � �		�� 
	����� �	 �� 
	E�
	 ���� ��	 ���

�* ��	 �
���
���� �* ��	 ����� �* ��	 mt ���� 	��� ��	�� ���� ������  	 5(

$� ���	 &a' ��	 ��� �* ��	�	 �
���
���� *�
 ��	��� 5 ��� " � �
�
J �

�
G �

	

%�	
	�� *�
 ��	�� ; � 5 J �
�
G 


	
.

$* %	 %��� �� ��/	 ��	�	 �
���
���� 	E��� ����� ��	�� ��	� c�� ������  	

���  	�%		� ��	��� 5 ��� "  	����	 ��	�� ; ��� ��
	��� ��� ��	 ���� �*

�
� &5, ;' �� A�	� 5. -���� ��	��� 5 ��� " ��� �
�
c�� J

�
�
c�� ��� ��	�� ; ����

c��.

7	� &N�, C
ε'  	 ��	mcstp %�	
	 cε�� G "#, cε�� G "#Jε, cε�� G "#J"ε, cε�� G =,

cε�� G = J ε, ��� cε�� G = J "ε. ������� ��	 �
	���� �	� �� &N�, C
ε' %	

� ��� ���� ��	��� 5 ��� " ��� �
���� 5; %�	
	�� ��	�� ; ���� �
���� =(

����� ��	 E��������	�
� �
� �	� &N�, C
ε' ��� �� �����	�
� �������(

A��	� %	 �
	 �
��� �� �	� � *�
 
��	� ��� �
��	��
	 ��	� ��� �		� ��  	 �

���� �	�(

 ����� ( .	��/���� -F�� ��� D��� &5!!3 ' 45@6 ��
����	 � 
��	 ����	� ��	

1	�	��
��8	� ���	 � DN ( -�� 
��	 � �	<�	� ���� ��	 �	�� �* " &b' .

$�  ��� ���	�� &a' ��� &b' , %	 �� ��� <�� � *�
 
��	( -�	 �
� �	� � ������	�

 	����	� � A�	� 5� c�� � ���� ���  � ��	�� ;( -���� %	 ���	 �	��	� �� �����	 ��	

%�� � %��� %	 ���	 c��. B	 *����% ��	 L���	 �
���
���L ���
����( B	 
	E�
	

���� ��� ��	��� ���� ��� ��	 ���	 �
���
��� �* ��	 �
� ��	� �
	 �	�	����( -����

� �����  	 ���� �	 ���� ���	 �
�� �
	 ���� ��� ��
�����( $� ��� ���	� %	 *����

�� L��� ����	��	� ������	���L� ���	�� ��	��� %�� �
	 ����	��	� ��
���� �
�� ���

!



�����	�	��� ���	�� �* ����	��	� ������	���� ��� %	 ����� ��	 �	�� �	����	� � ��	(

7	� �� ���
*� ��� �
��	��
	 � �0����	 "(

5( )���	��	� ������	��� {5} ��� {"} �	�	�� &5, "' %�	
	�� {;} �	�	��� &5, ;' .

&�' �
� &5, "' ������  	 ���  � ��	��� 5 ��� " ��� �
� &5, ;'  � ��	�� ;( -����

��	 �
���
��� ��� � p G �
�
. C���	 ���� * p > �

�
� ��	� ��	��� 5 ��� " ���

��
	 ���� ��	 ���� �
 �
� &5, "' .

��	��� 5 ��� " ��� �
�
c�� ��� ��	�� ; ���� �

�
c��.

& ' C�% ��	
	 �
	 �%� ��� ����	��	� ������	��� {5, "} ��� {;} . �
� &5, ;'

F���  ��� ������	���  �� ���� ���* �* ��	 ���� %�� ���(

{5, "} �	�	��� &5, ;' ��� {;} �	�	��� &5, ;' , ��  	*�
	( -���� ��	��� 5, ", ���

;, ��� ��	 ���	 �
���
��� �* ��	 ���� �* �
� &5, ;' ��� ��� �	�(

��	��� 5� "� ��� ; ��� �
	
c��.

"( -�	 ������	�� N �	�	��� &#, 5' .

&�' -�	 ���� �* �
� &#, 5' � ���	� 	E����� ����� ��� ��	��� � ��	 ������	��(

��	��� 5� "� ��� ; ��� �
�
c��.

.������ ��	��� 5 ��� " ��� �
	
c��J

�
	
c��J

�
	
c�� %�	
	�� ��	�� ; ����

�
	
c��J

�
	
c��J

�
	
c��.

C���	 ���� �� 	��� ��	�� 	��� ��	�� ���� ��	 ���	 �
���
��� �* ��	 ���� �* �� �
�(

-�	 �
� 	��� ��	�� ���� �	�	��� �� �� ������ �� ��	 ���
0 C.

B	 ��% 	0����� � �� �*�
��� %��� ��% �� ������	 ��� 
��	 &βπ'� �����
8��

��	 �	�� 	0����	� � ��	( $������ ��� ��	��� �
	 �����	�( �� A�	� s − 5 ��	��� �
	

��
����	� ��� ��� ����	��	� ������	���( B	 �	��
 	 A�	� s. ���� ��	 �* ��	�	

������	��� �	�	�� � ��� ��� �
� *����%�� ��
��/�?� ����
���( -�	 ���� �* ��	 �
��

�	�	��	� �� A�	� s � ���	� ����
��� %�� ��	 *����%�� �
����	�I

• ���� ��	�� ���� � �
���
���� p, �* ��	 ���� �* ��	 �
� �	�	��	�  � ��	 ������	��

�	  	����� ��(

• -�� �
���
��� � 	E��� *�
 ��� ����	
�� ��� ���� ���	 	��� ������	���  ��

��
��� ������	���((

• -�	 �
���
��� ��� ������  	 �� ��
�	 �� ���� �	( C��	��� * 	��� ��	�� ����

p′ > p, ��	� ��	
	 	0��� �� �
� ���� ���� ��	 ������ ���  � ��	 ��	��� �����	�

�� ��� �
� � ��
�	
 ���� ��	 ���� �* ��	 �
�(

5#



7	� π  	 ���	 �
�	
 �* ��	 �
�� N�, C � ���� ���
0� ��� tπ &�
 ����� t' ��	 �
�

�	�	��	� *����%�� ��
��/�?� ����
��� �������	� %�� π. B	 ��% �	<�	 βπ *�
�����(

���� #( B	 �	<�	I

• a�,πi G ∅ *�
 ��� i ∈ N.

$� �	�	
��� as,πi � �
 ����� asi � �	���	� ��	 �
� � t ���� ��	�� i ���� ��
����� �

A�	� s.

• p�,π G #(

$� �	�	
��� ps,π� �
 ����� ps� �	���	� ��	 �
���
��� �* ��	 ���� �* ��	 �
� ����

	��� ��	�� ���� � A�	� s.

• ̺�,πij G # *�
 ��� &i, j' ∈ t(

$� �	�	
��� ̺s,πij � �
 ����� ̺sij � �	���	� ��	 �
���
��� �* ��	 ���� �* �
� &i, j'

��
	��� ��� � A�	� s. C��	��� ̺sij G
s�

r��

pr

• A� &π' G t(

$� �	�	
��� As,π� �
 ����� As� �	���	� ��	 �	� �* ���������	�	�� ��� �
�� � A�	�

s( -���� As G
�
&i, j' ∈ t I ̺sij < 5


.B	 �	���	A

s
G t\As G

�
&i, j' ∈ t I ̺sij G 5


.

• f �,πi G # *�
 ��� i ∈ N.

$� �	�	
��� f s,πi � �
 ����� fsi � �	���	� ��	 ���� ���� ��	�� i ���� � A�	� s. -����

f si G pscasi .

�����	 ���� %	 ���	 �	<�	� A�	� r *�
 ��� r < s( B	 ��% �	<�	 A�	� s( .�


�������� %	 ��� 
	*	
	��	 �� ��	 �
�	
 π(

��	� � ����	��	� ������	�� T ∈ P
�
N�, A

s−�
�
, # /∈ T, %	 �	�	�� ��	 �
�



iT , jT

�

�� � ��
��/�?� ����
���( C��	��� ciT jT G �� {cij I i ∈ T, j ∈ N�\T} ��� *�
 ���

i′ ∈ T, j′ ∈ N�\T ���� ���� ci′j′ G �� {cij I i ∈ T, j ∈ N�\T} , π


iT , jT

�
≤ π &i′, j′' .

$� � � ���� ����


iT , jT

�
∈ t. D�
	��	
� * ������	�� T �	�	��	�



iT , jT

�
� A�	� s−5

���


iT , jT

�
%�� ��� �����	�	�� ��� �� ��	  	����� �* A�	� s &



iT , jT

�
∈ As−�',

������	�� T ���� �	�	���


iT , jT

�
� A�	� s.

��	� k ∈ T ∈ P
�
N�, A

s−�
�
, %	 �	<�	 ask G



iT , jT

�
. -��� �� 	��� ��	�� %�� ���

��	 ���� �* ��	 �
� �	�	��	�  � ��
��/�?� ����
��� *�
 ��	 ������	�� �	  	����� ��(

.�
 	��� �
� &i, j' ∈ As−�� �	� Ns
ij G {k ∈ N I ask G &i, j'}  	 ��	 �	� �* ��	��� ����

%�� ��� ��	 ���� �* �
� &i, j' . B	 �	<�	

ps G ��

�
5− ̺s−�ij��N s

ij

�� I &i, j' ∈ As−�, N s
ij �G ∅

	

.

55



C���	 ����� ������� ���� ��� ��	��� ���� ��� ��	 ���	 �
���
��� �* ��	 ���� ��	

�
�� ps � ��	 ��0��� �
���
��� ���� ��	��� ��� ��� � A�	� s.

.�
 	��� &i, j' ∈ As−�, %	 �	<�	 ̺sij G ̺s−�ij J
��N s

ij

�� ps ( -���� ̺sij ≤ 5 *�
 	���

&i, j' ∈ As−�( D�
	��	
� ��	
	 	0��� �� �	��� ��	 &i, j' ∈ As−� ���� ���� ̺sij G 5( -����

As � As−� ��� A
s−�

� A
s
( -��� �� ��	
	 �
	 ��
	 �
�� ��� �����	�	��(

-�� �
��	�� <���	� %�	� A
s
G t( A��	 asi ∈ t *�
 ��� ��	�� i ��� ��� A�	� s, ���

A
s−�

� A
s
� ��� �
��	�� <���	� � � <��	 ��� 	
 �* ��	�� &�� ���� |N |'� ��� γ(

D�
	��	
� � � ��� �>���� �� ��	�/ ����
γ�

s��

ps G 5(

$�%�
�
�� �( ��	� �� �
�	
 π �* ��	 �	� �* �
�� ��� � ���� ���
0 C� %	 �	<�	

��	 ��
��/�?� 
��	 ����	�  � ��	 �
�	
 π ��

βπi &N�, C' G

γ�

s��

fsi *�
 	��� i ∈ N.

B	 ��% ������	 βπ � �0����	 " *����%�� ��� �
��	��
	(

!"����� ( B	 ���	 �		� ����� ���	 ��� ��	 ���� �* ��	 �
�� �
	 �+	
	��� tπ G

{&#, 5' , &5, "' , &5, ;'} *�
 ��� π. -����

A�	� s G # s G 5 s G " s G ; -�-�7

as� ∅ &5, "' &", ;' &#, 5'

as� ∅ &5, "' &", ;' &#, 5'

as� ∅ &", ;' &", ;' &#, 5'

ps # �
�

�
	

�
�

5

̺s�� # # # 5

̺s�� # 5

̺s�� # �
�

5

f s� # " 5 3 @

f s� # " 5 3 @

f s� # ; 5 3 :

As t {&#, 5' , &", ;'} {&#, 5'} ∅

A
s

∅ {&5, "'} {&5, "' , &", ;'} t

B	 ��% �		 �� 	0����	 %�	� ��	 �
�	
 π ����	
�(

!"����� �( 7	� &N�, C'  	 ��	 mcstp 
	�
	�	��	�  � .��
	 ;(

$� ��� 	0����	 %	 �		� �� ��	�*� ��	 �
�	
( -�	
	 	0�� �%� ���� ��	�(

5"



� �

�

�

��

��

�

��

��

��

.��
	 ;I � ��
		����	 ���	 %�� 	E��� �����(

5( 7	� π  	 �� �
�	
 � %��� π &5, ;' < π &#, 5'( $* %	 *�
����� ������	 βπ � %	


	��8	 ���� � � �	
� ����
 �� ��	 ��	 � �0����	 "( -�	 ���� �+	
	��	 � ��	

*����%��I

A�	� s G # s G 5 s G " s G ; -�-�7

f s,π� # " " 3 :

f s,π� # " " 3 :

f s,π� # = " 3 5"

"( 7	� π′  	 �� �
�	
 � %��� π′ &#, 5' < π′ &5, ;'( B	 *�
����� ������	 βπ (

A�	� s G # s G 5 s G " -�-�7

as,π
′

� ∅ &5, "' &#, 5'

as,π
′

� ∅ &5, "' &#, 5'

as,π
′

� ∅ &5, ;' &5, ;'

ps,π
′

# �
�

�
�

5

̺s,π
′

�� # # 5

̺s,π
′

�� # 5

̺s,π
′

�� # �
�

5

f s,π
′

� # " = :

f s,π
′

� # " = :

f s,π
′

� # = = 5"

As,π
′

t {&#, 5' , &5, ;'} ∅

A
s,π′

∅ {&5, "'} t

5;



C���	 ���� � ��� ���	 ��	 �
��	�� <���	� � �%� ����	�( D�
	��	
 A�	� " �*

π′ � �����	�	�� ��
	���	� %�� ����	� " ��� ; �* π &��	��� ��� �+	
	�� �
��� ��

	��� ����	 ��	 �
���
��� � �+	
	��� (((('(

��� ��	 
��	� �	<�	� ��
���� �
�?� ����
���� ���	�� �
� &5!@=' 4!6� 1���� ���

2�
 &"##3' 4536� ��� �	
�������� ��� ��������� &"##@�' 4=6� �	�	�� �� ��	 �
�	
 �

%��� ��	 �
�� �
	 �	�	��	�( -%� �+	
	�� �
�	
� ��� �
����	 �+	
	�� ����������(

-���� ��	�	 �����
� �	<�	 � 
��	 �����  � ��/�� ��	 ��	
��	 ��	
 ��	 ���������

����	�  � ��	 �+	
	�� �
�	
�( .	��/��� et al &5!!3�' 45=6 ��
����	 � 
��	 ����

2
��/��?� ����
���( .�
 	��� �
�	
 � %��� ��	 �
�� �
	 �	�	��	�� ��	� �
����	 ��

���������( ��	� ������� ��� ��������� ����� �	�	�� �� ��	 �
�	
� ��	� �
��	 �����

� � �������� ��	�	��	��( -���� ��	� �	<�	 ��	 
��	 �� ��	 ��������� �	�	
��	�  �

	��� �
�	
( B	  	�	�	 ���� ��� *��� ��/	� ��	 �	<���� ��
	 ��	
	����(

B	 ���	 �	�	
��	� �� ��������� *�
 	��� �
�	
 �* ��	 �
�� *����%�� ��
��/�?�

����
���( ��	� ������ ��� ��������� ����� �	�	�� �� ��	 �
�	
� %	 �
��	 ����

� � ��	�	��	�� &�� � .	��/��� et al &5!!3�' 45=6'( D�
	��	
 %	 �
��	 ���� ���

��������� �����	� %�� ��	 *��/ ������� ϕ. ��� ��	�	 ����	�	��� �
	 �
��	� � ��	

*����%�� ��	�
	�(

������� �( .�
 	��� �
�	
 π, βπ �����	� %�� ϕ(

&���'( A		 ���	��0(

7	� �� �����
	 ��	 �	<����� �* ��	 *��/ ������� ��
���� 2
��/�� ��� ��
��/�(

�� ���
���� �+	
	��	 � ���� ��	 �
�	
 � %��� %	 ��� ��	 �
�� �����  	 �+	
	��(

D�
	��	
� � 2
��/�� �� 	��� ��	� %	 ��� �� �
�� %��� � ��� �����	�	��( $� ��
��/��

�� 	��� ��	� %	 ��� ��� �	�	
�� �
��( �� �	��� ��	 �* ��	� � ��� �����	�	��  �� ���	
�

�����  	 ��� ���� ��
�����( � ��	 %	 ���	 �	����	� ��	 *��
 �
����	� �� ���	

��	 ���� �* �� �
� &i, j' *����%�� 2
��/��( B	 �		 %��� �* ����	 �
����	� �
	 ����	�

%�� ��
��/�(

5( $� � ����
( $� ��
��/� ��	��� ��
	��� ����	��	� �� ��	 ���
�	� ��
���� ����

��	�	�� ��� �
��� ��� ������(

"( -�	 ���	 �
����	 ����	� � ��	 �	��	 ���� ��	��� �����	 Si ∪ Sj ��� ������(

B�	
	�� � 2
��/�� ��� ��	��� � Si ∪ Sj ��� ���	���� &%�	� # /∈ Si ∪ Sj'� �

��
��/� � � ���� �	 ���� ��	��� � Si �
 Sj ��� ������(

;( $� � ��	 ���	(

3( $� � �+	
	��( $� ��
��/� ��� ��	��� � Si ∪ Sj ��� ��	 ���	(

53



( ������
"

B	 �
��	 -�	�
	� 5(

B	 <
�� ��
����	 ���	 �
��	
�	� �* 
��	� � mcstp. 7	� f  	 � 
��	(

�������
�
�) *�!&� .�
 ��� mcstp &N�, C' ��� ��� S ⊂ N ����*��� m &N�, C' G

m &S�, C' Jm &&N\S'� , C'� %	 ���	

fi &N�, C' G

�
fi &S�, C' * i ∈ S

fi &&N\S'� , C' * i ∈ N\S.

!+��� ����
�� �' !"��� ,���� *!�!,� 7	� &N�, C' ��� &N�, C
′'  	 �%� mcstp(

7	� c�, c
′
� ≥ #( ������� c�i G c� ��� c′�i G c� *�
 ��� i ∈ N � c� < c′�� ���

cij G c′ij ≤ c� *�
 ��� i, j ∈ N � %	 ���	

fi &N�, C
′' G fi &N�, C' J

c′� − c�
|N |

*�
 ��� i ∈ N.

,���
��
�) *,-.� .�
 ��� N � f � � ��������� *������ �� CN (

����������	� �' ���������� ����� *���� 7	� &N�, C' ��� &N�, C
′'  	 �%� mcstp(

������� t  	 � mt �  ��� &N�, C' ��� &N�, C
′'� ��� cij G c′ij *�
 ��� &i, j' ∈ t�

%	 ���	

f &N�, C' G f &N�, C
′' .

�	
�������� ��� ��������� &"##@' �
��	 ���� ϕ ����<	� SEP, ESEC, CON, ���

IIT. B	 %�� ��	 ��� 
	���� ��
������� ��	 �
��*(

7	� π  	 ��� �
�	
 �* ��	 �
�� � N�, C � ���� ���
0� ��� tπ G {&i�, i'}i∈N ��	

mt � &N�, C' � ���	� ��
���� ��
��/�?� ����
���( B	 %�� �
��	 ���� βπ &N�, C' G

ϕ &N�, C'(

B	 �
��		�  � ������� �� ��	 ��� 	
 �* ��	���( .�
 |N | G 5� ��	 
	���� � ��	�
(

�����	 ���� ��	 
	���� ����� *�
 �	�� ���� |N | ��	���( B	 ��% �
��	 � *�
 |N | ��	���(

B	 <
�� �
��	 ���� � � 	����� �� �
��	 ���� ��	 
	���� ����� *�
 ���
�	� � DN �

��	 �	� �* ���
�	� %�	
	 ��� ����� �
	 �+	
	��(

/���� �( ��	� �� �
�	
 π, * βπ &N�, C' G ϕ &N�, C' *�
 ��� C ∈ DN , ��	�

βπ &N�, C' G ϕ &N�, C' *�
 ��� C ∈ CN .

&���' �' /���� �( C���	 ���� DN � � �	��	 �� �	� �* CN ( 7	� C ∈ CN\DN ���

tπ ��	 �
		 � ���	� ��
���� ��
��/�?� ����
���( B	 ��� <�� � �	E�	��	 �* ���
�	�

{Cm}∞m�� ���� ����

59



5( Cm ∈ DN *�
 ��� m�

"( tπ � �� mt � Cm *�
 ��� m�

;( * cii′ G cjj′ ��� π &i, i′' < π &j, j′'� ��	� cmii′ < cmjj′ *�
 ��� m� ���

3( Cm ���
����	� C �� m ��
	��	�(

���	
 �������� " ��� ; %�	� %	 ������	 βπ &N�, C' ��� βπ &N�, C
m' , %	 ���	

���� *�
 ��� mI γ &N�, C' G γ &N�, C
m' M as,πi &N�, C' G as,πi &N�, C

m' *�
 ��� i ∈ N

��� ��� s G #, ..., γ &N�, C' M p
s,π &N�, C' G ps,π &N�, C

m' *�
 ��� s G #, ..., γ &N�, C' M

̺s,πij &N�, C' G ̺s,πij &N�, C
m' *�
 ��� &i, j' ∈ tπ ��� ��� s G #, ..., γ &N�, C' M ���

As,π &N�, C' G As,π &N�, C
m' *�
 ��� s G #, ..., γ &N�, C' .

7	� i ∈ N. -���� *�
 	��� m

βπi &N�, C
m' G

γ�N�,Cm��

s��

ps &N�, C
m' cmasi �N�,Cm�

G

γ�N�,C��

s��

ps &N�, C' c
m
asi �N�,C�

.

C�%�

��
m→∞

βπi &N�, C
m' G

γ�N�,C��

s��

ps &N�, C' casi �N�,C� G βπi &N�, C' .

A��	 &N�, C
m' ∈ DN , βπi &N�, C

m' G ϕi &N�, C
m' . A��	 ϕ ����<	� CON,

��
m→∞

βπi &N�, C
m' G ��

m→∞
ϕi &N�, C

m' G ϕi &N�, C' . �

,	��	� %	 �
��	 ��	 
	���� ������� ���� C ∈ DN ( -�	�� tπ G tπ
′

��� βπ &N�, C' G

βπ
′

&N�, C' *�
 ��� ��
 �* �
�	
� π ��� π′. -���� � � 	����� �� �
��	 ���� βπ &N�, C' G

ϕ &N�, C' *�
 ���	 �
�	
 π.

7	� π  	 �� �
�	
 ��� t G tπ. 7	� N� G {i ∈ N I i� G #} ��� &j�, j' ��	 ����

	0�	���	 �
� � t( B	 �����	
 �	�	
�� ���	�I

,��� �( |N�| ≥ "( .�
 ��� i ∈ N�� �	� F i  	 ��	 �	� �* ��	��� j ∈ N ���� ���� &#, i'

� � ��	 ��E�	 ���� � t *
�� j �� #. -�	�� {F i}i∈N� � � ��
���� �* N ����*���

����
�

i∈N�

m &F i
�, C' G m &N�, C' ��� tF i

�

� � �
		 � &F i
�, C' *�
 ��� i ∈ N�(

A��	 ϕ ����<	� SEP � *�
 ��� i ∈ N� ��� k ∈ F i� %	 ���	 ϕk &N�, C' G ϕk &F
i
�, C'(

B	 F��� �		� �� �
��	 βπk &N�, C' G βπk &F
i
�, C' *�
 ��� i ∈ N� ��� k ∈ F i ��� ����� ��	

������� ������	��(

5=



B	 �		� �� �
��	 ���� *�
 	��� i ∈ N�� ��	 ���� �* ��	 �
�� � tF i
�
� ��� ����  �

��	 ��	��� � F i( A�����	 ���( -�	�� ��	
	 	0�� i ∈ N� ��� k ∈ F i ���� ���� k �	�	���

� ��	� sJ5 �� �
� as��k G


iT , jT

�
∈ t\tF i

�
*�
 ���	 T ∈ P



N�, A

s�
%�� k ∈ T ( 7	� s

 	 ��	 <
�� ����	 � %��� %	 ��� <�� ���� i ∈ N� ��� k ∈ F i. -���� as��l G


iT , jT

�

*�
 ��� l ∈ T ( A��	


iT , jT

�
/∈ tF i

�

� %	 �	���	 ���� ��	 �
�� � tT� ���	  		� ��� �

A�	� s� ���	��� tT� ⊂ A
s
( �� �	<����� ��� ��	��� � T �
	 ����	��	� ��
���� �
��

� t( -���� tT� � � �
		 � T�( A��	 � tT� ��	
	 �
	 	0����� |T | �
��� ��	 ���� �* ��	

�
�� � tT� � ��� ����  � ��	��� � T &s � ��	 <
�� ����	 � %��� �� ��	�� k ∈ F i �

����� �� �
� �����	 tF i
�

', ��� 	��� ��	�� ���� ��	 ���	 �
���
��� pr �� 	��� ��	� r�

%	 �	���	 ����
s�

r��

pr G 5( -�� �	��� ���� ��	 �
��	��
	 � ��
	��� <���	� � A�	�

s( ,	��	� ��	
	 � �� A�	� s J 5� %��� � � ����
������( �

,��� ( |N�| G 5 ��� j� �G # &��	 ���� 	0�	���	 �
� ��	� ��� ����	�� �� ��	

���
�	'( 7	� F  	 ��	 �	� �* ��	��� i ∈ N ���� ���� �
� &j�, j' � � ��	 ��E�	 ���� �

t *
�� i �� #( 7	� F G N \F ( C���	 ���� F �G ∅ ��� F �G ∅  	����	 j ∈ F ��� j� ∈ F (

B	 <
�� �
��	 ���� ��	��� � F ���� ��� ��	 ���� �* ��	 �
�� � tF� ( A�����	 ���(

-�	�� ��	
	 	0��� k ∈ F ���� ���� as��k G &j�, j' *�
 ���	 ��	� s( 7	� s  	 ��	 <
��

����	 %�	
	 ��� ����	��( 7	� T ∈ P


N�, A

s�
%�� k ∈ T ( -���� as��i G &j�, j' *�


��� i ∈ T ( A��	 cj�j > cii′ *�
 ��� &i, i
′' ∈ tF � ��� tF � � � �
		 � F �� %	 �	���	 ����

T G F ��� tF� ⊂ A
s
( A��	 ��	
	 �
	 	0�����

��F
�� �
�� � tF � � ��� ��� ��	 ��	��� ���

��	 ���	 �
���
��� pr �� 	��� A�	� r� %	 �	���	 ����
s�

r��

pr G 5( -�� �	��� ����

��	 �
��	��
	 � ��
	��� <���	� � A�	� s( ,	��	� ��	
	 � �� A�	� s J 5� %��� � �

����
������(

A���
��� %	 ��� �
��	 ���� ��	��� � F ���� ��� ��	 ���� �* �
�� � tF∪{j�}.

-�/	 ��	 ���
0 C ′ ∈ DN �	<�	� �� c′�j G cj�j � c
′
j�j G c�j� ��� c′il G cil ���	
%�	(

$� � ��	�
� *����%�� ��	 � ��	 
	������� ���� βπ &N�, C' G βπ &N�, C
′'(

A��	 t � ��	 ��E�	 mt � &N�, C' , t
′ G &t\ {&j�, j'}' ∪ {&#, j'} � ��	 ��E�	 mt

� &N�, C
′'( -���� C ′ � � )��	 5( ,	��	� βπ &N�, C

′' G ϕ &N�, C
′'(

-�/	 ��% ��	 ���
0 C ′′ ∈ CN �	<�	� �� c′′�j G cj�j ��� c′′il G cil ���	
%�	( $� �

��
����*�
%�
� �� ��	�/ ����  ��� t ��� t′ �
	 mt � C ′′( A��	 ϕ ����<	� IIT �

ϕ &N�, C
′' G ϕ &N�, C

′′' G ϕ &N�, C' . �

,��� �( |N�| G 5 ��� j� G #. 7	� &k�, k' ∈ t\ {&#, j'}  	 ��	 ���� 	0�	���	 �
�

� t\ {&#, j'}( ���	
 ��
 ������	��� k� �G #(

B	 �	<�	 � �	% ���
0 C ′ ∈ CN *
�� C  � 
	����� ��	 ���� �* ��	 �
�� �

{&#, i'}i∈N �� ��	 ���	 ���� �� �
� &k�, k'( C��	��� *�
 	��� i, l ∈ N � c′�i G ck�k� ���

c′il G cil( �* ���
�	 C ′ /∈ DN .

5@



B	 �����	
 �� �
�	
 π ���� ���� *�
 	��� i, i′, i′′ ∈ N, π &i′, i′′' < π &#, i' . C��	���

��	 �
�� {&#, i'}i∈N �
	 ��	 ���� ����
��� %�� π. D�
	��	
� π &#, j' < π &#, k' < π &#, i'

*�
 ��� i ∈ N\ {j, k} .

B	 ��% �
��		�  � � �	
	� �* �����I

,��
� �I βπi &N�, C' G βπi &N�, C
′' J

c�j−ck�k
|N |

*�
 ��� i ∈ N (

&���' �' ,��
� �( B�	� �������� βπi &N�, C' ��� βπi &N�, C
′' , %	 
	��8	I

• tπ &N�, C
′' G tπ &N�, C' G t.

• ���� �
��	��
	� �����	 ���� ��	� γ−5 %�	
	 ��� ��	 �
�� � t\ {&#, j'} �
	 ����

��	�	�� ��� �  ��� �
��	��
	� ��� &#, j' � ��� ��� �� ���( C��	��� A
γ−�,π

&N�, C' G

A
γ−�,π

&N�, C
′' G t\ {&#, j'} ��� ̺γ−�,π�j &N�, C' G ̺γ−�,π�j &N�, C' G #.

-���� f s,πi &N�, C' G f s,πi &N�, C
′' *�
 ��� i ∈ N ��� ��� s G 5, ..., γ − 5.

• $� A�	� γ� ��� ��	 ����	
� �����	 �
� &#, j' . C��	��� as,πi &N�, C' G as,πi &N�, C
′' G

&#, j' *�
 ��� i ∈ N. ,	��	� ��	 ���� �* �
� &#, j' � ���
	� 	E����� ����� ��� ��	���(

C��	��� pγ G �
|N |

(

-���� *�
 ��� i ∈ N, fγ,πi &N�, C' G
c�j
|N |

��� fγ,πi &N�, C' G
c′
�j

|N |
.

• γ &N�, C' G γ &N�, C
′' G γ.

• C�%� *�
 ��� i ∈ N �

βπi &N�, C'− βπi &N�, C
′' G

γπ�N�,C��

s��

fs,πi &N�, C'−

γπ�N�,C′��

s��

f s,πi &N�, C
′'

G
c�j
|N |

−
c′�j
|N |

G
c�j − ck�k
|N |

. �

B	 �����	
 �� �
�	
 π′ ���� ���� *�
 	��� i, i′, i′′ ∈ N, π′ &#, i' < π′ &i′, i′′' . C��	���

��	 �
�� {&#, i'}i∈N �
	 ��	 <
�� ����
��� %�� π′. D�
	��	
� π′ &#, j' < π′ &#, k' <

π′ &#, i' *�
 ��� i ∈ N\ {j, k} .

,��
� ( βπ &N�, C
′' G βπ

′

&N�, C
′' .

&���' �' ,��
� ( A��	 ��	mcstp � ��	 ���	 %	 ��� &N�, C
′' *
�� ��	 �������(

7	� G  	 ��	 �	� �* ��	��� i ∈ N ���� ���� �
� &k�, k' � � ��	 ��E�	 ���� � t

*
�� i �� #( 7	� G G N \G( C���	 ���� G �G ∅ ��� G �G ∅  	����	 k ∈ G ��� k� ∈ G(

B	 �
��	 ���� βπi G βπ
′

i *�
 ��� i ∈ G. -�	 ���	 i ∈ G ���  	 �
��	� � � ����


%�� ��� %	 ��� �(

B	 /��% ���� tπ G t. �	����	 �* ��	 �	<���� �* βπ ��	
	 	0�� r� ��� r� ���� ����

5:



5( .
�� A�	� 5 �� A�	� r� ��	��� � G �	�	�� �
�� � tG� ���	�� as,πi ∈ tG *�
 ���

s G 5, ..., r� ��� ��� i ∈ G.

��� �
�� � tG ���	  		� ��� �����	�	�� � A�	� r�� ���	�� tG ⊂ A
r�,π

.

"( .
�� A�	� r�J5 �� A�	� r� ��� ��	��� � G �	�	�� �
� &k�, k' , ���	�� asi G &k�, k'

*�
 ��� s G r� J 5, ..., r� ��� ��� i ∈ N.

��� �
�� � tG ∪ {&k�, k'} ���	  		� ��� �����	�	�� � A�	� r�� ���	�� tG ∪

{&k�, k'} ⊂ A
r�,π

.

;( ,	��	� as,πi G &#, j' *�
 ��� i ∈ N ��� γπ G r� J 5.

$� � 	��� �� �		 ���� tπ
′

G &t\ {&k�, k'}'∪{&#, k'} . �	����	 �* ��	 �	<���� �* βπ
′

�

5( .
�� A�	� 5 �� A�	� r� ��	��� � G �	�	�� �
�� � tG� ���	�� as,π
′

i ∈ tG *�
 ���

s G 5, ..., r� ��� ��� i ∈ G.

D�
	��	
� as,π
′

i G as,πi ��� ps,π G ps,π
′

*�
 ��� s G 5, ..., r� ��� ��� i ∈ G.

��� �
�� � tG ���	  		� ��� �����	�	�� � A�	� r�� ���	�� tG ⊂ A
r�,π

.

"( .
�� A�	� r� J 5 �� A�	� γπ
′

��� ��	��� � G �	�	�� �
� &#, k' , ���	�� asi G &#, k'

*�
 ��� s G r� J 5, ..., γπ
′

��� ��� i ∈ N.

7	� i ∈ G. -�	��

βπi G
r��

s��

ps,πc′as,πi
J

r��

s�r���

ps,πc′as,πi
J pγ

π,πc′
a
γπ,π
i

G
r��

s��

ps,πcas,πi J

�

5−
r��

s��

ps,π

�

ck�k.

D�
	��	
�

βπ
′

i G
r��

s��

ps,π
′

c′
a
s,π′

i

J

γπ
′

�

s�r���

ps,π
′

c′
a
s,π′

i

G
r��

s��

ps,πcas,πi J

�

5−
r��

s��

ps,π

�

ck�k. �

,��
� �( βπ
′

&N�, C
′' G ϕ &N�, C

′' .

&���' �' ,��
� �( -�	 �
��* � ��������� �� ��	 �
��* �* )��	 5 ��� �	��	 %	

��� �( �

5!



,��
� (I ϕi &N�, C' G ϕi &N�, C
′' J

c�j−ck�k
|N |

*�
 ��� i ∈ N (

&���' �' ,��
� (( 7	� C ′′ ∈ CN �	<�	� �� c′′�i G c�j ��� c′′il G cil *�
 ��� i, l ∈ N (

A��	 ϕ ����<	� ESEC� �
 ��� i ∈ N,

ϕi &N�, C
′′' G ϕi &N�, C

′' J
c�j − ck�k
|N |

A��	 t � ��mt � &N�, C
′′' ��� &N�, C' ��� ϕ ����<	� IIT � ϕ &N�, C

′′' G ϕ &N�, C'(

�

B	 ��% �
��	 ���� βπ &N�, C' G ϕ &N�, C' � )��	 ;( .�
 ��� i ∈ N

βπi &N�, C'
���� �
G βπi &N�, C

′' J
c�j − ck�k
|N |

���� �
G βπ

′

i &N�, C
′' J

c�j − ck�k
|N |

���� �
G ϕi &N�, C

′' J
c�j − ck�k
|N |

���� �
G ϕi &N�, C' .

�	���0���������I B	 ����/ A( -F� ��� �( ���8��	8�1�8 *�
 �	��*�� ����	���(

.������ �����
� *
�� D���	
� �	 )	��� � -	������NO� ��� .�1�� ��
���� �
���

�)�"##:�#;3:3�)#"�#5 ��� *
�� P���� �	 ����� ��
���� �
��� ��$1$-#=�P$�;=";!#��

� �
��	*���� ��/��%�	��	�(

 �'����	��

456 �( �	
�������� ��� 7( 7�
	�8�� � ��������	�
�� 	����	�� �� ��� ���� ��	
�

���� �������( D���	������ D	����� �* ��	
����� �	�	�
�� 9! &"##3'� ;!;�3#;(

4"6 �( �	
�������� ��� 7( 7�
	�8�� ���
�	� ���
�
��
	 
 ��� ��������	�
�� �	��

	����
	��� �
�� ���� ��	
� ���� ��������( ������ �* ��	
����� �	�	�
�� 5;@

&"##9'� 5#5�559(

4;6 �( �	
�������� ��� 7( 7�
	�8�� �� ������	�
�� ���� ��	
� ���� �������� �
��

������ �����
��
��( C���� �	�	�
�� 7������ 99 &"##:'� @3@�@9@(

436 �( �	
��������� 7( 7�
	�8�� ��� A( 7�
	�8��.
	
	� ��� �	�
�� �� ���� �����
�

	� ���� 	��
�
�� ����� 
 �

��� ���� ��	
� ���� ��������( D�	� &"##:'(

����� �	 �� ����IQQ%	 �(����(	�Q� 	
����Q
	�	�
��(����(

"#



496 �( �	
�������� ��� A( 7�
	�8��.
	
	� ���
�
��
� ��
����� ��	���� ����� 
 �

�

��� ���� ��	
� ���� ��������( ��
��	�� ���
��� �* ��	
������ �	�	�
�� 5:9

&"##:'� ":!�"!:(

4=6 �( �	
�������� ��� �( ���������� � �	
� ���� 
 �

��� ���� ��	
� ����

��������( ���
��� �* ������� -�	�
� 5;@ &"##@�'� ;"=�;9"

4@6 �( �	
�������� ��� �( ���������� ��� ���
�
��
� TU �	�� 
 �

��� ����

��	
� ���� ��������( $��	
������� ���
��� �* ���	 -�	�
� ;= &"##@ '� "";�

";!(

4:6 �( �	
�������� ��� �( ���������� ���
�
�
�� 
 �

��� ���� ��	
� ���� �����

����( ���
��� �* D���	������ �������� 39 &"##!'I ;:�3"(

4!6 )(�( �
�� � ���� 	����	�
� ��� 	 ��	
� ����� � �	�� �������
� 	����	��(

C	�%�
/� = &5!@='I ;;9�;9#(

45#6 �( ����������� �( ,��8���� ��� ,( D����� ��	�
� ��� ���� �� 	 �	�	�
�� ���

��� ( D�	� &"##:'� ��	 ���	
���(

����� �	 �� ����IQQ%%%(
�*(
�	(	��Q�	���Q*������Q�����(����(

4556 �( ���������� ��� ,( D����� ��	�
� ��� ���� �� 	 �

�	� ���� ��	
� �����

����� ��� ��� �����
�( D�	� &"##:'� ��	 ���	
���(

����� �	 �� ����IQQ%%%(
�*(
�	(	��Q�	���Q*������Q�����(����(

45"6 �( ��
��/�� � !
���� �������� �

�	�
� "����� 	 ����	
 �

�	� �������#

"
 $%���#( �
��� D�
���/	 �

����	�	�/	 A���	����� ; &5!"='� ;@�9:(

45;6 �( �
��8	� A( D�
	��� ,( C�
�	� ��� A( -F�� ��� &��	��� ��� ���� ��	�
� 


�

��� ���� ��	
� ���� �
��	�
��( -�	�
� ��� 1	���� 9= &"##3'� 3@�=5(

4536 �( 1���� ��� �( 2�
� $��� �����
�
��' ���
����� 	� �

��� ���� ��	
�

���� �	���( ���	� ��� ������� �	����
 3: &"##3'� "";�"3:(

4596 �( 1���� ��� 1( D��
�� (

��� ���� 	�����������( D�	� &"##:'� B�
%�/

���	
���(

45=6 �( .	��/���� A( -F�� ��� A( D���� � ��� 
������
��� ���� 	� ��� ���	� ���	
�


� ���
�	�
� ���� �� �

��� ���� �����
� ��������( D�	� &5!!3�'� -� �
�

���	
���(

����� �	 �� ����IQQ�
��(���(��Q���%(��K<�G;##"

"5



45@6 �( .	��/���� A( -F�� ��� A( D���� (

��� ���� ��	
� �����
� ���������

��� �������
�	� ���� 	� ��� ������	�
%�� ����( D�	� &5!!3 '� -� �
� ���	
�

���(

45:6 7( 2
��/��� � ��� �������� ��	
� ������� �� 	 ��	�� 	� ��� ��	���
� �	����	

�������( �
��		���� �* ��	 ��	
��� D���	������ A��	�� @ &5!9='� 3:�9#(

45!6 ,( C�
�	� A( D�
	��� ��� A( -F�� (

��� ���� ��	
� ���� �	��� 	� �����

�	�
� �����
� 	����	�
� �������( ��
��	�� ���
��� �* ��	
������ �	�	�
��

593 &"##3'� :3�!@(

4"#6 �()( �
�� �������� �����
� ����� � 	� ���� ����	�
%	�
��( �	�� A���	��

-	�������� ���
��� ;= &5!9@'� 5;:!�53#5(

""


