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� ����
� �� �	 ����* �" ����
� �
���
� �
� ��
�* �F 

��"�"���� ������ �������� �� 
� ����
� �� �	 ����������R�����#����� �"
��
����
� ����� 
�� �	 "��#
���� 
�� �" �� ���$

+" �	� �� �� ���������
������ ���� ����
� �����#����� C 
�� �	 ����
���

������� ����B� �	
� �� d � � �� 245� �� 	���� d�b��� � �B �	�"��
�
d�b���
bε

� �
γ−α

�

� �" γ − α > �$ +� ���	 ����'� �	
�� �� 28 5�2885� �	 "�������� �����������
	����$

����������
 � &���� �� 	��������� d � �' ������� "#
 ����� �� $��������
���� 	����	���� ����� s∗�t� �$ �� ���������	���� 	����%

s∗d���t� �
bε

� � bε
,�	����� �� �	��� �$ Ks�t� ���

�	� �	 ��� ����� 
� ��� ;������	 ���������� �� �	 �
���"
����� �"
����
� ���� �	 �������� �� �	 ����������R�����#����� �" ��
����
� �����
�� ��� 
���#�
��� �� 
� ����
� �� �	 #
����
� ������� �" ����
� �����$
��� '
#��� �	 �
�* �" 
#
��� ����� ��
��� ���� ��� �
�� �	 #
����
�
������� �" ��
���� �����
� #
��	� 
�
���� 
 ��
���
����� 
�� �	 �������� �� �	
��#�� �" "����� 
�
��
�� "�� ����� ����	� �� �	 ���#
 ���� ��� �
�� �	
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#
����
� ������� �" ����� �� �
��	 #���� 
���$ +� �	�� �
�� ����
� �����
���� ��� ���
� ����
��� ������� ����� "�� �	 �
���"
����� �" ����
� ���� 
��
�
������
���� ���� � �����
�� 
�� ���	 �	
� � > s∗�t� > �� �	
��� �	 �
��
�" Ks�t� ��$

9���� �	
� ����
� �
������
���� s∗�t� �� 28 5�2885 �� 2����� �
�����5 
 ��������
���
���� "������� �" �	 �
�
#�� d� �	��	 #
���� �	 ��� �" �������
���
������ ���� B 
� C$ �	�"��� �� 
��
�� 	���� s∗�t� < s∗d���t�$ +" 
����

�#�� �	 ����������� �� �
���"� ����
� ��� 2�� �� ��#���
� "�� �	�� �����
�
����5 �	����	 �	 ����������R�����#����� �" ����
� ����� 2$�$ 
 ��
���
����
�� �������� 
� 
 ��������� �" 
 #
��	 �� �	 ����� 1��5� �	� �	 ��� �"
����
� �
������
���� ���� � ����� �	
��� �	 �
�� �" Ks�t� ��$

 !�
����� �� ������ ������� ���������
 �
�
����"���
� �
������

;�� �" � 	
� �������� ��� ��#�� ����1�
����� �" "�������� F � G 
�� H�
�	� #
� '��� #������ ��
�� ��
�� 
�� ������ ��
��$

�	 "�������� ����� ������� �	 �������� �" ������
��� 
���7� ����
���� 
���� �	 ��
-������ ���� ���
#��� 2!5$

����������
 � (���� �� ��	)�������� �$ "*
' �� �	���� �$ �� ������� $�������
& 	�� �$ Ks 	�� ���������� ������	���� ��� ������� �	� �$ ���� ����� ��� ���	��
��	��� K�

s 	�� K�
s ��� �	� K�

s > K�
s ' ��� K�

s �	����!�����	��� K�
s + �	� ��

K�
s �� 	 ������� ��	��

�	 "�������� ����������� �1�� ����
� �
���
� ���
#��� �������� "��# �	
��# 
����
���� �	���� �" �	 ������
��� 
��� ������� �� .���������� 285$

����������
 � ,$ γ − α > �' ����	� �	���	� ���	���� 	�� ����� ��%

�

Ks �


−ηKs�

Kγ−α
s

���bε�Kγ−α
s −d�b���

�β
�
�

bεKγ−α
s −d�b���

���bε�Kγ−α
s −d�b���

�δ
�Kαβ�γδ

s − ηKs

28�5

$��' ������������' Ks ≤
�
d�b���
bε

� �
γ−α

	�� Ks >
�
d�b���
bε

� �
γ−α

�

,$ γ − α < �' ��� 	�� ����� ��%

�

Ks �

 �
Kγ−α
s

���bε�Kγ−α
s −d�b���

�β
�
�

bεKγ−α
s −d�b���

���bε�Kγ−α
s −d�b���

�δ
�Kαβ�γδ

s − ηKs

−ηKs

28?5

$��' ������������' Ks ≤
�
d�b���
bε��

� �
γ−α

	�� Ks >
�
d�b���
bε��

� �
γ−α

�

9���� �	
�� �" d � � 2�	
� �� ��
����
� 
�� ����
� ����� 
� ��� ����������5�
�	 ���
#��� �" ����
� �
���
� 
���#��
���� ���#&
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Ks �
�bε�δ

�� � bε�β�δ
�Kαβ�γδ

s − ηKs 28@5


�� �	 ������������ ���
#�� ���#� 
� ������� �� �	 "�������� ������
������$

����������
  &���� �� 	��������� �$ �� -������ ���������	������ d � �'
�� �	��� $�	����� �$ ���	���� 	�� �� $�������� "�	����� �� ���� �$ �� ��!
�������� γ − α ��
%
	
 ,$ αβ � γδ < �' ���� ����� ��� ���	�� ��	���%

Ks �

�
η�� � bε�β�δ

�bε�δ

� �
αβ�γδ−�

	�� Ks � �

��� �� ������� 	����	��� Ks "�� ���	�� ��	�� Ks � � �� ���������
 �	�����
�� �����	� �	��� �$ Ks > � ���
�
 ,$ αβ � γδ � �' ��� �� ���	�� ��	�� Ks � � �� �� ��� �� ���	�� ��	��� ,�
�	������	�'

��.
 �$ �bε�δ

���bε�β�δ
< η' �� ������� ��	��� �� ���	�� ��	�� Ks � �+

��/
 �$ �bε�δ

���bε�β�δ > η' �� ������� $������ 	 ��	)������ 	���� ��� �� �	��� �$

Ks ����� ����0������ "�	� �� Ks → �∞
 	� �� �����	�� �	�� �bε�δ

���bε�β�δ
− η�

+" ����
� ����� �
���� ��������� ��
����
� ��� �� �	 �
���"
����� �" ����
�
���� �	� �	 ����#� �
� "����� 
 �������� ��
-����� �	� �	 ����* �"
����
� �
���
� ���������� ������ �
����� ����
� �
������
���� 
�� ��������
����
���������
� ���$ �	� �	� �� ��# ��� �" ���������
������ ���� C 
��
B� �	
� �� d > �� ���
#��� ���# #�� ��#����
�� 
�� 
� �	
�
����=� ��
�	 "�������� ������������$

����������
 # &���� �� 	��������� �$ ���������	������ d > � 	�� �$ γ−α > �'
�� ���	���� 	�� �	�	�����1�� �� �� $�������� ����������%

.� �� ���	�� ��	�� Ks � � �� 	��	�� ���	��� 	���	����� "�	����� �� �	��� �$
�� ���������� αβ � γδ ��
�

/� ,$ αβ�γδ < � ��� �� ������ �$ ���	�� ��	��� ���Ks > � �� "�������	���

1��� "��� 2����� .
 �� ��� "��� 2����� /
+ �$ ��� ���	�� ��	��� K�

s 	�� K�
s

"K�
s < K�

s 
 �����' ��� K�
s �� 	���	����� ���� K�

s �� ����������

3� ,$ αβ � γδ � � ��� ���� ������ 	� ��	�� 	 ���	�� ��	�� ��� Ks > �+
$���������' �� ������ �$ ���	�� ��	��� ��� Ks > � �� ��� "��� 2�����
3
 �� ����+ �$ 	� ��� �� ���	�� ��	�� ������' ��� �� �� ���������+ �$ ����
���	�� ��	��� K�

s ' K
�
s 	�� K�

s "K�
s < K�

s < K�
s 
 �����' ��� K

�
s �� 	���	�����

���� K�
s 	�� K�

s 	�� ���������� 2��	���' �$ �bε�δ

���bε�β�δ
> η 	�� �� �����	�

�	��� �$ Ks �� ���	��� �	� K∗

s ' ���� K∗

s �� �� ���	�� ��	�� ��� ��
����� �	��� �$ Ks' ��� ���� ������ 	� ��������� ���������� �����
�	� ��� �����	���� ����!����� 	���� ��� s→ bε

��bε �
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���� ��� �� ���
� ��
����
� ����� ���	 ����
� ��� "�� �	 �
���"
�����
�" ����
� ��� �� �� ��#���
� "�� �	 �����
���� �" 	�#
� ����
�������

�� �" 
� ����
� �� �	 ����* �" ����
� �
���
� Ks 	
� �	 F�� �� �
�� �	
������������ �" ��# ���� �� ����
� �
������
���� s�t� ��
��� �� �	
� �" ��#
���� �� �	 ���������� 
�� �����#����� �" �	 ����
� ����� �	� 
 ��
��
��
� �	� Ks � � �� 
��
�� ���
��� 
���
����& �	 ���* '���� �" 
� ������ �"
�	 ���� ����* �" ����
� �
���
�$ ���	 ���* �
� � �
��� �F ���� �" ���
��
���������� 	���� 
� �� ���� � ������ ��� �
��$

���� �	 
���#����� �" ���������
������ 2d > �5 
�� �" γ − α < �� �	
���
#��� 
� �	
�
����=� �� �	 "�������� ��������&

����������
 $ .� �� �	��� �$ Ks 	��	�� 	����	��� 	 ���	�� ��	�� �	���

����� �	� �� ����� �����
�
d�b���
bε��

� �
γ−α

"��� ����������� 4
' �	����� ��

�	��� �$ �� ���������� αβ�γδ ��� 5���� ������' �� ����� �$ ����	� �	���	�
Ks �	���� ���� ����0�������

/� ,$ αβ � γδ < �' ��� �� ���	�� ��	�� Ks � � �� 	��	�� ���������+ ����
������ 	� ��	�� 	 ���	�� ��	�� ��� ��� Ks > �+ �� ������ �$ ���	�� ��	���
��� Ks > � �� "�������	���
 ��� "��� 2����� 4
 �� ����+ ���	�� ��	��� ���
	� ��� ����� 	�� 	���	����� 	�� ���� ��� 	� ���� ����� 	�� ����������
6	����� �� �����	� �	��� �$ Ks ��' �� ������� 	����	��� 	 ���	�� ��	��
��� Ks > ��

3� ,$ αβ � γδ � �' ��� �� ���	�� ��	�� Ks � � �� 	��	�� ���	��� 	���	�����+
�� ������ �$ ���	�� ��	��� ��� ��� Ks > � �� 1��� "��� 2����� 7
 �� ���
"��� 2����� 8
+ �� ���	�� ��	��� ��� 	� ��� ����� 	�� ��������� 	�� ����
��� 	� ���� ����� 	�� 	���	�����8�

,��	 �����
� ����#��� 
� 
 ����
�� ��� ��� 
 ��P���� ��������� "��

� �������� 
�� �������� �����	 �" �	 ����* �" ����
� �
���
�$ 9���
��

�� ��P���� ���������� 
� 
� "������&

γ − α > �

�bε�δ

�� � bε�β�δ
> η

αβ � γδ � �

�	� �	� ���������� 	���� �	 ������ ��
�Ks � � �� 
��
�� ���
��� 
���
��
���B 	����� �	� �	 �����
� �
�� �" Ks �� 	��	 ����	� �	 ����#� "������

80
��� �" �
�
#��� �� %���� �& α � �.�� β � �.�� γ � �.�� δ � �, ε � �.�� η � �.���
b � �� d � �.��� %����  & α � �.�� β � �.	� γ � �.�� δ � �, ε � �.�� η � �.
�� b � �� d � �.���
%���� #& α � �.�� β � �.	� γ � �.�	� δ � �, ε � �.��η � �.�
� b � �� d � �.�.
��� α � �.�� β � �.�� δ � �.��, γ � �� ε � �.�� η � �.��� b � �� d � �.�� � ���
��
�	� ������� 1'� ������ �" �������
�� K∗

�
� �.
� 2
���
����5� K∗∗

�
� �.�� 2�������5�

K∗∗∗
�

� �.�
 2
���
����5$
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-����� 
���� �	��	 Ks → �∞$ �� ��
�� 
���� 
���� ���	 ��
-����� �
	
� �	
�&

s→
bε

� � bε


�� �	 L�
���� 28�5 (����) 2"�� Ks → �∞5 �� �	 L�
����&

�

Ks �
�bε�δ

�� � bε�β�δ
�Ks − ηKs

�	��	 �������� ���	 �	 L�
���� 28@5 ��������� ����
� ���
#��� ���� �	
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�
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���� �	 
���#����� d � � 
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���#����� d > � ���#
(��� ��#��
�)$ �	�� ����� �� #�� ��*�� �" b 
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� �
���
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���� �
� η �� ���$ �� ������ ��� 
����
b #
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+� ������� �������� � 
���� �	
� �� �" �	 #
�� ��
��#������ #�	
���#�
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� � �	 ������ �� �	 ��#
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����� 	�# �� �
���"� 

�
�� �" ����
� ��� ��#��� ��������� �� �	 �� "�� �	
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��#���
� �	 �����
���� �" ����
� ����
�����$ ��� '
#��� 
 �����
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��� �
���� #
�*� ������������ �	
�� 
� �	 #
��� ���� #
�
����� �� 
 #�� ��������"�� ������$ �	 	��	 '����� �� �	 ���*� �" -�� ����

�� ����#����� ��#����#�� �
��� �	 �����
���� �� "���� ����#�� #
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��� ���� ��	
��� 
�� ��� ��"����1���� #�� ���������� ���
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� �����
� ��
����
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�������� ���	 
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�� ������
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� ������� �
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���� ������� �� ������ �$

+� �	�� ������ � ����� �	 ���
#�� F��� ���
�� �� �	 ������������
�" '������ ��	���
� ������� T �t� �� �	 ���������� "������� �" �	 ����
�
����&

Y �t� � T �t� � ��− s�t�� �Kα
s �t� 2845

�	� �	 �����	 �
� �" T �� 
���#� �� � ���� �� �	 L�
����&

�

T �t� � σT �t� 28E5

�	� σ �� 
 �������� ������� �
�
#�� ��������� �	 �����	 �
� �" T $
+� ���	 ����'�� �	 ��# 
����
���� �	��� s∗�t� �� �	 ������
��� 
��� ��
������� �� �	 "�������� �����������$

����� * ,$ �� ���������� $������� �$ �� ����	�� ���� �� ����� �� ".7
' ���
������� "#
 	����� �������� 	�� �� ���� 	����	���� ����� s∗�t� �$ �� �����!
����	���� 	���� ��%,$ γ − α > �

s∗�t� �




�' �$ Ks�t� ≤

�
d��b����T �t�

bε

� �
γ−α

bεKγ−α
s �t�−d��b����T �t�

���bε�Kγ−α
s �t�−d��b����T �t�

�$ Ks�t� >
�
d��b����T �t�

bε

� �
γ−α

28A5

,$ γ − α < �

s∗�t� �





bεKγ−α
s �t�−d��b����T �t�

���bε�Kγ−α
s �t�−d��b����T �t�

' �$ Ks�t� ≤
�
d��b����T �t�

bε��

� �
γ−α

�' �$ Ks�t� >
�
d��b����T �t�

bε��

� �
γ−α

28J5
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�	� �	 �������� �" T �� ������� �� �	 ��F����
� L�
���� 28E5$ 9��

�	
�
�

Ks � � "�� Ks � � 
��� �" αβ � γδ < �, 
���� �	 ��
�	 �" �	 "�������&

Ks �

�
�bε�δ

η�� � bε�β�δ

� �
�−αβ−γδ

� T
β

�−αβ−γδ 2� 5

�	��	 �� ����
���� �� T. 9�� �	
� �� 	����
�

Ks < � 
��� �	 ���� 2� 5 
��
�

Ks > � ���� ��$
�	 �
��� "
���� �" ���
#��� ���� �	 
���#����� �" �� ���������
������


� ������� �� �	 "�������� .����������$

����������
 + 9��	���� ".*
 	�� �� $�������� ����������%
�� ,$ αβ�γδ < �' ��� ��� T 	�� Ks ���� ������ ����� "���� 	��

t→�∞
T �t� �

�∞ 	�� 	��
t→�∞

Ks�t� � �∞
 	���� 	�� ��	)������ ��	����� $��� 	 �������� ��������

�����	� �	��� �$Ks. (���� ���� ��	)��������' ���� ������ 	 ��	)������ �����������
�� �� � �	����%

Ks �

�
��− αβ − γδ��bε�δ

�βσ � η��− αβ − γδ�� �� � bε�β�δ

� �
�−αβ−γδ

� T
β

�−αβ−γδ 2�85

	���� ��� �� ����� �	��� �$ T 	�� Ks 	�� ����� ��%

�

Ks

Ks

�
β

��− αβ − γδ�

�

T

T
. 2��5

����
�

T/T � σ �� 	��������� 	��
�

Ks

Ks
>

�

T
T

�$ 	�� ���� �$ β
�−αβ−γδ > ��

(���� �� ���	����� ��	)��������' �� ����� �	�� �$ Ks 	����	��� �� �	���
����� �� "//
 	� t→ �∞ "��� 2�����?:
�
�� ,$ αβ � γδ � �' ��� 	� �������� �������� �$ ".*
 �	� �� �	����	��� %

Ks�t� �
Ks���e

A��T ����βeβσt−ηtβσ
βσ

e
A��T����β

βσ

���� A � �bε�δ

���bε�β�δ
	�� Ks��� 	�� T ��� 	�� �� �����	� ���������� �� ����	�

�	���	� 	�� ��������� "��� 2�����@ #
�

������ �	 1��� �
�� �" .���������� �
� � ����� �� �1���� 
 �� �
���

��&

x ��
Tβ

K
�−�αβ�γδ�
s

2�?5

?0
��� �" �
�
#���& α � �.�� β � �.
�� γ � �.
� δ � �.�, ε � �.�� η � �.�
� σ � �.�,
b � �.�.

@��#��������� �" K�. 0
��� �" �
�
#���& α � �.�� β � �.�� γ � �.��� δ � �, ε � �.��
η � �.�	� σ � �.�, b � �.�. +����
� ���������& K���� � �, T ��� � �.�
.
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x �
Tβ
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�−�αβ�γδ�
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�β

�

T

T
− ��− �αβ � γδ��

�

Ks
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� � 2�@5

� x

�
�βσ � η��− αβ − γδ��−

�bε�δ

�� � bε�β�δ
��− αβ − γδ�x

�
2�45

;L�
���� 2�45 	
� ��� ��
����
�� ��
��&

x∗ � � 
�� x∗∗ �
�βσ � η��− αβ − γδ�� �� � bε�β�δ

��− αβ − γδ��bε�δ

9���� �	
�� ���� αβ � γδ < �� �	� x∗∗ > � �� ����
��� 
���
���� �� �	

������� x�
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�
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����$
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2
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��� ���
���� 
�� �	� ���#� �1������� ����
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#�� ��� ���� ���� �������������� ������
 � �
� �

+" d > �� �	� ����
� �
������
���� s∗ ����� �� �	 �
��� �" T 
�� Ks 
��
�
� 
���# �	 �
��  $ +� �
������
�� �	 ��
�	 �" �	 "�������&

Ks �

�
d�b� ��T

bε

� �
γ−α

2�E5

��
�
��� �� �	 ��
� �T,Ks�� �	 ����� �	� s∗ � � 2���� �	 ����5
"��# �	
� �	� s∗ > � 2
��� ��5$ 9�� �	
� �	 "������� 2�E5 �� ����
����
2���
����5 �� T �" γ − α > � 2���������� �" γ − α < �5$

+� �	 ����� �	� s∗ � �� ����
� �
���
� ���
#��� 
� ���� ��
�

Ks �
−ηKs < � 
�� �	 ���� �" ��
-������ dKs

dT
� −ηKs

σT
�� ��
���B �	�� �#����

�	
� 
���� �	 ��
-������ ���� �	 ���� 2�E5� T ����
�� 
�� Ks ���
��$
���� �	 ���� 2�E5� ����
� �
���
� ���
#��� 
� ���� ��&

�

Ks �

�
Kγ−α
s

�� � bε�Kγ−α
s − d�b� ��T

�β
�

�
bεKγ−α

s − d�b� ��T

�� � bε�Kγ−α
s − d�b� ��T

�δ
�TβKαβ�γδ

s −ηKs

2�A5
�	� T ����� 
�������� �� �	 ��F����
� L�
���� 28E5$
�	 �
��� "
���� �" ���
#��� 2�A5 
� ������� �� �	 "�������� .�������

����$

����������
 �, ,$ γ−α > �' ��� �� ������ ����� �� ����� "/8
 �� ����������
���	��	�� ����� ���	����% ����� ��	)������ �������� ��� ������ �	���� ��	�� ���
(���� �� ��	)�������� ����� �� ����� "/8
' �� �	��� �$ Ks 	����	��� ; $��
t→ �∞ "��� 2����� *
�

,$ γ − α < �' ��� �� ������ 	���� "�����
 �� ����� "/8
 �� ����������
���	��	�� �$ σ/η�α−γ� ≥ � "������������' �$ σ/η�α−γ� < �
+ �� 	�� �	��' 	����
����� ��	)������ �� �	��� �$ Ks 	����	��� ; $�� t→ �∞ "��� 2�����4 .; 	��
.. 
�

������ �� �	�* �	 ������ �� ������� ���
��
�� �" �	 ��� ���� ��

��� �	 ���� 2�E5� � 	
� ��#��� �� ��#�
� �	 ���� �" �	 ��
-������
dKs

dT
� −ηKs

σT
� �
��
�� 
���� �	 ���� 2�E5� 
�� �	 ���� �" 2�E5$ �� ����

�	 ������ 
���� �	 �������� �" Ks� ����� �	
� �� �	 �� �	� s∗ � � ��
	���� dKs

dt
� −ηKs 
�� ����L����� Ks�t� � Ks��� � e

−ηt� �	� Ks��� �� �	
�����
� �
�� �" Ks$ ���
���� ��� �	
�� �� �
� γ − α < �� ��� ��
-����� ���
�1������� �� �	 �� ���� �	 ���� 2�E5 �� �� �	 �� 
��� ��B �� 
�� �
��
���� T → �∞� �	 �
�� �" Ks 
����
�	�  $

�	
��� �	 ���� �" �	 '������� γ−α ��� 
���� �	 ��
-������ ��������
�	 ���� 2�E5 � ���� �	�� �	
� �	 �������� �" Ks �
� �
* 
� ������ ��
�	
�� ��F����� "��# �	 �
� ���	��� ���������
������$

40
��� �" �
�
#��� �� %���� +& α � �.�� β � �.
� γ � �.
� δ � �.�, ε � �.�� ηS $ E�
σ � �.��, b � �� d � �.�, %���� �,& αS $?� β � �.
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