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����
 ��� ��������� �����6��
 ���� ����������	 ρf ��� ��� ������� �
��
)#< ��� $����$ ��� ����

������ $�*��
 ������� 
��
������
 �� ������ ������%
 ��$ �� ��� '(�$ ������%+ ����6��)

D�����%
1 ��
�����
 �����6� ������	 ���� ��%��� ����
+ �
 � �������� �� ���� ������ ��$ ���

������ �� ����
 ��$�) ���	 ��
� ������ ������	 ���� �����6��� ����
+ ��$����$����	 �� �����

������+ 
� ����� �
 � ���� �(��������	) ?����'����	+ ��� ������	 $���6�$ ���� ��%���+ �� �����6���

� ���� �� ������ q �
 u (q)+ �� βu (q)+ ��
�����6��	+ ����� β ≥ 0 ���
���
 ��� 
������� �� ���

���� �(��������	) >�6�� � ���������� ����� p+ ���
����
 $����$ ����
 �� ������ q (p)+ ���� ���

��
������ 
�����
 �� v (p) = maxq u (q (p))− pq (p)) E� ��� ��������� �� ���� 
������	 �������� �	

$������� qij = q (pij)+ uij = u (qij)+ vij = v (pij) ���)+ ��� ��� i, j ∈ {1, ..., n, f})

� 
����� ���
����1
 
�����
 ���� � ��6�� ����* �
 ���� ��� 
�� �� ��
���� ��� ������	 ����

��%��� ��$ �����6��� ����
 ����
 ��� 
��
�������� ���) -��
����
 ��%� ����� ������ �� ������%

��
�$ �� ����� ��� ���
���� ����������
 ��� 
����'� ������%
 ��$ ��� ��� 
�����
 ��
������ ����

��� ����*
 �� �*��)
#4Q����	 
��
�������� ���
 ��� �
�$ ������� ��

 �� ���������	 �� ��$�� �� 
������	 �������� ��$ �����
� ��� ����

����� ��$�� ���
�$������� �
 ��� 	���)
#I����� �!""I+ �#<8#4� �

���
 ���� ��� �����
���$��� ���

����
�������
 �� $����$ ��� 
����)
#M��� 
������ �� C�� �����
 �� ��� ��$�� ������
 ����� �!""I+ �#<)!4�)
#<?���� ��� $����$ ��������
 ���������$ �� ?������  ����� ��� ������+ ��� 6����
 ��� ρ ��$ ρ� ��� �� 
��

����������	 �
 ���� �
 ρ/ρ� ������
 ���
����) �� ��6� ���
�� 6����
 ��� ���
� ���������
 ����� ��
��� �� �����
���
���� 7��������
 ��� 
��
������)

5



� ������ �� ������% i ���� ������
 ��� ��������� 
�����
 ���� ��%��� ��$ �����6��� ����
 ��

��$ ���� ������ ������%
 ��$ ��� '(�$ ������%8

wi = ρM
n�

j��

αj (vij + βuji) + ρN

�
vif +

ρf

ρ
βufi

�
− Fi

= ρM
n�

j��

αjhij + ρNhif − Fi,

����� hij = (vij + βuji) ��$ hif =
�
vif +

ρ�
ρ
βufi

�
) E� �����( ��������+ ���
 ��� �� ������� �
!"

w = dMhα+ dNhf − F,

����� �� ��6� �����$���$ ��� �����( h = (hij)ij ��$ ��� 6�����
 w = (wi)i+ α = (αi)i+ hf =

(hif )i ��$ F = (Fi)i) ��������� ���
���� 
�����
 �� ������ ������%
 �
 ���� ��6�� �	

S =Mα′w.

-��
���� 
�����
 �� ��� '(�$ ��������	 ���%�� �C�� ��$ ��C ����
� �


Sf = NρfM
n�

i��

αi

�

vfi +
ρ

ρf
βuif

�

= Nα′ρfMgf ,

����� gfi = vfi +
ρ
ρ�
βuif ��$ gf = (gfi)i)

������ ������� �� �

��� ���� ���
����
 ���
�$�� ������ ������%
 �
 �*����� $�*���������$

���$���
 �� ��� 
���$��$ =�������� ��
����+ ���� n '��
 �� ���7��� 
�0� �� ��� ���%��) ���

��
������ �(���

��� ��� ���%�� 
����
 �


αi = α�i + σ
�

j ��i

(wi −wj) ,

����� α�i �������
 �(����� �
	�������
 �� .����$ ��	���	/+ �� ���
����
1 6��������
 �� $�*�����

������%
+ ��$ σ > 0 ���
���
 ��� $����� �� $�*����������� ������� ��������
1 �*��
)!# E� ���


���������
 �� 
�������� �*���
 ���%�� 
����
 ���� �� %��� ���
����)

������ �
� �������� D�����% i1
 ���'�
 ��� ��6�� �	

πi =Mαi



ρM
n�

j��

αjRij + ρNQi + Fi − fi



 ,

����� Rii = (pii − cii) qii ��� ������ ����
 ��$ Rij = (pij − cij) qij + (ai − cti) qji ��� �*���� ����


�� ����� ������ ������%
) C����������+ Qi = (pif − cif ) qif +
ρ�
ρ
(ai − cti) qfi ��� ���'�
 ����

��C ����
 ��$ C�� �����������) 9���� ���'�
 �� ��� ������ ������%
 ��� �� ������� �


Π =Mα′ (ρMRα+ ρNQ+ F − f) ,

!"C�� ���
� ��$ ����� ������������ $�����
+ ���
��� =������ �!""<��)
!#,(�
����� ��$ 
�������	 �� �7��������� ��7����
 ���� ������%
 �� 
�K������	 $�*���������$+ �� ���� σ �
 ���

��� �����) ?�� =������ �!""<�+ ?������ !)!�)
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����� R = (Rij)ij + Q = (Qi)i ��$ f = (fi)i)

��� ���'�
 �� ��� '(�$ ������% ���� C�� ����
 ���

πf = NρfM
n�

i��

αirfqf = NρfMrfqf .

����� ������� �
 ����

W = S + Sf +Π+ πf .

� 
������
� �
������� �� ��$�� ��� ����������	 ���������6� ���%�� ������� ���� ����

��
��� ���� ������ ������%
1 �*����� ����*
 
��� ���� �� 
����� ������% ����$ ��%� �� ������

��
 �*�� ��6�� ��� ����� �*��
) ��� �7��������� ������� $��������
 ���� �����
+ 
��
��������

���
 ��$ ��� ��
������ ���
���� 
�����
 ��$ ������% ���'�
) E� ��� �� 
���� ������� 
���$��$

������7��
 ���� �7��������� ���� �����
 �� ������ ������%
 ���� ��%� �� ��� ��������� ����8

pii =
cii

1 + β
,

pij =

�
j ��i αjcij

1− (1 + β)αi
, j �= i,

pif = cif .

,7����	+ �� ��� �� 
���� ���� �7��������� '(�$ ���
 ��� ��6�� �	

F = f − dNQ+ ρM
�
R̂−R

�
α,

����� R̂ =
�
R̂ij

�

ij
���� R̂ij = 0 �� i �= j ��$

R̂ii =
1

σρMHii
−

n�

j��

Hji

Hii
Rij .

=��� �� ��6� �
�$ (Hij)ij = (I − σdMBh)
−�B ��$B = (Bij)ij + ����� I �
 ��� (n× n)−�$�����	

�����(+ ��$ Bii = n − 1 ��$ Bij = −1 �� i �= j) D�����% i1
 �7��������� ���'� �
 ����$ �� ��

πi = α
�
i ρM

�R̂ii+ ��$ G���� �7��������� ���'�
 ��� Π = ρM�α′R̂α)

! ��� ����������


��� ��$�� $�
�����$ �� ?������ ! ���6� ��
 ���� ���������$ ���� $��� ���� ����� �!""<��

�!""<�� �!""<�� �!""<$�)

"�����# �
� ����
� $���������� :����� $����$ ��������
 ��� ����������������$ ����
 ��6�

���� ���������$ �
��� $��� ���� ����� ��� ��� 	��� !""M+ ����� ��
 ��� ����
� ���� 	��� �6�������)

�� �

��� I4)M ������� ������ 
��
������
 ������+ !""<$+ C��) ;)!M� ��� $����$ ###+"""

������� ���� ������
 ��� 	��� ������+ !""<$+ C��) ;)I#� �� �� �6����� ��� ������ ����� ��

5)< ����� ��� ������ �����) �����$��� �� ����� �!""<$+ C��) ;)5M�+ ��� �6����� ����� �� �

������ ���� ������ �� !""M ��
 #"); ���+ ��� N���� ������ �� ����������� �� �� ���	���� ���

��	�� � ��� ������� ������
 )���� ����	� �%������� �����% ���� ��� �������� � ��� ��������+ 6��

������	 
��
�������� ������
 ������+ !""<$+ �) !;;�) ?���� �� ������	 $� ��� ��
� �� �����$� ���

I




��
�������� ��6����
 �� ��� �6����� ��� ������ ���� �����+ 
��� ����
 �� �$G�
���� ���
 '����

��
� �� ����$) �� ��� ��� ���$+ �� ����$ ����� ���� ��� '���� 
����$ �����$� �� 
��
��������

��6����
 �� ���+ �*����6��	 �

����� ���� �������� 
��
������
 ����6� �
 �� ��� .����/ ���� ������


�����$�$ �� ����� ��������
 ���� ��������	 ����) ����� 
��� �������� 
��
������
 ��$�����$�	 $�

����6� �� ���
 ��	+ �� 
���
 ��%��	 ���� ���	 ���������	 ������ ����� ����
 �� �6��$ ������ .��� ��

���$��/ ��� ������ ���� �����
+ �� ��� ���$ �� ������
� ���� �(���
�6� ��������
 ����� �����$�

� ������ ������ �� .����/ ���� ������
)

����� �
 �� ��6���
�	 ����� ��	 �� $��� ���� ���
 �

��+ 
� �� ����
� 
��� ������6��	 ����


��6���6� �

�������
) �����$��� �� $��� ���6�$�$ �� ����� �!""<$+ C��) ;)!!�+ ��� �6�����

����� �� � ��� ������ �������� �� !""M ��
 ������� 3 "" ��$ 3 4" �������	) ?���� ����� ����

!<)< ������� �������� ��
�����
 �� !""M �
�� �����+ !""<$+ C��) ;); �+ �� �� ��%� �� �6�����


��
�������� ��� �� 3  " ��� �����+ ��$ �

��� ���� ��� ���� �� ���
 '���� �
 ��� ��
�� .
���


��������/+ ���� ��� �
������$ .��� ������/ ���� ��6����
 ������ 34+54I �������+ 
������	 ����

���� ���� �� �����1
 �������$ ���� ���
 
��
�������� ��6����
 �� 3##+5"" ������� ������+ !""<$+

C��) ;) <�) 2�6�$��� ���
 '���� �	 ����� ���� ������
 ��
���
 �� �� �6����� ����������������$ ����

����� �� 5)< ���)

:����� $����$ ��������
 ��� '(�$���������� ����
 ��6� ���� ���������$ �
��� $��� ���������

�!""<�� ��� ��� 	��� !""M) �� �

���   )";M ������� '(�$ ���� 
��
������
 ������ !� ��� $����$

# + "" ������� C�� ���� ������
 ��� 	��� ������ 5�+ �� �� �6����� ����� ��� ������ �� ##)I ���

������
 ; ��$ 5�)!!

�� �

��� �� ���
�����	 �� $����$ ��� ����������������$ ����
 �� −0.5+ ��$ �� ���
�����	 ��

−0.3 ��� '(�$���������� ����
) ���
� ��� ���
�
���� ���� �
������
 ����$ �� ��� ������ ����������+

��$ ���� ���
� ���
����$ �� ��� �� -���������� -����

��� �� !"" )! ?��������� ��
���
 ����

�� �

��� �� ���
�����	 �� $����$ �� −0.3 ��� ���� ����������������$ ����
 ��$ '(�$����������

����
 ��� ���
����$ �� ����( �)

��� ��������� ���
����� ��� 
������� �� ���� �(����������
 �β� �
 6����$ ������� '6� ��6��
+

���� 0��� ��)�) �� ���� �(����������
� �� ��� ��(���� 6���� �� # ��)�) ��� �����6��� ����	 �����6�


��� 
��� ������	 �
 ��� 
��$��� ����	�) �������	+ � 6���� �� �� ���
� ")5 �
 �����
���+ �6�� ��

�� ����� ��� 
��� .���������0�����/ �� ���� �(����������
 ������� ��$�6�$���
 �� .
����� �������

��������
���
/ ���� ��� �������)!;

������ ������� ������ 
��
��������
 �	 ������% �������� ��� !""M ��6� ���� ��%�� ����

����� �!""<$+ C�����) ;);!�) ���
 ��
���
 �� ��� 
��
������ ���%�� 
����
 
����'�$ �� �����  )#

�����)

!!���
 '���� $��
 ��� �����$� ��	 
��
�������� ��6����
)
! 2������� ��$ =����� �!""I� ��6� �������	 �
������$ $����$ ���
�������
 ��� ����������������$ ����
 �� ��
����)

���	 '�$ '���
����'�+ 
�������� ���
�������
 ������� �")!4 ��$ �");"+ ��$ �������� ���
�������
 ������� �");4 ��$
�#)#) L�����
 �
������
 �� $����$ ���
�������
 ��� ������ ���������$ ��$ '(�$���������� ����
 ���� ���
����$ ��
��� �� -���������� -����

���1
 N����
 �� ������
1 ��7���	 �� !"" �
�� -���������� -����

���+ !"" + �����
M)I�) ���
� �����$ ���� �");M �� �")M ��� ������ ���������$ ����
+ ��$ ���� �")"M �� �")4 ��� '(�$���������� ����
)
9���	 =��
��� 
�������$ �
������
 ��� ��� ��������� ���
�����	 �� ����������������$ ����
 �� ������� O")5 �� O")4
��� ��� �?�) ����� 
����$ ���� � ���
������ ����� ��� ��� ��������� ���
�������
 ��
 ������� O")! ��$ O"); ���
���� ����������������$ ��$ '(�$���������� ����
)

!;?�� =�����$ ��$ A����00� �!"#"� ��� � $�
��

���)

M



����� !%� &
��������� �
� ������ &�����' �(()
= > L�$����� �!!5 ������ ��������!4

?��
������
 ��� ;)5 #I)I !#)5 #4); #4)M
���%�� ?����
 �P� 5)<P ! )"P !M)"P !#) P !#)MP

��� ������ 6������ ������% ��������
 ��LD�
�+ 
��� �
 L����� ������ ��$ ��
�� ������+

��� ��� �����$�$ �
 ��$����$��� '��
 �� ��� ����	
�
)!I ��
�� ������ �
 � 5"�5" G���� 6������

������� �����R���� �! �� ��$ ��
�� ���+ ��$ ����� ���
 �
 � ������ ��� �� �!) L����� ������

��
 ���������	 �����$ �
 � G���� 6������ ������� �������� ��$ ��� L����� >����+ ����6�� ��

9�����	 !""; ��� L����� >���� ������ ��� �������� ��$ 
��
�7�����	 ������ ���� �� ���

L����� ��$�� >���� �� !""4)!M

>�6�� ��� ������%
1 ���%�� 
����
+ �� ��6� ���
�� � 6���� ��� ��� ������% $�*�����������

��������� �σ� �� ��� ��$���	��� =�������� ��$�� �� ��� 
����� �����)!< ��� ������ �� ���


��������� ��
 �� ��F����� �� ��� ��� �6����� ������� �
������
 �� �������
��
+ ��$ ������6��	

������ ��F����� �� ������
 �� ���'�
 ��$ ���
���� 
�����
 �� ��� �������
��
)

����� �
 ������ �
� �*�� 
�������� ����� �!""I+ �#<8#M� �

��� '(�$ ��
�
 ��� ������


��
�������� �� 3<5) M ��� 	���) �� ����� ��� �� '(�$ ��
�
 �� ��� ��$�� 
���� �� ���	 ��
�

�� �����$� ��� �6��$���� ��� 
��
������ ��
�
 ����$ �	 ������%
+ ����� ��� ������	 �����
�$

�� ���$
�� 
��
�$��
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 �� ��� $�������� �� 
������ ������%
 ��$

��� �������
);I �
 $�
�����$ �	 ���
����� ��$ ������ �!""<�+ �) <5�8

8#### 9��� ��� ������� ��
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 �6��$��� ��� ���K�������
 �

������$ ���� ���� �*���� ���� �����
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 ������� �� ��������6� �K�����	 ��$ �������) E� ��� 
���������
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