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	 	��	 �� ��� ��	����	�� ��� ���	�
� 	������	���� {yit}� ����� i �����0�� ��F����	 �	�	����
��� t �� 	�� 
������������ 	��� ���� 	�� 	������	��� �� ��
������ t = 1, . . . , T ��� i = 1, . . . , n-

@� ���
	�
�� 	���� ��� �� ������� ��	� �� 	�� ����� 	��	 ���� �	�	���� ����� ������� ��
���� ������

�	��� �	�	����- @� ��� ���
�
�	���� !,���� �	��	�� �� 'D(B� ���
� �����F &�	� ���� ��
� ����� ��

'CBB- �� �� ������� 	��	 �	�	��� i �	��	� �	 	��� ti, i = 1, . . . , n� 	��� ��
���� ��� �	�	��� i ��� ��
�

����
��
� ���� 	��� ti 	� T - !���� 	�� �	�	���� �� 	���� �	��	��� ����	 �� 	��	 t� ≤ t� ≤ � � � ≤ tn < T.
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��� �

��� ��	�� tn. �	 ��� ����	 �� 	��� 	���� ��� nt �	�	���� ����
��
� ��	� nt

������� ���� ��� 	� n. +�� ���	 ������
 ����
 �� 
������� �� �� 	�� ��

����� ����

yit = αi + β
⊤
i Dt + γ

⊤
i Xit + gi(t/T ) + εit,

����� i = 1, . . . , n ��� t = ti, . . . , T. ?���� Dt ∈ �d �� � ��
	�� �� �������
 ����� ������
��� Xit ���

� ��
	�� �� �������� 
������	��� ��� 	�� ����� 	���� εit ��	���� E(εit|Xit) = 0 �-�-- +�� ���
	���� gi(�)
��� ������� ��	 ����	�- +���� ��������	 	�� 	���� �� 	������	���� �	 
�
�	��� i. .� ���
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������ 	��	 gi(�) = g(�), �� 	��	 	���� �� � ����
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� ������� � �	������ ��� ��
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��� ��	��� 	��� ���������


������ 	� ���	�
�
�� 
�����2. +�� ������	�� ��
	�� θ = (α�, . . . , αn, β
⊤
� , . . . β

⊤
n )
⊤ �� ������� ���

���
����� 	�� �������
 ��� 
���
 �F�
	� ��� 	�� ��F����	 
�
�	����- +�� ����
 �� ��	 ����	�0�� ��

�	 �	����� ���
� ��� 
�� ��� � 
���	��	 	� ��
� αi ��� ���	��
	 	�� ���� 
���	��	 ���� g(�). 5��
����	�0
�	��� �� ������� 	��	

�n
i�� αi = 0, �� ���
� 
��� 	�� ���
	��� g(.) ��������	� 	�� 
�����
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�- ������� ���	��� ��� ��

��� ������� 	������	���� ���
���	�	��� ��� ���� ��		����-G

!�� ����
 ����
	
� �����	� 	�� ��������� �� 	��� ������� ���	��� 	���� 	������ 	�� ���
	��� g(�).
@� ����� 	�� �����	�	�
� �� ������� 	��	 T →∞ ��	 n �� 0,�� 1�� ��
	 n = 26 �� ��� ���
�
�	���2.

@� 
��

����� 	�� ����
 �� ����	 ��� 	�� ���
�
�	��� �� �� ��

���

yit = αi + β
⊤
i Dt + g(t/T ) + εit� 1)2

����� 	�� ����� 	��� ��� �� ��	���������	�
 �
���� i ��� �����

� 
����
�	�� ���� 	���-  �	 β⊤i =

(βi�, . . . , βid). .� 
�� ���	� 	�� ����
 ��

y = Aα+
d�

j��

Cjβj +Bg + ε, 182

����� y, ε �� 	�� nT × 1 ��	������� ��
	�� ��	� E���� �� �
�
� �� ������� �������	����� ���
� α ∈ �n,

g = (g(1/T ), . . . , g(1))⊤ ∈ �
T � ��� βj = (β�j , . . . , βnj) ∈ �

n- @� 	��� 
���� A,B ��� ��	��
��

�� 
��������
� ���������� �� E���� ��� ���� 	��	 ��J�
	 	�� 
������
�	� ��� ����������� �� ��

�

��� ��
��- +�� ��	��
�� Cj 
��	���� 	�� ����� ������
� Dj- +��� ��������	�	��� �� ��F����	 ����

�3��	��� 1)2 �� ��	����4 ���E ��� 6��E�
�E4���	���� 1)**A27 �	 �

��� ��� 	�� G�����������G �� ��	�

�� ���� �������	��� ���	� ��� ��������� � ����
� �
������
 �	��
	��� 	��	 �� �����
 �� 	�� ��3��
-

������� n = 2 ��� T = 3 ��� ��� ����
�
�	� 	��	 d = 0, �-�-� �� �������
 �F�
	- +���



y��

y��

y��

0

y��

y��




=




1 0

1 0

1 0

0 0

0 1

0 1




	
α�

α�



+




1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 1 0

0 0 1







g�

g�

g�


+




ε��

ε��

ε��

0

ε��

ε��




.
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����� ���
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.� 0��	 ��0�� 	�� 
�
�
 ���0
� 
���
����� �� 	�� 
�
�
 ������	�� η ∈ �>

L(η; t/T ) =
T�

s��

ns�

i��

�
yis − αi − β⊤i Ds − η

��
Kh((t− s)/T )

=
n�

i��

T�

s�ti

�
yis − αi − β⊤i Ds − η

��
Kh((t− s)/T ),

����� Is ����	�� 	�� ��	 �� �	�	���� ����
��
� �	 	��� s, ���
� �� �� 
������
�	� ns ��� �� �������

	�� �������� �� 	�� �	�	���� �� 
�����	��	
� 
�����- ?���� K �� � �����
 ���
	��� ��� h �� � �������	�

�� 	��	 Kh(.) = K(./h)/h. +�� 0��	 ������	��� ��	� �����
	 	� η �� ����� ��

∂L(η; t/T )
∂η

= −2
T�

s��

�

i∈Is

�
yis − αi − β⊤i Ds − η

�
Kh((t− s)/T ),

�� 	��	


η = 
gθ(t/T ) =
T−�

�n
i��

�T
s�ti

�
yis − αi − β⊤i Ds

�
Kh((t− s)/T )

T−�
�n

i��

�T
s�ti

Kh((t− s)/T )

=
T−�

�T
s��Kh((t− s)/T )

�ns
i��

�
yis − αi − β⊤i Ds

�

T−�
�T

s��Kh((t− s)/T )ns

=�	�
� 	��	 �� �� �	�������E� 	�� �����
 �� 	��	 T−�
�T

s��Kh(u − s/T ) = 1� 	���� ���� T �� 
�����

mt = m� ����� mt = T−�
�n

i��

�T
s�ti

Kh((s− t)/T ), ��� �

 t ��	� tm/T < t/T < tm��/T.

� � !�	 ��������� �" θ

+�� �
���
 ���0
� 
���
����� �� 	�� ������	�� ��
	�� θ �� ����� ��

L(θ; 
gθ) =
n�

j��

T�

t�ti

�
yjt − αj − β⊤j Dt − 
gθ(t/T )

��
.

.� ��,���E� 	��� ���$�
	 	� 	�� 
���	����	 	��	
n�

i��

αi = 0, �3����
��	
� 0����� 	�� 0��	 �����


����	��� �� 	��  ��������� L(θ, λ) = L(θ;
gθ) + λ
n�

i��

αi.

+�� 0��	 ������	���� �� L ��	� �����
	 	� θ ���>

∂L(θ; 
gθ)
∂αi

= 2
n�

j��

T�

t�tj


εjt(θ)
∂
εjt(θ)
∂αi

;
∂L(θ; 
gθ)
∂βi

= 2
n�

j��

T�

t�tj


εjt(θ)
∂
εjt(θ)
∂βi

,

(



����� 
εjt(θ) = yjt − αj − β⊤j Dt − 
gθ(t/T ) ���

∂
εjt(θ)
∂αi

=

�
−1− ∂�gθ�t/T �

∂αi
if j = i

−∂�gθ�t/T �
∂αi

else

∂
εjt(θ)
∂βi

=

�
−Dt − ∂�gθ�t/T �

∂βi
if j = i

−∂�gθ�t/T �
∂βi

else

��� i = 1, . . . , n, �����

∂
gθ(t/T )
∂αi

= − 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )→
�
− �

mt
, i ≤ mt

#, i > mt

� �� T →∞-

∂
gθ(t/T )
∂βi

= − 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )Ds →
�
− �
��mt

���, i ≤ mt

#��, i > mt

� �� T →∞

�� ��	 ������ �� 	�� ������� ������	���- +�� ���0
� 
���
����� �3��	���� ��� 
����� �� θ ��� 
��

�� ��
��� �,�
�
�	
� 	� ���� 	�� 
���	������ ��	���	��� 
θ..� 	��� ��0�� 	�� ���������	��
 ��	���	��

g(u) = 
g�θ(u)-

� � �� �����$ %�������

.� ��� ��4���	� 	�� ��
	�� �� 
η ��


gθ = (
gθ(1/T ), . . . , 
gθ(1))⊤ = (i⊤n ⊗�)
�
y − Aα−

d�

j��

Cjβj

�
, 192

����� � �� 	�� T × T ����	��� ��	��, ��	� 	���
�
 �
����	 Kts = Kh((t − s)/T )/mtT, ��� mt =

T−�
�n

i��

�T
s�ti

Kh((s− t)/T ).
@� ��	��, ��	�	��� 	�� ���0
� 
���
����� ��	���	�� ��
���

min
θ�α⊤in��

�
y − Aα−

d�

j��

Cjβj −B
gθ
�⊤�

y − Aα−
d�

j��

Cjβj −B
gθ
�

�� �3����
��	
�� ���
� 
gθ �� 
����� �� y,

min
θ�α⊤in��

�
�y − �Xθ

�⊤ �
�y − �Xθ

�
,

����� θ = (α⊤, β⊤� , . . . , β
⊤
d )
⊤ ∈ �n�d��� ��� �X = ( �A, �C�, . . . , �Cd) �� nT �� n(d + 1), ���
�> �y = My,

�A =MA, ��� �Cj =MCj ��	�M = InT −B(i⊤n ⊗�). @������� 	�� ���	��
	��� �� 
�� ���	� 	�� �����
0��	 ����� 
����	���� �� 	�� ��

����� ��	��, ���� �X⊤ �X
θ = �X⊤�y, �,
��	 	��	 �X⊤ �X �� �����
��-

:�0�� q⊤ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), 	��� 	�� 
����� ���	��
	��� �� ��������	�� �� q⊤θ = 0. +��� ��0�� 	��

A



��	��, R, ���
� �� � k × (k − 1) ��	��,� ����� k = n(d + 1), ��
� 	��	 (q, R) �� ��� �����
�� ���

R⊤q = 0, ������� 1'CD(� §'-92. @� 	��� 
���� �� 
�� 	���

R =

	
R� R�

R� R	



, R� =

	
In−�

−in−�




n×n−�

; R	 = Ind×nd,

����� in−� �� 	�� n−1×1 ��
	�� �� ����� ��� R�, R� ��� ��	��
�� �� E���� �� 
��������
� ����������-
@	 ��

��� 	��	 ��� 	�� ���0
� 
���
����� ��	���	�� ���$�
	 	� 	�� 
����� ���	��
	��� q⊤θ = 0� �� ����


θ = R
�
R⊤ �X⊤ �XR

�−�
R⊤ �X⊤�y,

����� R⊤ �X⊤ �XR �� ���4�����
��-' +����


g = (i⊤n ⊗�)
�
y − A
α−

d�

j��

Cj

βj

�
.

@� 
����	��� 	�� 
���	 �3����� ��	���	��� �� ��� ���
�
�	��� �� ���� ���� ����	����
 �	��� ��
����

T �� ���� 
����� 'D(D �� ��
	- .� ���	�	��� A = (A⊤� , . . . , A
⊤
n )
⊤ ��� B = (B⊤� , . . . , B

⊤
n )

⊤, �����

Aj ��� Bj ��� T × n ��	��
�� ��� T × T ��	��
�� �����
	���
�- +���� ��� �,���
�� MA = A −
((B��

�n
j��Aj)

⊤, . . . , (Bn�
�n

j��Aj)
⊤)⊤, ����� Bj′�Aj �� � T × n ��	��,- @� 	��� ��� ��� 
��

����� ��	��
�� �� ���������� nT × nT �� ���� nT × T, ���
� ��� 	�� 
���� 	� 0	 ��	� ������-

& ��
�'����� ���'	���	�

@� 	��� ��
	��� �� ������	 	�� �����	�	�
 ������	��� �� 	�� ��	���	��� ��0��� �����- +�� ��

��4

��� 
����	���� ��� 3��	� �	������ �� �����
 ��	���	���- 5�� 	�� 
��������
� �� �����	�	�
 ���
�4

���� �� ��	����
� β4��,��� 1����
�	�
� ����
��2� ���
� �� ��0��� �� ��

���- � �	�	������ ���
���

{(ξt,Ft),−∞ < t <∞} �� ���� 	� �� β4��,��� 1��� ����
�	�
� ����
��2 �� 	�� ��,��� 
��/
���	 β(n)
��0��� ��

β(n) = E
�
sup

A∈F∞t�n

|P (A| F t
−∞)− P (A)|

�


�������� 	� E��� �� n → ∞- β4��,��� ��

���� ���� 
����� ��� ���
����� 	��� ������ ����
� ��

���
��
 
����7 ��� :������ 1'CC92 ��� ���� ���
������ �� ��,���-

A��������	� A.

'=�	� 	��	 R⊤
�
α � �α�, . . . , α�−��⊤- .� 
�� ��	�����	 	�� ����� �� � ��������	���E��� 	� θ �

�α�, . . . , α�−�, β
⊤
�
, . . . β⊤

�
�⊤ ��	� α� � −

�
�−�
���

α� ��� 	��� 
������� A �→ A∗ �� 182 	� ��J�
	 	�� ��F����	 �	��
4

	���- 5�� �,���
�� �� 	�� ���
��
 
��� ����� ������ A∗ � ��, �, �, �,−�,−��⊤. +��� 
����	� 
θ �� �� ��
���	������
����������-

B



'- ��� ���� i, εit �	 � 	
�
������ β
������ ��
� ������ ����� ��
� βit ��
� lim supt b
tmax�≤i≤n βit <

∞ ��� 	��� b > 1�
�∞

h�−∞E (εitεit�h) = ω�i ��� s
�
i =

�∞
k�−∞E (εitεi,t���k) ��
� 0 < ω ≤

min�≤i≤n ωi ≤ max�≤i≤n ωi ≤ ω <∞-

)- ��� ����
��� g : [� , � ]→�� �	 ���
�����	�� �������
����� �� 
� 
�� ����� τ ≥ p-

8- ��� ������ K ��	 	�����
 [−1, 1] ��� �	 	����
��� ����
 ���� ��� 	�
�	��	
�
K(u)du = 1� ��

����
����
�
ujK(u)du = 0, j = 1, . . . , p−1, ���

�
upK(u)du �= 0�  ���� 1p(K) =

�
upK(u)du

��� ||K||�� =
�
K�(z)dz.

9- ��� �������
� 	�
�	��	!

1�2 "	 T →∞� h→ 0� ��� Th→∞� Th�p → 0

1�2 h = cTT
−�/�p�� ��
� 0 < lim inf

T→∞
cT ≤ lim sup

T→∞
cT <∞.

������	���� �' �� � 	���
�
 ������	��� �� 	�� 	��� ������ 
�	���	��� ��� ������� 	��	 εit �� �	�4

	������ ��	� ���� ��������
� ��� 	��	 ���������	� 
���	��� 	����� 
�� �� ���
���- +��� 
����	���

�� �����
 �� ��� 	�
���
�
 ����
�����	 ���� �� ����	 
��
� �� ���
�
�� �� � ����� �� ����
�� ������4

	����- ������	��� �) 
��
���� ����	 	�� ����	����� �� 	�� 	���� ���
	��� ��� ������� � +��
��

�,������� 	� ���������	� �����- ������	��� �8 ��� 	�� �����
 ���
	��� ��� ������	��� �9 ��� 	��

�������	� �,������� ��� 3��	� �	������ �� ���������	��
 ��	���	���> �� ���	 �� 	�� �������	� ��


����� 	� ������ ���	4T �����	�	�
� ��� ������	��
 3���	�	���7 �� ���	 �� 	�� �������	� �� 
����� 	�

�� ��	���
 ��� ��	���	��� �� 	�� ���������	��
 
�������	-

+�� �����	�	�
� ������� �� ��� ������	���� ����	 t� ≤ t� ≤ � � � ≤ tn- @� 	�� ����
��	 
��� ����

t� ≤ t� ≤ � � � ≤ tn ��� 0��	� �������� 	�� �����	�	�
 ����
	� ��� 	�� ���� �� 	���� ��	� 
���
�	� ��	�

4 	�� ��F����
�� �� 	�� �	��	��� ��	�� ��� �����	�	�
�

� �������
�� 	��� 	�� �����	�	�
 ���	����	����

��� ���F�
	�� �� 	�� ��F����
� �� �	��	��� ��	��- .� ���

 ������ 	��	 ti →∞ �� ��
� � ��� 	��	

ti = ⌊riT⌋ � ����� ri ∈ (0, 1)� 1(2

��� i = 1, . . . , n, 1��� rn�� = 12 �� ���
� 
��� 	�� �	��	��� 	��� �F�
	� 	�� ��	���	��� �����	�	�
�

�-

+� ������	 	�� ���� ����
	 �� ���� ���� ��	�	���-  �	 akj =
�n

s�j (rs�� − rs) /sk� k = 1, 2, 3, 4�
δi = (1− ri − 2a�i + a�i)� fi = (n+ 2)a�,i − 2a�,i − na�,i� ��� λi = (n�a	,i − 4na�,i + 4a�,i)� ��� 
�	

�n = ����
�
δ�ω

�
�, . . . , δiω

�
i , . . . , δnω

�
n

�
�

Sn = ����
�
δ�s

�
�, . . . , δis

�
i , . . . , δns

�
n

�

∆n = diag {1, . . . , 1− ri, . . . , 1− rn} .

D



@� ����	���� 
�	 An �� 	�� n× n �����	��
 ��	��, ����� (i, j)4	� �
����	 ��

[An]i,j =

�
λi
�i−�

j�� ω
�
j +
�n

j�i�� λjω
�
j � i = j

fi
�
ω�j + ω

�
i

�
+ λi

�
l 	�j,l<i ω

�
l +
�

l>i λlω
�
l � j < i

,

Gn =




(a�� − 2a�� +
�n

l�� a�l) . . .
�
ia�i − 2a�i +

�n
l�i�� a�l

�
. . . (na�,n − 2a�,n)

�
ia�i − 2a�i +

�n
l�i�� a�l

� �
ia�i − 2a�i +

�n
l�i�� a�l

�
(na�,n − 2a�,n)

(na�,n − 2a�,n) (na�,n − 2a�,n) (na�n − 2a�n)




.

+��� ��0�� 	�� ��	��
��>

Q =

	
∆n +Gn (∆n +Gn)⊗ �

��
���

(∆n +Gn)⊗ �
��
�⊤�� ∆n ⊗ �

��
I�� +Gn ⊗ �

���
J��



, 1A2

� =

	
�n +An [�n +An]⊗ �

��
�⊤��

[�n +An]⊗ �
��
�⊤�� Sn ⊗ �

��
I�� +An ⊗ �

���
J��



, 1B2

����� i�� �� � 11× 1 ��
	�� �� ����� ��� J�� = i��i
⊤
�� �� � 11× 11 ��	��, �� ����� ���

�∗ =

	
b

b⊗ �
��
���



� b =

�
b�, . . . , bi, . . . , bn

�⊤
�

bi =
1

p!
1p(K)




n�

l��




��

rl

δ(s)g�p� (s) ds


−




��

ri

g�p� (s) ds






��� δ(s) �� � �����	��� ���
	��� �� [0, 1], δ(s) = 1/j� �� rj < s < rj��� j = 1, 2, . . . , n..� �������E�

	�� 
���	��� ���	����	���� �� ��

���-

T�
��
� 1- #����	� 
��
 "		���
���	 "$ 
 "% ����� ��� �		��� 
��
 
�� ���
��� ��	��&�
���

�����
��� ��� ��&�� �� '()� ����� �	 T →∞,

√
T
�
R⊤
θ −R⊤θ + hp

�
R⊤QR

�−�
R⊤�∗

�
⇒ N

�
0,
�
R⊤QR

�−�
R⊤�R

�
R⊤QR

�−��
-

R
���� 1. +�� �����	�	�
 ���	����	��� �� 	�� ���0
� 
���
����� ��	���	�� �� 
���
�
�	�� 
����
�

��� 	� 	�� ����
��
�� ��	� �	��
	���� ���
� �F�
	� 	�� 
���	��� ���	����	���� ����� ��� ������	����-

R
���� 2. +�� ���	��
 
����� ����
 	��	 �� �	��� �� 	��� ����� ��� �� ��	���	�� �� �	���

��	���� 4 ��� �� ���
� ������� �� 	��� ����� � %1)**D2 ��� �	����� �� �	��� ��	����- ��������� 	��

���0
� 
���
����� ��	���	�� ��	� 	�� �	��� ��	���	���� 	�� ���0
� 
���
����� ��	���	�� �� � $���	 ��	�4

��	��� ��� 	�� ���������	��
 ��� ������	��
 ���	�� ���
� 	�� �	��� ��	���	��� ��
� �� 	�� 	����	����


C



��	���� ���� �� 	�� 
�	���	��� �� ���	��
 
����� ����������� ��� ��3���	��
 	��4�	�� ��	���	���- @	K�

���� 	� ��� 	��	 	�� ���0
� 
���
����� ��	���	�� ��� � ���

�� ���� 	��� 	��� 	�� 	�� �	�� ��	���	��-

R
���� 3. ?�	���������	�
�	� �
���� i� ���� 
����
�	��� ���� t� ��� �������
�	� �

 �F�
	 	��


���	��� ����
	�- +���� �F�
	� ��� ��J�
	�� 	������ ω�i ��� s
�
i �� 	�� 
���	�-

@� �� 
������� 	�� ���
��
 
��� ��	� 
���
�	� ��	�� �

 �������	���� �	��	 �	 t = 1� 	��� ri = 0�

i = 1, . . . , n� rn�� = 1� ��� �� ���� δ(s) = 1/n� ��� 0 < s < 1� j = 1, 2, . . . , n. �����3���	
�

bi =
1

p!
1p(K)




n�

l��




��




δ(s)g�p� (s) ds


−




��




g�p� (s) ds




 = 0.

+��� 
��
�

�	��� �

��� ��
���� �� 	�� ��
��	����� ��� 	� 	�� ������	��
 ���	 �� 	�� ����
-

+��� �� ���� 	�� ��

����� ����
�0�� �����	�	�
 ����
	� ��� 	�� ���0
� 
���
����� ��	���	�� ��	�


���
�	� ��	�-  �	

Q = ΣX −
1

n
Σ∗X , 1D2

ΣX =

	
In

�
��
In ⊗ �⊤��

�
��
In ⊗ ��� �

��
I��n



� Σ∗X =

	
Jn

�
��
Jn ⊗ ���

�
��
Jn ⊗ �⊤�� �

���
J��n



,

��� � �� ��0��� �� 	�� ���� �����
� 1B2 ��	�

�n = ����
� �
1− �

n

��
ω��, . . . ,

�
1− �

n

��
ω�i , . . . ,

�
1− �

n

��
ω�n

�
�

Sn = ����
� �
1− �

n

��
s��, . . . ,

�
1− �

n

��
s�i , . . . ,

�
1− �

n

��
s�n

�
,

��� 	�� (i, j)4	� �
����	 �� An �� ����� ��

[An]i,j =

�
�
n�

�
j 	�i ω

�
j � i = j

− �
n

�
1− �

n

� �
ω�j + ω

�
i

�
+ �

n�

�
l 	�j,i ω

�
l � j < i

.

C�������� 1. #����	� 
��
 "		���
���	 "$ 
 "% ����� �� 
�� ��	� ��
� ������
� ��
�� 
��

������ ���������� �	
���
�� ��	 
�� ��������� �	���
�
�� ��	
����
��� �	 T →∞,

√
T
�
R⊤
θ −R⊤θ

�
⇒ N

�
0,
�
R⊤QR

�−�
R⊤�R

�
R⊤QR

�−��
-

@� �� ���	��� ������ 	��	 εit ��� ��� ���	����	�� ��	� ���� E��� ��� ������
� σ�� �n = Sn =�
1− �

n

��
σ�In����� In �� 	�� �4����������
 ����	�	� ��	��,� ��� 	�� (i, j)4	� �
����	 �� An �� �����

��

[An]i,j =

�
�
n

�
1− �

n

�
σ�� i = j

− �
n
σ� j �= i

.

'*



.� ��,	 ���
�E� 	�� ��	���	�� �� 	�� 	���� ���
	���- +�� �����	�	�
 ����
	� �� 	��� ��	���	�� ��

�������E�� �� +������ ) ��
�� ����� ������ ��� ����� ����� �� 	�� �������,-

T�
��
� 2- #����	� 
��
 "		���
���	 "$ 
 "% ����� ��� �		��� 
��
 
�� ���
��� ��	��&�
���

�����
��� ��� ��&�� �� '()� ����� �	 T →∞,

√
Th [
g(u)− g(u)− hpb(u)] ⇒ N

�
0,
1

m
ω�m||K||��

�
� ��� u ∈ [rm, rm��)� m = 1, . . . , n− 1,

√
Th [
g(u)− g(u)− hpb(u)] ⇒ N

�
0,
1

n
ω�||K||��

�
� ��� u > rn-

����� b(u) = �
p�
g�p�(u)1p(K), ����� ω

�
m = m−�

�m
i�� ω

�
i � ω

� = n−�
�n

i�� ω
�
i -

@� 	�� ���
��
 
��� ��	� 
���
�	� ��	�� �� ���� 	�� ��

����� ���
��
 ����
	-

C�������� 2. #����	� 
��
 "		���
���	 "$ 
 "% ���� ��� ��� ��	��&�
���	 	
��
 �
 t = 1�

����� �	 T →∞,
√
Th [
g(u)− g(u)− hpb(u)]⇒ N

�
0,
1

n
ω�||K||��

�
. 1C2

R
���� 4- @	 �� ������
� 	� �,	��� 	�� ����� ����
	� 	� �

�� ��� 
����4��
	����
 ��������
� ��

��

� ���
� 	�� � + �� 
����� ���� 	�� ���� ��������
� �� 	�� 
���� 	��� ������ ���������- �������

���	��� 	��	 εt = (ε�t, . . . , εnt)
⊤ = Ξ(t/T )�/�ηt, ����� 	�� ��
	�� ηt = (η�t, . . . , ηnt)

⊤ �� �	�	������

β4��,��� ��	� 	�� ���� ��
�� ��	� �� �� ������	��� �'� ���
� Ξ(u) �� � �����	��
 ����	��� ��0��	�

��	��, �� ����	� ���
	����-  �	 Ψ(s) = Eηtη
⊤
t�s ��� Ψ∞ =

�∞

s�−∞Ψ(s)- +��� 	�� �����	�	�


������
� �� 1C2 ��
���� ||K||��i⊤Ξ(u)�/�Ψ∞Ξ(u)�/�i/n, ����� i = (1, 1, . . . , 1)⊤. ?������� 	�� ����
	�
��� 
θ ��� ��
� ���� 
���
�
�	�� �� 	��� 
���-

R
���� 5- !�� 
�� �
�� �,��
	 	��	 +������ ) 
��	����� 	� ��
� �� 	�� 
��� ����� n → ∞.
@� 	��� 
���� 	�� ��	� �� 
��������
� �� 
g(u) �� �� ����� 1/

√
Tmh, ��� �� u > rn 	��� ��	� �� 1/

√
Tnh.

+�� ���
��� ��	�� �		�����
� ������ �� 	�� ���	����	��� �� 	�� ��3���
� r�, r�, . . . 	��������	 [0, 1].

?������� 	�� �����	�	�
 ���	����	��� �� 	�� ���� ������
��� �� ���	��� n �� 
���� �� ��	- +��


������������ ����
	� ��� 
θ ���� 	� �� ��	�����	 �� 	��� 
��� ��
���� 	�� ���������� �� 	��� ������	��
��
	�� ��
������-

( )��	������*

@� 	��� ��
	��� �� 
������� ����
��	��� ����� �� 	�� ����������	��
 ����
 1)2- @� ���	�
�
��� ��


������� q4�	�� ����
��	���� �-�- ����
��	��� �� yi,T�q ����� �� �������	��� ��	� 	��� T - !�� �������

��	����	 �� 	� ����
��	 yi,T�q ��	� 0��	� q� �
	����� ��� ���
���� �

��� ��� ����
��	� ��	� q → ∞
����� ���������	� �,������� ��	� �� q- +�� 
����� �	��
	��� �� ��� ����
 �

��� �� 	� �,�
��	 	��

����
��	��� ����� ��	��
�� �� 	���� ���	��
	���� 1����
	��� �� ����
��	��� ������
�2� ���
� �����	 	�

''



���������	� ���	��
	���� �� � ����
4��	� ����������	- +���� ���	��
	���� ���� ����� 	� �� ��
���


�� 	�� ������
�
 ���
�
�	��� �� ?����	��	�� ��
�� ��� ����� 1)***2 ��� 6:� ����
��	�- @� � ��
��	

������ @��
�� ���  ��� 1)**C2 ���� � 	�����	�
�
 �,�
���	��� �� ��� 	���� ���	��
	���� ����	 ���� ��

���
	�
�-

=�	�
� 	��	

yi,T�q = αi + β
⊤
i DT�q + g(1 + q/T ) + εi,T�q.

+��������� � ����
� ����
��	 ��� yi,T�q, 	��	 ������� 	�� ����� ������
�� 
�� �� ��	����� ����� ��

��	���	��� ��� αi� βi ��� � �����
	�� �� g(1 + q/T ) ����� �� �������	���� i = 1, . . . , n ��� t ≤ T -

���
� ��	���	��� ��� αi� βi ��� �	����� �� 	�� �������� ��
	����� �� �	��� ����
��	��� �� g(1+ q/T ) ��

	��� ��
	��� ��� 
���	��
	 � �����
	�� �� yi,T�q ����� 	�� �����
	�� g(1+q/T )- .� ��� �
�� ��	����	��

�� ����
��	��� 	�� ������� 	������	���� yT�q =
�n

i�� yi,T�q/n� ����� ��

yT�q = β
⊤
DT�q + g(1 + q/T ) + εt, 1'*2

����� β
⊤
=
�n

i�� βi/n, ��� εT�q =
�n

i�� εi,T�q/n.

.� 0��	 
������� 	�� ����
� 
��� ���� {εit}t ��� ���	����
� ��F����
� ��3���
��- ���
� ����
��	���
�� g(1 + q/T ) �� 	�� ��� ������ �� ��	� 	��	

ETyi,T�q = αi + β
⊤
i DT�q + g(1 + q/T ),

����� ET ����	�� 
����	����
 �,��
	�	��� ����� 	�� ��	�-

.� ���� 	�� ��

����� ������	���� 	� ��
�
�	�	� ����
��	��� 	�� 
����� 	���� 

�'K ��� ���� i, εit �	 � ���
������ ��������� 	�*������ E (ε�it) = σ�i � ��� 0 < σ ≤ min�≤i≤n σi ≤
max�≤i≤n σi ≤ σ <∞-

�)K ��� ����
��� g : [� , � + ǫ]→�� 	��� ǫ > 0, �	 ���
�����	�� �������
����� �� 
� 
�� ����� τ ≥ p-

�( K �	 � ���
	���� ������ 	�
�	����� 1�2 K ��� K′ ��� ���
�����	 �� [−1, 0]7 1�2 1∗
(K) > 0 ���
1∗
(K)1∗�(K)− 1∗�(K)� > 0� ����� 1∗j(K) =

� 

−�
ujK(u)du-

�A ��� �������
� h 	�
�	��	 "%'�) ��� 
�� �������
� h� 	�
�	��	 h/h� → 0 �	 T →∞�

.� 
���	��
	 � 
�
�
 ��
������
 �����
	�� ��� g(1 + q/T )- =�	�
� 	��	 g (�) �� � ����	� ���
	���
����� ������	��� �)K7 	��������� ���� T → ∞� q/T → 0� �� � +��
�� �,������� �� g(�) ������
u = 1 	� 	�� τ 4	� ����� 1τ = p− 12�

g(1 + q/T ) =
τ�

k�


1

k!
g�k�(1)

� q
T

�k
+ o
�� q
T

�τ�
=

τ�

k�


γk �
� q
T

�k
+ o
�� q
T

�τ�
.

')



�� ��

 �� ���� 

��� 
�	�� �� 	��� ��
	���� ����
��	��� �	 	��� T �� 
����
� �F�
	�� �� ��	�

�������	��� 

��� 	� 	��� T - .� 
�	

y
t
= n−�

n�

i��

(yit − 
αi − 
β
⊤

i Dt) = yt − 
β
⊤

Dt,

��� tn ≤ t ≤ T.  �	 K (�) �� � ���4����� �����
 ����� ������	��� ��� ��0��� �� ������	��� �( ������
�� 
������� 	�� ��

����� 
�
�
 ��
������
 ��	���	��� �	 	�� ��� ����	 T >

T�

t��

K
�
T − t
Th�

��
y
t
−

τ�

k�


γk �
�
t− T
T

�k
��

. 1''2

����� h� �� � �������	� ������	�� ��	������� ������	��� �A-

.� �������E� 	�� �����	�	�
 �������� �� 	�� 
�
�
 ��
������
 ��	���	�� 1''2 �� 	�� ��

�����

+������-  �	

B(K) = 1

(τ + 1)!
g�τ���(1)




1∗τ��(K)
1∗τ��(K)
. . .

1∗�τ��(K)




M(K) =




1∗
(K) 1∗�(K) . . . 1∗τ (K)
1∗�(K) 1∗�(K) 1∗τ��(K)
. . . . . . . . .

1∗τ (K) 1∗τ��(K) . . . 1∗�τ (K)



, V (K) =




ν∗
(K) ν∗�(K) . . . ν∗τ (K)
ν∗�(K) ν∗�(K) ν∗τ��(K)
. . . . . . . . . �

ν∗τ (K) . . . ν∗�τ (K)



,

��� 1∗k(K) =
� 

−�
K (u)ukdu� ν∗j(K) =

� 

−�
ujK�(u)du.  �	 �
�� Dh = diag (1, h, . . . , h

τ ) .

T�
��
� 3. #����	� 
��
 "		���
���	 "$� "+ ′� ",� "%� "(� ��� "- ����� �	 T →∞,
√
ThDh

�

γ − γ − hτ��� M(K)−�B(K)

�
⇒ N

�
0,
1

n
σ�M(K)−�V (K)M(K)−�

�
,

����� σ� = n−�
�n

i�� σ
�
i .

+�� ����� ����
	 ����
�	�� 	��	 	�� 
������ ���� �F�
	 �� 
�
�
 ��
������
 ��	���	��� �� (γ
, γ�, . . . , γτ )

�� ����� �� hτ��DhM(K)−�B(K), ��� 	�� 
������ ������
� �F�
	 �� ����� ��
ω�D−�

h M(K)−�V (K)M(K)−�D−�
h /nTh. +�� 
�
�
 ��
������
 �����
	�� ��� g(1 + q/T ) �� 	��� �����

��


g(1 + q/T ) =
τ�

k�



γk �
� q
T

�k
,

��� ��� �����
	�� ��� yi,T�q �� ����� ��


yi,T�q = 
αi + 
β
⊤

i DT�q + 
g(1 + q/T ). 1')2

'8



+�� ����
��	 ��� ������� 	������	��� �� $��	 	�� ������� ����
��	� ��


yT�q = 
β
⊤

DT�q + 
g(1 + q/T ), 1'82

����� 
β = n−�
�n

i��

β⊤i -

+�� ����
��	��� ����� �� ����� �� 	�� ��

����� 	������-  �	 Pτ = (1, (q/Th), . . . , (q/Th)
τ )⊤.  �	

E∗T ����	�� �����	�	�
 
����	����
 �,��
	�	��� ����� 	�� ��	�-

T�
��
� 4. #����	� 
��
 "		���
���	 "$� "+ ′� ",� "%� ��� "( ����� �	 T → ∞� 
�� ����


��	
��� ���	 �� 
yi,T�q �	 ��&�� ��

E∗T [
yi,T�q − yi,T�q] = bg = hτ��
"
P⊤τ M(K)−�B(K) + o(1)

#
�

��� 
�� ������	
��� ����� &������� �� 
yi,T�q �	 ��&�� ��

E∗T
"
(
yi,T�q − ET 
yi,T�q)

�# = σ�i +

�
1

Tnh

"
P⊤τ M(K)−�V (K)M(K)−�Pτ + o(1)

#�
σ�,

������ σ� �	 ������ �� ������� ,� ��� 
�� ������	
 �� �&����� 
������
���� 
yT�q� 
�� ������	
��� ���	

�	 
�� 	��� �	 
��
 �� 
yi,T�q ��&�� �� 
�� ���&� �������� ��� 
�� ������	
��� ����� &������� �� 
yT�q

�	 ��&�� ��

E∗T

$�

yT�q − E∗T
yT�q

��%
=
1

n

�
1 +

1

Th

"
P⊤τ M(K)−�V (K)M(K)−�Pτ + o(1)

#�
σ�.

+�� ����
	� �� +������� 8 ��� 9 ����
�	� 	��	 	�� ����
��	��� ����� �� 
yi,T�q �� ������	�� �� 	��	

�� 	�� 
�
�
 ��
������
 ����
��	�� �� 
g(1+q/T )- @� ���	�
�
��� ��� 	�� 
������ 
��� �� ����
��	��� ��	�
0��	� q� 	�� ���� 	��� �� ������	�� �� 	�� 0��	 	��� �� bg : hτ��B
� ����� B
 �� 	�� 0��	 �
����	

�� 	�� 1τ + 124��
	�� M(K)−�B(K)- +�� ����
��	��� ����� ������
� �� ������	�� �� σ�i + V
σ�/Tnh,
����� V
 �� 	�� 1'�'24�
����	 �� ��	��, M(K)−�V (K)M(K)−�- ����
�� ����
	 
�� �� ��	����� ���

	�� ������� 	������	��� ����
��	�� 
yT�q- +���� ����
	� �
�� ��
� ��� ���� ������
 
���� �� 
��� ��

q/Th→ 0-

@� �� �

�� 	��	 q →∞� 	�� ����� �� �����	��� �� 	�� ����
��	��� ����� �� ��	������� $���	
� ��

	�� �������	� h ��� 	�� ����
��	��� ���	��
� q/T - @� 	�� 
��� �� 
yi,T�q� �� q/Th→ 0� 	�� ���� 	���

�� ������	�� �� 	�� 0��	 	��� �� bg : hτ��B
� ��� 	�� ����
��	��� ����� ������
� �� ������	�� ��

σ�i + V
σ
�/Tnh� ����� B
 ��� V
 ��� ��0��� �� 	�� ���� ��� �� �����- @� q/Th→ δ ∈ (0,∞), 	��


������ ���� 	��� �� �F�
	�� �� �

 	���� �� bg : hτ��∆⊤τ M(K)−�B(K), ����� ∆τ = (1, δ, . . . , δ
τ )⊤-

+�� 
������ ������
� 	���� �� ������ ��: σ�i + ∆
⊤
τ M(K)−�V (K)M(K)−�∆τσ

�/Tnh- @� q/Th → ∞,
��� 	����� �� ��	 ���
�
��
�-

R
���� 4. @� 	�� ������
 
��� ���� {εit}t ��� ����
� ��������	�

ETyi,T�q = αi + β
⊤
i DT�q + g(1 + q/T ) + ETεi,T�q,

'9



����� ET ����	�� 
����	����
 �,��
	�	��� ����� 	�� ��	�- ����� ��� 
����	��� �'� ETεi,T�q �= 0

1�
	����� ETεi,T�q → 0 �� q →∞2- +� ����
��	 ETεi,T�q� �� ����
� 0	 � 	��� ������ ����
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t�tl

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

DsKh((t− s)/T )
�
∂
gθ(t/T )
∂βi




+(
αi − αi)
T�

t�ti

�
1− 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
��

Dt +
∂
gθ(t/T )
∂βi

�

+
�

β⊤i − β⊤i

� T�

t�ti

�
Dt −

1

mt

1

T

T�

s�ti

DsKh((t− s)/T )
��

Dt +
∂
gθ(t/T )
∂βi

�

−
n�

j 	�i,j��

(
αj − αj)
T�

t�ti


 1

mt

1

T

T�

s�tj

Kh((t− s)/T )



�
Dt +

∂
gθ(t/T )
∂βi

�

−
n�

j 	�i,j��

�

β⊤j − β⊤j

� T�

t�ti


 1

mt

1

T

T�

s�tj

DsKh((t− s)/T )



�
Dt +

∂
gθ(t/T )
∂βi

�

=
�

l	�i

T�

t�tl


εlt −

1

mt

1

T

n�

j��

T�

s�tj

εjsKh((t− s)/T )


 ∂
gθ(t/T )

∂βi

+
�

l 	�i

T�

t�tl


g(t/T )− 1

mt

1

T

n�

j��

T�

s�tj

g(s/T )Kh((t− s)/T )


 ∂
gθ(t/T )

∂βi

+
T�

t�ti

�
εit −

1

mt

1

T

T�

s�ti

εisKh((t− s)/T )
��

Dt +
∂
gθ(t/T )
∂βi

�

+
T�

t�ti


g(t/T )− 1

mt

1

T

n�

j��

T�

s�tj

g(s/T )Kh((t− s)/T )



�
Dt +

∂
gθ(t/T )
∂βi

�

−
T�

t�ti


 1

mt

1

T

n�

j 	�i,j��

T�

s�tj

εjsKh((t− s)/T )



�
Dt +

∂
gθ(t/T )
∂βi

�
.

)*



@� �� ����	�

CT,a =




Ca,�� . . . Ca,�n

. . . . . .

Ca,n� . . . Ca,nn


 , CT,b =




Cb,�� . . . Cb,�n

. . . . . .

Cb,n� . . . Cb,nn




CT,A =




CA,�� . . . CA,�n

. . . . . .

CA,n� . . . CA,nn


 , CT,B =




CB,�� . . . CB,�n

. . . . . .

CB,n� . . . CB,nn




da =




da,�

. . .

da,n


 � dA =




dA,�

. . .

dA,n


 � ea =




ea,�

. . .

ea,n


 � eA




eA,�

. . .

eA,n


 �

�����

Ca,ii =
1

T





�T
t�ti

�
1− �

mt

�
T

�T
s�ti

Kh((t− s)/T )
��
1 + ∂�gθ�t/T �

∂αi

�

−
�
�
T

�
l 	�i

�T
t�tl

�
mt

��T
s�ti

Kh((t− s)/T )
�

∂�gθ�t/T �
∂αi

�




Ca,ij =
1

T



�T

t�tj

∂�gθ�t/T �
∂αi

− �
T

�
l 	�i

�T
t�tl

�
mt

��T
s�tj

Kh((t− s)/T )∂�gθ�t/T �∂αi

�

−�T
t�ti

�
�
mt

�
T

�T
s�tj

Kh((t− s)/T )
��
1 + ∂�gθ�t/T �

∂αi

�



Cb,ii =
1

T





�T
t�ti

�
D⊤

t − �
mt

�
T

�T
s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

��
1 + ∂�gθ�t/T �

∂αi

�

−
��

l 	�i

�T
t�tl

�
mt

�
�
T

�T
s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

�
∂�gθ�t/T �

∂αi

�




Cb,ij =
1

T



�T

t�tj
D⊤

t
∂�gθ�t/T �

∂αi
− �

T

�
l 	�i

�T
t�tl

�
mt

��T
s�tj

D⊤
s Kh((t− s)/T )∂�gθ�t/T �∂αi

�

−�T
t�ti

�
�
mt

�
T

�T
s�tj

DsKh((t− s)/T )
��
1 + ∂�gθ�t/T �

∂αi

�



da,i =
1√
T

�

l 	�i

T�

t�tj


g(t/T )− 1

mt

1

T

n�

j��

T�

s�tj

g(s/T )Kh((t− s)/T )


 ∂
gθ(t/T )

∂αi

+
T�

t�ti


g(t/T )− 1

mt

1

T

n�

j��

T�

s�tj

g(s/T )Kh((t− s)/T )



�
1 +

∂
gθ(t/T )
∂αi

�

)'



ea,i =
1√
T

T�

t�ti

�
εit −

1

mt

1

T

T�

s�ti

εisKh((t− s)/T )
��

1 +
∂
gθ(t/T )
∂αi

�

− 1√
T

T�

s�ti

�
�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt

1

T
Kh((t− s)/T )

∂
gθ(t/T )
∂αi

�
εis

+
1√
T

�

j 	�i




T�

t�tj

∂
gθ(t/T )
∂αi


 εjt −

n�

j 	�i,j��

1

T

T�

s�tj

�
�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt
Kh((t− s)/T )

∂
gθ(t/T )
∂αi

�
εjs

− 1√
T

n�

j 	�i,j��

1

T

T�

s�tj

�
T�

t�ti

1

mt
Kh((t− s)/T )

�
1 +

∂
gθ(t/T )
∂αi

��
εjs

CA,ii =
1

T





�T
t�ti

�
1− �

mt

�
T

�T
s�ti

Kh((t− s)/T )
��

Dt +
∂�gθ�t/T �

∂βi

�

−
�
�
T

�
l 	�i

�T
t�tl

�
mt

��T
s�ti

Kh((t− s)/T )
�

∂�gθ�t/T �
∂βi

�




CA,ij =
1

T



�T

t�tj

∂�gθ�t/T �
∂βi

− �
T

�
l	�i

�T
t�tl

�
mt

��T
s�tj

Kh((t− s)/T )∂�gθ�t/T �∂βi

�

−�T
t�ti

�
�
mt

�
T

�T
s�tj

Kh((t− s)/T )
��

Dt +
∂�gθ�t/T �

∂βi

�



CB,ii =
1

T





�T
t�ti

�
D⊤

t − �
mt

�
T

�T
s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

��
Dt +

∂�gθ�t/T �
∂βi

�

−
��

l	�i

�T
t�tl

�
mt

�
�
T

�T
s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

�
∂�gθ�t/T �

∂βi

�




CB,ij =
1

T




T�

t�tj

D⊤
t

∂
gθ(t/T )
∂βi

− 1

T

�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt




T�

s�tj

D⊤
s Kh((t− s)/T )

∂
gθ(t/T )
∂βi






− 1
T




T�

t�ti


 1

mt

1

T

T�

s�tj

DsKh((t− s)/T )



�
Dt +

∂
gθ(t/T )
∂βi

�


dA,i =
1√
T

�

l 	�i

T�

t�tj


g(t/T )− 1

mt

1

T

n�

j��

T�

s�tj

g(s/T )Kh((t− s)/T )


 ∂
gθ(t/T )

∂βi

+
T�

t�ti


g(t/T )− 1

mt

1

T

n�

j��

T�

s�tj

g(s/T )Kh((t− s)/T )



�
Dt +

∂
gθ(t/T )
∂βi

�

))



eA,i =
1√
T

T�

t�ti

�
εit −

1

mt

1

T

T�

s�ti

εisKh((t− s)/T )
��

Dt +
∂
gθ(t/T )
∂βi

�

− 1√
T

T�

s�ti

�
�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt

1

T
Kh((t− s)/T )

∂
gθ(t/T )
∂αi

�
εis

+
1√
T

�

j 	�i




T�

t�tj

∂
gθ(t/T )
∂βi


 εjt −

n�

j 	�i,j��

1

T

T�

s�tj

�
�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt
Kh((t− s)/T )

∂
gθ(t/T )
∂βi

�
εjs

− 1√
T

n�

j 	�i,j��

1

T

T�

s�tj

�
T�

t�ti

1

mt
Kh((t− s)/T )

�
Dt +

∂
gθ(t/T )
∂βi

��
εjs,

	��� �� ���� 	
CT,a CT,b

CT,A CT,B




√
T (
α− α)

√
T
�

β − β

�

 =

	
da

dA



+

	
ea

eA



.

 �	

CT =

	
CT,a CT,b

CT,A CT,B



� dT =

	
da

dA



� eT =

	
ea

eA



,

	�� 5!� 
�� �� ���		�� ��>

CT

√
T
�

θ − θ

�
= dT + eT . 1'92

+��� 	�� ���0
� 
���
����� ��	���	�� ���$�
	 	� 	�� 
����� ���	��
	��� q⊤θ = 0 ��	��0��

√
T
�

θ − θ

�
= R

�
R⊤CTR

�−�
R⊤dT +R

�
R⊤CTR

�−�
R⊤eT ,

����� R �� 	�� K × (K − 1) �����
�E�� ��	������
 
���
����	� �� q.

&� ����
	� ��  ����� ' ��� )� �� T →∞ :

CT,a ⇒




c�� . . . c�i . . . c�n

ci� cii cin

cn� cni cnn




= ∆n +Gn = Cn,

)8



CT,b → Cn ⊗
�
1

12
�⊤��

�

=




c�� . . . c�i . . . c�n

ci� cii cin

cn� cni cnn




⊗
�
1

12
�⊤��

�
= (∆n +Gn)⊗

�
1

12
�⊤��

�
,

CT,A → Cn ⊗
�
1

12
���

�

=




c�� c�i c�n

ci� cii cin

cn� cni cnn




⊗
�
1

12
���

�
= (∆n +Gn)⊗

�
1

12
���

�
,

���

CT,B → ∆n ⊗
1

12
I�� +Gn ⊗

1

12�
�⊤�����.

+���

CT → Q =

	
∆n +Gn (∆n +Gn)⊗ �

��
���

(∆n +Gn)⊗ �
��
�⊤�� ∆n ⊗ �

��
I�� +Gn ⊗ �

���
�⊤�����



.

&�  ���� 8� 	�� ���� 	���� ���

	
da

dA



= −

√
Thp

	
b

b⊗ �
��
���



+ o(

√
Thp)

�����

b =
�
b�, . . . , bi, . . . , bn

�⊤

bi =
1

p!
1p(K)


�

l 	�i




��

rl

δ(s)g�p� (s) ds


−




��

ri

w(s)g�p� (s) ds




 ,

����� w(s) ��� δ(s) ��� �����	��� ���
	���� �� N*�'O :

δ(s) =
1

j
� �� rj < s < rj��� j = 1, 2, . . . , n.

w(s) = 1− δ(s) = 1− 1
j
� �� rj < s < rj��� j = 1, 2, . . . , n.

)9



&� ����
	 ��  ���� 9� 	�� �	�
���	�
 	��� eT 
������� �� ���	����	��� 	� � ��
	������	� �����


��	� 
�������
� ��	��,

� =

	
��� ���

��� ���



=

	
�n +An [�n +An]⊗ �

��
�⊤��

[�n +An]⊗ �
��
�⊤�� Sn ⊗ �

��
I�� +An ⊗ �

���
J��



.

P���� �� T�
��
� 2- 5��


gP (u) =
T−�

�n
i��

�T
s�ti

�
yis − 
αi − 
β

⊤

i Ds

�
Kh(u− s/T )

T−�
�n

i��

�T
s�ti

Kh(u− s/T )

@� tm
T
< u < tm��

T
,
�n

i��

�T
t�ti

Kh(u− t/T )/T =
�m

i��

�T
t�ti

K([u− t/T ] /h)/Th = m. +���������


gP (u) =
1

Tm

n�

i��

T�

t�ti

Kh(u− t/T )
�
yit − 
αi − 
β

⊤

i Dt

�

=
1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K(u− t/T )
�
yit − 
αi − 
β

⊤

i Dt

�

=
1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)
�
yit − αi − β⊤i Dt − (
αi − αi)−

�

β⊤i − β⊤i

�
Dt

�

=
1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)
�
g(t/T ) + εit − (
αi − αi)−

�

β⊤i − β⊤i

�
Dt

�

=
1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)g(t/T ) + 1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)εit

− 1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h) (
αi − αi)

− 1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)
�

β⊤i − β⊤i

�
Dt

5�� 	�� 0��	 �	�
���	�
 	����

1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)εit =
1

m

m�

i��

�
1

Th

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)εit
,

������ ��� ��
� i�
�

tK([u− t/T ] /h)εit �� � �����	�� ��� �� ����
� 
����
�	�� ������ ������
��

��� � � + ���
����

1√
Th

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)εit ⇒ ωi||K||��/�� ξi.

)(



+�� ��
��� 	��� �� ����
� � �����
 ����	��� ��	���	�� �� g(u)�

1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)g(t/T )

=
1

m

m�

i��

1

Th

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)g(t/T )

=
1

m

m�

i��

1

Th

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)
�
g(u) +

p�

j��

1

j!
hj
�
u− t/T

h

�j

g�j�(u)

,
+ o(hp)

=
1

m

m�

i��

�
g(u) +

1

p!
hpg�p�(u)

� �




zpK(z)dz + o(hp).

�

= g(u) +
1

p!
hpg�p�(u)

� �




zpK(z)dz + o(hp).

5�� 	�� 	���� ��� ����	� 	�����

1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h) (
αi − αi) = op

�
1√
Th

�
,

1

Tmh

m�

i��

T�

t�ti

K([u− t/T ] /h)
�

β⊤i − β⊤i

�
Dt = op

�
1√
Th

�
,

	�� ���
������� ��	���	��� �� θ ���� ��	 �F�
	 	�� 0��	 ����� �����	�	�
� ��� 	��� ��	���	��-

+��� ��� tm/T < u < tm��/T � m = 1, . . . , n− 1�
√
Th [�g∗(u)− g(u)− hpb(u)]⇒ N

�
0,
1

m

�
1

m

m�

i��

ω�i

�
||K||��

�
-

5�� u > tn/T �

√
Th [�g∗(u)− g(u)− hpb(u)]⇒ N

�
0,
1

n

�
1

n

n�

i��

ω�i

�
||K||��

�
.

P���� �� T�
��
�� 3 �	� 4. =�	�
� 	��	 ���� q/T → 0� �� T → ∞� ����� ������	���

�)′� �� � +��
�� �,��������

g(1 + q/T ) =
τ�

k�


1

k!
g�k�(1)

� q
T

�k
+ o
�� q
T

�τ�
=

τ�

k�


γk �
� q
T

�k
+ o
�� q
T

�τ�
.

+�� 
�
�
 ��
������
 ��	���	��� �	 	�� ��� ����
 T �� ����� �� ��

���>

T�

t��

K
�
T − t
Th

��
y
t
− γ⊤xt

��
, ����� γ =




γ

---

γτ


 � xt =




1
---

�
t−T
T

�τ


 .
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+�� 
�
�
 ��
������
 ��	���	�� 
�� �� ���		�� ��


γ = γ +

	
T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtx

⊤
t


−� T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtεt

−
	

T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtx

⊤
t


−� T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xt

��

β
⊤

− β⊤
�
Dt

�

+

	
T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtx

⊤
t


−�
1

(τ + 1)!
g�τ���(1)

T�

t��

K
�
T − t
Th

��
xt

�
t− T
T

�τ��
�
.

&� ����
	 �� � %1)**D2�


γ = γ +

	
T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtx

⊤
t


−� T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtεt

+

	
T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtx

⊤
t


−�
hτ��

(τ + 1)!
g�τ���(1)

T�

t��

K
�
T − t
Th

��
xt

�
t− T
Th

�τ��
�
+ op((Th)

−�/� + hτ��)

=�	�
� 	��	� ����� ������	��� (�

1

Th

T�

t��

K
�
t− T
Th

��
t− T
Th

�k

→
� 


−�

K (u) ukdu = 1∗k(K),

��� 	���

1

Th

T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtx

⊤
t →




1∗
(K) 1∗�(K) . . . 1∗τ (K)
1∗�(K) 1∗�(K) 1∗τ��(K)
. . . . . . . . .

1∗τ (K) 1∗τ��(K) . . . 1∗�τ (K)



=M(K).

=�	�
� 	��	� �
	����� ��	� ��
���
�	� ��	�� ���� �� 
������� 	�� ��� ����	 T ��� �������������

������ T � �������	���� ���� �

 i ��� ����
��
��

1√
Th

T�

t��

K
�
T − t
Th

��
t− T
Th

�k
�
1

n

n�

i��

εit

�
⇒ 1

n

n�

i��

N
�
0, ω�i ν

∗
�k(K)

�
= N

�
0,
ν∗�k(K)
n�

n�

i��

ω�i

�
,

���

1√
Th

T�

t��

K
�
t− T
Th

�
xtεt ⇒ N



0,

�n
i�� ω

�
i

n�




ν∗
(K) ν∗�(K) . . . ν∗τ (K)
ν∗�(K) ν∗�(K) ν∗τ��(K)
. . . . . . . . . �

ν∗τ (K) . . . ν∗�τ (K)






= N

�
0,
1

n
ω�V (K)

�
,

)B



����� ω� =
�n

i�� ω
�
i /n, ���
�

"

�
1√
Th

T�

t��

K
�
T − t
Th

��
t− T
Th

�k

εit

��
1√
Th

T�

s��

K
�
T − s
Th

��
s− T
Th

�l

εis

�

→
�

∞�

j�−∞

γεi (j)

��
K (u)� ul�kdu = ω�i ν

∗
l�k(K).

+�� ������
� 	��� �� 	�� 
�
�
 ��
������
 ��	���	�� ��
	
1

Th

T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtx

⊤
t


−�
1√
Th

T�

t��

K
�
T − t
Th

�
xtεt ⇒ M(K)−�N

�
0,
1

n
ω�V (K)

�

= N

�
0,
1

n
ω�M(K)−�V (K)M(K)−�

�
.

��� 	�� ���� 	���

1

(τ + 1)!
g�τ���(1)

1

Th

T�

t��

K
�
T − t
Th

��
xt

�
t− T
Th

�τ��
�
→ 1

(τ + 1)!
g�τ���(1)




1∗τ��(K)
1∗τ��(K)
. . .

1∗�τ��(K)



= B(K).

+��� √
Th
�

γ − γ − hτ��M(K)−�B(K)

�
⇒ N

�
0,
1

n
ω�M(K)−�V (K)M(K)−�

�
.

=�	�
� 	��	


γk − γk = hτ−k��Bk +
1√

Thk��/�
Uk,

��� ��� ����
��	�� ��� g(1 + q/T ) �� ����� ��


g(1 + q/T ) =
τ�

k�



γk �
� q
T

�k
.

+���� 	�� ����
��	��� ����� ��


g(1 + q/T )− g(1 + q/T )

=
τ�

k�


�
hτ−k��

� q
T

�k
Bk

�
+ o
�� q
T

�τ�
+

τ�

k�


�
1√

Thk��/�

� q
T

�k
Uk

�
+ o
�� q
T

�τ�
.

+�� ���� ��� ������
� 	���� ��� ����� ��

bg =
τ�

k�


�
hτ−k��

� q
T

�k
Bk

�
= hτ��

τ�

k�


�� q

Th

�k
Bk

�
�

vg =
τ�

k�


1√
Thk��/�

� q
T

�k
Uk =

1√
Th

τ�

k�


� q

Th

�k
Uk.
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����� ����� �� �����	��� ��� $���	
� ��	������� �� 	�� �������	� h ��� 	�� ����
��	��� ���	��
�

q/T - @� ���	�
�
��� 	�� �����
	��� ����� �� ����� ��

yi,T�q − 
yi,T�q = εi,T�q − (
αi − αi)−
�

β⊤i − β⊤i

�
DT�q − [
g(1 + q/T )− g(1 + q/T )] ,

���
� 	�� ������	�� ��	���	�� ��� �� ���

�� ������ ��� ��� 0,�� q�

yi,T�q − 
yi,T�q = εi,T�q − hτ��B
 −
1√
Th

U
 + op

�
hτ�� +

1√
Th

�
.

+���� 	�� ����
��	��� ���� �� �� ����� O(hτ��)� ��	� 
������ 	��� hτ��B
� ��� 	�� 
������ 	��� ��

����
��	��� ������
� ��

ω�i +
1

Th
V
,

����� V
 �� 	�� 1'�'24�
����	 �� 	�� ��	��, �
n
ω�M(K)−�V (K)M(K)−�-

. � �	����

L
��� 1. 5�� ��
� i� �� T →∞>

Ca,ii → cii = 1− ri − 2a�i + ia�i +
n�

l�i��

a�l,

Cb,ii → cii

�
1

12
�⊤��

�
=

	
(1− ri)− 2a�i + ia�i +

n�

l�i��

a�l


�
1

12
�⊤��

�
,

CA,ii → cii

�
1

12
���

�
=

�
1− ri − 2a�i + ia�i +

n�

l�i��

a�l

��
1

12
���

�
,

CB,ii → �Cii = (1− ri)
1

12
I�� − 2a�i

1

12�
�⊤����� + ia�i

1

12�
�⊤����� +

n�

l�i��

a�l

�
1

12�
�⊤�����

�

= (1− ri)
1

12
I�� +

�
ia�i − 2a�i +

n�

l�i��

a�l

��
1

12�
�⊤�����

�
.

)C



L
��� 2. 5�� i �= j� �� T →∞>

Ca,ij → cij = (max(i, j)− 1)a�,�
��i,j� +
n�

l��
��i,j�

a�l − 2a�,�
��i,j�,

Cb,ij → cij

�
1

12
�⊤��

�
=


(max(i, j)− 1)a�,�
��i,j� +

n�

l��
��i,j�

a�l − 2a�,�
��i,j�



�
1

12
�⊤��

�
,

CA,ij → cij

�
1

12
���

�
=


(max(i, j)− 1)a�,�
��i,j� − 2a�,�
��i,j� +

n�

l��
��i,j�

a�l



�
1

12
���

�
,

CB,ij = cij

�
1

12�
�⊤�����

�
=


(max(i, j)− 1)a�,�
��i,j� − 2a�,�
��i,j� +

n�

l��
��i,j�

a�l



�
1

12�
�⊤�����

�
.

L
��� 3. 5�� ��
� i� �� T →∞>

da,i = −
√
Thpbi + o(

√
Thp)

= −
√
Thp

1

p!
1p(K)


�

l	�i




��

rl

δ(s)g�p� (s) ds


−




��

ri

w(s)g�p� (s) ds




+ o(

√
Thp)�

dA,i = −
√
Thpbi

�
1

12
���

�
+ o(

√
Thp)

= −
√
Thp

1

p!
1p(K)


�

l 	�i




��

rl

δ(s)g�p� (s) ds


−




��

ri

w(s)g�p� (s) ds





�
1

12
���

�
+ o(

√
Thp)�

����� w(s) ��� δ(s) ��� �����	��� ���
	���� �� N*�'O :

δ(s) =
1

j
� �� rj < s < rj��� j = 1, 2, . . . , n.

w(s) = 1− δ(s) = 1− 1
j
� �� rj < s < rj��� j = 1, 2, . . . , n.

L
��� 4. 5�� ��
� i� �� T →∞�

ea,i ⇒ N
�
0, σ�a

�
� eA,i ⇒ N

�
0,
1

12
σ�A�I�� +

1

12�
σ�A�J��

�
,

�����>

σ�a = (1− ri − 2a�i + a�i)ω�i + (na	,i − 4na�,i + 4a�,i)
i−��

j��

ω�j +
n�

j�i��

(na	,j − 4na�,j + 4a�,j)ω�j

σ�A� = s�j (1− ri − 2a�i + a�i) � σ�A� = (na	i − 4na�i + 4a�i)
�

j<i

ω�j +
�

j>i

(na	j − 4na�j + 4a�j)ω�j .
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� 	��	

ti−��

t�tl

1

mt

�
T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
�
∂
gθ(t/T )
∂αi- ./ 0
→


→ 0,

�� ����

Ca,ii =
1

T

T�

t�ti

�
1− 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
��

1− 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
�

− 1
T

	
1

T

�

l<i

T�

t�tl

1

mt

�
T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
�
∂
gθ(t/T )
∂αi




− 1
T

	
1

T

�

l>i

T�

t�tl

1

mt

�
T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
�
∂
gθ(t/T )
∂αi




=
1

T

T�

t�ti

$
1− 1

mt

% $
1− 1

mt

%
− 1

T




�

l<i

T�

t�ti

1

mt



1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
- ./ 0

��



∂
gθ(t/T )
∂αi- ./ 0

→−�/mt




− 1
T

	
�

l>i

T�

t�tl

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
�
∂
gθ(t/T )
∂αi




=
1

T

T�

t�ti

$
1− 1

mt

% $
1− 1

mt

%
− 1

T

	
−
�

l<i

T�

t�ti

1

m�
t



− 1

T

	
−
�

l>i

T�

t�tl

1

m�
t




=
1

T

T�

t�ti

$
1− 2

mt
+
1

m�
t

%
+
1

T

	
(i− 1)

T�

t�ti

1

m�
t



+
1

T

	
n�

l�i��

T�

t�tl

1

m�
t




=
1

T

T�

t�ti

$
1− 2

mt

%
+
1

T

	
i

T�

t�ti

1

m�
t



+
1

T

	
n�

l�i��

T�

t�tl

1

m�
t




= 1− ri − 2
n�

j�i

1

j
(rj�� − rj) + i

n�

j�i

1

j�
(ri�� − ri) +

n�

l�i��

n�

j�l

1

j�
(ri�� − ri)

= 1− ri − 2a�i + ia�i +
n�

l�i��

a�l,
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Cb,ii =
1

T

T�

t�ti

�
D⊤

t −
1

mt

1

T

T�

s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

��
1 +

∂
gθ(t/T )
∂αi

�

− 1
T

	
�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

�
∂
gθ(t/T )
∂αi




=
1

T

T�

t�ti

�
D⊤

t −
1

12
�⊤��
1

mt

��
1− 1

mt

�

− 1
T

	
�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

�
∂
gθ(t/T )
∂αi




=
1

T

T�

t�ti

D⊤
t

�
1− 1

mt

�
− 1

T

T�

t�ti

1

12
�⊤��

�
1

mt

��
1− 1

mt

�

− 1
T

	
�

l<i

T�

t�ti

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

�
∂
gθ(t/T )
∂αi




− 1
T

	
�

l>i

T�

t�tl

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

D⊤
s Kh((t− s)/T )

�
∂
gθ(t/T )
∂αi




=
1

T

T�

t�ti

D⊤
t −

1

T

T�

t�ti

1

mt

D⊤
t −

1

T

T�

t�ti

1

12
�⊤��

�
1

mt

�
+
1

T

T�

t�ti

1

12
�⊤��

�
1

mt

�
1

mt

− 1
T

	
(i− 1)

T�

t�ti

�
− 1

m�
t

��
1

12
�⊤��

�

− 1

T

	
�

l>i

T�

t�tl

�
− 1

m�
t

��
1

12
�⊤��

�


=
1

12
(1− ri)�⊤�� −

2

12

�
n�

l�i

1

l
(rl�� − rl)

�
�⊤�� +

1

12
�⊤��

�
n�

l�i

1

l�
(rl�� − rl)

�

+

	
(i− 1)

n�

l�i

1

l�
(rl�� − rl)


�
1

12
�⊤��

�
+

	
�

l>i

n�

k�l

1

k�
(rk�� − rk)


�
1

12
�⊤��

�

=

	
(1− ri)− 2a�i + ia�i +

n�

l�i��

a�l


�
1

12
�⊤��

�
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CA,ii =
1

T





�T
t�ti

�
1− �

mt

�
T

�T
s�ti

Kh((t− s)/T )
��

Dt +
∂�gθ�t/T �

∂βi

�

−
�
�
T

�
l 	�i

�T
t�tl

�
mt

��T
s�ti

Kh((t− s)/T )
�

∂�gθ�t/T �
∂βi

�




=
1

T

T�

t�ti

�
1− 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
��

Dt −
1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )Ds

�

− 1
T

	
1

T

�

l 	�i

T�

t�tl

1

mt

�
T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
��

− 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )Ds

�


=
1

T

T�

t�ti

�
1− 1

mt

��
Dt −

1

mt

1

12
���

�

− 1
T

	
1

T

�

l<i

T�

t�ti

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
��

− 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )Ds

�


− 1
T

	
1

T

�

l>i

T�

t�ti

1

mt

�
1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )
��

− 1

mt

1

T

T�

s�ti

Kh((t− s)/T )Ds

�


=
1

T

T�

t�ti

Dt −
1

T

T�

t�ti

1

mt
Dt −

1

T

T�

t�ti

1

mt

1

12
��� +

i

T

T�

t�ti

1

m�
t

1

12
��� +

	
1

T

n�

l�i��

T�

t�ti

1

m�
t

�
1

12
���

�


→ (1− ri)
1

12
��� − 2

n�

j�i

1

j
(rj�� − rj)

1

12
���

+i
n�

j�i

1

j�
(ri�� − ri)

1

12
��� +

n�

l�i��

n�

j�l

1

j�
(ri�� − ri)

�
1

12
���

�

=

	
1− ri − 2

n�

j�i

1

j
(rj�� − rj) + i

n�

j�i

1

j�
(ri�� − ri) +

n�

l�i��

n�

j�l

1

j�
(ri�� − ri)


�
1

12
���

�

=

�
1− ri − 2a�i + ia�i +

n�

l�i��

a�l

��
1

12
���

�
.
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T
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∂
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∂βi


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
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T
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
 1
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1

T
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
�
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∂
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∂βi

�
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1

T

T�

t�tj

�
− 1
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�
1
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− 1
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
�
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 1

mt


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∂βi
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���
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1
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1
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1
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�⊤�����
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�
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�⊤��

��
1

12
���

�


+

	
(j − i− 1)
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Kh((t− s)/T )


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l�j

1

l�
(rl�� − rl)
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(rl�� − rl) +

n�

l�j
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
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�

l<i

T�

t�ti

1

mt


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�⊤��

�
+

$
(j − i− 1)a�j

�
1

12
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− �
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
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
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
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
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+ . . .+
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
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t�ti

T�

s�ti

�
n

�
1

m�
t

�
− 2

mt

��
n

�
1

m�
s

�
− 2

ms

�
γj(t− s)

⇒ ω�j

n�

s�i

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
,

��� ��� j > i�

1√
T

T�

t�ti

cijtεjt

=
1√
T

T�

t�tj

�
n

�
1

m�
t

�
− 2

mt

�
εjt =

1√
T

T�

t�tj

cijtεjt

⇒ Nj

�
0, ω�j

n�

l�j

(rl�� − rl)
�
n

l�
− 2
l

���
= Nj

�
0, ω�j (na	j − 4na�j + 4a�j)

�
.

+���

ea,i ⇒ N

�
0, (1− ri − 2a�i + a�i)ω�i + (na	,i − 4na�,i + 4a�,i)

i−��

j��

ω�j +
n�

j�i��

(na	,j − 4na�,j + 4a�,j)ω�j

�
.
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=�,	� �� 
�������

eA,i =
1√
T

ti��−��

t�ti

�
Dt −

1

mt

1

12
��� −

1

mt
Dt +

i

m�
t

1

12
���

�
εit

+
1√
T

ti��−��

t�ti��

�
Dt −

1

mt

1

12
��� −

1

mt
Dt +

i+ 1

m�
t

1

12
���

�
εit

+
1√
T

ti��−��

t�ti��

�
Dt −

1

mt

1

12
��� −

1

mt

Dt +
i+ 2

m�
t

1

12
���

�
εit + . . .

+
1√
T

T�

t�tn

�
Dt −

1

mt

1

12
��� −

1

mt
Dt +

n

m�
t

1

12
���

�

+

�
1

12
���

�
1√
T

i−��

j��

T�

t�ti

$
n

m�
t

− 2

mt

%
εjt +

�
1

12
���

�
1√
T

n�

j�i��




T�

t�tj

$
n

m�
t

− 2

mt

%
 εjt

=
1√
T

T�

t�ti

Citεit +
�

j 	�i

1√
T

T�

t�ti

Cijtεjt.

5���	�

1√
T

T�

t�ti

Citεit =
1√
T

ti��−��

t�ti

�
Dt −

1

mt

1

12
��� −

1

mt
Dt +

i

m�
t

1

12
���

�
εit

+
1√
T

ti��−��

t�ti��

�
Dt −

1

mt

1

12
��� −

1

mt

Dt +
i+ 1

m�
t

1

12
���

�
εit +

+ . . .+
1√
T

T�

t�tn

�
Dt −

1

mt

1

12
��� −

1

mt
Dt +

n

m�
t

1

12
���

�

=

	
1√
T

ti��−��

t�ti

+ . . .+
1√
T

T�

t�tn


�
Dt −

1

mt

Dt

�
εit

⇒ Ni

�
0, s�i (1− ri − 2a�i + a�i)

�
1

12
I��

��
,

���
�� ��� ��
� 0,�� j�

1

T

T�

t��

DtDt�j
⊤ →

�
�
��
I��, �� j = 12k�

*� �� j �= 12k
.

5�� j = 1, . . . , i− 1�

1√
T

T�

t�ti

Cijtεjt =

�
1

12
���

�
1√
T

T�

t�ti

$
n

m�
t

− 2

mt

%
εjt

→ Nj

�
0, ω�j (na	i − 4na�i + 4a�i)

�
1

12
���

��
1

12
�⊤��

��
,
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��� ��� j = i+ 1, . . . , n�

1√
T

T�

t�ti

Cijtεjt → Nj

�
0, ω�j (na	j − 4na�j + 4a�j)

�
1

12
���

��
1

12
�⊤��

��
.

+���

eA,i ⇒ Ni

�
0, s�j (1− ri − 2a�i + a�i)

�
1

12
I��

��

+
�

j<i

Nj

�
0, ω�j (na	i − 4na�i + 4a�i)

�
1

12
���

��
1

12
�⊤��

��

+
�

j>i

Nj

�
0, ω�j (na	j − 4na�j + 4a�j)

�
1

12
���

��
1

12
�⊤��

��
.

5���

� �� ���
�E� 	�� 
�������
� 	����>

���
�
ea,i, e

⊤
A,i

�

=

�
1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

citC
T
is

�
γi(t− s) +

�

j<i

�
1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

cijtC
T
ijs

�
γj(t− s) +

�

j>i

�
1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

cijtC
T
ijs

�
γj(t− s)

→
n�

j�i

(rj�� − rj)
�
1− 1

j

��
1

12
���ω

�
i

+

	
n�

l�i

(rl�� − rl)
�
n

l�
− 2
l

��

1

12
���
�

j<i

ω�j

+
�

j>i

	
n�

l�j

(rl�� − rl)
�
n

l�
− 2
l

��
1

12
���



ω�j

= (1− ri − 2a�i + a�i)
1

12
�⊤��ω

�
i +

1

12
�⊤��
�
n�a	i − 4na�i + 4a�i

��

j<i

ω�j

+
1

12
���
�

j>i

"�
n�a	j − 4na�j + 4a�j

�#
ω�j ,

���
�

�

j<i

�
1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

cijtC
T
ijs

�
γj(t− s)

= . . . . . .

=
�

j<i

1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

�
n

�
1

m�
t

�
− 2

mt

�$
n

m�
s

− 2

ms

%
1

12
���γj(t− s)

=

	
n�

l�i

(rl�� − rl)
�
n

l�
− 2
l

��
 1
12
���
�

j<i

ω�j ,
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�

j>i


 1
T

T�

t�tj

T�

s�ti

cijtC
T
ijs


 γj(t− s)

= . . . . . .

=
�

j>i




1

T

T�

t�tj

T�

s�ti

�
n

�
1

m�
t

�
− 2

mt

�$
n

m�
z

− 2

mz

%
1

12
���γj(t− s)





=
�

j>i

�
n�

l�j

(rl�� − rl)
�
n

l�
− 2
l

��
1

12
���

,
ω�j ,

���
�
ea,i, e

⊤
A,j

�

=

�
1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

citC
T
jis

�
γi(t− s) +

�
1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

cijtC
T
js

�
γj(t− s) +

�

l 	�i,j

�
1

T

T�

t�ti

T�

s�ti

ciltC
T
jls

�
γl(t− s)

→
n�

l��
��i,j�

(rl�� − rl)
�
1− 1

l

��
n

l�
− 2
l

�
1

12
���
�
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

n�

s��
��i,j,l�

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12
���ω

�
l

=
n�

l��
��i,j�

(rl�� − rl)
�
n+ 2

l�
− 2
l
− n

l�

�
1

12
���
�
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

n�

s��
��i,j,l�

(rs�� − rs)
�
n�

s	
− 4n
s�
+
4

s�

��
1

12
���ω

�
l

=
"
(n+ 2)a�,�
��i,j� − 2a�,�
��i,j� − na�,�
��i,j�

# 1
12
���
�
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

�
n�a	,�
��i,j,l� − 4na�,�
��i,j,l� + 4a�,�
��i,j,l�

� 1
12
���ω

�
l .

5�� �,���
�� �� i < j,

���
�
ea,i, e

⊤
A,j

�

→
n�

l�j

(rl�� − rl)
�
1− 1

l

��
n

l�
− 2
l

�
1

12
���
�
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

n�

s��
��i,j,l�

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12
���ω

�
l

=
n�

l�j

(rl�� − rl)
�
1− 1

l

��
n

l�
− 2
l

�
1

12
���
�
ω�i + ω

�
j

�

+
n�

s�j

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12
���
�

l<j

ω�l +
�

l>j

	
n�

s�l

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12
���



ω�l .
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@� i > j,

���
�
ea,i, e

⊤
A,j

�

→ 2
n�

l�i

(rl�� − rl)
�
1− 1

l

��
n

l�
− 2
l

�
1

12
���
�
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

n�

s��
��i,j,l�

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12
���ω

�
l

=
n�

l�i

(rl�� − rl)
�
1− 1

l

��
n

l�
− 2
l

�
1

12
���
�
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l<i

n�

s�i

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12
���ω

�
l +
�

l>i

n�

s�l

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12
���ω

�
l .

����
��
��

���
�
ea,i, e

⊤
a,j

�
→

n�

l��
��i,j�

(rl�� − rl)
�
1− 1

l

��
n

l�
− 2
l

��
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

n�

s��
��i,j,l�

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
ω�l

=
"
(n+ 2)a�,�
��i,j� − 2a�,�
��i,j� − na�,�
��i,j�

# �
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

�
n�a	,�
��i,j,l� − 4na�,�
��i,j,l� + 4a�,�
��i,j,l�

�
ω�l ,

��� �,���
�� ��� i < j�

���
�
ea,i, e

⊤
a,j

�
= [(n+ 2)a�,j − 2a�,j − na�,j]

�
ω�i + ω

�
j

�

+
�
n�a	,j − 4na�,j + 4a�,j

��

l<j

ω�l +
�

l>j

�
n�a	,l − 4na�,l + 4a�,l

�
ω�l ,

���
�
eA,i, e

⊤
A,j

�
→

n�

l��
��i,j�

(rl�� − rl)
�
1− 1

l

��
n

l�
− 2
l

�
1

12�
����

⊤
��

�
ω�i + ω

�
j

�

+
n�

s��
��i,j,l�

(rs�� − rs)
�
n

s�
− 2
s

��
1

12�
����

⊤
��σ

�

=
"
(n+ 2)a�,�
��i,j� − 2a�,�
��i,j� − na�,�
��i,j�

# 1
12�

J��
�
ω�i + ω

�
j

�

+
�

l 	�i,j

�
n�a	,�
��i,j,l� − 4na�,�
��i,j,l� + 4a�,�
��i,j,l�

� 1
12�

J��σ
�.
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+���� 
�	

δi = (1− ri − 2a�i + a�i)
fi = (n+ 2)a�,i − 2a�,i − na�,i . . . . . . fi

�
ω�l + ω

�
i

�
� l < i

λi =
�
n�a	,i − 4na�,i + 4a�,i

�
. . . . . . λi

�

j 	�l,j<i

ω�j +
�

j>i

λjω
�
j � l < i

	�� 
�������
� ��	��, �� eT = (e⊤a , e
⊤
A)
⊤ �� ����� ��

	
P��(ea) ���(ea, eA)

���(eA, ea) P��(eA)



,

�����

P�� (ea)

=




δ�ω
�
�

δiω
�
i

δnω
�
n




+




�n
j�� λjω

�
j fi (ω

�
� + ω

�
i ) + λi

�
j 	��,j<i ω

�
j +
�

j>i λjω
�
j fn (ω

�
� + ω

�
n) + λn

�
j 	��,j<n ω

�
j

λi
�i−�

j�� ω
�
j +
�n

j�i�� λjω
�
j fn (ω

�
n + ω

�
i ) + λn

�
j 	�i,j<n ω

�
j

λn
�n−�

j�� ω
�
j




= �n +An,
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��� (ea, eA)

=




δ�ω
�
�

δiω
�
i

δnω
�
n




⊗ 1

12
�⊤��

+




�n
j�� λjω

�
j fi (ω

�
� + ω

�
i ) + λi

�
l<i ω

�
l +
�

l>i λlω
�
l fn (ω

�
� + ω

�
n) + λn

�
l<n ω

�
l

λi
�

j<i ω
�
j +
�n

j�i�� λjω
�
j fn (ω

�
n + ω

�
i ) + λn

�
l<n ω

�
l

λn
�

j<n ω
�
j




⊗ 1

12
�⊤��

= [�n +An]⊗
1

12
�⊤��,

P�� (eA)

=




δ�s
�
�

δis
�
i

δns
�
n




⊗ 1

12
I��

+




�n
j�� λjω

�
j fi (ω

�
� + ω

�
i ) + λi

�i−�
j�� ω

�
j +
�

l>i λlω
�
l fn (ω

�
� + ω

�
n) + λn

�n−�
j�� ω

�
j

λi
�i−�

j�� ω
�
j +
�n

j�i�� λjω
�
j fn (ω

�
n + ω

�
i ) + λn

�i−�
j�� ω

�
j

λn
�n−�

j�� ω
�
j




⊗ 1

12�
J��

= Sn ⊗
1

12
I�� +An ⊗

1

12�
J��.

+��� 	�� 
�������
� ��	��, �� 	�� �	�
���	�
 	��� ��

� =

	
��� ���

��� ���



=

	
�n +An [�n +An]⊗ �

��
�⊤��

[�n +An]⊗ �
��
�⊤�� Sn ⊗ �

��
I�� +An ⊗ �

���
J��



.
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Appendix D: Figures for the Application Analysis

Results

Average Trend by OLS
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Trend by Nonparametric Method:Unbalanced Case
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Figure 4: TREND in TMAX by NONPARAMETRIC METHOD - UNBALANCED CASE

1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09 Figure 5: TREND in TMIN by NONPARAMETRIC METHOD - UNBALANCED CASE



Trend by Nonparametric Method: Balanced Case

1980 1985 1990 1995 2000

0.975

1.000

1.025

1.050

1.075

1.100

1.125

1.150 Figure 6: TREND in TMAX by NONPARAMETRIC METHOD - BALANCED CASE

1980 1985 1990 1995 2000

0.44

0.46

0.48

0.50

0.52

0.54

0.56

Figure 7: TREND in TMIN by NONPARAMETRIC METHOD - BALANCED CASE



Forecasting by Nonparametric Method



Table 1: Maximum Temperature Nonparametric Results
STATION TIME ALPHA BETAs RSS

Aberporth 1942-2007 15.1545 -4.8198 2.4600 -3.7686 3.4780 -2.7198 4.4884 -1.6743 5.4908 -1.0563 6.4845 0.4039 0.0177
(0.4872) (0.4987) (0.4875) (0.5051) (0.4978) (0.4800) (0.4975) (0.4796) (0.4893) (0.4900) (0.4880) (0.4793)

Armagh 1865-2007 15.3314 5.8443 13.1241 6.8956 14.1421 7.9443 15.1526 8.9534 16.1549 10.0314 17.1486 10.4707 0.1213
(0.4969) (0.4798) (0.4792) (0.4928) (0.4871) (0.4925) (0.4889) (0.4900) (0.5090) (0.4920) (0.4982) (0.4788)

Bradford 1908-2007 14.2064 -4.9778 2.3021 -3.9265 3.3201 -2.8777 4.3305 -1.8322 5.3329 -1.0553 6.3266 0.2460 0.0840
(0.4793) (0.4799) (0.5464) (0.5566) (0.5468) (0.5657) (0.5610) (0.5319) (0.5561) (0.5316) (0.5497) (0.5413)

Braemar 1959-2007 12.4661 6.2878 13.5676 7.3390 14.5856 8.3878 15.5960 9.4333 16.5984 10.4748 17.5921 11.1030 0.0500
(0.5372) (0.5304) (0.5553) (0.5319) (0.5303) (0.5547) (0.5453) (0.5588) (0.5427) (0.5494) (0.5715) (0.5548)

Cambridge 1959-2007 16.2552 -3.7045 3.5753 -2.6532 4.5933 -1.6045 5.6038 -0.5589 6.6061 0.4826 7.5998 1.4374 0.0004
(0.5566) (0.5293) (0.5305) (0.5318) (0.5412) (0.5522) (0.5418) (0.5611) (0.5557) (0.5270) (0.5515) (0.5262)

Cardi¤ 1977-2007 15.6739 3.0741 10.3539 4.1253 11.3719 5.1741 12.3823 6.2196 13.3847 7.2611 14.3784 8.2978 0.0244
(0.5444) (0.5364) (0.5329) (0.5254) (0.5506) (0.5268) (0.5261) (0.5502) (0.5405) (0.5540) (0.5382) (0.5449)

Durham 1880-2007 14.4470 3.7297 11.0095 4.7809 12.0275 5.8297 13.0379 6.5113 14.0403 7.6098 15.0340 8.9534 0.0125
(0.5625) (0.5506) (0.5520) (0.5249) (0.5257) (0.5270) (0.5450) (0.5550) (0.5451) (0.5641) (0.5590) (0.5301)

Eastbourne 1959-2007 15.8710 3.0741 10.3539 4.1253 11.3719 5.1741 12.3823 6.2196 13.3847 7.2611 14.3784 8.2978 0.0020
(0.5545) (0.5300) (0.5476) (0.5395) (0.5359) (0.5286) (0.5536) (0.5298) (0.5285) (0.5530) (0.5432) (0.5568)

Greenwich 1959-2004 16.1333 -5.4322 1.8477 -4.3809 2.8657 -3.3321 3.8761 -2.2866 4.8785 -1.2451 5.8722 -0.5548 0.0085
(0.5408) (0.5479) (0.5656) (0.5535) (0.5546) (0.5280) (0.5291) (0.5299) (0.5424) (0.5533) (0.5431) (0.5626)

Hurn 1957-2007 8.7890 12.5155 19.7954 13.5668 20.8133 14.6155 21.8238 15.6611 22.8261 16.4415 23.8199 17.7393 0.0191
(0.5572) (0.5284) (0.5525) (0.5273) (0.5458) (0.5376) (0.5334) (0.5262) (0.5522) (0.5281) (0.5272) (0.5513)

Lerwick 1930-2007 6.1471 13.2163 20.4961 14.2675 21.5141 15.3163 22.5246 16.3619 23.5269 17.1254 24.5206 18.4401 0.0296
(0.5417) (0.5553) (0.5393) (0.5460) (0.5634) (0.5513) (0.5530) (0.5256) (0.5269) (0.5282) (0.5435) (0.5536)

Leuchers 1957-2007 6.9764 3.0741 10.3539 4.1253 11.3719 5.1741 12.3823 6.2196 13.3847 7.2611 14.3784 8.2978 0.0401
(0.5433) (0.5624) (0.5569) (0.5284) (0.5527) (0.5282) (0.5456) (0.5378) (0.5349) (0.5270) (0.5521) (0.5279)

Newton Rigg 1959-2007 5.2113 3.9111 11.1910 4.9624 12.2090 5.6380 13.2194 7.0567 14.2217 7.7849 15.2155 9.1349 0.0506
(0.5269) (0.5512) (0.5415) (0.5550) (0.5390) (0.5461) (0.5643) (0.5524) (0.5529) (0.5270) (0.5277) (0.5283)

Oxford 1853-2007 4.9145 3.0741 10.3539 4.1253 13.0460 5.1741 12.3823 -1.2794 1.9531 15.2543 14.3784 8.2978 0.0612
(0.5429) (0.5538) (0.5438) (0.5634) (0.5580) (0.5290) (0.5532) (0.5281) (0.5466) (0.5381) (0.5340) (0.5273)

Paisley 1959-2007 3.7738 3.0741 10.3539 4.1253 13.8831 5.1741 12.3823 -9.6978 8.3368 21.5850 14.3784 8.2978 0.0072
(0.5528) (0.5290) (0.5278) (0.5520) (0.5426) (0.5559) (0.5399) (0.5468) (0.5639) (0.5516) (0.5538) (0.5261)

Ringway 1949-2004 5.8577 -6.3399 0.9399 -5.2887 14.7201 -4.2399 2.9683 -3.1853 3.9707 -2.1529 4.9644 -1.5097 0.0082
(0.5275) (0.5289) (0.5425) (0.5525) (0.5421) (0.5612) (0.5557) (0.5274) (0.5518) (0.5271) (0.5445) (0.5368)

Ross-on-wye 1930-2007 8.7682 -3.5391 3.7408 -2.4878 5.1857 -1.4390 5.7692 -0.3935 6.7715 0.6480 7.7653 1.4127 0.0113
(0.5342) (0.5259) (0.5510) (0.5268) (0.5259) (0.5502) (0.5403) (0.5539) (0.5380) (0.5452) (0.5637) (0.5517)

Shawbury 1957-2007 10.4095 -14.4370 -7.1572 -13.3858 5.4648 -12.3370 -5.1287 -11.2915 -4.1264 -10.4299 -3.1327 -9.1391 0.1033
(0.5520) (0.5262) (0.5268) (0.5273) (0.5433) (0.5542) (0.5444) (0.5636) (0.5586) (0.5293) (0.5538) (0.5284)

She¢ed 1883-2007 15.8198 6.1523 13.4321 7.2035 5.7438 8.2523 15.4605 9.2978 16.4629 10.3393 17.4566 11.0581 0.0127
(0.5470) (0.5388) (0.5343) (0.5277) (0.5530) (0.5295) (0.5278) (0.5523) (0.5430) (0.5562) (0.5405) (0.5473)

Southampton 1855-2004 12.7800 -3.9741 3.3057 -2.9229 6.0228 -1.8741 5.3341 -1.1075 6.3365 0.2129 7.3302 1.2496 0.0124
(0.5639) (0.5517) (0.5543) (0.5261) (0.5276) (0.5292) (0.5418) (0.5518) (0.5414) (0.5606) (0.5549) (0.5265)

St Mawgan 1957-2007 11.7145 13.6632 20.9431 14.4184 6.3018 15.7632 22.9715 16.5131 23.9738 16.8030 24.9676 18.8870 0.0135
(0.5510) (0.5260) (0.5437) (0.5361) (0.5337) (0.5252) (0.5504) (0.5260) (0.5252) (0.5494) (0.5396) (0.5534)

Stornoway 1873-2007 13.0459 -10.1131 -2.8333 -9.0619 6.5808 -8.0131 -0.8049 -6.9676 0.1975 -5.9261 1.1912 -4.9243 0.0145
(0.5374) (0.5443) (0.5634) (0.5513) (0.5515) (0.5256) (0.5260) (0.5266) (0.5426) (0.5532) (0.5433) (0.5625)

Sutton Bonnington 1959-2007 15.4447 4.6062 11.8860 5.6575 6.8599 6.7062 13.9145 7.7518 14.9168 8.5469 15.9105 6.4822 0.0156
(0.5577) (0.5286) (0.5527) (0.5278) (0.5463) (0.5380) (0.5335) (0.5268) (0.5518) (0.5285) (0.5269) (0.5511)

Tiree 1930-2007 25.9146 7.9759 3.9880 9.9699 7.1389 4.8250 12.0626 6.0228 3.0114 3.9880 8.5748 6.8309 0.0166
(0.5417) (0.5551) (0.5394) (0.5461) (0.5631) (0.5508) (0.5532) (0.5253) (0.5266) (0.5281) (0.5409) (0.5517)

Valley 1930-2007 25.8283 8.2550 4.1275 10.3187 7.4179 4.9645 12.4113 6.3018 3.1509 4.1275 8.9236 7.1797 0.0177
(0.5408) (0.5604) (0.5546) (0.5261) (0.5506) (0.5255) (0.5436) (0.5356) (0.5330) (0.5250) (0.5500) (0.5255)

Yeovilton 1964-2007 32.7795 8.5340 4.2670 10.6675 7.6969 5.1741 12.3823 6.5808 3.2904 4.2670 14.3784 8.2978 0.0187
(0.5249) (0.5493) (0.5394) (0.5529) (0.5371) (0.5438) (0.5624) (0.5507) (0.5512) (0.5249) (0.5255) (0.5260)

* The values in the parentheses indicate the standard errors.



Table 2: Minimum Temperature Nonparametric Results
STAT�ON T�M� AL��A B�TAs RSS

Aberporth 1942-2007 2.3700 1.4734 0.2254 5.6285 0.6890 0.2364 2.0505 -0.3964 0.8742 1.4239 0.5348 0.4685 0.0060
(0.3929) (0.3956) (0.3924) (0.4025) (0.3999) (0.3910) (0.3934) (0.3915) (0.3931) (0.3933) (0.3937) (0.3900)

Armagh 1865-2007 -12.1000 -0.3669 0.2042 1.9268 0.0289 -0.4264 0.5512 -0.1645 0.0073 0.1473 -0.0057 -0.0322 0.0414
(0.3936) (0.3909) (0.3905) (0.3917) (0.3914) (0.3907) (0.3932) (0.3937) (0.3966) (0.3918) (0.3954) (0.3910)

Bradford 1908-2007 2.4400 -0.6241 -0.1922 5.4360 0.6477 0.9084 1.5923 -1.4851 0.3493 0.8633 1.8578 0.8119 0.0286
(0.3914) (0.3907) (0.4418) (0.4447) (0.4411) (0.4531) (0.4514) (0.4316) (0.4433) (0.4327) (0.4422) (0.4346)

Braemar 1959-2007 -23.2000 -1.1384 -0.7543 2.7556 -1.8227 -8.1432 -0.4675 -4.3715 -1.5970 -1.4042 -6.1424 -0.4642 0.0170
(0.4347) (0.4302) (0.4432) (0.4317) (0.4310) (0.4443) (0.4382) (0.4466) (0.4373) (0.4422) (0.4535) (0.4450)

Cambridge 1959-2007 -10.0000 1.5187 0.1604 3.2441 -0.2018 -1.0108 0.5976 -0.9870 -0.1347 0.0658 -2.9559 -0.1144 0.0001
(0.4446) (0.4313) (0.4321) (0.4311) (0.4372) (0.4405) (0.4366) (0.4489) (0.4468) (0.4273) (0.4390) (0.4282)

Cardi¤ 1977-2007 14.1000 10.1165 2.7597 9.7292 3.0061 2.9027 4.4568 1.5635 2.7471 4.4601 4.2095 1.9633 0.0083
(0.4379) (0.4303) (0.4306) (0.4261) (0.4389) (0.4273) (0.4269) (0.4399) (0.4344) (0.4422) (0.4331) (0.4382)

Durham 1880-2007 -10.6000 -0.9650 -0.0809 2.6062 -0.2255 -1.4849 0.6923 -0.9738 -0.1399 0.1163 0.5467 -0.0260 0.0043
(0.4443) (0.4416) (0.4402) (0.4275) (0.4279) (0.4269) (0.4409) (0.4439) (0.4400) (0.4521) (0.4503) (0.4306)

Eastbourne 1959-2007 14.1000 1.0138 0.2478 2.6369 -0.1960 -0.2964 0.5028 -0.7961 -0.1243 0.3758 -2.6351 -0.0318 0.0007
(0.4424) (0.4317) (0.4411) (0.4335) (0.4337) (0.4290) (0.4422) (0.4304) (0.4298) (0.4431) (0.4371) (0.4454)

Greenwich 1959-2004 2.3300 0.4489 0.0478 2.0135 -0.3236 -0.5904 -0.0544 0.1148 1.0281 -0.8050 -2.2322 0.4821 0.0029
(0.4361) (0.4414) (0.4415) (0.4441) (0.4434) (0.4304) (0.4311) (0.4299) (0.4379) (0.4411) (0.4372) (0.4495)

Hurn 1957-2007 0.6770 1.4351 0.5469 3.3147 0.3461 1.3415 1.5557 -0.8845 -0.0024 1.2413 -0.6726 0.5926 0.0065
(0.4474) (0.4281) (0.4396) (0.4290) (0.4387) (0.4311) (0.4310) (0.4266) (0.4396) (0.4280) (0.4276) (0.4405)

Lerwick 1930-2007 -0.3170 -0.6313 -0.4225 0.0437 -0.0396 -3.2641 -0.3394 -2.2625 -1.1694 0.1087 -0.5898 -0.4956 0.0101
(0.4351) (0.4430) (0.4337) (0.4391) (0.4449) (0.4421) (0.4409) (0.4278) (0.4285) (0.4277) (0.4399) (0.4427)

Leuchers 1957-2007 14.1000 -0.1221 -0.6054 0.1052 -0.7358 -2.4101 0.5969 -3.4711 -1.8482 -0.4097 -2.0278 -0.2939 0.0137
(0.4387) (0.4510) (0.4490) (0.4294) (0.4411) (0.4304) (0.4399) (0.4323) (0.4327) (0.4279) (0.4348) (0.4293)

Newton Rigg 1959-2007 -10.7000 1.6483 0.1243 2.5238 -0.5422 -2.6037 0.7267 -1.2317 0.5687 -0.1050 -3.0580 -0.1080 0.0173
(0.4287) (0.4418) (0.4362) (0.4442) (0.4350) (0.4402) (0.4468) (0.4433) (0.4423) (0.4296) (0.4301) (0.4289)

Oxford 1853-2007 11.1000 0.8900 0.2388 4.4482 0.5737 0.7781 1.2236 0.3525 1.0488 0.5365 1.2410 0.4168 0.0209
(0.4386) (0.4418) (0.4380) (0.4503) (0.4484) (0.4289) (0.4404) (0.4297) (0.4395) (0.4318) (0.4315) (0.4274)

Paisley 1959-2007 13.1000 1.1270 -0.0092 1.0388 -0.7462 -2.0505 0.6267 -1.4248 0.2422 -0.0785 -2.2996 -0.1408 0.0024
(0.4404) (0.4289) (0.4283) (0.4412) (0.4362) (0.4438) (0.4345) (0.4398) (0.4454) (0.4428) (0.4417) (0.4284)

Ringway 1949-2004 -3.7600 1.3717 0.1330 3.0629 0.2753 0.0132 0.8333 1.2322 2.1747 -0.1999 -0.0831 1.0261 0.0028
(0.4291) (0.4284) (0.4391) (0.4354) (0.4379) (0.4501) (0.4481) (0.4287) (0.4340) (0.4296) (0.4391) (0.4317)

Ross-on-wye 1930-2007 4.7800 3.3694 0.6580 4.5835 0.7623 0.3430 1.1623 -0.1583 0.7323 1.3839 1.5353 0.6428 0.0038
(0.4321) (0.4272) (0.4404) (0.4286) (0.4280) (0.4344) (0.4356) (0.4433) (0.4342) (0.4330) (0.4395) (0.4428)

Shawbury 1957-2007 -3.1400 2.3822 0.4179 3.7905 0.3513 0.5314 1.7280 -1.1052 0.0875 1.1700 -0.4155 0.6032 0.0352
(0.4415) (0.4290) (0.4294) (0.4282) (0.4388) (0.4421) (0.4383) (0.4506) (0.4487) (0.4293) (0.4407) (0.4300)

She¢ed 1883-2007 1.4000 -3.5342 -0.7545 3.0605 -0.5274 -1.3703 0.1892 -1.7463 -0.5579 -0.6915 -1.1898 -0.2726 0.0043
(0.4399) (0.4320) (0.4318) (0.4277) (0.4406) (0.4291) (0.4284) (0.4415) (0.4366) (0.4439) (0.4348) (0.4400)

Southampton 1855-2004 1.1700 0.9202 0.1034 3.2253 0.5978 0.5331 0.8900 0.6020 0.6692 0.1148 1.1430 0.5367 0.0042
(0.4456) (0.4432) (0.4419) (0.4285) (0.4293) (0.4285) (0.4317) (0.4413) (0.4307) (0.4493) (0.4473) (0.4279)

St Mawgan 1957-2007 -25.3000 2.2557 1.0314 3.6950 0.7932 2.6404 2.1836 0.2021 0.8031 1.8220 0.5734 1.0597 0.0046
(0.4332) (0.4287) (0.4383) (0.4249) (0.4255) (0.4266) (0.4333) (0.4278) (0.4273) (0.4402) (0.4349) (0.4361)

Stornoway 1873-2007 -4.0600 -1.1364 -0.3128 0.5396 -0.2145 -1.4758 0.4455 -1.6589 -0.6657 -0.2020 -0.2599 -0.0102 0.0050
(0.4334) (0.4387) (0.4391) (0.4424) (0.4344) (0.4284) (0.4288) (0.4275) (0.4382) (0.4413) (0.4375) (0.4499)

Sutton Bonnington 1959-2007 -10.7000 1.9809 0.1297 2.9827 -0.3925 -1.5656 0.5088 -1.2404 -0.2772 0.0450 -2.9690 -0.0229 0.0053
(0.4481) (0.4285) (0.4399) (0.4295) (0.4392) (0.4314) (0.4313) (0.4270) (0.4397) (0.4284) (0.4277) (0.4407)

Tiree 1930-2007 14.0500 1.0180 0.3159 1.7306 0.4153 -0.3880 0.5462 -0.4916 0.0478 1.1533 0.7886 0.1933 0.0057
(0.4362) (0.4431) (0.4339) (0.4392) (0.4451) (0.4427) (0.4411) (0.4279) (0.4287) (0.4278) (0.4375) (0.4345)

Valley 1930-2007 15.0000 2.4432 0.8413 3.8132 0.8073 0.6812 1.2713 0.4618 0.8848 1.8880 1.6453 0.7447 0.0060
(0.4365) (0.4420) (0.4399) (0.4274) (0.4390) (0.4280) (0.4314) (0.4305) (0.4310) (0.4262) (0.4392) (0.4272)

Yeovilton 1964-2007 15.2000 6.0330 1.9238 8.0683 1.6078 2.8385 3.1332 0.6487 2.6123 3.1542 1.8167 1.6489 0.0064
(0.4269) (0.4333) (0.4285) (0.4355) (0.4268) (0.4381) (0.4445) (0.4291) (0.4341) (0.4279) (0.4281) (0.4269)

* The values in the parentheses indicate the standard errors.


