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В.  М.  П О Л Т Е Р О В И Ч 

( Москва  ) 

1.  ВВЕД ЕН И Е 

Важной  предпосылкой  гармонического  развития  экономики  является 
отыскание  наряду  с  эффективным  производственным  планом  таких цен, 
которые,  вопервых,  стимулировали  бы производственную  систему  к  вы
полнению  этого  плана  и, вовторых,  обеспечивали  бы  равенство  спроса  и 
предложения  потребительских  благ. Решение  этой  задачи в  рамках  извест
ных  оптимизационных  моделей  связано  с принципиальными  трудностями. 

Дело в том, что цены,  пропорциональные  оптимальным  оценкам,  могут 
сбалансировать  спрос и предложение  потребляемых  товаров,  если:  а)  мак
симизируемый  динамический  критерий  особым  образом  связан  с  пред
почтениями  потребителей;  б)  динамика  доходов  населения  согласована  с 
производственным  планом.  Построить  подходящий  критерий  можно  в тех, 
повидимому,  редких  случаях,  когда  функция  совокупного  спроса  порож
дается  единой  целевой  функцией  потребления.  В  общей  же  ситуации  не 
ясно, как обеспечить  выполнение  первого  условия.  Удовлетворить  второму 
условию  легче,  если  вначале  планировать  доходы  населения,  а  потом со
ставлять  производственный  план.  Между  тем,  оптимизационные  модели 
обычно предполагают  обратную  последовательность  расчетов. 

Отмеченные  трудности  могут  быть  в  принципе  преодолены  с  помощью 
динамических  моделей  экономического  равновесия.  Известен  целый  ряд 
подобных  моделей  (см., например,  [1—3]),  однако  исследованы  они срав
нительно  слабо.  В  частности,  не изучено  поведение  равновесных  траекто
рий при увеличении интервала  планирования. 

Аналогичная  проблема  является  центральной  в  теории  оптимального 
экономического  роста.  Для некоторых  весьма  специальных  оптимизацион
ных  моделей  ее решение  получено  в  форме  так называемых  теорем  о  ма
гистрали. Эти модели  можно  разбить  на две большие  группы.  Первая (см, 
например,  [2,  4])  характеризуется  отсутствием  явных  ограничений  на 
невоспроизводимые  ресурсы  и  зависимостью  целевой  функции  только  от 
состояния  экономики в  конце  планового  периода.  Вторая  [4—7]  предпола
гает  наличие  экзогенного  фактора  (скажем,  трудовых  ресурсов),  расту
щего  с  заданным  темпом,  и зависимость  целевой  функции  от  потребления 
во все моменты  времени. 

В  обоих  случаях  теоремы  о магистрали  (справедливые,  конечно,  лишь 
При  дополнительных  предположениях)  утверждают,  что  для  достаточно 
большого  интервала  планирования  оптимальная  траектория  характеризу



ется  определенными  пропорци ями  прои зводи мых  и  потребляемых  ресур
сов.  Эти  пропорции  остаются  при бли зи тельн о  постоян н ыми  для  «почти 
всех»  моментов  времен и ,  и  па  них  пе  вли яет  н ач альн ое  состояние  эконо
мики .  Кроме  того,  в  моделях  первой  груп п ы  маги страл ьн ые  пропорции  и 
темп  роста  н е  зави ся т  так ж е  и  от  ви да  целевой  фун кци и ,  а  определяются 
только  свой ствами  технологии .  В  моделях  второй  — к аждой  целевой  функ
ции  соответствует  своя  маги страл ь,  а  темп  роста  экономики  равен  темпу 
роста  экзогенного  фак тора. 

Маги стральн ые  пропорции  хар ак тер и зуют  целый  класс  оптимальных 
траектори й ;  в  то  ж е  вр емя  маги страл ь  н аход и тся  из  некоторой  статиче
ской  задачи ,  реши ть  которую  гораздо  легче,  н ежел и  и сходную  динамиче
скую.  Б л агод аря  этому  п оя вл я ется  возможн ость  путем  сравн и тельн о  не
сложн ых  вычислений  получи ть  важ н у ю  и н формац и ю  о  целесообразных 
н аправлен и ях  экономического  разви ти я . 

Цель  н астоя щей  статьи  состоит  в  том,  чтобы  сформули ровать  и  дока
зать  теоремы  о  маги страли  для равн овесн ых  траектори й .  Рассмотрен и е  ве
дется  в  рамк ах  некоторой  модели  экономического  равповеси я ,  частным 
случаем  которой  я вл я ется  довольно  общая  оп ти ми зац и он н ая  модель  вто
рой  группы. 

2.  ОСНОВНАЯ  МОД ЕЛЬ 

Модель  равн овеси я  зад ается  фун кц и ей  (отображен и ем)  спроса  С(р), 
сопоставляющей  тгмерпому  вектору  цеп р  подмн ожество  гамерных  векто
ров  потребительских  благ,  и  технологией  Z={(x,  у)},  п редставл я ющей  со
бой  подмн ожество  пар  векторов  затр ат  х  и  вы п уск а  у.  Кроме  того,  счита
ется  и звестн ым  н ач ал ьн ый  вектор  продуктов  у0. 

В  дальн ей шем  через  R"  обозн ач ается  гамерное  векторн ое  простран ст
во,  через  R+n  — его  замк н уты й  н еотри цательн ый  ортан т.  Последователь
ность  щ%  t=0,...,  Т,  будем  зап и сы вать  так :  последовательность 
пар  векторов  {хи  у,),  t=0,...,  Т,  обозначи м  через  {х,,  у,} о  и  т.  п.;  если 
р  и  х  — векторы  и з  то  рх  — их  скаля рн ое  прои зведен и е,  если  а  — ска
л я р ,  то ах  озн ач ает  прои зведен и е  ск ал я ра  н а  вектор. 

Определение  1.  Последовательн ость  {х/,  у/}0

т  н азовем  допустимой  на 

и н тервале  времен и  Т,  если  (#/,  yu\)&Z,  t—0,.......,  Т— 1,  Уо'=у<,> 
Определение  2.  Последовательн ость  ч етверок  векторов  {pt,  ch  xh  y,}0

T   

н азы вается  равн овесн ой  траектори ей  н а  и н тервал е  времен и  Г,  если  она 
удовлетворяет  следующи м  услови я м 

с б С Ы ,  *=0 , . . . , 7 \  (1) 

У<}от  допусти ма,  (2) 

г  т 

^Му,хг)>^Му/хгг)  (3) 

о  о 

для  любой  допустимой  последовательн ости  {х/,  у'}  0

Г, 

Cl<ytxh  ШШ,...,  Т,  (4) 

тгтШг*4>  *=о , . . . , г .  (5) 

Согласно  определен и ям  1 и  2,  прои зводствен н ый  блок  выби рает  в  к аж 
дый  момент  времен и  I  век торы  затр ат  xt  и  предложен и я  yi—xt.  З атраты , 
прои зведен н ые  в  момент  t,  при соответствующем  выборе  технологического 
режи ма  обусловли вают  вып уск  yt+i  в  следующи й  момент  времен и  и  т. Д. 
Если  цен ы  на  весь  пл ан овый  период  Т  зад ан ы ,  то  прои зводствен н ая  систе

ма  стремится  н ай ти  так ую  последовательн ость  затр ат  и  выпусков,  чтобы 
макси ми зи ровать  суммарн ую  вы руч к у  от  продажи  потреби тельски х  благ. 

Прои звольн ая  технологически  допусти мая  последовательн ость,  вообще 
говоря,  «н ереал и зуема»  в  том  смысле,  что  затр аты  в  н екоторые  мо
меп ты ' времеп и  могут  ок азаться  больше  выпусков.  Однако  для  равн овес
ной  траектори и  вы п уск и  всех  продуктов  превосходят  затр аты  по  крайней 
мере  на величину  спроса,  причем  прои зводи мые  в  и збытке  продукты  обяза
ны  иметь  н ул евую  цепу  (см. (4)  и  (5)). 

Д л я  того  чтобы  гаран ти ровать  существован и е  равповеси я ,  потребуем 
выполнения  сл едующи х  предположен и й . 

1.  При  любом  pЈR+n  мн ожество  С(р)  я вл я ется  н епустым  вы п ук л ы м 

компактом  в R+*. 

2.  Отображен и е  С (р)  полун епрерывн о  сверху. 

3.  Существует  число  р > 0  так ое ,  что рс^$  д л я всех  p&R+n  и  с^С(р). 
4.  Z  — замкн утое  вып укл ое  мн ожество  в  R+Zn;  мн ожество  {у\  (х,  y)^Z) 

ограничено;  (0, 0) 6Z. 
5.  Существует  процесс  (х,  у)  &Z такой ,  что  у—х>0. 

6.  уо>0. 
Теорема  1.  При  выполнении  предположений  1—6  на  любом  конечном 

интервале  времени  Т  существует  равновесная  траектория. 
Д оказательство  этой  теоремы  мы пе при води м. 
Опи сан н ая  модель  допускает  многочисленные  обобщени я.  Техн ологи я 

и  фун кц и я  спроса  мен я ются  во  времен и ,  кри тери й  производственного  бло
ка  может  содержать  ди скон ти рующи е  коэффи ци ен ты.  Естествен н ая  пере
формули ровка  условий  1—6  обеспечи вает  существован и е  равповесн ых  тра
екторий  и  в  этих  случ аях.  Однако  качествен н ое  и сследовани е  траектори й 
при  этом  усл ожн я ется ,  а  при  ди скон ти рован и и  — представляет  собой  за
дачу,  не  решен н ую  д аже  для  сравн и тельн о  простых  опти ми заци он н ых 
моделей.  Поэтому  в  н астоя щей  работе  рассматри вается  «стац и он арн ая » 
модель  без  ди скон та. 

3.  Н ЕКОТОРЫЕ  ЧА СТН ЫЕ  СЛУЧАИ 

Услови ям  1—3  удовлетворяет  ши рок и й  класс  отображен и й .  Д ва  его 
подкласса,  опи сываемые  н и же,  я вл я ются  особенно  важн ы ми . 

Пусть  В  — вып ук л ый  компакт  в  R+n,  сод ержащи й  н улевой  вектор; 
и (с)  — н еп рерывн ая  вогн утая  фун кц и я  н а  В;  [3 — положи тельн ый  ск ал я р . 
Рассмотри м  экстремальн ые  зад ач и 

и(с)  — pc*max,  с^В,  (6) 

и ( с )  ^ ш а х ,  рс<$,  йШ,  (7) 

Совокупность  решен и й  задач и  (6)  при  фи кси рован н ом  векторе  цен  р 
обозначим  через  F(p),  а  (7)  — через  Ф( р ) . К а ж д а я  из них я вл я ется  естест
венной  моделью  спроса.  В  первом  случае  спрос  п ред ъя вл я ется  участн и 
ком,  который  мак си ми зи рует  разн ость  межд у  «цен н остью»  вектора  потре
бительских  благ  и  затр атами  н а  его  при обретени е;  во  втором  уч астн и к 
отыски вает  наиболее  предпочти тельн ый  вектор  потреблени я  среди  всех 
допустимых  векторов,  стои мость  которых  пе  превосходи т  его  доходи. 

Легко  провери ть,  что  к ажд ое  и з  отображен и й  F(p)  и  Ф(р)  удовлетво
ряет  требован и ям  1 3.  Непосредствен н о  из  определений  следует  что  усло
вие  1 справедли во  для F(p)  и Ф ( ? ) ,  2  д л я  F(p)  и  3   для  Ф(р).  При ме
н яя  к  задаче  (7)  теорему  К у и а  Т а к к е р а  (поскольку  06Я и  р >0 , то  усло
вие  Слей тера  вып ол н я ется  при  любом  р)ч  нетрудно  убеди ться  в  замкн у
тости  графи к а  Ф(р),  к оторая  в  дан н ом  случае  влечет  за  собой  полун епре



рывность  сверху.  Справедли вость  допущен и я  3  для F (р)  вы тек ает  и з  огра
ниченности  и (с)  на В  и  соотн ошен и я 

u(c)pc>u(0)VcZF{p).  (8) 

Если  услови я  1—3  вып ол н я ются  для к аждого  из  н ескольки х  отображе
нии,  то  они верн ы  и  для  их  алгебраи ческой  суммы.  Поэтому  в  кач естве 
С (р)  можн о  взя ть ,  н апри мер,  так ое  соответстви е 

г  1  т 

^ ( / 0  =  Ј ^ 0 0  +  Ј ф * Ы ,  (9) 

где 

Fh(p)={c\c*Bh,  Uni^pOUkic^pc'Vc'ZBk),  (Ю) 

ФАр)={с\с*Вк,  p c ^ k ,  uh(c)>uk(c')Vc'eBk,  pc'<$h},  ( И ) 

а  мн ожества  Bh,  фун кци и  uh  и  чи сла  p\  удовл етворя ют  перечи сленным 
вы ше  требован и ям.  Так и м  образом,  (р)  — это  совокупн ый  спрос,  предъ
являемый  несколькими  уч астн и ками ,  к аж д ы й  из  которых  к ак  бы  решает 
задачу  ви да  (6)  или  (7). 

Опи раясь  н а  теорему  1,  можн о  д ок азать,  что  при  C(p)=W(p)  равн о
весные  траектори и  существуют  и  для  н еогран и чен н ых  (замк н утых,  вы 
пуклых)  мн ожеств  Вк. 

В  модели  равн овеси я  с  фун кци ей  спроса  F(p)  нетрудно  узн ать  резуль
тат  «разл ожен и я »  следующей  задач и  математи ческого  программи рован и я 

в ( с / )  » т а х ,  (12) 

о 

Ф*у/~$Ј  t=0,...,  Т,  (13) 

с/ев,  i=o,...,т,  (ж / ,y l + l ) e z ,  t=o,...,тi,Уо'=Уо,х/>о.  (14) 

Более  точно,  если  {/?,,  с,,  х,,  у,}„г  — равн овесн ая  траек тори я  при С(р)  = 
=F(p),  то  последовательн ость  {с ,  х,,  z/,}0

T  я вл я ется  решен и ем  задач и 
(12)  —(14),  а  р,,  t=0,...,  Т,— векторами  мн ожи телей  Л аг р ан ж а  для  огра
ничений  (13).  Обратно,  если  выполн епы  услови я  4—6,  Вк  замк н уты ,  вы
пуклы,  0&В,,,  uh(c)  н епрерывн ы  и  вогн уты  на  Bh,  то  решен и е  {с,  xt,  у,} J 
задачи  (12) — (14)  вместе  с  векторами  р,  мн ожи телей  Л аг р ан ж а  задает 
равновесную  траектори ю.  П ер вая  ч асть  этого  утвержд ен и я  я вл я ется  не
посредственным  следствием  определепий  равн овеси я  (1) —(5)  и  отображе
ния  F (р),  а  вторая  вы тек ает  и з  теоремы  К у н а  — Так к е р а ,  примененной  к 
задаче  (12) —(14).  Д ок азател ьство  стан дартн о,  и  мы  его  опускаем. 

Если  С(р)  — сумма  отображен и й  ви да  (10),  то  модель  равн овеси я  так 
ж е  сводится  к  экстремальн ой  задач е  и, по существу ,  немногим  трудн ее  для 
исследования.  Но  если  хотя  бы  один  из  участн и ков  опи сывается  функци ей 
спроса  вида  (11),  то  для  получен и я  содержательн ых  утвержден и й  о  свой
ствах  равн овесн ых  траектори й  н еобходи мы  достаточно  си льн ые  дополни
тельные  предположен и я . 

Среди  условий  теоремы  1 н аи мепее  реали сти чн ым  я вл я ется  требован и е 
ограниченности  мн ожества  выпусков  при  любых  затр атах  (см.  предполо
жен и е  4) ;  оно  позволяет  усомн и ться  в  том,  способна  ли  предложен н ая 
модель  отрази ть  процесс  долговременного  разви ти я .  Поэтому  целесообраз
но  рассмотреть  при меры  моделей ,  в  которых  возможен  неограни ченный 
рост  и  которые  замен ой  перемен н ых  сводя тся  к  описанной  вы ше . 

П усть  техн ологи я  зад ается  конусом  К={(1,  v,  w)},  где  I — число,  ука
зы вающее  величину  затр ат  труда;  v — /гмерный  вектор  матери альн ых 
затр ат ;  w—/гмерный  вектор  выпусков.  Предп ол агаются  задан н ыми  вектор 
н ачальн ых  ресурсов  w0  и  темп  роста  трудовых  ресурсов  Я > 0  (учи тываю
щи й  так ж е  увеличение  прои зводи тельн ости  т р у д а ) .  Вели чи н у  трудовых 
ресурсов  в  н улевой  момент  времен и  при н и маем  за  единицу,  так  что Ь=Х*. 
Н азовем  последовательпость  {и/,  w/}*  допустимой ,  если  (1',  vt',  wtli)*K, 
j=0 , . . . ,  Т1,  Wo=wu  и  vT'>0. 

Предположи м,  что  зави си мость  струк туры  спроса  от  цен  неизменна  во 
времени ,  а  его  объем  растет  пропорционально  трудовым  ресурсам.  Тогда 
фун кци я  спроса  Dt{p)  и меет  ви д : Dt(p)  =W(р),  где  С(р)    спрос  в  нуле
вой  момент.  Последовательн ость  {ph  dt,  vt,  wt}0

T  н азовем  равн овесн ой  на 
и н тервале  времен и  Т,  если  выполн ен ы  следующи е  услови я 

dfiDt(pt),  t=0,...,  Г, 

{vt,  wt}0

T  допусти ма, 

для  любой  допустимой  последовательности  {v/,  w/}0

T, 

d,<wtvh  t=0,...,  T,  (18) 

Ptdt=m{mvt),  t=o,...,T.  (19) 

Соотношение  (17)  можн о  пон и мать  к ак услови е  макси ми зац и и  суммар
ной  выручки  в  расч ете  на одного  работн и ка,  или к ак макси ми зац и ю  выруч
ки  от  продажи  потреби тельски х  благ  с  дисконтом  Х  1 .  Все  ж е  выбор  кри 
терия  в  прои зводствен н ой  задаче  к аж е тся  прои звольн ым.  И  действитель
но,  довольно  трудно  н ай ти  для  пего  апри орпые  осн ован и я ,  тем  более  что 
равновеси е  (это можн о  д ок азать)  существует  при  любых  ди сконти рующи х 
коэффи ци ен тах.  Однако  тот  фак т,  что  именно  такой  выбор  обеспечивает 
сходимость  равн овесн ых  траектори й  к  маги страли ,  и меет  определенное 
нормативное  зн ачен и е  и  я вл я ется ,  па  н аш  взгляд ,  аргумен том  в  пользу 
кри тери я  (17),  поскольку  маги страл ь  во  многих  сл уч ая х  естественно  счи
тать  опти мальн ым  состоянием  си стемы. 

Введем  обозн ачен и я :  Ct=d,/lh  x,=v,/l,,  yt=wt/l,,  Z={(x,  у)  | (1,  x, %y)& 
После  такой  замен ы  перемен н ых  услови я  (15) —(19)  переходят  соот

ветственно  в  (1) —(5).  Требован и я ,  которые  н ужн о  н ал ожи ть  на  функции 
спроса  Dt(p)  и  кон ус  К,  чтобы  для  редуци роваппой  модели  выполн яли сь 
предположен и я  1—6,  очевидны. 

Рассмотри м  другую  модель,  д оп уск ающую  неограниченное  разви ти е. 
Пусть  техн ологи я  по прежпему  зад ается  конусом  К,  а  фун кц и я  спроса 
D,(p)  я вл я ется  совокупн остью  решен и й  следующей  экстремальн ой  задачи 

u(d/lt)pd/lt+max,  d^O,  (20) 

где  фун кц и я  и  отражает  обществен н ую  полезн ость  удельного  потребления 
благ.  Определение  равн овеси я  остается  без и змен ен и я .  Т а  ж е  самая  замен а 
перемен н ых  приводит  эту  модель  к  «стан дартн ому  ви ду»  с  функцией 
спроса  ти па  F(p)  (см.  (6)).  К а к  было  показан о  вы ше ,  в  этом  случае  мы 
факти чески  и меем  дело  с  экстремальн ой  задачей  (1 2 )  (1 4 ) .  1еоремы  о 
маги страли  для такой  модели  получены  в  [4J;  несколько  ран ее  в  LoJ  изу
чался  ее линейный  вари ан т. 



4.  СТАЦИОНАРНЫЕ  СОСТОЯНИЯ 

Верн емся  к  и зучепи ю  основной  модели . 

Определение  3.  Четверк у  векторов  (р\  с',  х\  у')  н азовем  стаци он арн ым 
состоянием,  если  с'^С(/?*),  (х\  y")^Z  и ,  кроме  того,  выполнены  соотно
шен и я 

Р4у'~х')>р'(ух)  для  всех  у)Щ  (21) 

сЖу'х\  (22) 

Р'с'=р'{у'х').  (23) 

Согласно  определению  3,  стаци он арн ый  технологический  режи м  (ж*,  у') 
обеспечивает  макси ми заци ю  выручки  производственного  блока,  печнелён
ной  в  стац и он арн ых  ц ен ах  р\  при  этом  соблюдается  балан с  спроса  и  пред
ложен и я  в  н атуральн ом  и  ценностном  вы ражен и я х. 

Теорема  2.  Условия  1—5  гарантируют  существование  стационарного  со
стояния. 

Обоснование  этого  утвержд ен и я  тесно  свя зан о  с  док азател ьством  тео
ремы  1 и  здесь  н е  при води тся . 

Стаци он арн ое  состояние  не  зави си т  от  н ач альн ых  ресурсов,  и  его  мож
но  счи тать  в  определенном  смысле  опти мальн ым.  Последн ее  особенно  ясно 
для  модели  с  фун кц и ей  спроса  F(p);  в  этом  случае,  к ак  легко  п ок азать, 
тррйкв  векторов  (с',  х',  //'.)  является  решением  экстремальной  задачи 

и ( с )  *  ша х ,  с^ух,  Щ  (x,y)*Z.  (24) 

Подобное  утвержден и е  справедли во  и  при  С(р)=Ф(р)  (см.  (7)) .  Сле
дует  подчеркнуть,  что  ди н ами ческая  модель  равн овеси я  в  последнем  слу
чае  пе  сводится  к  экстремальн ой  задаче  ти па  (12)  — (14).  Если  спрос  по
рождается  н ескольки ми  уч астн и ками ,  т ак  ч то  С(р)  представл я ет  собой 
сумму  отображен и й  ви да  (11),  то  стаци он арн ое  состояние  ок азы вается 
опти мальным  по  ПарвТО  [8]. 

Ни же  будет  показан о,  ч то  при  достаточно  большом  и н тервале  план и 
рован и я  и  выполн ен и я  ряда  дополн и тельн ых  предположен и й  равн овесн ые 
траектори и  большую  ч асть  времени  близки  к  стаци он арн ому  состоянию. 
Наиболее  существен н ым  я вл я ется  допущен и е  мопотонности  фун кци и 
спроса. 

5.  МОНОТОННОСТЬ  ФУНКЦИ И  СПРОСА 

Обозначим  через  G  графи к  фун кци и  С(р),  G={(p,  с)  \с^С(р)}.  П у сть 
(q,  e e )6G.  В  дальн ей шем  к  фун кци и  С{р)  будет  п ред ъя вл я ться  одно  и з 
следующи х  требовани й 

(рд)  ( c p  c 7 ) <0  для  всех  (р,  с р ) 6 Ј ,  (25) 

(p—Q)(cp—Cq)<Q  д л я  всех  (р,  cp)^G  так и х,  ч то  сРФсч,  (26) 

(p—q)  {cpcq)<0  для  всех  (р,  cP)&G  таки х,  что  (р,  cP)Ґ=(q,  cq).  (27) 

Из  (27)  следует  (26),  а  (26)  влечет  за  собой  (25). 
Определение  4.  Отображен и е  С(р)  н азовем  мон отон н ым  в  точке  (q,  cq), 

если  справедли во  (26).  При  выполнении  услови й  (25)  или  (27)  будем  го
ворить  соответствен н о  о  слабой  или  сильной  монотонности  отображен и я 
С(р)  в  точке  (q,  с , ) .  Отображен и е  (слабо,  си льпо)  монотонно,  если  оно 
(слабо,  си льно)  монотонно  во  всех  точ ках  графи к а  G.  Отображен и е  (сла

.  сильно)  монотонно  н а  мн ожестве  P<=Rn,  если  его  сужен и е  па  Р  обла

дает  соответствующи м  свойством  *. 
Если  С(р)  однозначно,  то  можпо  говорить  о  его  монотонности  в  точке 

qtR",  пе  у к азы вая  зн ач ен и я  фун кц и и .  Л егк о  замети ть,  ч то  монотонное  ото
бражен и е  однозначно,  а  сильно  монотонное  — взаи мн о  однозначно. 

Опи шем  н екоторые  к л ассы  монотонных  отображен и й . 
Рассмотри м  F(p).  По  определению 

F(p)  =  {с  | с^В,  и (с) рс>и{с')  рс'Ус'Щ.  (28) 

Теорема  3.  Отображение  F(p)  слабо  монотонно;  оно  монотонно  во  всех 
точках  (q,  cq)  таких,  что  F(q)  содержит  единственный  вектор  cq;  если, 
кроме  того,  функция  и (с)  обладает  градиентом  при  c=cq  и  cq  принадле
жит внутренности  В,  то F  (р)  сильно  монотонно  в  точке  (q,  cq). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  cq$F(q)  и  cPЈF(p).  Тогда 

u(cq)qcq>ii(ct,)qcp,  (29) 

u(cp)—pcp>u(cq)—pcq.  (30) 

Складывая  оба  н еравен ства,  получим  (25).  Если  F(q)  содержи т  един
ственный  вектор,  то  н еравен ство  (29)  выполн яется  к ак  строгое,  а  следова
тельно,  после  сложен и я  получим  (26).  Есл п  с,  л ежи т  вн утри  В  и  градиент 
u'(cq)  существует,  то  при  cP=cq,  очевидно,  p=q=u'(cq).  Поэтому  услови е 
(р,  cP)=^{q,  cq)  экви вален тн о  условию  срФсч,  что  и  требовалось  док азать. 

Если  к ажд ое  и з  нескольки х  отображен и й  удовлетворяет  предположе
нию  (25),  (26)  или  (27),  то  и  для  и х  суммы  вып ол н я ется  то  ж е  самое 
предположение.  И сп ол ьзуя  это  замеч ан и е,  легко  распростран и ть  теорему  3 
на  сумму  отображен и й  вида  (28). 

Н и жесл ед ующая  теорема  устан авл и вает  свя зь  меж д у  монотонностью 
и  обобщенной  валовой  замен и мостью  [4,  стр .  392],  озп ач ающей ,  что 

Cli+Cit  =  —  +  —  >0,  1,7=1,...,  п,  гФ].  (31) 

др}  др{ 

Теорема  4.  Пусть  отображение  С (р)  однозначно  и  непрерывно  диффе
ренцируемо  на  выпуклом  подмножестве  Р  положительных  векторов.Пред
положим  также,  что  для  всех  р^Р  выполнено  условие  (31)  и,  кроме  того: 
а )  С{(р)>0,  ;=1 , . . . ,  п,  Ь )  (д[рС(р)])/др,^0,  i=\  и ,  с )  1д&(Вр))/ 
/ д е | в = , ^ 0 ,  i=l,...,  п.  Тогда  С(р)  слабо  монотонно  на  Р.  Если  при  неко
тором  p=q  для  каждого  i=\,...,  п  хотя  бы  одно  из  неравенств  а ) ,  Ь ) ,  с) 
выполняется  как  строгое,  то С{р)  сильно  монотонно  на  Р  в  точке  q. 

Н еравен ства  Ь)  выполн яются ,  если  доход  совокупного  потреби теля 
рС(р)  не  зави си т  от  цеп;  услови е  с)  озн ач ает,  что  при  пропорци опальн ом 
.увеличении  цен  спрос  на  все  продукты  не  увел и ч и вается . 

Д ок азател ьство  теоремы  4  опи рается  н а  теорию  Р матри ц  [4].  Здесь 

мы  его  пе  приводим. 
Рассмотри м  теперь  отображен и е  Ф(р)  (см.  (7))  при  B=R+n 

Ф(р)={с\с>0,  рс^,  Me)>u(C)Vc'>0,  pc'^ft.  (32) 

В  отличие  от  F(p)  оно  далеко  не  всегда  д аж е  слабо  монотонно.  Общи е 
и  в  то  же  время  удобные  для  проверки  услови я ,  обеспечи вающи е  моно
тонность  в  этом  сл уч ае ,  автору  н еи звестн ы.  Одн ако,  и спользуя  теорему  4, 
нетрудно  у к азать  класс  фун кци й  и (с),  для  которых  Ф (р)  монотонно. 

*  Чаще  монотонным  н азывают  отображение ,  у д овлетворяющее  неравенству : 

(P-4)(cP-cq)>0  (см.,  например,  [9]).  При нятая  зд есь  терминология  удобнее  д ля 

н аши х  целей. 



Именно,  пу сть  р">0,  и (с )  д важ д ы  не пре рывпо  д и ффе ре пци ру е ма при 
с > 0 ,  причем  и *>0 ,  u."<0,  u , j=0,  i = l , п ,  iҐ=j,  где  и\  ui}  —  соответствен
но  пе рвые  и  вторые  частн ые  производ ные  фу нкции  и ( с ) .  Пу сть,  кроме 
того,  ц*(с) » °°  при с'»0,  с = ( с 1 , с ' , . . . ,  с ") . То гд а  о то б раже ппе  Ф(р) 
опред елено  д ля  все х  р>0,  од нозначно  и  у д овле творяе т  у словию  а)  теоре
мы  4  как  строгому  н е раве н ству ;  у словие  Ь)  такж е  выпо лн яе тся,  посколь
ку  рф(р)  =р \  И с по льзу я  соотношения  Слуцкого  [10,  стр.  262],  легко по
казать  справе д ливость  н е раве н ства  с)  д ля  Ф {р).  В  д анном  случае  опо оз
начае т,  что  с  ростом  д оход ов  расте т  спрос  н а  все  прод у кты.  Те ж е 
соотноше ни я  Слуцкого  привод ят  к  сле д у юще му  у словию,  которое  при на
ши х  д о пу ще н и ях  необход имо  и  д остаточно  д ля  выполпе н и я  (31) 

1,+L<2,  i, / =1 , . . . ,  п,  &=j,  (33) 

где 

^  « "с ' / ц ' ,  i =l , . . . ,  п.  (34) 

Не раве н ства  (33)  справе д ли вы,  н апри ме р,  д ля  сепараб ельпой  фу н кци и 
полезности,  являю ще й с я  положи те льной  линейной  комбинацией  п  функ
ций  ви д а:  \u(z?4vt)  и  ( г Г + ^ ) %г д е  zfiR+\  v,>0,  0<cd,<1, i =l , . . . ,  п. 
В  этом  случае ,  согласно  теореме  4, фу н кци я  и (с)  по ро жд ае т  сильно  моно
тонное  о то б раже ппе  Ф  (р). 

6.  МОНОТОННОСТЬ И ВЫЯВЛЕН Н О Е  ПРЕД ПОЧТЕН И Е 

Ни  одно  и з у словий  монотонности  не  и ме е т  очевид ного  экономического 
обоснования.  Мо жн о ,  од нако,  пре д ложи ть  д ругпе  форму лировки ,  эквива
ле н тн ые  пре жн и м,  по экономически  более  со д е ржате льн ые .  Ограничимся 
рассмотрением  у слови я  сильной  монотонности. 

Напомн и м,  что  слабой  аксиомой  выявле нного  пред почтения  д ля  фу н к
ции  спроса  С (р)  н азывае тс я  с ле д у ю щая  и мпли каци я 

рС(q)  ^рС(р)  *qC  (р)  >qC(q)  Vp^q.  (35) 

Эта  акси о ма  фо рмали зу е т  и н ту и ти вн ые  пре д ставле н и я  о  разу мн о м  по
вед ении  совокупного  потребителя.  Если  потребитель  при  ц е н ах  р  распо
лагал  д оход ом  рС(р)  и  мог  выб рать  набор  прод у ктов  С (q),  н о  не  сд елал 
этого,  то,  по вид имому,  С(р)  лу чше ,  чем  С (q),  поэтому  вектор  С{р)  не мо
ж е т  у д о вле тво рять  б юд же тн о му  ограничению  при  це н ах  q,  и н аче  наб ор 
C(q)  был  бы  отвергну т. 

И з  сильной  мопотоппости  очевид ным  о б разо м  сле д у е т  (35);  об ратное , 
вообще  говоря,  неверно . 

Рассмо три м  «д ву хпе ри о д н у ю»  фу н кци ю  спроса  С'(ри  р2) — {С (pi)  г 

С{р2)).  Если  ри  рг  — це н ы,  д е й ству ющи е  в д ва по сле д о вате льн ых  период а 
времени,  то С  (/?,,  р2)  — это  2п мерный  вектор  потребительских  благ,  при
чем  одни  и те ж е прод у кты,  отнесенные  к  разн ым  период ам,  счи таются 
разли чными . 

Те о ре ма  5.  Однозначное  отображение  С (р)  тогда  и  только  тогда  сильна 
монотонно,  когда  отображение  С*(ри  р2)  удовлетворяет  аксиоме  выявлен
ного  предпочтения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И мпли каци я  (35)  д ля  С'(ри  р2)  и ме е т  след ую
щи й  вид 

pЈ(qi)  +p2C(q2)  <PlC  (Pi)  +p2C(p2)  => 

=>qlC(pl)+q2C(p2)>qlC(qi)+q2C(q2)  (36) 

д ля  всех  (PuPz)^(quq2). 

Пу сть  С (р)  сильно  монотонно  и  выполнено  н е раве пство  в  левой ча
с т и  (36).  То гд а:  рЛС(д0С(Р1))+р2(С(Я2)С(р2))^0,  Pi(C(Pi)

~с(<7.))<zi(с(Pi)сы)*so,  р2(сы  —Сы)—q2{cысы)^о. 

Поскольку  (ри  Pz)=^{qi,  q2),  то хо тя  бы одно  из д ву х  послед них  нера

венств  — строгое .  В  ре зу льтате  сло же н и я  полу чим  правое  н е раве н ст

во  (36). 

Пу сть  те пе рь  выполнено  «д ву хпериод ное»  условие  выявленного  пред 
почтения  (36),  а  си льн ая  монотонность  н ару ше н а  в  то чках  р,  q,  причем 

Г * "  (pq)(C(p)C(q))>0.  (37) 

По ло жи м:  Pi=q%=P,  pz=qi=q  Пе ре пи ше м  н е раве н ство  (37)  д ву мя 

способами 

P^C{pi)+p2C(p2)>plC{qi)+p2C{q2),  (38) 

qzC(q2)+qiC(ql)>q2C(p2)+qiC(pi).  (39) 

Но  (38)  и  (39)  в  совокупности  противоречат  (36),  что и  треб овалось 

д оказать. 

7.  ТЕО РЕМЫ  О МАГИСТРАЛИ 

Всюд у  в  д альн е й ше м  {pt,  ct,  xty  yi)  0
Г  — равн о ве с н ая  трае кто ри я  н а вре 

менном  и нте рвале  Т\  (р\  с*, х\  у*)  — некоторое  фиксированное  стаци онар
ное  состояние;  пре д полагаются  выполненными  у слови я  1—6. 

Пре ж д е  чем  сфо рму ли ро вать  основные  те о ре мы,  сд е лае м  одно  простое 

замечание . 

Ле мма  1.  Существует  константа  а  такая,  что  для  любой  равновесной 

траектории  {р,, с ,  г/ ,}0
г  норма  каждого  из  векторов  с,, Xi,  yt,  t=0,...,  Т, 

не  превосходит  а. 

Д ействительно,  согласно  (4),  ct+xt<y,,  по с,, х,  не отри цате льны,  а  у, 

равномерно  ограничены  в силу  пре д положе н и я 4. 
Пу с ть  D={d\d<iRn,  \\d\\<a)  и Р={р\С(р)ГЮФф}.  Н и ж е  по мере  необ

ход имости  буд ут  и спо льзо ваться  сле д у ющие  пре д положе ни я. 
7. С(р)  слабо  монотонно  па Р в точке  (р',  с'). 
8. С(р)  монотонно  на Р в точке  (/?*, с*). 
9.  С (р)  сильно  монотонно  на Р в точке  (/>*,  с *) . 
10.  рЧу'хщ)>р'(ух)  д ля  всех  (х,  y)*Z,  (х,  у)*(х\  у'). 
11.  с *>0 . 

Пре д положе ни е  10  являе тс я  у си ле н и е м  у с ло ви я  (21)  в  опред елении 
стационарного  состояния.  Опо  озн ачае т,  что  пара  векторов  (х*,  у')  — 
ед инственное  ре ше н и е  производ ственной  зад ачи  при  стаци о н арн ых  це 
пах  р'.  Не раве н ство  И  выте кае т  пз 9:  если  р>>р?,  Pi=Pi\  i^j,  то в силу  9 

Сле д у юще е  у тве рж д е н пе  непосред ственно  н е и спользу е тся  в  д альней

шем,  по  проясняе т  форму ли ровки  основных  теорем. 

Ле мма  2.  Пусть  (/?*, с', х", у") и  (р, с, х,  у)  — два стационарных  состоя

ния.  Тогда  1)  из  предположений  7 и  10  вытекает,  что  х=х*,  у—у*;  2)  из 

предположения  8 —  что  с=с';  3)  из  предположения  9,  кроме  того,  следует 

равенство:  р=р*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о каж е м  первое  у тве ржд е н и е .  По ско льку 

Р'(у'~х*)=р'с',  а  ух>с  (см.  (23),  (22)),  то при  (х,  у)=^{х\  у'),  соглас
но  пред положению  10,  выпо лн яе тся  н е раве н ство  р'с*>р'с;  кроме  того, 
РОрс'  (см.  (21)),  поэтому  (ррщ)  ( с  с *) > 0 ,  что  противоречит  пред поло
же н и ю  7.  Д ва д ру гих  у тве рж д е н и я  д о казываю тс я  аналогичным  об разом. 

Сформу ли ру е м  те пе рь  основные  ре зу льтаты  н ас то яще й  раб о ты. 



Те о ре ма  6. Пусть  выполнены  предположения  7, 10 и 11.  Тогда  для  каж
дого  е > 0 найдется  Л*(е)  такое,  что любая  равновесная  траектория 
{р,,  с,, х,, у/}от удовлетворяет  условиям 

\\xtx*\\<e,  \\yt—y'\\<e  (40) 

при  всех  t в промежутке  N(e)^t^T—N(е). 
Те о ре ма  7.  Пусть  справедливо  предположение  9.  Тогда  для  каж

дого  е > 0  найдется  N(e)  такое,  что  любая  равновесная  траектория 
{/?,,  с,, X,,  у,}  о1'  удовлетворяет  условиям 

\\pip*\\<B,  1 к  с *И е ,  N(E)<I^TN(S).  (41) 

Обе  теоремы  утвер ж д ают,  что н екоторые  компон ен ты  равн овесн ых 
траектори й  отли чаются  пе более  чем  на е от соответствующи х  компонент 
стаци онарного  состояния,  во все моменты  времен и ,  кроме,  быть  может 
фи кси рован н ого  их числа  в н ач ал е  и конце  планового  периода.  Теорема 6 
н е  гаран ти рует  близости  вектора  потреблен и я  к  стаци он арн ому,  однако, 
к ак  легко  ви деть,  отклонение  может  возн и кн уть  л и шь  по тем продуктам, 
которые  прои зводятся  в  и збытке  и и меют  н улевую  цену.  Если  ж е  таки е 
продукты  отсутствуют,  то  Ci=yi—xt,  с*=у*—х*  и ,  согласно  (40),  \\с,—с*||=^ 
=^2е.  Когда  техн ологи я  Z  удовлетворяет  услови ю  «свободного  расходова
н и я »,  всегда  существуют  равн овесн ые  траектори и  и стаци он арн ые  состоя
ни я,  для  которых  спрос  строго  равен  предложен и ю;  в  этом  случае  нз  тео
ремы  6 следует  близость  равповеси ого  потреблен и я  к  стаци он арн ому. 

Д л я  модели  (12)  —(14)  теорема  6 в  основном  совпадает  с  теоремой о 
маги страли  в  сильной  форме,  доказан н ой  Ни кай до  [4]  (см.  так ж е  [5]) . 

Следствие  1. Если  выполнены  предположен и я  9,  10, то для всяко
го  е > 0 н ай дется  N(e)  такое,  что при  N(е)^t^T—N(е)  выполн ен ы  н ера
вен ства  (40) н  (41). 

Во  всех  формули ровках  число  N(e)  не зави си т  от Т.  Кроме  того, оно 
может  быть  выбрано  одним  и тем я*е для всех  равн овесн ых  траектори и , 
н ач и н ающи хся  в  задан н ом  компактн ом  мн ожестве  строго  положи тельн ых 
векторов.  Как будет  показан о  н и же,  предположени е  11  позволяет  дока
зать  равн омерн ую  по t и Т  ограни ченность  равн овесн ых  цен .  Л юбые  дру
гие  услови я ,  обеспечи вающи е  ограни ченность  цеп ,  могут  быть  и спользо
вап ы  вместо  пего.  Отмети м  так ж е ,  что  и з  предположен и й  7 и 10 следует 
теорема  о маги страли  в  слабой  форме,  у тве р ж д ающая ,  что н еравен ства 
(40)  могут  н ар у шаться  л и шь  для  конечного  чи сла  моментов  времени , при 
этом  их расположен и е  пе  уточ н яется . 

8. Д ОКАЗАТЕЛЬСТВА  ОСНОВНЫХ  ТЕОРЕМ 

Д ок азател ьства  теорем  6 и 7 опи раются  на  ряд  лемм. 
Л емма  3.  Существуют  константы  Г/, Ј = 0 , . . . ,  такие,  что для  любой 

равновесной  траектории  {/?,, с,, xt, yi)J  выполняются  неравенства 

[| щрЩ*  *= 0 , . . . , 7 Л  (42) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно  предположен и ю  5,  существует  про
цесс  (х, у) &Z, у—х>0.  Б ез ограничения  общности  можн о  счи тать, что 

У<Уо.  (43) 

Дей стви тельно,  в  силу  предположен и я  6 подобное  н еравен ство  заведо
мо  выполн яется  для процесса  (ех, еу)  при  достаточно  малом  положи 
тельн ом  е; этот  процесс  допустим,  поскольку Z выпукло  и содержи т  (0, 0) . 

Пусть  вектор  а таков,  что xt^a для  любой  равн овесн ой  траектори и 

(лемма  1). П ри  н екотором v , 0 <v <l ,  вып ол н я ется  н еравен ство 

y(lv)avx^z,  (44) 

Г д 6  z=i/2(y—х).  Р ассмотри м  последовательн ость  {vh w,}0

r 

v,=  (l—<f>,)xt+<p,x, t=Q,...,  Г—1,  v,=0, 

ш, + 1 =( 1  ф «) у (  н +ф ( </ ,  * = 0 , T  i ,  w0=y0, 

Г д е  ф | = ^ < + | ,  t=0,...,  Т—1. В  силу  выпуклости  Z  последовательность 

{vh  Wi}0
T  допусти ма.  Поэтому,  согласно  (3), 

Т  т 

^PtiytxJ^^piiwtv,).  (45) 

и  о 

Н о  wt— vi=(lq>ti)yt+q>iiy—  (1—<pt)xt—<p,s =  ( l  v ' )  (ytxj+v'iy
—(1—\)xt—vx]  при  Г > Ј > 0 .  Поскольку  x,^a  и в  силу  (44),  и меем: wt— 
—Vi>(i—  v')  (yi—xt)+vlz,  T>t>0.  Уч и тывая ,  что y>yo  и vt=0,  легко  убе
диться  в справедли вости  этого  н еравен ства  и при  /=0, Т. Под ставл я я  по
лученную  оценку в  (45),  будем  и меть 

Т  т  т 

^PtiyiXt)  > ^  (iv^p.iyx,)  + ̂   v'p,z, 

о о  о 
ИЛИ 

т  т  т 

Ј  v ^ *< Yi  ^ ( У '  ^ Н ^ Г ,  v ' / >,c^ p 7( l  Y) .  (46) 

0  0  о 
Здесь  мы и спользовали  (5) и предположен и е  3. Поскольку  р,^0 и z= 

=  ( z , , . . . ,  z n )>0 ,  из  (46)  следует  (42)  при  Г,=рЧ>~' (1—v)  , / m in  z„  что и 
требовалось  док азать.  г 

Введем  обозн ачен и я 

b^p'iy'x^p'iy.^x,),  t=0,...,  Т1,  (47) 

Д .= ( / >< / >•)  ( с  С ) ,  t=0,...,T.  (48) 

Л емма  4.  Для  любой  равновесной  траектории  {р,, ch  xt,  yi}0

T  и  любого 

стационарного  состояния  (р', с\ х\  у')  имеет  место  неравенство 

Y  bt+YiA^P'~Pr)&t)Mfp.)  (.xxs), 
(49) 

где  0 <г <5  К Г . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Последовательно  уч и ты вая ,  ч то  р'с'=р'(у'—х'), 

Pict=Pi(yt—xt),  c,^yt—xt  и  с'<у*—х\  получаем  цепочку  соотношений 

г  г  г  г 

I 

<  Р' (УтУ')  +Р' (xxs)    Y  Р' (yt~x'y'+x')  • 



Замети м  теперь,  что из услови я  равп овеси я  (3) следует  н еравен ство 

Pi+iyi+i—PtZt>Pt+iyp,x  (51) 

для  всех  (х, у) ЈZ,  где 1=0,...,  Т—\.  Поэтому 

У ,  Pt (yixty'+x)  =рт  (г/г—г/*) +р,  (x'xs)  + 

Г 

»| 

+  У\ (Pt+iyi+tPtXipl+iy'+p,x')  7zpr (уту')  +р,  (х'х,).  (52) 

Г 

И з  (50)  и (52) вы тек ает  (49),  что и требовалось  док азать. 
Л е мма  5.  Существует  константа  f,  такая,  что равновесная  траектория 

на  любом  интервале  времени  Т удовлетворяет  неравенству 

Г— 1  X 

(53) 

71 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  (49)  получи м:  +  У^А»  ^(р*—Ро)  • 

л )*r)<( IU** l l+ l lp»l l ) ( l ly«IH l l^ l l )+pv.  °  ибо  />Ггч
+/ ?\ г т 5=0  и, в  соответствии  с услови ем  равн овеси я  (3),  ртхт=0.  Согласно 
лемме  3, вектор  р0  ограипчоп  по  порме  кон стан той ,  не  зави ся щей  от тра
ектории .  Отсюда  немедленно  следует  д ок азываемое  утвержден и е. 

Л емма  6.  Пусть  выполнено  предположение  10.  Тогда  для любого  е>0 
найдется  6(e)  такое,  что из  соотношения 

тах{\\хх%  \\уу'\\}>е  (54) 
следует  неравенство 

Р'(у'х')~Р'(ух)>8(е),  (55) 

как  только  (х, y)^Z и  \\х\\^а. 

Дей стви тельн о,  если  это  не  так , то в  силу  предположен и я  4  н ашл ась 
бы  точка  (х\  y')^Z,  (хг,  у/)=^(х*1  у'),  уд овл етвор я ющая  н еравен ству 
р'(у'—х')—р'(у—х)^0,  что  противоречит  предположен и ю 10. 

Л е мма  7  (теорема  о маги страли  в  слабой  ф ор м е ) .  Пусть  выполнены 
предположения  7 и  10.  Тогда  для каждого  е > 0  найдется  К(г)  такое,  что 
любая  равновесная  траектория  {р,,  с,, xt,  yi)oT  удовлетворяет  условиям 

ll*i*ell<e,  | | L / , + 1  j r K e  (56) 

всюду,  за возможным  исключением  не более  чем  К(е)  моментов  времени. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  силу  предположен и я  7 и по  определению  ста
ционарного  состоян и я  и меем:  Д,5=0,  t=0,...,  Т,  6<5*0,  t=0,...,  Т—1. 
П усть  К — чи сло  момен тов  времен и ,  д л я которых  не  вып ол н я ется  хотя  бы 
одно  из  н еравен ств  (56).  Согласно  лемме  6, для  эти х  моментов  6*5*6(е ) , 
причем  6(e) н е  зави си т  от  траектори и .  Поэтому  и з  (53)  получи м: 
/ v6(e )^ f , ,  так что можн о  взя ть  К  (г)  =i i / 6 ( e ) ,  что и требовалось  док азать. 

Л емма  8.  Если  выполнены  предположения  7 и  11,  то существует  кон
станта  f 2  такая,  что для любой  равновесной  траектории  Н р Л ^ г »  Ј = 0 , . . . 
...,Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку  8,5*0,  А ( >0 , то из (53) и меем: Д<— 

—  (р*рЛ)  {ctc*)<Xi  Поэтому  р1с'<ч1+р,с,р'(с,—сЛ)<ч1+$+2а№  ̂

(см.  предположение  3 и лемму  1).  Теп ерь  д ок азываемое  утвержден и е  сле
 е т  и з  предположен пя  11  (вместо  7 и 11  можн о  и спользовать  9 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  6.  П усть  6 ( е ) > 0  таково,  что  6/5= 
s5(e)  к ак  только  хотя  бы  одно  из  н еравен ств  (56)  не  выполн яется  (лем
ма  6).  Пол ожи м:  e ,=min {e;  &(е)/8*(2},  где *(2 — кон стан та  и з  л еммы  8.  Со
гласно  лемме  7, най дем K(EI)  так ое , что 

| | *,  **| | <е „  UfA+iyiKe,  (57) 

для  всех  t,  кроме,  быть  может,  K(et)  моментов  времен и .  П усть  второе и з 

неравенств  (57) вп ервые  вып ол н я ется  при  t=r— 1,  a s — н аи больши й  но

мер,  для  которого  справедливо  первое  из н еравен ств  (57).  Тогда  s—15*г, 

если  только  ТЖ(е{)+3. 

Пок ажем,  что  для  всех  номеров  t,  r<t<s—  1,  и меет  место  (56).  Д ей 

ствительно,  пусть  К — число  моментов  в  этом  п ромежутк е ,  д л я  которых 

(56)  неверно.  Тогда  из  (49)  получим 

Кб  (г) < (р'рг)  (уу')  + (p*pa)  (x'xs)  <Аод»  (58) 

Здесь  и спользован ы  лемма  8 и н еравен ства  (57)  при  t=r—l  и  t=s. 
Уч и тывая  зави си мость  Si от е, получим  из  (58):  К^Ае^2/Ь(е)<1.  И так , 
(56)  может  не  вып ол н я ться  не  более  чем для K(et)  моментов  в  н ачале 
и  в  конце  планового  пери ода;  но  тогда  вып ол н я ются  и н еравен ства (40) 
при  N(e)<t<TN(e),  если N(е) =К(е{)+1.  Теорема  д ок азан а. 

Л емма  9.  Пусть  справедливы  предположения  8 и  11.  Тогда  для  всяко
го  е >0  найдется  Д (е) >0 такое,  что из  соотношения 

\\сс'\\>е  (59) 

следует  неравенство 
(рр*)(сс*)>А(е)  (60) 

для  любых  р, с таких,  что с^С(р),  | | c| j<a,  l l p l l ^ f j .  Если,  кроме  того, вы
полнено  предположение  9, то неравенство  (60) следует  также  из  соотно
шения 

\\рр'\\>г.  (61) 

Дей стви тельно,  в  противном  случае  н ай дется  пара  р', с'  т ак ая ,  что с'6 
ЬС(р'),  с'Фс*  (или  р'=*=р*),  причем  (р'—р')  (с'—с*)  5=0,  что  противоречит 
предположению  8  (или 9). 

Л емма  10  (вторая  теорема  о  маги страли  в  слабой  ф о р м е ) .  Пусть  вы
полнены  предположения  8 и  11.  Тогда  для всякого  е > 0  найдется  К(Е)  та
кое,  что любая  равновесная  траектория  {р,,  си  хи  у)*  удовлетворяет  ус
ловию 

1 Ь  с *И е  (62) 

всюду,  за возможным  исключением  не более  чем  К(е)  моментов  времени. 
Если  же  сверх  того  выполняется  предположение  9, то К(г)  можно  вы
брать так, чтобы  вместе  с (62)  имели  место  неравенства 

\\ptpl<e.  (63) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  К — чи сло  момен тов,  для  которых  пе  вы
полняется  (62)  (или  (63)).  Согласно  лемме  9,  д л я  эти х  моментов Д,5= 
> Д ( е ) > 0 ,  где  Д ( е )  не  зави си т  от траектори и .  И з  (53),  к ак и  ран ьше, 
получаем:  К<^{/А  (е ) =К(е),  ч то и требовалось  д ок азать . 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  7  и спользует  тот  ж е порядок  рас
суждений ,  что и доказател ьство  теоремы  6. По  лемме  9  н ай дем  Д (е ) >0 
такое,  что  Д , 5 *Д ( е ) ,  если  хотя  бы  одно  и з н еравен ств  (62),  (63) н е  вы 
полняется .  П ол ожи м:  e i=min {e;  Д ( е ) / 8 а },  где а  — кон стан та  из  леммы  1. 



Воспользовавшись  леммой  10t  найдем K(et)  такое, что 

\ \ P t  p * \ \ < B i 9  W ctc'W ^Bi  (64) 

для  всех  2, кроме,  быть  может, К(г {)  моментов  времени. 
Пусть  г и s — соответственно  первый  и  последний  номера,  для которых 

выполняется  первое  из  неравенств  (64),  п  К  — число  моментов  времениz 
r*̂ t ŝ, для которых  (62)  или  (63)  неверно.  Учитывая,  что  Hp*—рг| |^е 
\\р*—р*\\<Ви  получим  из  (49):  # ^ 4 е , а / Д  (е ) <1.  Следовательно,  при 
N(E)=K(et)  справедливы  неравенства  (41),  что и  требовалось  д оказать 
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