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❆❜str❛❝t

❚❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❍■❱ ❛♥❞ ❆■❉❙ ❛♥❞ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐♥ ❙✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞❡s♣✐t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❡❞✉❝❛t❡ ♣❡♦♣❧❡
♦♥ t❤❡ r✐s❦ ❛♥❞ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ♣r♦♠♦t❡ s❛❢❡ s❡① ♣r❛❝t✐❝❡s
s✉❝❤ ❛s ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♥❞♦♠s r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t r❡❞✉❝❡❞ ♦r ♥♦ ❝♦st✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r
♣❡♦♣❧❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧✐❢❡ ❡①✲
♣❡❝t❛♥❝②✳ ❙✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡
❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② s✉❝❤ ❛s ✉♥s❛♥✐t❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ ♣♦✈❡rt② str✐❝❦❡♥ ❛r❡❛s✱ ✐♥❛❝✲
❝❡ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡✱ ❛♥❞ ❞❛♥❣❡r♦✉s ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✐♥ ✈❡r② ♣♦♦r
♠✐♥✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ t❤❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞②✐♥❣ ❢r♦♠ ❆■❉❙ ❛♥❞ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♠❛② ❜❡ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡t❡rr✐♥❣ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥
✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉r✈✐✈❛❧✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ✐❢ t❤❡✐r
❞❡❛t❤ ✐s ♥♦t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❆■❉❙✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❡①❝❡ss✐✈❡ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❞♦❡s
r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❧♦✇ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ❝❛♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡
❡①♣❡❝t❛♥❝②✱ ❞❡t❡rr✐♥❣ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙✳
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❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❍✺✶✱ ■✶✽✱ ■✸✽✳

∗❲❡ ❛r❡ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❉✉♥❝❛♥ ❈❤❛♣❧✐♥✱ ❏♦❤♥ ◆✉♥❧❡②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✵ ❙♦✉t❤❡r♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❆❧❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ♦✉r ♦✇♥✳
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❆■❉❙ ✐s ❛♥ ✐♥❝✉r❛❜❧❡ ❞✐s❡❛s❡ t❤❛t ❦✐❧❧s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ②❡❛rs ❛♥❞

✐s ♠♦st ♦❢t❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥s❡♥s✉❛❧✱ ✉♥♣r♦t❡❝t❡❞ s❡①✉❛❧ ❡♥❝♦✉♥t❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❍■❱ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✉♣❞❛t❡ ✭❯◆❆■❉❙ ✭✷✵✵✾✮✮✱ t❤❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍■❱

✐♥❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✷✵✵✽ ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✶ t♦ ✸✻ ♠✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❞✐❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t

♦❢ ❆■❉❙✳ ❙✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✱ t❤❡ ❡♣✐❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝✱ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

t✇♦ t❤✐r❞s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✈❡r ✼✵✪ ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❛t❤s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❛t ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ✐♥

s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✐s ❞✉❡ t♦ ❤❡t❡r♦s❡①✉❛❧ s❡①✳ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❞✉❧ts ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥

❆❢r✐❝❛ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✳✷✪✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❞✉❧ts ✐s ♦♥❧② ✵✳✽✪✳

■♥ s♦♠❡ s✉❜✲❙❛❤❛rr❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❛❞✿ t❤❡ ❛❞✉❧t ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡

r❡❛❝❤❡s ✷✻✳✶✪ ✐♥ ❙✇❛③✐❧❛♥❞✱ ✷✸✳✷✪ ✐♥ ▲❡s♦t❤♦✱ ❛♥❞ ✶✺✳✷✪ ✐♥ ❩❛♠❜✐❛✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡

♥♦t ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥② t✐♠❡ s♦♦♥✳

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜♦❞② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❍■❱ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥ ❛♥ ❡❛r❧② st✉❞②✱ ❖✈❡r ✭✶✾✾✷✮ ✉s❡s ❛ t✇♦

s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✸✵ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ✜♥❞s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛♥♥❛✉❧

r❡❛❧ ●❉P ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✶✪✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❣r♦✇t❤ ♦❢ ❆❢r✐❝❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❑❛♠❜♦✉✱ ❉❡✈❛r❡❥❛♥✱ ❛♥❞ ❖✈❡r ✭✶✾✾✷✮✱ ❈✉❞❞✐♥❣t♦♥

❛♥❞ ❍❛♥❝♦❝❦ ✭✶✾✾✹✮✱ ❆r♥❞t ❛♥❞ ▲❡✇✐s ✭✷✵✵✵✮✶✱ ❇♦♥♥❡❧ ✭✷✵✵✵✮✱ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ✭✷✵✵✶✮✱ ❲♦r❧❞

❇❛♥❦ ✭✷✵✵✶❛✮✱ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ✭✷✵✵✶❜✮✱ ❛♥❞ ❉✐①♦♥✱ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rts ✭✷✵✵✶✮✳ ❲❤❡♥ ✇❡

❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛ ✶✪ ❧♦ss ✐♥ r❡❛❧ ●❉P ❣r♦✇t❤ ♦✈❡r ♠❛♥② ②❡❛rs✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❧❛r❣❡✷✳ ■♥

t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝✉r❡ ♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❆■❉❙

✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣❡❞✐♠❡♥t t♦ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳

❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❜♦✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥t❡st❡❞ ❜② s♦♠❡ st✉❞✐❡s✳ ❇❧♦♦♠ ❛♥❞ ▼❛❤❛❧ ✭✶✾✾✼✮ ✉s❡s

❞❛t❛ ❢♦r ✺✶ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ✜♥❞s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦❢ ❍■❱ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳ ❨♦✉♥❣ ✭✷✵✵✺❛✮ ❝♦♥✲

str✉❝ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❍■❱ ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❡✛❡❝ts✿ r❡❞✉❝❡❞ ❢❡rt✐❧✐t②

❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❍❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡✛❡❝t ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♠♣❧②✲

✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞s ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❈♦rr✐❣❛♥✱ ●❧♦♠♠✱

❛♥❞ ▼❡♥❞❡③ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❧♦ss ❡✛❡❝t ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r ✇❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣

✶❚❤❡② ✜♥❞ ❛ ✷✳✻✪ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ❡✛❡❝t✳
✷▼❛♥② ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❍■❱ ♦♥ ♦✉t♣✉t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈✉❞❞✐♥❣t♦♥

✭✶✾✾✸❜✮✱ ❈✉❞❞✐♥❣t♦♥ ❛♥❞ ❍❛♥❝♦❝❦ ✭✶✾✾✺✮✱ ❇♦ts✇❛♥❛ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t P♦❧✐❝② ❆♥❛❧②s✐s ✭✷✵✵✵✮✱ ❆r♥❞t
✭✷✵✵✸✮✱ ❇❡❧❧✱ ❉❡✈❛r❛❥❛♥✱ ❛♥❞ ●❡rs❜❛❝❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ❙❛♥t❛❡✉❧à❧✐❛✲▲❧♦♣✐s ✭✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ ❞❡ ❆r❛✉❥♦ ✭✷✵✵✽✮✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷

❢♦r ✐♥t❡r✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ s❝❤♦♦❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ ❧♦ss ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s

❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❍❛♠♦✉❞✐ ❛♥❞ ❇✐r❞s❛❧❧ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ✐♥ ❋♦rts♦♥ ✭✷✵✵✽✮✳

■♥ s❤♦rt✱ t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❍■❱✴❆■❉❙ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❤❡❛❧t❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ❛ s❡r✐♦✉s

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❍■❱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✐s t❤r♦✉❣❤ ❤❡t❡r♦s❡①✲

✉❛❧ s❡①✱ ❡✛♦rts t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ❤❛s ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❞✉❝❛t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♥♦t t♦

❤❛✈❡ ❧♦ts ♦❢ ✉♥♣r♦t❡❝t❡❞ s❡①✱ t♦ ❜❡ ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦ t❤❡✐r ♣❛rt♥❡rs✱ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ❝♦♥❞♦♠s ❡✈❡r② t✐♠❡✳

❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❜❡✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② ❝❛♠♣❛✐❣♥s t❤❛t t❛r❣❡t ❤✐❣❤ r✐s❦ ❣r♦✉♣s

✭tr✉❝❦ ❞r✐✈❡rs✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s❡① ✇♦r❦❡rs✱ ♠✐♥❡ ✇♦r❦❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❆■❉❙

✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✐s ♥♦✇ ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s

✐s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✳ ❊✈❡♥

t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡s t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✭▼❡❞❛

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ●r❡❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ❉✉♣❛s ✭✷✵✵✾✮✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❛t t❤❡

♠❛❝r♦ ❧❡✈❡❧✱ ♦❢ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❆❣❛r✇❛❧✱ ❞❡ ❆r❛✉❥♦✱ ❛♥❞ P❛✉❞❡❧ ✭✷✵✶✵✮ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❍■❱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♥❞♦♠ ✉s❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣r❡✲♠❛r✐t❛❧ ❛♥❞ ❡①tr❛✲♠❛r✐t❛❧ s❡①✳ ❊♣st❡✐♥ ✭✷✵✵✼✮

❛r❣✉❡s t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s

❝❤❛♥❣✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ ❆❢r✐❝❛✱ ✐t ✐s s♦❝✐❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛❧❡s t♦ ❤❛✈❡

❝♦♥t✐♥❣❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ s❡①✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r s♣r❡❛❞

♦❢ ❍■❱ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡r✐❛❧ ♠♦♥♦❣❛♠②✳ ❖t❤❡r st✉❞✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ♥♦

r❡❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s✉❜ ❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆■❉❙ ❡♣✐❞❡♠✐❝

✐♥❝❧✉❞❡ ▲✐♥❞❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮✱ ▲❛❣❛r❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ◆❣✬✇❡s❤❡♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ❈❛❧❞✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳

✭✶✾✾✾✮✱ ❇❧♦♦♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❛♥❞ ❙t♦♥❡❜✉r♥❡r ❛♥❞ ▲♦✇✲❇❡❡r ✭✷✵✵✹✮✳

❈♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❍■❱ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❞✐ss✉❛❞❡ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs s♣❡♥t ♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s t❤❛t

❢♦❝✉s ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❍■❱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡

✐s ❧✐tt❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s r❡❧❛✲

t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❝♦✉♥tr②✲✇✐❞❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✳ ❙♦♠❡ ❤❛✈❡

s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ❍■❱ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❯❣❛♥❞❛✱ ❜✉t ❖st❡r ✭✷✵✵✼✮

❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ♠✐s✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

❘❛t❤❡r✱ ❖st❡r ✜♥❞s t❤❛t t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ ❯❣❛♥❞❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✾✵s ✇❛s ❝❧♦s❡❧②



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸

t✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❡①♣♦rts❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ✇❛s

❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❡①♣♦rts✳

❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❜♦✈❡ s✉❣❣❡sts ✉s✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❝♦♥❞♦♠s ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲

✉❛❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧✐♠✐t r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞

♦❢ ❍■❱✳ ❙♦♠❡ st✉❞✐❡s s✉❣❣❡sts t❤❡ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ✐s ❜② ❝r❡❛t✐♥❣

♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ s✉r♣❛ss ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤❡r❡ ❧✐❢❡ ❡①✲

♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧

♣r❛❝t✐❝❡s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❖st❡r ✭✷✵✵✾✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❢✉rt❤❡r✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✇♦✉❧❞

❜❡ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❛s ❍■❱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❤✐❣❤❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣♦s❡

❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✿ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐❢❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ✐s ♣❛②❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡❛t❤s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❆■❉❙✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤✐s

♣♦❧✐❝② ❝❛♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ♦❢ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤

❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❍❛❧❧❡t ❛♥❞ ❖✈❡r ✭✷✵✶✵✮ t❤❛t

r❡✇❛r❞s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐❢ ♠❛❧❡s r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❢♦❝✉s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥

♠❛rr✐❡❞ ♠❛❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❢❛♠✐❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥ts✳ ▼❛❧❡s t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❞r✐✈❡rs

♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✭❯❧✐♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ❊♣st❡✐♥ ✭✷✵✵✼✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

❡✈❡r②♦♥❡ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡ss r✐s❦ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱ ✐❢ ♠❛❧❡s r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛t❝❤ ❞❛t❛ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛ ❛♥❞ ❢♦✉r ♦t❤❡r

s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❛♥ ❛❝t t♦ ❞❡t❡r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡s ✐♥ ♠❛❧❡s

♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❡❛❧t❤ ❞♦❡s✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s

♠❛② ❡✈❡♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧✐❢❡

❡①♣❡❝t❛♥❝②✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜②

❖st❡r ✭✷✵✵✺✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣♦❧✐❝② ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✹

✷ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦♥ ♠❛rr✐❡❞ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✇❤♦ ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✇❛❣❡ ❡❛r♥❡r ♦❢ t❤❡✐r

❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❧✐✈❡ ✉♣ t♦ ❢♦✉r ✜❢t❡❡♥✲②❡❛r

♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞②✐♥❣ ❜❡❢♦r❡

♣❡r✐♦❞s ✷✱ ✸✱ ♦r ✹✱ ♣♦ss✐❜❧② ❢r♦♠ ❆■❉❙ ✐❢ ❍■❱ ✇❛s s❡①✉❛❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

♣❡r✐♦❞✱ ♦r ♣♦ss✐❜❧② ❢r♦♠ ❛❝❝✐❞❡♥t ♦r ❛♥♦t❤❡r ✐❧❧♥❡ss t❤❛t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡

✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❣❡s ✷✵ t❤♦✉❣❤ ✸✹✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❛❣❡s ✸✺ t❤r♦✉❣❤

✹✾✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❡r✐♦❞ ❛❣❡s ✺✵✲✻✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❛❣❡s ✻✺ t❤r♦✉❣❤ ✼✾✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧✐✈❡ ✉♣ t♦ ❛❣❡ ✽✵ ②❡❛rs✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❞✐❡ ❢r♦♠ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡

♥♦♥✲❆■❉❙ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❢❛r ❜❡❧♦✇ ✽✵✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉r✈✐✈❛❧ t♦ t❤❡ ♥❡①t

♣❡r✐♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❢❛❝t♦rs ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛ ♣❡rs♦♥✬s ❝♦♥tr♦❧ ✭s✉❝❤ ❛s ❛❝❝✐❞❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ r❡s✉❧t

❢r♦♠ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♥♦♥✲♣r❡✈❡♥t❛❜❧❡ ✐❧❧♥❡ss❡s✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛

❢❛❝t♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧✱ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞s

t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❡❛r♥s ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❤❡ ✐s r❡t✐r❡❞✳ ❍❡ ❞❡❝✐❞❡s

❤♦✇ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❤✐s ✐♥❝♦♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐s ♦✇♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s ♦t❤❡r

❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs✳

✷✳✶ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✉t✐❧✐t② ❛t t✐♠❡✱ t✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤✐s ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ct❀ ❤✐s ❢❛♠✐❧②✬s ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥✱ ft❀ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ mt✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ s♦

t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

u(ct, ft, mt) = v(ct, ft) + γtw(mt), ✭✶✮

✇❤❡r❡ γt ✐s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s ✐♥

t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❧✐❢❡✳ ❆s t❤❡ ❛❣❡♥t ❣❡ts ♦❧❞❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ r✐s❦②

s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ♠❛② ❞❡❝r❡❛s❡✳ ■❢ γt ✇❡r❡ t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦♦s❡

t♦ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛s ❤❡ ❣❡ts ♦❧❞❡r s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✺

❧❡ss ❧✐❢❡t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❧♦s❡ ✐❢ ❤❡ ❞✐❡s ❢r♦♠ ❆■❉❙✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥

t♦ s❡❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♣❡♦♣❧❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡

♣❡r✐♦❞ ❛s t❤❡② ❛❣❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t γt ❣❡ts s♠❛❧❧❡r ❛s t ❣❡ts ❧❛r❣❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦♥♦❣❛♠② ♦r ♣r♦t❡❝t❡❞ s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱

❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦r ❡①♣❧✐❝✐t

❝♦st ❢♦r t❤❡s❡ s✉❜st✐t✉t❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ t❤❡s❡ ♣r❛❝t✐❝❡s ✉♥t✐❧

❤❡ r❡❛❝❤❡s ♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts ♦r ❛ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐❢ s❛❢❡ s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✇❛s ❛ ❝❧♦s❡

♦r ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✉♥❧✐❦❡❧② ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✇♦✉❧❞ r✐s❦

❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱ t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡

❛♥❞ t❛❦❡ t❤✐s r✐s❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

❛❧t❡r❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

t❤❛t s❛❢❡ s❡①✉❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s t♦ s✐♠♣❧② ❞❡❝r❡❛s❡ γt

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡s❡ t♦ ③❡r♦ ✐♠♣❧✐❡s s❛❢❡ s❡①✉❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ❢♦r

r✐s❦② ♣r❛❝t✐❝❡s✱ s♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ❡♥❣❛❣❡s ✐♥ ♥♦ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ s♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢♦r s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♥✲

❤❛♥❝❡❞ ♦r ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ♣❡rs♦♥❛❧ ♦r ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ P✉t ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✱ t❤❡

❛❣❡♥t✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥✳ ❆❧❧♦✇ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❈❊❙✮ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱

v(ct, ft) = log

(

[

α (ct + ǫ)
ν−1

ν + (1 − α) (ft + ǫ)
ν−1

ν

]
ν

ν−1

)

− log(ǫ) ✭✷✮

✇❤❡r❡ ǫ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ t❤❛t ✐s ♣✉t ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r❝❡

✉t✐❧✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳✸ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

❛s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❧✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ❡q✉❛❧

③❡r♦✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣ ✐s t❛❦❡♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐ts

❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✸❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ s♦ ❛s t♦ ♥♦t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐sr✉♣t t❤❡ ■♥❛❞❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
✐♠♣♦s❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❛s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦♥❣
♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❡❧♣s ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ǫ ✐s s♠❛❧❧ ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛t ③❡r♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜♥✐t❡✱ ❜✉t ✈❡r② ❧❛r❣❡✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✻

✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✭✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱ ✇❤❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ t❤❡ ❈❊❙

❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❡♥t s❡❧✜s❤❧② ♣r❡❢❡rs ❤✐s ♦✇♥ ❝♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥ ♦✈❡r ❤✐s ❢❛♠✐❧②✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧②✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ν ∈ (0, 1) ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts❀ ✇❤❡♥ ν ∈ (1,∞) t❤❡② ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ■❢

t❤❡s❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇♦✉❧❞ ❝❛r❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ t♦ ❤✐s ❢❛♠✐❧②✬s

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐❢ ❤❡ ❞✐❡❞✳ P❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✐❢ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s

❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ t♦ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✉t✐❧✐t②✳ ■❢

❛♥ ❛❣❡♥t ✐❢ ❢❛❝t ❞♦❡s ✈❛❧✉❡ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♣❛②❛❜❧❡ t♦ ❤✐s ❢❛♠✐❧② s❤♦✉❧❞ ❤❡ ❞✐❡✱ t❤❡♥

♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ ✉t✐❧✐t②✳ ❲❡ ❢♦❝✉s str✐❝t❧② ♦♥ t❤✐s

❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐s tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛s t❤✐s t②♣❡

♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t s✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❣♦♦❞s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐✲

❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✇t❤✱ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡❛s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❣r♦✇ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❣r♦✇s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❡ s❡❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ♦♥❡ ❤❛s✳ ■♥ ❝♦✉♥tr✐❡s

❧✐❦❡ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ✇❤❡r❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ s❡①✉❛❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞✐s❡❛s❡ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ s❛❢❡ s❡①

♣r❛❝t✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❧✐t✲

t❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦st ♦r ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st✱ ❜✉t ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ ✭t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ ❝♦✉rs❡✮ ❝❤♦♦s❡

♥♦t t♦ ❞♦ s♦✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s t❤❡ t②♣❡

♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❜✉t ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡ ♥♦t t♦ ❜❡②♦♥❞ s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❑r❡♠❡r ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤❛t r❡❛❝❤❡s ❛ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ m∗✱ s✉❝❤

t❤❛t w′(m∗) = 0✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✉t✐❧✐t② ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ m∗ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧

♣❛rt♥❡rs✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡✳ ◆♦t ♦♥❧② ✐s t❤✐s ❛♥ ❛r❣✉❛❜❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ❛✈♦✐❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❞❡❝✐❞❡

t♦ ❧❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✜♥✐t②✱ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞②✐♥❣

❢r♦♠ ❆■❉❙ t♦ ✶✵✵✪✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❧✐❢❡✱ ❢✉t✉r❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✼

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐❢ ❢❛✈♦r ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ✉t✐❧✐t② t♦ ✐♥✜♥✐t② ❢r♦♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳

▲❡t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

w(mt) = log
[

− (mt − m∗)2 + (m∗)2 + ǫ
]

− log(ǫ) ✭✸✮

❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳✹ ❚♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❧❡ss t❤❛♥ m∗ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣ ✐s t❛❦❡♥✳✺ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛

✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡✱ ǫ✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

t♦ ❡q✉❛❧ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐s ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❡

❛❣❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧✐✈❡✳

❚❤❡ ❛❣❡♥t ❞❡r✐✈❡s ✉t✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❢♦r ✉♣ t♦ ❢♦✉r ♣❡r✐♦❞s

✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧✐✈❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✷✱ ✸✱ ♦r ✹✱ ❤❡ ❝❛♥♥♦t

❡♥❥♦② ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭ct = 0✮ ♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✭mt = 0✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡

❛❣❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧✐✈❡✱ ❤❡ ❞♦❡s st✐❧❧ ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❡❧❧ ❜❡✐♥❣ ♦❢ ❤✐s ❢❛♠✐❧②✱ s♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡

❢♦r ft ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ s❡①✉❛❧

❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✸ ❛♥❞ ✹✱ s♦ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t γ3 = γ4 = 0 ❛♥❞ ❢♦r❝❡ m3 = m4 = 0✳ ❚❤✐s

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦r ♠❛t✉r✐t②✱

♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❤❡❛❧t❤ t❤❛t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛❣❡✳ ❉❛t❛ ❢♦r ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛

❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦✈❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✹✾ ✭❛❣❡♥ts ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✸ ❛♥❞ ✹✮ ✐s ♥♦t t②♣✐❝❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲✐t❤

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❛❣❡♥ts ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✸ ❛♥❞ ✹ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡

♥♦ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ✇✐❧❧ ❡q✉❛❧ ③❡r♦✳ ❲❡ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

s❡❝t✐♦♥ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t

✹❲❤✐❧❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❧❡✐s✉r❡ ❛♥❞ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛♥❞ ❛ ✏♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✑ t❤❛t ♠❛♣s t✐♠❡
s♣❡♥t ♦♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ♣❛rt♥❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt♥❡rs ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t
❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ✐s ❛ ♠✐❝r♦❢♦✉♥❞❡❞ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠♦❞❡❧✮✱ ❜✉t
t❤❡ ❝♦sts ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡✐s✉r❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s ✲ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✺❲✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦❣✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐s ✜♥✐t❡
✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥ t♦
✐♠♣♦s❡ t❤❡ ■♥❛❞❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❤❡❧♣s ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✜♥✐t② ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt♥❡rs ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✽

♠❛❧❡s t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r✱ ❜✉t ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r✱ t❤❛♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❧✐✈❡

✐s ❢♦✉r ♣❡r✐♦❞s✱ s♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t♦

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ❢♦✉r ♣❡r✐♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

U = u(c1, f1, m1) + βδπ(m1)u(c2, f2, m2) + β [1 − δπ(m1)] u(0, f2, 0)

+β2δ2π(m1)π(m2)u(c3, f3, 0) + β2
[

1 − δ2π(m1)π(m2)
]

u(0, f3, 0)

+β3δ3π(m1)π(m2)u(c4, f4, 0) + β2
[

1 − δ3π(m1)π(m2)
]

u(0, f4, 0)

✭✹✮

✇❤❡r❡ β ∈ (0, 1) ✐s ❛ t✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(ct, ft, mt) ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞

❢r♦♠ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦

t❡r♠s ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✷✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ ✐s t❤❡

♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❡❛r♥❡❞ ✐❢ t❤❡

❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡✳ ❚♦ ❜❡ ❛❧✐✈❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ❤❛✈❡ ♥♦t ❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❆■❉❙ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜②

π(m1)✮ ❛♥❞ ♠✉st ♥♦t ❤❛✈❡ ❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❢❛❝t♦rs ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② δ✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧✐✈❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✷✳ P❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ③❡r♦✱ ❜✉t t❤❡ ❛❣❡♥t ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❞❡r✐✈❡s ✉t✐❧✐t②

❢r♦♠ ❤✐s ❢❛♠✐❧②✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ s♦ f2 ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ f2 ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ♠✐rr♦r t❤❡ ♦♥❡s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❧✐♥❡s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✹✮ ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✸ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢

✉t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ ♦♥❧② ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❞❡❛❞✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ ✐♥

♣❡r✐♦❞s ✸ ♦r ✹✱ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✷✳✷ ❇✉❞❣❡t ❈♦♥str❛✐♥t

❚❤❡ ❛❣❡♥t s♣❡♥❞s ♠♦♥❡② ♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❢♦r ❤✐♠s❡❧❢ ❛♥❞ ❤✐s ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❛

✜①❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♣❡r✐♦❞s ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s st✐❧❧

❛❧✐✈❡✳ ■❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❡r✐♦❞ ❤❡ ✐s r❡t✐r❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡❛r♥ ❛♥② ✐♥❝♦♠❡✳

❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❡ ❛❣❡♥t ❞✐❡s ❜❡❢♦r❡



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✾

♣❡r✐♦❞s ✷✱ ✸✱ ♦r ✹✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ❍■❱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞✐❡s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ♣❡r✐♦❞ t

❢r♦♠ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝❛✉s❡s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② 1 − δ✮✱ ❜✉t ✐s ❍■❱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥

❜② π(mt−1✮✱ ❤❡ ❣❡ts ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts✱ bt ≥ 0✱ ❛❞❞❡❞ t♦ ❤✐s ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐s ❞❡❛t❤✳

❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ ❜✉t ♣❡r❤❛♣s s♦♠❡✇❤❛t ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❛t ♣❡r❢❡❝t

❛ss❡t ♠❛r❦❡ts ❡①✐st s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦✈❡r ❢♦✉r ♣❡r✐♦❞s

✭✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ ♦r ♥♦t✮ ♠✉st ❡q✉❛❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s ❞✉r✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉r✲♣❡r✐♦❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

c1 + δπ(m1)
c2

1 + r
+ δ2π(m1)π(m2)

c3

(1 + r)2
+ δ3π(m1)π(m2)

c4

(1 + r)3

+f1 +
f2

1 + r
+

f3

(1 + r)2
+

f4

(1 + r)3

= w1 + δπ(m1)
w2

1 + r
+ δ2π(m1)π(m2)

w3

(1 + r)2

+(1 − δ)π(m1)
b2

1 + r
+ δ(1 − δ)π(m1)π(m2)

b3

(1 + r)2
+ δ2(1 − δ)π(m1)π(m2)

b4

(1 + r)3
,

✭✺✮

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢♦r ❛ ✶✺ ②❡❛r t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ wt ✐s t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛❧

✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ t✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ct ❛♥❞ ft ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡

♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ✜rst

❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ str❡❛♠s✱

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s st✐❧❧ ❛❧✐✈❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡

♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ str❡❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ✇❤❡t❤❡r

t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ str❡❛♠s ✇❤❡r❡

❛❣❛✐♥ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡

✜♥❛❧ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

❡❛❝❤ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛t ♠♦st ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐❢❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♣❛✐❞ ♦✉t✳ ❊❛❝❤ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t✱ bt ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜②

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❛❣❡♥t ❧✐✈❡❞ ✉♣ t❤r♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞ t − 1✱ ❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❢❛❝t♦rs ❜❡❢♦r❡

♣❡r✐♦❞ t ❜❡❣✐♥s✱ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t ❍■❱ ❜❡❢♦r❡ ❞②✐♥❣✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✵

✷✳✸ ❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r π(mt)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t ❍■❱ ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞

t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ mt✱ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❍■❱ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❖st❡r ✭✷✵✵✺✮✳ ▲❡t h ∈ (0, 1) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧

s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ τ ∈ (0, 1) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡r t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦

❤❛✈❡ ❍■❱ ❛❝t✉❛❧❧② tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭❢❡♠❛❧❡✲t♦✲♠❛❧❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✮✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱ ✐s

(1 − hτ)✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡❞✐❝❛❧ s❡r✈✐❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✱

❛❧♠♦st ❡✈❡r②♦♥❡ t❤❛t ❝♦♥tr❛❝ts ❍■❱ ❞✐❡s ♦❢ ❆■❉❙ ✇✐t❤✐♥ ✶✺ ②❡❛rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t

❤❛s mt s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ♦✈❡r ♣❡r✐♦❞ t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ♥♦t ❞②✐♥❣ ❢r♦♠ ❆■❉❙ ❜❡❢♦r❡ t❤❡

♥❡①t ✶✺ ②❡❛r ♣❡r✐♦❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✱

π(mt) = (1 − ht)mt ✭✻✮

❚❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♠❛❧❡s ❛❣❡ t ✭❢♦r t = 1, 2✮ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1−π(mt)✳

❚❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✷✵ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤❡❞

❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ (1 − π(m1)) ❛♥❞ (1 − π(m2))✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡s✳ ❚❤❡

✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♠❛❧❡s st✐❧❧ ❛❧✐✈❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡♥ ❛❧✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

hmen =
[1 − π(m1)] + π(m1)δ [1 − π(m2)]

1 + π(m1)δ + π(m1)π(m2)δ2 + π(m1)π(m2)δ3
, ✭✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✳ ■♥ t❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ r✐s❦②

❜❡❤❛✈✐♦r ✐♠♣❛❝t ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✳

❖♥❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t h ✐s ✜①❡❞✳ ■❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡✱ ❧✐❢❡

❡①♣❡❝t❛♥❝②✱ ♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛t ❞❡t❡rr✐♥❣ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✐✳❡✳ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r mt✮✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣

❛❞✉❧t ♠❡♥ ✇✐❧❧ ❢❛❧❧✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣

✇♦♠❡♥ ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ✐♥ t✉r♥✱ ❛s ✇♦♠❡♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥tr❛❝t t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ❢r♦♠ ♠❡♥✳

P✉tt✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❧✐❦❡ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡✐t② ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠❛❦❡s



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✶

t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ h✳ ❚❤❡ ❍■❱

♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ♠❡♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt♥❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ✇♦♠❡♥✱ h✱ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣

♠❡♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr②✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ✇♦♠❡♥ ✐s ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♠❛t❝❤ ❞❛t❛ ✐♥

s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✳✻

✷✳✹ ❖♣t✐♠❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r

❆❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❧❛♥s✱ c1✱ c2✱ c3✱ ❛♥❞ c4❀ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❧❛♥s✱ f1✱

f2✱ f3✱ ❛♥❞ f4❀ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❧✐❢❡✱

m1 ❛♥❞ m2❀ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦✉r✲♣❡r✐♦❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✱

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦✉r✲♣❡r✐♦❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✱ s♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s

❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

❝❤♦✐❝❡s ❢♦r m1 ❛♥❞ m2 ❛♥❞ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s t❤❛t r❡s✉❧t✳

✷✳✺ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥s

❆ ❜❛s❡❧✐♥❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✱

✐♥❝♦♠❡✱ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦♠❡♥✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❛r❡ ❜❛s❡❞

♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❢❡♠❛❧❡ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ h✱ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ 0.161✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✇♦♠❡♥ ✐♥

❩❛♠❜✐❛ ✇✐t❤ ❍■❱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✷✵✵✼ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❍❡❛❧t❤ ❙✉r✈❡②s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

s✉r✈✐✈✐♥❣ r✐s❦ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❆■❉❙ ❞❡❛t❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐s s❡t t♦ δ = 0.556 t♦ r❡✢❡❝t

❛ ♥♦♥✲❆■❉❙ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ♦❢ ✺✸ ②❡❛rs✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✷✵✵✽ ❜② ❯❙ ❈❡♥s✉s ❇✉r❡❛✉

✲ ❍■❱✴❆■❉❙ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✳✼ ❘❡❛❧ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥ ❩❛♠❜✐❛ ✐♥ ✷✵✵✼ ✇❛s ✩✸✼✹ ✭♠❡❛s✉r❡❞

✻❖st❡r ✭✷✵✵✺✮ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❤♦rt❡r t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❞❡r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛st ♣❡r✐♦❞✬s ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s
✭♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❣❡♥❞❡r✳

✼❲✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ❛❣❡♥t ❧✐✈❡s t❤r♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞ ✶ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡ ✸✺✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞♦❡s
♥♦t ❞✐❡ ❢r♦♠ ❆■❉❙✱ ❛❣❡♥t ❧✐✈❡s t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✶✺ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② δ✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❆■❉❙ ❧✐❢❡



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✷

✐♥ ❝♦♥st❛♥t ②❡❛r ✷✵✵✵ ❯✳❙✳ ❞♦❧❧❛rs✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ✷✵✵✼ ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

■♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠❡s wt ❢♦r t = 1, 2, 3✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦t❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r✲♣❡rs♦♥ ✐♥❝♦♠❡✱ s♦ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ♣❡r✲

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ❯♥❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❞❛t❛ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✐③❡ ✐♥ ❩❛♠❜✐❛✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹ ♣❡♦♣❧❡✱ s♦ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ r❡❛❧ ●❉P ❜② ✹ t♦ ❣❡t

❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ♠✉❧t✐♣❧② ❛❣❛✐♥ ❜② ✶✺ t♦ ❣❡t ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ♦✈❡r ❛

✶✺ ②❡❛r ♣❡r✐♦❞✱ s♦ w1 = w2 = w3 = 22, 440✳

❬■◆❙❊❘❚ ❚❆❇▲❊ ✶ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❬■◆❙❊❘❚ ❚❆❇▲❊ ✷ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥ ❍■❱ ✐♥❢❡❝t❡❞ ❢❡♠❛❧❡

tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ t♦ ❛ ♠❛❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡s r❛♥❣✐♥❣

❢r♦♠ ✼✳✶✪ t♦ ✷✼✳✸✪ ✭❖st❡r ❬✷✵✵✾❪✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣✐❝❦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✺✪ ✭τ = 0.15✮

❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ❛s t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜❢t❡❡♥

②❡❛r ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ β✱ ❛♥❞ ✜❢t❡❡♥ ②❡❛r ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ r✱ r❡✢❡❝t ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦❢

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✪✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❲❡

s❡t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ α = 0.5✱ ❛♥❞

t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ν = 1.0✳ ❲✐t❤♦✉t

❛♥② ❞❛t❛ t♦ ❤❡❧♣ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡❝t✐♦♥s t♦ ❧❡❛r♥ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡

❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t✳ ❚❤❡ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❢♦r s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s s❡t t♦

m∗ = 50✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ mt ❢♦r r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs s♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ γ1 ❛♥❞ γ2 ❛r❡ ❝❤♦s❡♥

✉s✐♥❣ ❛ ♠♦♠❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ γ1 ❛♥❞ γ2✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r

♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r m1 ❛♥❞ m2 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ❛❣❡ ❣r♦✉♣s

❡①♣❡❝t❛♥❝②✱ L✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞②✐♥❣✱ δ✱ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ L = 35 + δ15 + δ215 + δ315✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✸

✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t ❛ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❢♦r γ1 ❛♥❞ γ2

t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s t❤❛t ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❚❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐s ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ✜✈❡✲②❡❛r ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✱ s♦ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡

r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ✜✈❡✲②❡❛r ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛❣❡s ✷✵✲✸✹✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ✜✈❡✲②❡❛r ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞

t♦❣❡t❤❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛❣❡s ✸✺✲✹✾✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣

❡①❡r❝✐s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ1 = 0.509 ❛♥❞ γ2 = 0.492✳

✸ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♣❛②♦✉t✳

❇❡❢♦r❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✜rst ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝❛❧✐✲

❜r❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧② ✇❡

❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❢♦r r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥

❛ ♠❛♥ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ❡♥❣❛❣❡s ✐♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✐s t❤❛t

❤❡ ❤❛s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ❝♦st ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦ t❤❛♥ ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣❡rs♦♥ ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr② ❧✐❦❡

t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦st ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞②✐♥❣ ❢r♦♠ ❆■❉❙ ❛♥❞ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✐♥❝♦♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛r❡ ❜♦t❤ ❧♦✇ ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥

❆❢r✐❝❛✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ❞❡❧✐✈❡r t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ✉♣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞

✐♥❝♦♠❡✱ ❛ ❢❛r ❧❡ss ❢❡❛s✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡

❢♦r ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❣✉❛❜❧②

❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t✳

✸✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ❙❡♥s✐t✐✈✐t②

❚❤❡ ❣r❡❛t❡st s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✹

❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s

✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✭❛❣❡s ✷✵✲✸✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✭❛❣❡s ✸✺✲✹✾✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧♦t✱ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ❤❡❧❞ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ r♦✇s

s❤♦✇ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ γt ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡

(0, 3)✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡

❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇✐❧❧

❜❡ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ②♦✉♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❛❣❡s ✷✵✲✸✹✮✳ ◆♦t✐❝❡✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r

❤❛s ❛❧♠♦st ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❞❡♣❡♥❞

♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✷✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣

t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst

♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❞♦❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s γ2 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst

♣❡r✐♦❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡r❡

✐s ❛ ❧❛r❣❡r ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ s♦ ❛❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡ t♦

❤❛✈❡ ❢❡✇❡r s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✶ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ t✇♦ r♦✇s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❡rs✉s ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ ♦❢

❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❛t ❛s α✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱

✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆s t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥

❛❣❡♥t ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❧② ❤✐s ♦✇♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛r❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✉t ❤✐s ❢❛♠✲

✐❧②✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s

❛s α ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r♦❧❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ν✱ ♣❧❛②s✳

❆s t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡

s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s

❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✺

t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ❍■❱ ❛♥❞ ❞✐❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs

✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✷ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡ s❡①✉❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ h ❛♥❞ τ ✱ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t ❛t t❤❡✐r

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❡①❝❡♣t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t

❛ ♣❛rt♥❡r ❤❛s ❍■❱ ✭h✮ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♦r ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❍■❱ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❢❡♠❛❧❡

t♦ ♠❛❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭τ✮ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♠❛❧❡ tr❛♥s♠✐ts ❍■❱ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✸✳✷ ❉❡t❡rr❡♥❝❡ ❊✛❡❝ts

▲✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠❛② ❞❡t❡r r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❛t

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ❧❡ss❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ❤✐❣❤❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❯✳❙✳ ❈❡♥s✉s ❇✉r❡❛✉ ❍■❱✴❆■❉❙ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦❢ ✷✵✵✽✱ t❤❡ ♥♦♥✲

❆■❉❙ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♥ ❩❛♠❜✐❛ ✐s ♦♥❧② ✺✸ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇ ♦❧❞ ❛❞✉❧ts ♠❛② ❡①♣❡❝t t♦

❧✐✈❡ ✇❤❡♥ ♥♦t ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ r✐s❦② r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❡rs♦♥ ♠✐❣❤t ❧✐✈❡ ❢♦r ✶✵ ②❡❛rs ❛❢t❡r

❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱ ❜❡❢♦r❡ ❞②✐♥❣ ❢r♦♠ ❆■❉❙✱ ♦♥❡ ♠❛② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱ ✐♥ t❤❡✐r ❛❞✉❧t❤♦♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥♥✉❛❧ r❡❛❧ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥ ❩❛♠❜✐❛ ✐♥ ✷✵✵✼

✇❛s ♦♥❧② ✩✸✼✹ ✭❝♦♥st❛♥t ②❡❛r ✷✵✵✵ ❯✳❙✳ ❞♦❧❧❛rs✮✱ s♦ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❧♦st ❢♦r

❛ ♠❛♥✬s ❢❛♠✐❧② ✐❢ ❤❡ ❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❆■❉❙✳ ❚❤❡ t♦♣ t✇♦ r♦✇s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✭✜rst

r♦✇✮ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

✜❣✉r❡✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ r❛♥❣❡

❢r♦♠ ♥❡❛r❧② ✩✵ ✭❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦✈❡r✐s❤❡❞✮ t♦ ✩✶✵✵✱✵✵✵ ✭♠♦r❡ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✮

♣❡r ❢❛♠✐❧② ❢♦✉r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤

❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ ❜✉t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✭❛❣❡s ✷✵✲✸✹✮ ✐s ♥❡❛r❧② ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✷✵✲✸✹ r❡♠❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✶✪✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✻

♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ♦❧❞❡r ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✭❛❣❡s

✸✺✲✹✾✮❀ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ r❡❞✉❝❡s ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✷✷✪ t♦ ❛❜♦✉t ✶✾✪✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✸ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

■t ♠❛② s❡❡♠ ❝♦✉♥t❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛t t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❛❣❡ ❣r♦✉♣ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢♦r t❤❡ ❛❣❡

❣r♦✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛r♥ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r

t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❧❡ss r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛♥ t❤❡

♦❧❞❡r ❛❣❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡r ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ②♦✉♥❣❡st

❛❣❡ ❣r♦✉♣❀ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ ②❡❛rs ♦❢ ❧✐❢❡ ❢♦r❡❣♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ✐♥❝♦♠❡

❢♦r❡❣♦♥❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r❡❣♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♦❧❞❡st ❛❣❡

❣r♦✉♣✳ ❲✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s ❤✐❣❤✱ ❛♥❞

t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐s s♠❛❧❧✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♥♦♥✲❆■❉❙ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❤❛s

♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢♦r ❧✐❢❡

❡①♣❡❝t❛♥❝✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✺ ②❡❛rs t♦ ✽✵ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s s❤♦✇ ✐❢ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✇❡r❡ t♦

❞❡❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✺✸ ✭❝✉rr❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❩❛♠❜✐❛✮ t♦ ✸✺✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs r❡❛❝❤❡s

✐ts s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛s ❧✐❢❡

❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✺✸ t♦ ✽✵✱ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✸✺✲✹✾ ❞r♦♣s ❢r♦♠

❛❜♦✉t ✷✷✪ t♦ ✶✵✪ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ ✺✺✪ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥ ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ✇✐t❤

❍■❱✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✷✵✲✸✹ ✐t ❞r♦♣s ❢r♦♠ ✶✶✪ t♦ ❛❜♦✉t ✼✪ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ ✸✻✪ ❞❡❝❧✐♥❡

✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥ ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❍■❱✮✳

❖♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❡ r❡❛s♦♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ❤❛s s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❡❧✐♠✐♥❛t❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②

t♦ ❡❛r♥ t❤❡ ❡①tr❛ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s♣❡♥❞ t❤❡ ❡①tr❛ ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹

♣r❡s❡♥ts ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤❡❧❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ♠❡❛s✉r❡s t❤❡

♦✈❡r❛❧❧ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡♥ ✐♥ ❛❧❧ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ t♦ ❛✈❡r❛❣❡

♦✈❡r ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛♥❞ s❤❛❞✐♥❣ t♦ ❤❡❧♣

✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t❡r ✐s t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t✱ t❤❡ t❛❧❧❡r



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✼

✐s t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ▲✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✺✸ t♦ ✽✵ ②❡❛rs ♠♦✈✐♥❣ ❧❡❢t t♦

r✐❣❤t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t ❛①✐s ❛♥❞ ❛♥♥✉❛❧ r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✩✸✼✹ t♦ ✩✶✵✵✱✵✵✵

♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❢r♦♥t t♦ ❜❛❝❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ❛①✐s✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✹ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r s❧♦♣❡ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ✭❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡✮ ✈❡rs✉s t❤❡

❜❛❝❦ ✭❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡

❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡r✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥✲

tr② ❧✐❦❡ ❩❛♠❜✐❛ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✱ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❧✐❦❡ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡✱ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❍■❱

♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ❢r♦♠ ✶✶✳✾✪ t♦ ❛❧♠♦st ✸✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st ❛ ✼✺✪ r❡❞✉❝t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❧❡s ✇✐t❤ ❍■❱✳ ◆♦t❡✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❍■❱ ♣r❡✈❛✲

❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ✇♦♠❡♥✱ h✱ r❡♠❛✐♥s ❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✻✳✶✪✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ❛s t✐♠❡

♣r♦❣r❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ♠❡♥ ❢❛❧❧s✱ ♥♦t ❛s ♠❛♥② ✇♦♠❡♥ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr❛❝t

❍■❱✳ ❲♦♠❡♥✬s ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ✇✐❧❧ ❢❛❧❧ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ❍■❱

♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ♠❡♥✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♠❛❦❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r

✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ h ✐s ✜①❡❞✳

❍❛✈✐♥❣ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝❛♥ str♦♥❣❧② ❞❡t❡r

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❍■❱✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡

♣❛②♦✉t ❝❛♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t✱ ♣❛②❛❜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❞✐❡s✱ ✐❢ ❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❍■❱ ✇❤❡♥ ❤❡ ❞✐❡s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡

✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✩✵ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛s❡✮ t♦ ✩✶✵✵✱✵✵✵✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❧❛r❣❡❧② ♠✐rr♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧

❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ ❛❣❡s ✸✺✲✹✾✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ♥♦ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❛❣❡

❣r♦✉♣✱ ❛❣❡s ✷✵✲✸✹✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ s❤♦rt❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ν✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t

✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ t♦ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❍■❱

♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✽

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✺ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❧❛②s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢

✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡

❤❛s ♦♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡

✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s✳ ▼♦✈✐♥❣ ❧❡❢t t♦

r✐❣❤t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t ❛①✐s ❛♥♥✉❛❧ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✩✸✼✹ t♦ ✩✶✵✵✱✵✵✵✳ ▼♦✈✐♥❣

❢r♦♠ ❢r♦♥t t♦ ❜❛❝❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛①✐s✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠

✶✳✵ ✭♥♦ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✮ t♦ ✹✳✵ ✭♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡

✐♥ ✉t✐❧✐t②✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t γ1 ❛♥❞ γ2

❛r❡ ❤❡❧❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r r✐s❦② ❛❝t✐✈✐t② ❛r❡ r❡✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥♥✉❛❧ r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦❢ ✩✸✼✹✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ1 ❛♥❞ γ2 ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ❛❣❡

❣r♦✉♣s ✷✵✲✸✹ ❛♥❞ ✸✺✲✹✾ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ♦❢ ✶✶✳✾✪✳✽

❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ s❡❡♥ ❡❛r❧✐❡r ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t✲

♠♦st ❞♦✇♥✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❆s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧

❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ■❢

♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❝♦st t♦

❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❆♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✉t✐❧✐t②

❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ✐♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡

♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞✐❡s ♦❢ ❍■❱✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❧♦ss ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❞❡r✐✈✐♥❣

❢r♦♠ ❧♦ss❡s ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❛❣❡♥t

❞✐❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s✉❜st✐t✉t❡✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✻ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

✽◆♦t❡ t❤✐s ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♠❛❧❡s ✐♥
❩❛♠❜✐❛ ♦❢ ✶✷✳✸✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♦❧❞❡r t✇♦ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✱
✺✵✲✻✹ ❛♥❞ ✻✺✲✼✾✱ ❞♦ ♥♦t ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛♥② r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❡q✉❛❧
t♦ ③❡r♦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❛♥ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢
✶✶✳✾✪ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡ ✶✷✳✸✪ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ s✉❣❣❡sts t❤❡r❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ❤❛r♠
✐♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✶✾

❋✐❣✉r❡ ✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢

t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r γ1

❛♥❞ γ2 ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ s♦ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ♦❢

✺✸ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rs

✇❤❡♥ ν ✐s s♠❛❧❧❡st✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❆s ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✱ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❝♦st ♦❢

❧♦s✐♥❣ ♦❢ ②❡❛rs ♦❢ ❧✐❢❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐s st✐❧❧ r❛t❤❡r s✉❜st❛♥t✐❛❧✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✼ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❋✐❣✉r❡ ✼ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✲♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ❝❛♥

❞❡♣❡♥❞ ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ ✈❛❧✉❡s ❢♦r γ1 ❛♥❞ γ2 ❛r❡ r❡✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞

❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦❞❡r❛t❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡

❜❡♥❡✜t s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t s✉❜✲

st✐t✉t❛❜❧❡ ✭ν = 1✮✳ ▼♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❢r♦♥t t♦ ❜❛❝❦✱ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

♠♦❞❡r❛t❡❧②✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ q✉✐❝❦❧② ❞r♦♣s ♦✛✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❣❡ts ❧❛r❣❡r ❛s ♣❡r✲

s♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t

❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ❞✐❡❞✱ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t

❝❛♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❡♥❥♦②❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✐✈❡✮ ✐❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ s✉❜st✐✲

t✉t❛❜❧❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st s❝❡♥❛r✐♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❤❡♥ ν = 4.0 ❛ ✩✶✵✵✱✵✵✵ ❧✐❢❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r s♦ t❤❛t t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t

♠❡♥ ❞r♦♣s ❢r♦♠ ✶✶✳✾✪ t♦ ❛❜♦✉t ✻✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st ❛ ✺✵✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥

✇✐t❤ ❍■❱✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t q✉✐t❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❜♦t❤ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ r❡❛❧ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ✩✶✵✵✱✵✵✵ ✭t❤✐s ❡✛❡❝t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✮ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♣❛✐❞ ♦✉t ❢♦r t❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞s✱ ❜✉t t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ✐s

❛ ♦♥❡✲t✐♠❡ ♣❛②♠❡♥t ♠❛❞❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❞❡❛t❤✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✵

✹ Pr❛❝t✐❝❛❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❍■❱ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ♠❛② s✐♠♣❧② ❜❡ ❛

s✐❞❡✲❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ❡♣✐❞❡♠✐❝✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t ❞♦✇♥ ❜② s✐♠♣❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡

t♦ ❧❡✈❡❧s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✈❡r② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ♦♥❧②

s✐♠♣❧❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞

❛ ♥❡①t ❜❡st ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♣❛✐❞ ♦✉t ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❞✐❡s

❜❡❢♦r❡ ❛❣❡ ✽✵ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❍■❱✳ ●✐✈❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ s✉❜st✐✲

t✉t❛❜❧❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t②✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤✐s ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②

❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ♣❛② ♦✉t ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❛❝❤❡❞ ✩✶✵✵✱✵✵✵ ♣❡r ❢❛♠✐❧②✱ ❛ ♣♦❧✐❝② q✉✐t❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❝♦✉♥tr② ✇❤♦s❡ ❛♥♥✉❛❧

r❡❛❧ ●❉P ♣❡r ♣❡rs♦♥ ✐s ♦♥❧② ✩✸✼✹✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❛s t♦ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❞❡t❡r r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡

✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② t♦ ❧❡✈❡❧s

t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr②✳ ❖✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ②❡s✳ ❲❡ ♥♦✇

❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠s✳

✹✳✶ ❈♦st✲❊✛❡❝t✐✈❡ P♦❧✐❝②

❚❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♣❧❛♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣❛✐❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t

❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rr❡❞ ❛♥②t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❡r✐♦❞ ✭❛❣❡s ✸✺✲✼✾✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❞✐✛❡rs

❢♦r ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ♣❛✐❞ ♦✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s✱ s♦ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦

♠❛❦❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♣❛②♦✉ts ♦♥❧② ❢♦r ❞❡❛t❤s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❛❣❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♣❛✐❞ ♦✉t ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❞✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞s ✸ ❛♥❞ ✹ ✭❛❣❡ ✻✺✮ ❤❛s ❛

✈❡r② s♠❛❧❧ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✳ ❯♥❞❡r ♥♦ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞✐❡s ❤❡ ❧♦s❡s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠

♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛s t❤❡ ❛❣❡♥t ✇♦✉❧❞

❜❡ r❡t✐r❡❞✳ ■♥s✉r✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❡ ❛❣❡♥t ❞✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞s ✶ ❛♥❞ ✷ ✭❛❣❡ ✸✺✮

❛❧s♦ ❤❛s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡✳ ❲❡ s❛✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡

❤❛s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧s ♦❢

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤✐s



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✶

❛❝t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✳ ❆ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♣❛✐❞ ♦✉t ✐❢ ❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞

✇♦✉❧❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✳

❆ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡t❡rr❡♥t t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛② ❜❡ ♦♥❡ t❤❛t ♦♥❧② ♣❛②s ❛ ❜❡♥❡✜t ✐❢

❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧✐❢❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ❜❡t✇❡❡♥ ✩✵ ❛♥❞ ✩✷✵✱✵✵✵✱ ✇❤❡♥ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ♦♥❧② ♣❛✐❞ ♦✉t ✐❢ ❞❡❛t❤s ♦❝❝✉r

❛t ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡s✳ ❲❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✇❡❛❦ ✇❤❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✭ν = 1✮✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛

♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✉s❡ ν = 2.0✱ ❛♥❞ γ1 ❛♥❞ γ2 ❛r❡ r❡✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②❀ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♠❛✐♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ t♦♣

❧❡❢t ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ❜❡st✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡♥ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s ♣❛✐❞ ♦✉t ❢♦r ❛♥② ❞❡❛t❤

✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✭❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛❢t❡r ♣❡r✐♦❞s ✶✱ ✷✱ ♦r ✸✮✳ ❆s t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t

✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✩✵ t♦ ✩✷✵✱✵✵✵✱ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✶✳✾✪ t♦

✾✳✹✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✷✵✳✸✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✇✐t❤ ❍■❱✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ❛❧s♦

✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❣❡

❣r♦✉♣ ✸✺✲✹✾✳ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✷✶✳✼✪ t♦ ✶✺✳✾✪✳ ❚❤❡

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ✶✶✳✾✪ t♦ ✶✵✪✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✽ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❚❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t ❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧②

♣❛✐❞ ✐❢ ❞❡❛t❤ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ♣❡r✐♦❞s ✷ ❛♥❞ ✸ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡

♣❛②♦✉t ✐❢ ❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rs ❛t ❛❣❡ ✸✺ ✐s r✉❧❡❞ ♦✉t✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❢♦r

♠❡♥ ❛❣❡s ✷✺✲✸✹ ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ♠❡♥ ❛❣❡s ✸✺✲✹✾

✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ♦❧❞❡r ❛❣❡ ❣r♦✉♣✱ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❞r♦♣s ❢r♦♠

✷✶✳✼✪ t♦ ✶✹✳✷✪✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦❧❞❡r ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ❢r♦♠ ✶✶✳✾✪ t♦ ✾✳✺✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✶✾✳✾✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥ ✇✐t❤ ❍■❱✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐❢ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s

❛❧s♦ ♣❛✐❞ ♦✉t ❛❢t❡r ♣❡r✐♦❞ ✶ ✭t♦♣✲❧❡❢t ❣r❛♣❤✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ ❧✐♠✐t ❧✐❢❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣❛②♦✉ts t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❧✐✈❡ ♣❛st ❛❣❡ ✸✺✳

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐❢ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s ♣❛✐❞

♦✉t ♦♥❧② ✐❢ ❞❡❛t❤ ❢♦❧❧♦✇s ♣❡r✐♦❞ ✸ ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❞❡❛t❤ ❢♦❧❧♦✇s ♣❡r✐♦❞ ✷ ✭❜♦tt♦♠✲

r✐❣❤t✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♥❡❛r❧② ③❡r♦✳ ■❢ ❧✐❢❡



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✷

✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧② ♣❛✐❞ ♦✉t ✐❢ ❞❡❛t❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ♣❡r✐♦❞ ✸ ✭❛❣❡ ✻✺✮✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡

❡✛❡❝t ❢♦r ♠❡♥ ❛❣❡s ✸✺✲✹✾ ❞r♦♣s ♦✛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❛ ♠❛♥ ✇❤♦ ✐s ❜❡t✇❡❡♥

✸✺✲✹✾✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❤❡ r❡❢r❛✐♥s ❢r♦♠ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛✈♦✐❞s ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❍■❱✱ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐❡ ❛t ❛❣❡ ✺✵ ✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✷✮ ❛♥❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡

❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t✳ ❚❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐❢ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s ♣❛✐❞ ♦✉t ♦♥❧② ✐❢ ❞❡❛t❤ ❢♦❧❧♦✇s

♣❡r✐♦❞ ✷ ❤❛s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❛s t❤❡ ♠♦r❡ ❧❛r❣❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣❧❛♥s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ t✇♦ ❣r❛♣❤s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ♠❛❧❡s ❛❣❡s ✸✺✲✹✾ ✐s q✉✐t❡

❧❛r❣❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♠❡♥ ❢r♦♠ ✶✶✳✾✪ t♦ ✾✳✾✪✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ ✶✻✳✻✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥ ✇✐t❤ ❍■❱✳

❚❛❜❧❡ ✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❛ ✩✷✵✱✵✵✵ ♣♦❧✐❝② ✇❤❡♥ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t

♣❛②♦✉ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞❡❛t❤s ♦♥❧② ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦st

t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ❢♦r ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥

❛❞✉❧t ❛❣❡ t ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛❣❡ t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

ct = $20, 000(1 − δ)π(mt),

❢♦r t = 1, 2, 3✱ ✇❤❡r❡ π(mt) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❛❞✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t ❍■❱✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ ❛♥❞ (1−δ) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❛❣❡♥t ❞✐❡s ❢r♦♠ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝❛✉s❡s✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r

❝♦st ❢♦r ♣♦❧✐❝✐❡s ♣❛✐❞ ♦✉t ♦♥❧② ❢♦r ❞❡❛t❤s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❣❡s✱ ❧❡t ❛ ♣♦❧✐❝② ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞

❜② t❤❡ s❡t P ⊆ {1, 2, 3}✳ ■❢ t❤❡ s❡t P ❝♦♥t❛✐♥s t✐♠❡ t✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞♦❡s ♣❛② ❧✐❢❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❍■❱ r❡❧❛t❡❞ ❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t✳ ▲❡t

cP ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧✱ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛✱ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧✐❝② P ✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②✱

cP =
(

1

4

)(

1

15

)

1{1∈P}c1 + 1{2∈P}δπ(m1)c2 + 1{3∈P}δ
2π(m1)π(m2)c3

1 + δπ(m1) + δ2π(m1)π(m2) + δ3π(m1)π(m2)
,

✇❤❡r❡ 1{t∈P} ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✇❤❡♥ t ∈ P ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ct ✐♥ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✇❡✐❣❤t

❡❛❝❤ ct ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❣❡ t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦st ✐s ❞✐✈✐❞❡❞

❜② ✹ t♦ ♣✉t ✐♥ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ t❡r♠s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r✲❢❛♠✐❧② t❡r♠s✱ ❛♥❞ ✐s ❛❣❛✐♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✺ t♦

♣✉t ✐♥ ❛♥♥✉❛❧ t❡r♠s✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✶✺ ②❡❛rs✳

❬■◆❙❊❘❚ ❚❆❇▲❊ ✸ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✸

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡

t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♣❛②♦✉ts ❢♦r ❞❡❛t❤s t❤❛t ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ✇❤✐❝❤

❤❛s ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦st ♦❢ ✩✺✻✳✹✶ ♣❡r ♣❡rs♦♥❀ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ♦♥❧② ♣❛②s ♦✉t ♦♥❧② ❢♦r ❞❡❛t❤

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦st ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ❝♦st ♦❢ ✩✸✽✳✹✶✳

✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛

❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦♥ ❩❛♠❜✐❛✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♦r❡st s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛♥

❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐t

❤❛r❞ ❜② t❤❡ ❍■❱ ❡♣✐❞❡♠✐❝✳ ❆s ✇❡ ❝❧♦s❡ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡

❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦❢ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ s✐♠✐❧❛r s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❛❜❧❡s

✹ ❛♥❞ ✺ s❤♦✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛ ❛♥❞ ❢♦✉r ♦t❤❡r s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥

❝♦✉♥tr✐❡s✿ ❑❡♥②❛✱ ❚❛♥③❛♥✐❛✱ ❊t❤✐♦♣✐❛✱ ❛♥❞ ❘✇❛♥❞❛✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s s✐♠✐❧❛r❧② ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❧✐❢❡

❡①♣❡❝t❛♥❝✐❡s ❛♥❞ ❧♦✇ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛✱ ❜✉t t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❛♠♦♥❣ ❛❞✉❧t ♠❡♥ ❛♥❞

✇♦♠❡♥ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❛r❧② ❛s ❤✐❣❤ ❛s ❢♦r ❩❛♠❜✐❛✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r ❢❡♠❛❧❡✲t♦✲♠❛❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

r❛t❡✱ τ ✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ α✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛

❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ✈❡rs✉s ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✐s ν = 2.0✱ ❛ ♥♦♥✲❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❛❧❧♦✇s ❧✐❢❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ t♦ ❞❡t❡r r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡

❞❛t❛ ❛s ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛ ❛❜♦✈❡✳

❬■◆❙❊❘❚ ❚❆❇▲❊ ✹ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❬■◆❙❊❘❚ ❚❆❇▲❊ ✺ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❋✐❣✉r❡ ✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✩✵ t♦

✩✷✵✱✵✵✵✱ ♣❛②❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ ❛ ♥♦♥✲❍■❱ r❡❧❛t❡❞ ❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✷✳ ❋♦r

❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐s ❧❛r❣❡st ❢♦r t❤❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✸✺✲✹✾✳ ❚❛❜❧❡ ✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡

❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❝♦sts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ t♦♣ t❤r❡❡ r♦✇s s❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲♣r❡❞✐❝t❡❞

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ❛❞✉❧t ♠❡♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✉♥❞❡r ♥♦ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r

❛❣❡s ✷✵✲✸✹ ❛♥❞ ✸✺✲✹✾ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❞❡s✐❣♥✱ ❛s

t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ γ1 ❛♥❞ γ2✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞

✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛❧❡s ❢❛❧❧s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② s❤♦rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✹

♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ♠❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❣❡ ✺✵ ❞♦ ♥♦t ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ r♦✇s

r❡♣♦rt t❤❡ ♠♦❞❡❧✲♣r❡❞✐❝t❡❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✩✷✵✱✵✵✵ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡

♣♦❧✐❝②✱ ❛s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦sts ♣❡r ♣❡rs♦♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠

✩✶✾✳✽✶ ❢♦r ❑❡♥②❛ t♦ ✩✸✽✳✹✵ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛✳ ❚❤❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❧♦✇❡r ❢♦r ❑❡♥②❛ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♥ t❤✐s ❝♦✉♥tr② ✐s ✻✹ ②❡❛rs✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❜♦✈❡

t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ❑❡♥②❛ ❡①♣❡❝t t♦ ❧✐✈❡ ♣❛st ✺✵ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ✐s ❧♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t

✐s ❧♦✇❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢❡✇❡r ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ♦✉t✱ s♦ t❤❡ ❝♦sts ❛r❡ ❧♦✇❡r✳

❬■◆❙❊❘❚ ❋■●❯❘❊ ✾ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❬■◆❙❊❘❚ ❚❆❇▲❊ ✻ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❑❡♥②❛ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ♠❛② s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ❧♦♥❣❡r

❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦✉♥tr② ✐♠♣r♦✈❡s ✐ts s❛♥✐t❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐ts ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s

❛♥❞ ✐ts ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡✳ ❆s ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♠♣r♦✈❡s✱ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r

❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❜✉t

t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣❛②♦✉ts ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❝♦st❧②✳ ❆s

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡ st❡♣s t♦✇❛r❞s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❣r♦✇t❤✱ t❤❡ ❆■❉❙ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✇✐❧❧ s❧♦✇ ❞♦✇♥ ❛s ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❧❡ss r✐s❦②

❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝②

✇✐❧❧ ♥❛t✉r❛❧❧② ♣❤❛s❡ ♦✉t✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❛♥

❢❡❛s✐❜❧② r❡❞✉❝❡ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙ ✐♥ ✐♠♣♦✈❡r✐s❤❡❞ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥

❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❧❡❛❞s t♦ ❧♦✇ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ❢♦r r✐s❦② s❡①✉❛❧

❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ s❤♦✇ ✉s✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✇✐t❤ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥ts ❛♥❞ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② t♦ ❧❡✈❡❧s

❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞

t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ r♦♦t ♦❢

t❤❡ ❍■❱✴❆■❉❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡ ♥❡①t s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✺

♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t✱ ♣❛②❛❜❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲❍■❱ r❡❧❛t❡❞ ❞❡❛t❤s✱ ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡t❡r ❛❞✉❧t

♠❛❧❡s ❢r♦♠ ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆t t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞

❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✱ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ♠✐♠✐❝s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②

♠✐❧❞ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ♣❡rs♦♥❛❧

❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ♠✐♠✐❝s

t❤❡ ❧❛r❣❡r ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣❛②♦✉t✱

t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡

s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✳✵✱ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡

❛ str♦♥❣ ❞❡t❡rr❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❛✛♦r❞❛❜❧② ❛♥❞ ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✩✷✵✱✵✵✵ ✭r❡❛❧ ❯✳❙✳ ❞♦❧❧❛rs✱

❜❛s❡ ②❡❛r ✷✵✵✵✮ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ❝♦st t♦

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡ss t❤❛♥ ✩✹✵✳

❚❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛② ❜❡ ❡✈❡♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r s✉❣❣❡st✱ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥

❢♦❝✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❖♥❡ ✐ss✉❡ ❛❧r❡❛❞② s✉❣❣❡st❡❞ ✐s t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡

❛♠♦♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ✇♦♠❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ✐❢ ♠❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t❤❡✐r

r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ✇♦♠❡♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❢❛❧❧ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞

t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ✇♦♠❡♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ♠❡♥✱ ❢✉rt❤❡r

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ♠❡♥✳

❆❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛② ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ t❡st✐♥❣ ❢♦r ❍■❱ ❛♥❞

♦t❤❡r s❡①✉❛❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞✐s❡❛s❡s ✭❙❚❉✮ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥✳ ■❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❡st✐♥❣ ❝❛♥

✐♠♣r♦✈❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❙❚❉s ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ❝✉❧t✉r❛❧ ♥♦r♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s❛❢❡ s❡① ♣r❛❝t✐❝❡s✱

t❤✐s ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s❛❢❡ s❡① ✈❡rs✉s r✐s❦② s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❛

❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ γ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ r✐s❦② s❡①✉❛❧

❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ✐s ❛ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ♣♦❧✐❝② t❤❛t

✐s ❢❛r r❡❛❝❤✐♥❣✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛❧✐t✐❡s ♦r ❢♦❝✉s str✐❝t❧② ♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s❡①

✇♦r❦❡rs✳ ■t ✐s ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❛❞✉❧ts t❤❛t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡

♦❢ t❤❡✐r ❧♦✈❡❞ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❡② ❞✐❡✳ ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡❞



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✻

♦♥ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

t♦ ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ✐s ❛ ❤❡❛❞ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ t❤❛t ✐s ❛ ♣r✐♠❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡r ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ✇✐t❤

❞❡♣❡♥❞❡♥ts✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✼

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❣❛r✇❛❧✱ ❙✳✱ P✳ ❞❡ ❆r❛✉❥♦✱ ❛♥❞ ❏✳ P❛✉❞❡❧ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❉♦❡s ❍■❱✴❆■❉❙ ❘❡❧❛t❡❞
❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❆✛❡❝t ▼❡♥✬s ❉❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❍❛✈❡ ❙❡①✉❛❧ ❊♥❝♦✉♥t❡rs ✇✐t❤ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❙❡①
❲♦r❦❡rs❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✱✑ ❈♦❧♦r❛❞♦ ❈♦❧❧❡❣❡ ✲ ▼✐♠❡♦✳

❆✐♥s✇♦rt❤✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖✈❡r ✭✶✾✾✹✮✿ ✏❆■❉❙ ❛♥❞ ❆❢r✐❝❛♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱✑ ❚❤❡ ❲♦r❧❞
❇❛♥❦ ❘❡s❡❛r❝❤ ❖❜s❡r✈❡r✱ ♣♣✳ ✷✵✸✕✷✹✵✳

✭✶✾✾✼✮✿ ✏❈♦♥❢r♦♥t✐♥❣ ❆■❉❙✿ P✉❜❧✐❝ Pr✐♦r✐t✐❡s ✐♥ ❛ ●❧♦❜❛❧ ❊♣✐❞❡♠✐❝✱✑ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦
❘❡♣♦rt ✲ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❆r♥❞t✱ ❈✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❍■❱✴❆■❉❙✱ ❍✉♠❛♥ ❈❛♣✐t❛❧✱ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤ Pr♦s♣❡❝ts ❢♦r
▼♦③❛♠❜✐q✉❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐❝② ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ✷✽✱ ✹✼✼✕✹✽✾✳

❆r♥❞t✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ▲❡✇✐s ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❚❤❡ ▼❛❝r♦ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙ ✐♥ ❙♦✉t❤
❆❢r✐❝❛✿ ❆ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❆ss❡ss♠❡♥t✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻✽✭✺✮✱ ✽✺✻✕✽✽✼✳

✭✷✵✵✶✮✿ ✏❚❤❡ ❍■❱✴❆■❉❙ P❛♥❞❡♠✐❝ ✐♥ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛✿ ❙❡❝t♦r❛❧ ■♠♣❛❝ts ❛♥❞
❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✶✸✱ ✹✷✼✕✹✹✾✳

❆rt❤✉r✱ ❲✳ ❇✳ ✭✶✾✽✶✮✿ ✏❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❘✐s❦s t♦ ▲✐❢❡✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇✱ ✼✶✭✶✮✱ ✺✹✕✻✹✳

❇❛r♥❡tt✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❆✳ ❲❤✐t❡s✐❞❡ ✭✷✵✵✻✮✿ ❆■❉❙ ✐♥ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❋✐rst ❈❡♥t✉r②✿ ❉✐s❡❛s❡
❛♥❞ ●❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥✳ P❛❧❣r❛✈❡ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✱ ✷♥❞ ❡❞♥✳

❇❡❧❧✱ ❈✳✱ ❙✳ ❉❡✈❛r❛❥❛♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ●❡rs❜❛❝❤ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❚❤❡ ▲♦♥❣✲r✉♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❈♦sts ♦❢
❆■❉❙✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛✱✑ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✿ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✳

❇❧♦♦♠✱ ❉✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙✳ ▼❛❤❛❧ ✭✶✾✾✼✮✿ ✏❉♦❡s t❤❡ ❆■❉❙ ❊♣✐❞❡♠✐❝ ❚❤r❡❛t❡♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
●r♦✇t❤❄✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✼✼✱ ✶✵✺✕✶✷✹✳

❇❧♦♦♠✱ ❙✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❆■❉❙ ❡♣✐❞❡♠✐❝✿ tr❡♥❞s
✐♥ ❆■❉❙ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❩❛♠❜✐❛✱ ✶✾✾✵ t❤r♦✉❣❤ ✶✾✾✽✳✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❆❝q✉✐r❡❞ ■♠♠✉♥❡ ❉❡✜❝✐❡♥❝② ❙②♥❞r♦♠❡✱ ✷✺✭✶✮✱ ✼✼✕✽✺✳

❇♦♥♥❡❧✱ ❘✳ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❍■❱✴❆■❉❙ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✿ ❆ ●❧♦❜❛❧ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻✽✭✺✮✱ ✽✷✵✕✽✺✺✳

❇♦ts✇❛♥❛ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t P♦❧✐❝② ❆♥❛❧②s✐s ✭✷✵✵✵✮✿ ✏▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝
■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❍■❱✴❆■❉❙ ❊♣✐❞❡♠✐❝ ✐♥ ❇♦ts✇❛♥❛✱✑ ●❛❜♦r♦♥❡✱ ❇♦ts✇❛♥❛✿ ❇■❉P❆✳
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▲❛♥❞❡❢❡❧❞✱ ❏✳ ❙✳✱ ❛♥❞ ❊✳ P✳ ❙❡s❦✐♥ ✭✶✾✽✷✮✿ ✏❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ▲✐❢❡✿ ▲✐♥❦✐♥❣
❚❤❡♦r② t♦ Pr❛❝t✐❝❡✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❍❡❛❧t❤✱ ✼✷✭✻✮✱ ✺✺✺✕✺✻✻✳

▲✐♥❞❛♥✱ ❈✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮✿ ✏❑♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛tt✐t✉❞❡s✱ ❛♥❞ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ r✐s❦ ♦❢ ❆■❉❙ ❛♠♦♥❣
✉r❜❛♥ ❘✇❛♥❞❛♥ ✇♦♠❡♥✿ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❍■❱ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡✱✑ ❆■❉❙✱ ✺✭✽✮✱
✾✾✸✕✶✵✵✷✳

▼❡❞❛✱ ◆✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✿ ✏▲♦✇ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❍■❱ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ r❛t❡s ✐♥ ❙❡♥❡❣❛❧✿ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦✉rs❡
♦❢ t❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r s✉❝❝❡ss ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥❄✱✑ ❆■❉❙✱ ✶✸✱ ✶✸✾✼✕✶✹✵✺✳

◆❣✬✇❡s❤❡♠✐✱ ❏✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✿ ✏❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ♠❛❧❡ s❡①✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✷✾

❆■❉❙ ❡♣✐❞❡♠✐❝✿ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❤♦rt st✉❞② ✐♥ ✉r❜❛♥ ❚❛♥③❛♥✐❛✱✑ ❆■❉❙✱ ✶✵✭✶✷✮✱
✶✹✶✺✕✶✹✷✵✳

❖st❡r✱ ❊✳ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏❙❡①✉❛❧❧② ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ ■♥❢❡❝t✐♦♥s✱ ❙❡①✉❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❍■❱✴❆■❉❙
❊♣✐❞❡♠✐❝✱✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✵✱ ✹✻✼✕✺✶✺✳

✭✷✵✵✼✮✿ ✏❘♦✉t❡s t♦ ■♥❢❡❝t✐♦♥✿ ❊①♣♦rts ❛♥❞ ❍■❱ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❙✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✱✑
◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✶✸✻✶✵✳

✭✷✵✵✾✮✿ ✏❍■❱ ❛♥❞ ❙❡①✉❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ❈❤❛♥❣❡✱✑ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ ▼✐♠❡♦✳
❖✈❡r✱ ▼✳ ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❚❤❡ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❆■❉❙ ✐♥ ❙✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✱✑ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ♥♦✳✸ ✭❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✱ ❆❢r✐❝❛ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✮✱ ♣♣✳
✶✕✸✺✳

P✐♦t✱ P✳✱ ▼✳ ❇❛rt♦s✱ P✳ ❉✳ ●❤②s✱ ◆✳ ❲❛❧❦❡r✱ ❛♥❞ ❇✳ ❙❝❤✇❛rt❧❛♥❞❡r ✭✷✵✵✶✮✿
✏❚❤❡ ●❧♦❜❛❧ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙✱✑ ◆❛t✉r❡✱ ✹✶✵✱ ✾✻✽✕✾✼✸✳

P✐♦t✱ P✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖✈❡r ✭✶✾✾✸✮✿ ❍■❱ ■♥❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡①✉❛❧❧② ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ ❉✐s❡❛s❡s ✐♥
❉✐s❡❛s❡ ❈♦♥tr♦❧ Pr✐♦r✐t✐❡s ✐♥ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❈♦✉♥tr✐❡s✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❘♦s❡♥✱ ❙✳ ✭✶✾✽✽✮✿ ✏❚❤❡ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ▲✐❢❡ ❊①♣❡❝t❛♥❝②✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘✐s❦ ❛♥❞
❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✶✱ ✷✽✺✕✸✵✹✳

❙❛♥t❛❡✉❧à❧✐❛✲▲❧♦♣✐s✱ ❘✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❆❣❣r❡❣❛t❡ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❆■❉❙ ♦♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱✑
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❡♥♥s②❧✈❛♥✐❛ ✲ ▼✐♠❡♦✳

❙t❡✇❛rt✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❨❡r♠♦ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏P❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❆❢r✐❝❛✱✑ ❖❊❈❉ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ♦♥
■♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ Pr✐✈❛t❡ P❡♥s✐♦♥s ◆♦✳ ✸✵✳

❙t♦♥❡❜✉r♥❡r✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲♦✇✲❇❡❡r ✭✷✵✵✹✮✿ ✏P♦♣✉❧❛t✐♦♥✲▲❡✈❡❧ ❍■❱ ❉❡❝❧✐♥❡s ❛♥❞
❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❘✐s❦ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ ❯❣❛♥❞❛✱✑ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✵✹✱ ✼✶✹✕✼✶✽✳

❯❧✐♥✱ P✳ ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❆❢r✐❝❛♥ ❲♦♠❡♥ ❛♥❞ ❆■❉❙✿ ◆❡❣♦t✐❛t✐♥❣ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❈❤❛♥❣❡✱✑ ❙♦❝✐❛❧
❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✸✹✱ ✻✸✕✼✸✳

❯◆❆■❉❙ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❆■❉❙ ❊♣✐❞❡♠✐❝ ❯♣❞❛t❡✱✑ ❙♣❡❝✐❛❧ ❘❡♣♦rt ♦♥ ❍■❱✴❆■❉❙✳
❱❛♥❞❡r♠♦♦rt❡❧❡✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❊✳ ❉❡❧❛♠♦♥✐❝❛ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❚❤❡ ✏❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❱❛❝❝✐♥❡✑ ❆❣❛✐♥st
❍■❱✱✑ ❈✉rr❡♥t ■ss✉❡s ✐♥ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❊❞✉❝❛t✐♦♥✱ ✸✭✶✮✳

❱✐s❝✉s✐✱ ❲✳ ❑✳ ✭✶✾✾✸✮✿ ✏❚❤❡ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ❘✐s❦s t♦ ▲✐❢❡ ❛♥❞ ❍❡❛❧t❤✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ✸✶✱ ✶✾✶✷✕✶✾✹✻✳

❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❇✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❈❤❛♥❣✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞
s❡①✉❛❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛♥ ❣♦❧❞ ♠✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱✑ ❆■❉❙✱
✶✼✭✶✹✮✱ ✷✵✾✾✕✷✶✵✼✳

❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏▲❡s♦t❤♦✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♠♣❛❝t ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙✱✑ ❲♦r❧❞
❇❛♥❦ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ●r♦✉♣ ✭❆❢r✐❝❛ ❘❡❣✐♦♥✮✱ ❘❡♣♦rt ◆♦✿ ✷✶✶✵✸✳

✭✷✵✵✶❛✮✿ ✏❙✇❛③✐❧❛♥❞✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♠♣❛❝t ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙✱✑ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦
▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ●r♦✉♣ ✭❆❢r✐❝❛ ❘❡❣✐♦♥✮✱ ❘❡♣♦rt ◆♦✿ ✷✷✾✹✹✳

✭✷✵✵✶❜✮✿ ✏◆❛♠✐❜✐❛✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♠♣❛❝t ♦❢ ❍■❱✴❆■❉❙✱✑ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦
▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ●r♦✉♣ ✭❆❢r✐❝❛ ❘❡❣✐♦♥✮✱ ❘❡♣♦rt ◆♦✿ ✷✷✵✹✻✳

❨♦✉♥❣✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺❛✮✿ ✏❚❤❡ ●✐❢t ♦❢ ❉②✐♥❣✿ ❚❤❡ ❚r❛❣❡❞② ♦❢ ❆■❉❙ ❛♥❞ t❤❡ ❲❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❋✉t✉r❡
❆❢r✐❝❛♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥s✱✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✵✱ ✷✹✸✕✷✻✻✳

✭✷✵✵✺❜✮✿ ✏■♥ ❙♦rr♦✇ t♦ ❇r✐♥❣ ❋♦rt❤ ❈❤✐❧❞r❡♥✿ ❋❡rt✐❧✐t② ❛♠✐❞st t❤❡ P❧❛❣✉❡ ♦❢ ❍■❱✱✑
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ ✲ ❇♦♦t❤ ▼✐♠❡♦✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✵

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❇❛s❡❧✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡r ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r ❩❛♠❜✐❛

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧✉❡
γ1 Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❢♦r ❛❣❡s ✷✵✲✸✹1 ✵✳✺✵✾
γ2 Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❢♦r ❛❣❡s ✸✺✲✹✾1 ✵✳✹✾✷
m∗ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt♥❡rs ✺✵
h Pr♦❜❛❜✐❧✐t② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡r ❤❛s ❍■❱2 ✵✳✶✻✶
δ Pr♦❜✳ s✉r✈✐✈✐♥❣ ♥♦♥✲❆■❉❙ ❞❡❛t❤ r✐s❦3 ✵✳✺✻✻
w ■♥❝♦♠❡ ❢♦r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢♦✉r✱ ♦✈❡r ✶✺ ②❡❛rs ✷✷✱✹✹✵
τ ❋❡♠❛❧❡✲t♦✲▼❛❧❡ ❍■❱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ✵✳✶✺
α Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✵✳✺
ν ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧✴❢❛♠✐❧② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✶✳✵

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✐s ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ s❡t ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t
❢♦❧❧♦✇✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ τ ✱ α✱ ❛♥❞ ν✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛t❝❤
t❤❡ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳
1 ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r γ1 ❛♥❞ γ2✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❤♦✇ ♠✉❝❤ s❡①✉❛❧
❛❝t✐✈✐t② ✐s ✈❛❧✉❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐✲
♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❧❡❛❞s t♦ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤✐s t❛❜❧❡✳
2 ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✇♦♠❡♥ ✐♥ ❩❛♠❜✐❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✷✳
3 ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s ♥♦♥✲❆■❉❙ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♥ ❩❛♠❜✐❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✶

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❖❜s❡r✈❡❞ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ❩❛♠❜✐❛

●❡♥❞❡r ✴ ❆❣❡ ❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ ✭✪✮1

▼❡♥ ✷✵✲✷✹ ✺✳✵
▼❡♥ ✷✺✲✷✾ ✶✶✳✺
▼❡♥ ✸✵✲✸✹ ✶✼✳✵
▼❡♥ ✸✺✲✸✾ ✷✷✳✺
▼❡♥ ✹✵✲✹✹ ✷✹✳✵
▼❡♥ ✹✺✲✺✵ ✶✽✳✺
❆❧❧ ▼❡♥ ✶✷✳✸
❆❧❧ ❲♦♠❡♥ ✶✻✳✶

❖t❤❡r ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
▲✐❢❡ ❊①♣❡❝t❛♥❝②2 ✺✸
●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛3 ✸✼✹
1❙♦✉r❝❡✿ ✷✵✵✼ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❍❡❛❧t❤ ❙✉r✈❡②s✳
2◆♦♥✲❆■❉❙ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❢r♦♠ ✐♥❢❛♥❝② ✐♥ ✷✵✵✽✳
❙♦✉r❝❡✿ ❯✳❙✳ ❈❡♥s✉s ❇✉r❡❛✉ ✲ ❍■❱✴❆■❉❙ ❙✉r✈❡✐❧✲
❧❛♥❝❡ ✷✵✵✽✳
3❙♦✉r❝❡✿ ✷✵✵✼ ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs✱
❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘❡s♣♦♥s❡ t♦ ❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ✩✷✵✱✵✵✵ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❇❡♥❡✜t

❉❛t❡ ♦❢ ❉❡❛t❤
◆❡✇ ❍■❱

Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ ✭✪✮
P❡r❝❡♥t❛❣❡
❘❡❞✉❝t✐♦♥

P❡r✲❝❛♣✐t❛
❆♥♥✉❛❧ ❈♦st

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ P❡r✐♦❞s ✶✱ ✷✱ ♦r ✸✳ ✾✳✹ ✷✵✳✸ ✩✶✸✷✳✾✵
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ P❡r✐♦❞s ✷ ♦r ✸ ✾✳✺ ✶✾✳✾ ✩✺✻✳✽✾
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ P❡r✐♦❞ ✷ ✾✳✾ ✶✻✳✻ ✩✸✽✳✹✶
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ P❡r✐♦❞ ✸ ✶✶✳✶ ✻✳✺ ✩✶✼✳✻✽

◆♦t❡s✿ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ r❡♣♦rts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✐❢ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡
❜❡♥❡✜t ♦❢ ✩✷✵✱✵✵✵ ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ❞✐❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ ❍■❱✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
✶✶✳✾✪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥ ✇✐t❤ ❍■❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞
✶✶✳✾✪✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣♦rts ❤♦✇ ♠✉❝❤ s✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦st ♦♥ ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ♣✉t ✐♥
❛♥♥✉❛❧✱ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ t❡r♠s✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✷

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❈♦✉♥tr② ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ ✭✪✮ ❜② ❆❣❡ ❛♥❞ ●❡♥❞❡r1

❩❛♠❜✐❛ ❑❡♥②❛ ❚❛♥③❛♥✐❛ ❊t❤✐♦♣✐❛ ❘✇❛♥❞❛
▼❡♥ ✷✵✲✷✹ ✺✳✵ ✷✳✶ ✶✳✽ ✵✳✹ ✵✳✺
▼❡♥ ✷✺✲✷✾ ✶✶✳✺ ✼✳✽ ✹✳✾ ✵✳✼ ✷✳✶
▼❡♥ ✸✵✲✸✹ ✶✼✳✵ ✻✳✺ ✼✳✻ ✶✳✾ ✹✳✶
▼❡♥ ✸✺✲✸✾ ✷✷✳✺ ✽✳✷ ✶✵✳✽ ✶✳✽ ✷✳✶
▼❡♥ ✹✵✲✹✹ ✷✹✳✵ ✽✳✾ ✻✳✸ ✷✳✽ ✼✳✶
▼❡♥ ✹✺✲✺✵ ✶✽✳✺ ✺✳✸ ✻✳✷ ✵✳✶ ✺✳✸
❆❧❧ ▼❡♥ ✶✷✳✸ ✺✳✵ ✹✳✻ ✵✳✾ ✷✳✸
❆❧❧ ❲♦♠❡♥ ✶✻✳✶ ✾✳✵ ✻✳✻ ✶✳✾ ✸✳✻

❖t❤❡r ❈♦✉♥tr② ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❩❛♠❜✐❛ ❑❡♥②❛ ❚❛♥③❛♥✐❛ ❊t❤✐♦♣✐❛ ❘✇❛♥❞❛

▲✐❢❡ ❊①♣❡❝t❛♥❝②2 ✺✸ ✻✹ ✺✹ ✺✼ ✺✹
●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛3 ✸✼✹ ✹✵✹ ✸✻✷ ✶✺✵ ✷✻✸

❨❡❛r4 ✷✵✵✼ ✷✵✵✸ ✷✵✵✽ ✷✵✵✺ ✷✵✵✺
1❙♦✉r❝❡✿ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❍❡❛❧t❤ ❙✉r✈❡②s✳
2◆♦♥✲❆■❉❙ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❢r♦♠ ✐♥❢❛♥❝② ✐♥ ✷✵✵✽✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❯✳❙✳ ❈❡♥s✉s ❇✉r❡❛✉ ✲
❍■❱✴❆■❉❙ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✷✵✵✽✳
3❙♦✉r❝❡✿ ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs✱ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦
4❚❤❡ ②❡❛r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②
✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r ✷✵✵✽ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✸

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❈♦✉♥tr② P❛r❛♠❡t❡r ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥s

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❩❛♠❜✐❛ ❑❡♥②❛ ❚❛♥③❛♥✐❛ ❊t❤✐♦♣✐❛ ❘✇❛♥❞❛
γ1 Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt✲

♥❡rs ❢♦r ❛❣❡s ✷✵✲✸✹
✵✳✷✷✻ ✵✳✶✶✷ ✵✳✵✻✽ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✷✽

γ2 Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt✲
♥❡rs ❢♦r ❛❣❡s ✸✺✲✹✾

✵✳✶✺✸ ✵✳✵✼✸ ✵✳✵✻✵ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✸✽

h Pr♦❜❛❜✐❧✐t② s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡r
❤❛s ❍■❱

✵✳✶✻✶ ✵✳✵✾✵ ✵✳✵✻✻ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✸✻

δ Pr♦❜✳ s✉r✈✐✈✐♥❣ ♥♦♥✲❆■❉❙
❞❡❛t❤ r✐s❦

✵✳✺✻✻ ✵✳✷✶✾ ✵✳✹✶✸ ✵✳✸✼✸ ✵✳✹✶✸

w ■♥❝♦♠❡ ❢♦r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢♦✉r✱
♦✈❡r ✶✺ ②❡❛rs

✷✷✱✹✹✵ ✷✹✱✷✹✵ ✷✶✱✼✷✵ ✾✱✵✵✵ ✶✺✱✼✽✵

τ ❋❡♠❛❧❡✲t♦✲▼❛❧❡ ❍■❱ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ r❛t❡

✵✳✶✺

❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤❡❧❞
❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳

α Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥

✵✳✺

ν ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧✴❢❛♠✐❧②
s✉❜st✐t✉t✐♦♥

✷✳✵

◆♦t❡s✿ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ τ ✱ α✱ ❛♥❞ ν✱ t❤❡s❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❣❣❡st❡❞
❜② t❤❡ ❞❛t❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ❢♦r ν✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ γ1 ❛♥❞ γ2✱ ❢♦r ❩❛♠❜✐❛ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡✲❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν t♦ r❡s✉❧t
✐♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s t❤❛t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✹

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❉❡t❡rr❡♥❝❡ ❊✛❡❝t ❜② ❈♦✉♥tr②

❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ ✭✪✮ ✲ ◆♦ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡
❩❛♠❜✐❛ ❑❡♥②❛ ❚❛♥③❛♥✐❛ ❊t❤✐♦♣✐❛ ❘✇❛♥❞❛

❆❣❡s ✷✵✲✸✹ ✶✶✳✷ ✺✳✺ ✹✳✽ ✶✳✵ ✷✳✷
❆❣❡s ✸✺✲✹✾ ✷✶✳✼ ✼✳✺ ✼✳✽ ✶✳✻ ✹✳✽
❆❧❧ ❆❣❡s ✶✶✳✾ ✹✳✶ ✹✳✺ ✵✳✾ ✷✳✹

❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ ✭✪✮ ✲ ❲✐t❤ ✩✷✵✱✵✵✵ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❇❡♥❡✜t
❩❛♠❜✐❛ ❑❡♥②❛ ❚❛♥③❛♥✐❛ ❊t❤✐♦♣✐❛ ❘✇❛♥❞❛

❆❣❡s ✷✵✲✸✹ ✶✵✳✾ ✺✳✹ ✹✳✻ ✵✳✾ ✷✳✶
❆❣❡s ✸✺✲✹✾ ✶✺✳✺ ✻✳✼ ✺✳✽ ✶✳✵ ✸✳✸
❆❧❧ ❆❣❡s ✾✳✾ ✸✳✽ ✸✳✽ ✵✳✼ ✶✳✾
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✪✮ ✶✻✳✻ ✻✳✹ ✶✹✳✼ ✷✹✳✻ ✷✵✳✶✹
❆♥♥✉❛❧ ❈♦st ✩✸✽✳✹✵ ✩✶✾✳✽✶ ✩✸✼✳✷✷ ✩✸✹✳✵✵ ✩✸✼✳✹✺

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡
✉♥❞❡r ♥♦ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✩✷✵✱✵✵✵ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t t❤❛t
✐s ♣❛✐❞ ♦✉t ✐❢ ❛ ♥♦♥✲❍■❱ r❡❧❛t❡❞ ❞❡❛t❤ ♦❝❝✉rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❡r✐♦❞ ✭❛❣❡ ✺✵✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ✉♥❞❡r
♥♦ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ♠❛t❝❤ ❛✈❡r❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡
❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦ ❧❛st r♦✇ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ♠❛❧❡s ✇✐t❤ ❍■❱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ❧❛st r♦✇ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤
❛ ♥❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✺

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❍■❱✿ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ P❛r❛♠❡t❡rs

P❛r❛♠❡t❡r ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙❡①✉❛❧ P❛rt♥❡rs ❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡

γ1

γ2

α

ν

❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ❢♦r r❛♥❣❡s ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧♦t✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ P❛r❛♠❡t❡rs✿ γ1✱ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❙❡①✉❛❧
P❛rt♥❡rs ❞✉r✐♥❣ ❛❣❡s ✷✵✲✸✹❀ γ2✱ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❙❡①✉❛❧ P❛rt♥❡rs ❞✉r✐♥❣ ❛❣❡s ✸✺✲✹✾❀ α✱ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r
P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦✈❡r ❋❛♠✐❧② ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥❀ ν✱ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❇❡t✇❡❡♥ P❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞
❋❛♠✐❧② ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✻

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❍■❱✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs

P❛r❛♠❡t❡r ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙❡①✉❛❧ P❛rt♥❡rs ❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡

h

τ

◆♦t❡✿ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ❢♦r r❛♥❣❡s ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs h ❛♥❞ τ ✱ t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡
❛♠♦♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡✲t♦✲♠❛❧❡ ❍■❱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡❛❝❤
♣❧♦t✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✸✼

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❍■❱✿ ■♥❝♦♠❡✱ ▲✐❢❡ ❊①♣❡❝t❛♥❝②✱ ❛♥❞ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡

P❛r❛♠❡t❡r ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙❡①✉❛❧ P❛rt♥❡rs ❍■❱ Pr❡✈❛❧❡♥❝❡

■♥❝♦♠❡

◆♦♥✲❆■❉❙
▲✐❢❡
❊①♣❡❝t❛♥❝②

▲✐❢❡
■♥s✉r❛♥❝❡
P❛②♦✉t

◆♦t❡✿ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ r♦✇s ♦❢ ♣❧♦ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐✲
♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣❧♦ts✱
❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
r♦✇ s❡ts ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s
❤♦✇ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡①✉❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❧✐❢❡
✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣❛✐❞ ♦✉t ✐❢ ❞❡❛t❤ ✐s ♥♦t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❆■❉❙✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ▲✐❢❡ ❊①♣❡❝t❛♥❝②

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛♥❞ s❤❛❞✐♥❣ t♦ ❤❡❧♣ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡
❧✐❣❤t❡r ✐s t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t✱ t❤❡ t❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r
❞❡s❝❡♥t ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t t❤❛♥ ❢r♦♥t t♦ ❜❛❝❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐s ❛
❣r❡❛t❡r ❞❡t❡rr❡♥t t♦ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤
✭❞❛r❦❡st s❤❛❞✐♥❣✮ ✐♥ t❤❡ r❡❛r✲❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❝♦r♥❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ♠♦✈✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥tr② ❧✐❦❡ ❩❛♠❜✐❛ ✐♥t♦
❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❍■❱
♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ❢r♦♠ ✶✶✳✾✪ t♦ ❛❧♠♦st ✸✪✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ■♥❝♦♠❡ ❊✛❡❝t t♦ t❤❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡
❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r ν✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛♥❞ s❤❛❞✐♥❣
t♦ ❤❡❧♣ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t❡r ✐s t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t✱ t❤❡
t❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν✱ ❛ s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ♥❡✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s
♦❢ γ1 ❛♥❞ γ2 s♦ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❛♠♦♥❣
♠❛❧❡s ✷✵✲✸✹ ❛♥❞ ✸✺✲✹✾ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✐s ✶✶✳✾✪✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧
r❡s♣♦♥s❡ t♦ r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ ν = 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛s ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ s✉❜st✐t✉t❡s ✭ν > 1✮✳



❆ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❉❡t❡rr❡♥t t♦ ❘✐s❦② ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❆❢r✐❝❛ ✹✵

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ▲✐❢❡ ❊①♣❡❝t❛♥❝② ❊✛❡❝t t♦ t❤❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ♦♥ ❍■❱
♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r ν✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞
❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛♥❞
s❤❛❞✐♥❣ t♦ ❤❡❧♣ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t❡r ✐s t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♣♦✐♥t✱ t❤❡ t❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν✱ ❛ s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r
♥❡✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ γ1 ❛♥❞ γ2 s♦ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❛♠♦♥❣ ♠❛❧❡s ✷✵✲✸✹ ❛♥❞ ✸✺✲✹✾ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✐s ✶✶✳✾✪✳
❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡r❡ ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦✈❡r ❛
❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ν✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❛r❦❡st s❤❛❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❜❛s❡✮ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ν ✐s s♠❛❧❧✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐s ❧❛r❣❡st ✇❤❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧
❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t s✉❜st✐t✉t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❊✛❡❝t t♦ t❤❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ✭♣❛✐❞
♦✉t ❢♦r ❛♥② ♣r❡♠❛t✉r❡ ♥♦♥✲❍■❱ r❡❧❛t❡❞ ❞❡❛t❤✮ ♦♥ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s
❢♦r ν✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛♥❞ s❤❛❞✐♥❣ t♦ ❤❡❧♣ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t❡r ✐s t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t✱ t❤❡ t❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛t t❤✐s
♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν✱ ❛ s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ♥❡✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ γ1 ❛♥❞ γ2 s♦ t❤❛t
❛t ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ ③❡r♦ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡s ❛♠♦♥❣ ♠❛❧❡s
✷✵✲✸✹ ❛♥❞ ✸✺✲✹✾ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s ✐s ✶✶✳✾✪✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s ❛ q✉✐❝❦✱ st❡❡♣
❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❤❡✐❣❤t ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♥t t♦ ❜❛❝❦✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❛s ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✱ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡t❡rr❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡
❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧s ❢♦r ν✱ ❛ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✩✶✵✵✱✵✵✵ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ❍■❱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣
❛❧❧ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡s t♦ ❛❜♦✉t ✻✪✳
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