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❆❜str❛❝t

■ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛✛❡❝ts ✉r❜❛♥ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳ ❋✐rst✱ ■ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❝✐❞✐♥❣✱ t❤r♦✉❣❤ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❝❤❛r❣❡ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ ❞r✐✈❡

t♦ ❛ ❝✐t②✬s ❈❡♥tr❛❧ ❇✉s✐♥❡ss ❉✐str✐❝t ✭❈❇❉✮✿ ✐❢ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣r❡❢❡rs t♦ ❞r✐✈❡ ♠♦r❡ ✭r❡s♣✳

❧❡ss✮ t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛ ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ ❝❤❛r❣❡ ❡♠❡r❣❡s✳ ◆❡①t✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝②✿ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ ✭r❡s♣✳ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧s ❛r♦✉♥❞✮ ❛ ❝✐t②✬s

❈❇❉ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ✭r❡s♣✳ r❡❣✐♦♥❛❧✮ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛❥♦r✐t②

✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤✐❧❡ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts

♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛r❣❡s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ str♦♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣

❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜r✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜✐✉r♠ ✇✐t❤ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡s✳

❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❉✼✽✱ ❍✷✸✱ ❍✼✼✱ ▲✾✽

❑❡②✇♦r❞s✿ ❚r❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ t♦❧❧s✱ ♣❛r❦✐♥❣✱ ✈♦t✐♥❣✱ ✜s❝❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
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✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚r❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥q✉✐r② ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✿ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

❡❝♦♥♦♠✐sts ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡r✐ts ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥❡✣❝✐❡♥t r♦❛❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ◆❡✈❡r✲

t❤❡❧❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s st✐❧❧ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦st ❝✐t✐❡s t❤❛t

tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② r❡❧✐❡s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧② ♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts✿ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥s✬ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥

r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s❝❛r❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛rs

t♦ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r s✉❝❤ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❝❛r tr❛✈❡❧ ✭❈❛❧t❤r♦♣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳

■t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝❧✐♠❛t❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣

✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥s ❛r❡ ❧❡ss r❡st✐✈❡ t♦ ✉s❡ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤❛♥ ♦t❤✲

❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♣❛r❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡s ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝✐t✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

✉♥❞❡r♣r✐❝❡❞ ✭❙❤♦✉♣✱ ✷✵✵✺✮✱ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s s❡❡♠ t♦ ❢❛❝❡ ❧❡ss r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs t❤❛♥

❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♣❧❛♥s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ ❝✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ▼❛♥❝❤❡st❡r✱ ❉✉❜❧✐♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✱ ❛♥❞ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♣♦❧✐t✐❝❛❧

s✉♣♣♦rt✳ ■♥t❡rst✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝✐t✐❡s✱ ♣❧❛♥s ❢♦r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❥❡❝t❡❞ ❛❧♠♦st ❛t t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡ ❛s ♣❧❛♥s ❢♦r r❛✐s✐♥❣ ♣❛r❦✐♥❣ t❛①❡s ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❛r❡❛s ✇❡r❡ ❜❡✐♥❣ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✶✳ ❲❤✐❧❡ ✈❛r✐♦✉s

❢❛❝t♦rs ♠❛② ❜❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s st②❧✐s❡❞ ❢❛❝t ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ✐t s❡❡♠s

r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✭❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✱ s❡❡ Pr♦♦st ❛♥❞ ❙❡♥ ✭✷✵✵✻✮✮ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②

t♦ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✭❜② ❝✐t② ♦r ❞✐str✐❝t ❝♦✉♥❝✐❧s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✭❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♠♦♥✱ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ ❛r♦✉♥❞ ❝❡♥tr❛❧

❝✐t② ❛r❡❛s✮ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s❡❡ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧❛r❣❡r ♣♦rt✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❚♦ st✐❝❦ t♦ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✿ ✇❤✐❧❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❈✐t②✬s ❉❖❚

❝♦♥tr♦❧s ♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r t❤❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ Pr✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❝❤❛♠♣✐♦♥❡❞ ❜② ▼❛②♦r

❇❧♦♦♠❜❡r❣✱ ✇❛s ❜❧♦❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❙t❛t❡ ❆ss❡♠❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✏♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✑✳ ■♥ ▼❛♥❝❤✲

✶❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝✐t② ♦❢ ◆❡✇ ②♦r❦ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ♣❧❛♥s ❢♦r ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧ ✐♥ ▼❛♥❤❛tt❛♥✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛r❦✐♥❣ ♠❡t❡r
♣r✐❝❡s ✐♥ ●r❡❡♥✇❤✐❝❤ ❱✐❧❧❛❣❡ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ r❛✐s❡❞ ❜② ✺✵✪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝✐t② ♣❧❛♥s t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❡ t♦ ♦t❤❡r ❛r❡❛s
❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ▲✐t♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✳

✷



❡st❡r ♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❛♥❝❤❡st❡r ❈✐t② ❈♦✉♥❝✐❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭❛♥❞

r❡❝❡♥t❧② r❡❥❡❝t❡❞✮ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧ s❝❤❡♠❡ ✇❛s t♦ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❡❛t❡r ▼❛♥❝❤❡st❡r ❆✉✲

t❤♦r✐t✐❡s ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ t❤❡ ❈✐t② ♦❢ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ❈♦✉♥❝✐❧

✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝✐t② ❛r❡❛s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ s❝❤❡♠❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤

✉❧t✐♠❛t❡❧② t❛❦❡♥ ❜② r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦♥❧② ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥❝②✮ s❛✇ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉t❡r ❝♦✉♥❝✐❧s ✭❋✐❢❡✱

❲❡st ▲♦t❤✐❛♥✱ ▼✐❞❧♦t❤✐❛♥✮✿ ✐t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡rs✬ str♦♥❣ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣❧❛②❡❞ ❛t ❧❡❛st

s♦♠❡ ♣❛rt ✐♥ ✐ts ✜♥❛❧ r❡❥❡❝t✐♦♥✷✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛s❦ s♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❛② ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts s❡❡♠ t♦ ♣r❡❢❡r

✜❣❤t✐♥❣ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✿ ✇❤② ❞♦ tr❛✣❝ ❝❤❛r❣❡s ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ t❡♥❞ t♦ r❛✐s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥❄

❲❤② ❞♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ❧❡ss ♣❛❧❛t❛❜❧❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ s♦ t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t❡♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡♠

❛❧t♦❣❡t❤❡r❄ ❉♦❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣✮ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ❛✛❡❝t t❤❡

s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②❄ ❍♦✇ ❞♦❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥

❝♦♥tr♦❧ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s❄ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥

♣r♦❝❡ss ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr② t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✳

❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥tr❡✱ ❛

❝♦st❧② ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦♥❡② ❛♥❞ t✐♠❡ ✭t✐♠❡ ❝♦sts ❜❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✮✳ ■♥

t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞

❝❤❛r❣❡ ♦♥ ❝❛r tr✐♣s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥tr❡✱ ❛ ❝❤❛r❣❡ t♦ ♣❛r❦ t❤❡ ❝❛r

♦♥❝❡ t❤❡r❡ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✮✿ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s str♦♥❣❡r

✭r❡s♣✳ ✇❡❛❦❡r✮ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✉s✐♥❣ ❝❛rs t♦ tr❛✈❡❧ t♦ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥tr❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦❧✐❝② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡s♣✳ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✮

❞r✐✈✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❝❛r ❞r✐✈✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❞r✐✈❡s

♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥

❛r❡❛s t❤❛t ❛r❡ s✐❣♥✐❢❝❛♥t❧② ✏❝❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥t✑ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❛r t♦ ❜❡

t❤❡ ♠❛✐♥✱ ✐❢ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧②✱ ✈✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ♠❡❡t ✐ts ❞❛✐❧② tr❛✈❡❧ ♥❡❡❞s✮✳

✷❙✐♠✐❧❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧s ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿
✐♥ ▲♦♥❞♦♥✱ ❜♦r♦✉❣❤ ❝♦✉♥❝✐❧s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ♣❛r❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❈❤❛r❣❡ ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❛②♦r ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛✮✳
■♥ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✱ ♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❙t♦❝❦❤♦❧♠ ▼✉♥✐❝✐♣❛❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜②
t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s✉❧t❛t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠s ✇❡r❡ ❤❡❧❞✱ ♣r✐♦r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s ♦❢
❙t♦❝❦❤♦❧♠ ❈♦✉♥t②✳

✸



■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝② t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦r❞♦♥

t♦❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❈❇❉✳ ❚❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦♥❧②

♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛r❡❛✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝✐t②✬s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ r♦❛❞ t♦❧❧ ✐s

✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭❡✳❣✳ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ❛✉t❤♦r✐t②✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❡♦♣❧❡

❧✐✈✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❛r❡❛✬s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧♦✐t ♦✉ts✐❞❡

❝♦♠♠✉t❡rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡✈❡♥✉❡s ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❤❛r❡ r❡✈❡♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡

r❡❣✐♦♥❛❧ ♦♥❡✮ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣❛r❦✐♥❣ t❤❛♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡r

♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s t❡♥❞ t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❞r✐✈❡rs ❢r♦♠ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t♦❧❧s✱ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

❤♦st✐❧✐t② t♦ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛❧s♦ t✉r♥s ♦✉t

t♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✿ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦t❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s

✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ✭✈❡rt✐❝❛❧ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛s ❜♦t❤ ❝❤❛r❣❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ t❛① ❜❛s❡✮✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜② r❡❧❛t❡s t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥

✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ✇✐t❤

t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❛②❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭Pr♦♦❢s ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳ ❆❧❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ st✉❞②✐♥❣ r♦❛❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❢r♦♠ ❛ ♥♦r♠❛t✐✈❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✿ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s ♦♥ r♦❛❞ ❝❤❛r❣❡s ✭❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts✮✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s

✭s❡❡ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ str❛♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t

♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❆r♥♦tt ❛♥❞ ■♥❝✐ ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❈❛❧t❤r♦♣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ♠✐①

✇❤❡♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ✉s❡ ❜♦t❤ ♣❛r❦✐♥❣ ❛♥❞ r♦❛❞ t♦❧❧s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✿ t❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ♣❛r❦✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s✉❜st✐t✉t❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ tr❛✣❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② t❛❦❡ ❛ ♣✉r❡❧②

♥♦r♠❛t✐✈❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ❤♦❧❞✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣

✹



✐♥ t❤❡ ✉r❜❛♥ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡r❡ ❛r❡✱ q✉✐t❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ♦♥❧② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❢r♦♠ ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② ▼❛r❝✉❝❝✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ●❧❛③❡r ❛♥❞ Pr♦♦st

✭✷✵✵✼✮ st✉❞② ✭❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✮ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧s ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛♣❡r✱ ❛

❝✐t✐③❡♥✲❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣❛♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✉s❡s r❡✈❡♥✉❡s t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣

s❡t✉♣ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ❞r✐✈❡rs ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡

✈♦t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ✈♦t❡ ❢♦r s✉❜♦♣t✐♠❛❧ r♦❛❞ t♦❧❧s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s

r❡s✉❧t ✐s q✉✐t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❢♦r ✉s✐♥❣ ❝❛rs ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤❡✐r r❡❧✉❝t❛♥❝❡ t♦ ❛❝❝❡♣t ❤✐❣❤ ❝❤❛r❣❡s t♦ ❝❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ♣❛♣❡r

st✉❞✐❡s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭♥♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣✮ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣ ✐♥ ✉r❜❛♥ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❜♦❞② ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❣♦✈❡♥r♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t♦❧❧✐♥❣ ♦❢

r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❉❡ ❇♦r❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✭✷✵✵✼✮ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐♥ s❡tt✐♥❣

tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❡r✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts

❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t s❝❤❡♠❡✳ ❯❜❜❡❧s ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢

✭✷✵✵✽✮✱ st✉❞② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❜② ❛ ❝✐t② ❛♥❞ ❛ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❡❛❝❤

❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ t✇♦ ❧✐♥❦ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✐t②✬s ❈❡♥tr❛❧ ❇✉s✐♥❡ss ❉✐str✐❝t ✭❈❇❉✮✿ t❤❡ ❧❛❝❦

♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ ❜✉t ❛❧s♦✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

✇❤♦ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t ❞❡♠❛♥❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❧❡❛❞s t♦ t♦♦

❤✐❣❤ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t♦❧❧s ♦♥ t❤❡ ❝✐t② t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ s✉r❡❧② r❡❧❡✈❛♥t ✭❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✮✱ t❤❡② ❞♦

♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ s❝❤❡♠❡s t♦ ❡♥t❡r ❝✐t✐❡s✬ ❈❇❉s ♦❢t❡♥ ✜♥❞ str♦♥❣ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡

r❛r❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ❖✉r ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ♣❛♣❡r ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♦♥❡ ✐s Pr♦♦st ❛♥❞ ❙❡♥ ✭✷✵✵✻✮✿ t❤❡② st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✭❝✐t② ❛♥❞ r❡❣✐♦♥❛❧✮ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐♥ ❝❤❛r❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧✳

❚❤❡✐r s❡t✉♣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉rs ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✉r❜❛♥✐t❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② t❤❡ t♦❧❧ ❛♥❞ ✐ts r❡✈❡♥✉❡s

❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥❧② ♦t ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♠✉t❡rs✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ✜♥❞ ❛ t❡♥❞❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦

♦✈❡r❝❤❛r❣❡ ❢♦r ♣❛r❦✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡s♣♦♥❞s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧✿ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts

✺



❋✐❣✉r❡ ✶✿

❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇❡ ✜♥❞✳

✸ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❙♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✏❧❛r❣❡✑ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✮ ❧✐✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❈❇❉✳ ❆ ✜rst ❣r♦✉♣

♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ λǫ (0, 1] ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❧✐✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ❛r❡❛ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❝✐t②✬s ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✭t❤❡ r❡♠❛♥✐♥✐♥❣ 1−λ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ ❧✐✈❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡♠✱ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝✐t②✬s ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠②✿ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ❝❛r tr✐♣s

✭t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✮ ❛r❡ r❡t✉r♥ tr✐♣s t♦ t❤❡ ❈❇❉✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t✇♦ ❣♦♦❞s✿ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞ c ✭t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡✱

✇❤♦s❡ ♣r✐❝❡ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♦♥❡✮ ❛♥❞ ❝❛r tr✐♣s t♦ t❤❡ ❝✐t②✬s ❈❇❉✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② q ✭❛ss✉♠❡❞ ❢♦r

s✐♠♣❧✐❝✐t② t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❯t✐❧✐t② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r ✭♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✮

✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❛r tr✐♣✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s✉✛❡r s♦♠❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② X(q, T ) ❢♦r

s♣❡♥❞✐♥❣ t✐♠❡ st✉❝❦ ✐♥ t❤❡✐r ❝❛rs ✐♥ tr❛✣❝✿ ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛r tr✐♣s t❛❦❡♥✱ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡

♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ T r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✿ t❤❡r❡❢♦r❡ X(q, T ) = qT ✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡✸

U(q, c, X; r) = 2 (qr)
1
2 + c − qT

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈❞❋ F (r)✱

✇✐t❤ s✉♣♣♦rt [rl, ru] ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r ❛s r̄ =
´ ru

rl rdF (r) ❛♥❞ ✐ts

✸❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡t ❝❧❡❛♥❡r r❡s✉❧ts✿ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱
✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✳

✻



♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛s r̂✱ s♦ F (r̂) = 1
2 ✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t②♣❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F (r) ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞ t❤❡

❤✐♥t❡r❧❛♥❞✿ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s F (r) ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❜♦t❤ s✉❜❣r♦✉♣s ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✉t ❛❧s♦ ♠♦r❡

❝♦♠♣❧❡① t♦ tr❡❛t ❛♥❞ ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❈♦sts ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛s✐❝ r❡s♦✉r❝❡ ✭♠♦♥❡t❛r②✮ ❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛r

tr✐♣✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② d ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥✹✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ tr✐♣ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ s✉❜✲❛❝t✐✈✐t✐❡s✿ ❞r✐✈✐♥❣

t♦ t❤❡ ❈❇❉ ❛♥❞ ♣❛r❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛r ♦♥❝❡ t❤❡r❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ❜♦t❤ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

t❛r❣❡ts ❢♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❧❡✈✐❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ ❞r✐✈❡rs ✭✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡

❛ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❈❇❉ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝❛r ♦♥❝❡ ✐♥s✐❞❡ ✐t✺✮✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♠♦♥❡t❛r②

❝♦st ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② p✮ ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ d ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❝❤❛r❣❡s✳ ❲❡

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ t♦ ❞r✐✈❡ t♦ t❤❡ ❈❇❉ ❛♥❞ t♦ ♣❛r❦ t❤❡ ❝❛r✱ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐♣✱ ❛s T ✱ ❛ss✉♠❡ ✐t ✐s ❛♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ Q ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

T (Q) = bQ

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✉♥✐t ✏❝♦st✑ ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡ ❧♦st ✐♥ tr❛✣❝✱ ✐s t❤✉s p+T (Q)✻✳

❲❡ t❛❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s t♦ t❛❦❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧

t❛❦❡ T (Q) ❛s ❣✐✈❡♥✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❡r ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t♦t❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐sr❡❣❛r❞

✹❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s✱ tr❛✈❡❧ ✐s s❡❛♠❧❡ss ❛♥❞
t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡② ❣❡t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❈❇❉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐s
♣❧❛❝❡❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❛ s❡❛♠❧❡ss tr✐♣ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡s t♦
❜❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❛♥②✇❛②✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝❛r tr✐♣s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦sts✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧②
❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✉t ✐s ♥♦t ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❝❡❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏❇♦tt❧❡♥❡❝❦
▼♦❞❡❧✑ ♦❢ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢✱ ✷✵✵✼✮✳

✺❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❞r✐✈❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❢♦r ❜♦t❤ ❝❤❛r❣❡s✳ ■♥ ♠♦st ❝✐t✐❡s ♠❛♥② ❞r✐✈❡rs ❞♦ ♥♦t ♣❛② ❢♦r ♣❛r❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛②❡rs
♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ ❛ ♠✐♥♦r✐t②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣♦✇❡rs ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✭✉♥❛❜❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ❢♦r❝❡ ❡♠♣❧♦②❡rs
t♦ ♠❛❦❡ ✇♦r❦❡rs ♣❛② ❢♦r ♣❛r❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡✱ s❡❡ ❇♦♥s❛❧❧ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✭✷✵✶✵✮✮✱ ❜✉t ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
✇✐❧❧✿ ✐t s❡❡♠s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t♦ ❢✉❧❧② ♣r✐❝❡ ♣❛r❦✐♥❣
❢♦r ❡✈❡r② tr✐♣ t♦ t❤❡ ❈❇❉✳ ❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ Pr♦♦st ❛♥❞ ❙❡♥
✭✷✵✵✻✮ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✻◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❝❛r tr✐♣s t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ t♦ t❛❦❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❛
✇❡❡❦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s tr❛✈❡❧ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✏❧❛r❣❡✑✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ tr✐♣s t❛❦❡♥ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❥✉st✐✜❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦st ♣❡r tr✐♣ T ✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ P❛rr② ✭✷✵✵✷✮✳

✼



♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

●♦✈❡r♥♠❡♥t ❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧✐✈✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ λ = 1 ❛♥❞ t❤❡ ❝✐t②

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛✮✳ ❚❤✐s ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧s ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❝❤❛r❣❡ t t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t♦

❞r✐✈❡ t♦ t❤❡ ❈❇❉ ✭t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ ❛ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❈❇❉ ♦r ❛ ♣❛r❦✐♥❣

❝❤❛r❣❡✱ ♦r ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ❞r✐✈❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡♠✮✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢✉❧❧② r❡❜❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡q✉❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ r❡✈❡♥✉❡s

✭❣✐✈❡♥ ❜② tQ✮ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❧✉♠♣ s✉♠ tr❛♥s❢❡r L✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤✉s

λL = tQ ✭✶✮

✇✐t❤ λ = 1 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✐♥❝❧✉❞❡

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ L t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛① ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡

r❡✈❡♥✉❡s t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ✇❡r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❜✉❞❣❡t

❝♦♥str❛✐♥t ✐s✿

M + L ≥ c + pq

❚✐♠✐♥❣ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✈♦t❡ ♦♥ t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✈♦t❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱

♦♥❝❡ t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡s ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❝❛r tr✐♣s t♦ t❛❦❡ q ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ c✱ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② U(.)✳

✸✳✶ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛❢t❡r ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t

▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ({q} , {c} , L) ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦♥❝❡ t ✐s s❡t✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❤♦♦s❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s q t❤❡② ✇❛♥t t♦ ❞r✐✈❡ t♦ t❤❡ ❈❇❉ ✭✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✱ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

c ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ tr❛♥s❢❡r L ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✿

✽



max U(G, c,X)

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q ❛♥❞ c s✉❜❥❡❝t t♦

M + L ≥ c + pq

❲❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❛r tr✐♣s✼✿

q(p; r) =
r

(p + T (Q))2
✭✷✮

❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ U(.) ✐♥ c✱ ❞❡♠❛♥❞ q(p; r) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ ♦❢ tr❛♥s❢❡r L✳

◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦sts✱ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝♦✉r❛❣✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡

❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❝❛r tr✐♣s q ✭t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ ✉♥✐t ❝♦sts ❡♥t❡r ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✉t✐❧✐t②✱

r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r t②♣❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❝❛r tr✐♣s ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ p ❛♥❞ T ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

✭❧✐♥❡❛r❧②✮ ✐♥ r✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s t②♣❡✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ q(r) ✐♥t♦ U(.) ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❜✉❞❣❡t

❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

V (p, L; r) =
r

(p + T (Q))
+ M + L ✭✸✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ Q✱ ✐♥t❡❣r❛t❡ q(r) ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣♦rt [rl, ru] ♦❢ F (r) t♦ ❣❡t✽✿

Q(p) = q(p; r̄) =
r̄

(p + T (Q))2
✭✹✮

✭✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Q(p) s✐♠♣❧② ❛s Q t♦ s❛✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥✮ t❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✏❛✈❡r❛❣❡✑ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ r = r̄✳ ❇② ❛ s✐♠✐❧❛r

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ V (p, L; r) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✭✉t✐❧✐t❛r✐❛♥✮ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r

✼❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ ♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥✱ q(p; r) s✐♠♣❧② ❛s q(r)✳
✽❲❤✐❧❡ ✐t ✐s q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts ✭t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❜❡✐♥❣ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ q ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥ q✮✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ r✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❡①✐st ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥ t❤❡ ✏❝❛r tr✐♣s ♠❛r❦❡t✑✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Q ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t s✉❝❤ t❤❛t
Q = r̄

(p+T (Q))2
✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ q t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s U(.) ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ r = r̄✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st

❡①✐st ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ❛♥❞ r̄✳

✾



❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮

W (p) =

ˆ ru

rl

V (p, L; r)dF (r) =
r̄

(p + T (Q))
+ M + λL ✭✺✮

♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ λ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ tr❛♥s❢❡r L✾✳

❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❝❛r tr✐♣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝♦st

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡ ❧♦st ✐♥ tr❛✣❝✮ ♦❢ q✱ t❤❛t ✐s p + T (Q)✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡

❡✛❡❝ts ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❝❤❛r❣❡s ♦♥ ❝❛r ❞r✐✈✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡② tr❛♥s❧❛t❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♥❡t❛r②

❝♦st ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣ ✭t❤❛t ✐s dp
dt = 1✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱ t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ Q ✐♥ ✭✹✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ p✿

dQ

dp
= −

r̄
1
2 (p + T (Q))3

−
r̄(TQ

dQ
dp )

1
2 (p + T (Q))3

⇒
dQ

dp
= −

r̄
1
2 (p + T (Q))3 + r̄TQ

✭✇❤❡r❡ TQ ≡ ∂T
∂Q = b✮✳ ❆s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✇s✱ dQ

dp ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t✇♦ ❡✛❡❝ts✿ ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✭✜rst

t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st ♦❢ ❝❛r tr✐♣s p ✭❢♦r ❛

❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✣❝ Q✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✭s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ T (Q) ❞✉❡ t♦ ❧♦✇❡r Q ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❦✐♥❣ s❡❛r❝❤ ✭❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤✱ ♣❡r s❡✱ ✇♦✉❧❞ st✐♠✉❧❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t ❛❧✇❛②s ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ s♦ dQ
dp < 0✳

✸✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛r❦✿ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ♦♣t✐♠✉♠

❲❡ st✉❞② ❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣❡ tFB t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t✲

✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❛♥t✐♥❣ t♦ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts

✐♥ π ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❧✉♠♣ s✉♠ tr❛♥s❢❡r L✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

max W (p)

✾❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t✱ s✐♥❝❡ ❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡
q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐s ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳

✶✵



✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✮✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✶✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ W (p) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ✭❛❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣

❢♦r L ❢r♦♠ ✭✶✮ ✐♥ W (p)✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❋❖❈

∂W (p)/∂t : −Q[1 + TQ
dQ

dp
] + Q + t

dQ

dp
= 0 ⇒ t = QTQ ✭✻✮

❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣❡ t ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ QTQ✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧

✭t✐♠❡✮ ❝♦sts ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛r tr✐♣✿ ✐t ✐s ❛ P✐❣♦✉✈✐❛♥ t❛①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ W (p) ✐s ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ✭❛♥❞

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✱ ♥❡✐t❤❡r ✐♥tr❛ ♥♦r

✐♥t❡r✲❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✶✿ ❋✐rst ❇❡st ❝❤❛r❣❡ tFB✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛①✐✲

♠✐③✐♥❣ W (p) ✭❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

tFB = Q(pFB)(TQ)

❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ P✐❣♦✉✈✐❛♥ t❛①✳

✹ ❱♦t✐♥❣ ♦♥ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❛s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✳

✹✳✶ ❱♦t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ V (p; r) ✭✇r✐tt❡♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ ✭✶✮ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r L✮✱ ❢♦r ❛

❣❡♥❡r✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ t②♣❡ r

V (p; r) =
r

(p + T (Q))
+ M +

tQ

λ
✭✼✮

✶✶



❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤❛r❣❡ t∗(r) ❜② ❛ t②♣❡✲r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ V (t; r) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✳ ❚❛❦✐♥❣

♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ✭✼✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t∗(r) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❖❈

∂V (p,r)/∂t : −q(r)[1 + TQ
dQ

dp
] +

Q + tdQ
dp

λ
= 0 ✭✽✮

❆ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❛✛❡❝ts V (t; r) ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t r❛✐s❡s✱

s✐♥❝❡ 0 < 1 + TQ
dQ
dp < 1✮ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t ❝♦st ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣ p + T ✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦

❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥ts✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ q(r)✶✵✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r L r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱

❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ r❡✈❡♥✉❡s tQ✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❡ s♠❛❧❧❡r

✐s λ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡✈❡♥✉❡s✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈♦t❡r ✐s ❡♥t✐t❧❡❞ t♦ ✐s ❣r❡❛t❡r✱

❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❧✐✈✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❱♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ t ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭✼✮✮ s❛t✐s❢② t❤❡

❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✭❢♦r ❛♥② λ✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② tE(λ) ✇✐❧❧✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ●❛♥s ❛♥❞ ❙♠❛rt ✭✶✾✾✻✮✱ ❡①✐st ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t∗(λ; r̂)

▲❊▼▼❆ ✶✿ ❯♥❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✈♦t❡ ✭❙❤❡♣s❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ♦♥

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡ t✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tE(λ)✱ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t∗(λ; r̂)

▲❡♠♠❛ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r̂✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ ❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧✮ λ✳

▲❊▼▼❆ ✷✿ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡ tE ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ r̂ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t❛❧

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ λ

✶✵❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦♥❡t❛r② ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦sts ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣✱ s♦ t❤❛t
♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦♥❡② ❛♥❞ t✐♠❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t②✱
✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs ❛♥❞✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❜❡ ❧❡ss ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ✭♦r ❡✈❡♥ ❜❡♥❡✜t✮ ❢r♦♠ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠♦♥❡t❛r② ❝❤❛r❣❡s ✭❛❢t❡r ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✮✳

✶✷



❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r̂✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r✐✈❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✱

❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❤❡ ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❛

r❛✐s❡ ✐♥ p✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r r ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✳ ❆ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ

✇✐❧❧ ✐♥st❡❛❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r t♦t❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s tE ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛s ❛ ❞❡✈✐❝❡ t♦

❡①♣❧♦✐t ♣❡♦♣❧❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡s✶✶✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷ ❛r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ tE ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r tFB

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✿ ❲❤❡♥ t❤❡ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✈❡❝t♦r t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✈✐❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣✱ ✉♥❞❡r ❛

❙❤❡♣s❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦r tE ✐s s✉❝❤ t❤❛t✿

• tE = tFB ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ r̂ = r̄
λ

• ■❢ r̂ < r̄
λ ✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ tE > tFB

• ■❢ r̂ > r̄
λ ✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ tE < tFB

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ r❡❛❧✐t②✿ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣❡r

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✭s♦ t❤❛t ✐t ❛❧s♦ tr❛✈❡❧s t♦ t❤❡ ❈❇❉ ❜② ❝❛r s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②

t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✮✱ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② ❜② ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t♦ ✉♥❞❡r♣r✐❝❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱

✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ✇❡❛❦❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s❤♦✉❧❞

♦❝❝✉r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✿ t❤❡ s♠❛❧❧❡r

✐t ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞✱ ❛❧❧ ❡❧s❡ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✱ ✇✐❧❧ ✈♦t❡rs ❜❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❤✐❣❤ ❝❤❛r❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts

s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧✱

t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t♦ ❛❞♦♣t ❛ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❤✐❣❤ ♠♦♥❡t❛r② ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ✭✇❡❧❧

❦♥♦✇♥✮ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❝❤❛r❣✐♥❣ ♥♦♥✲✈♦t✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ❢♦r ❛ t❛① t❤❛t ✇✐❧❧

❜❡ r❡❛❜t❡❞ ♦♥❧② t♦ ✈♦t❡rs✮✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ❝✉r❜ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣

✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✱ ✇❤❡♥ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦❛❞ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❛② t❤❛t
✶✶❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ λ✱ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✬s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮✿ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ t❤❡
t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡✮ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s
t❤❡② ❛✛❡❝t t❤❛t ♦❢ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈♦t❡r✳

✶✸



❛ ❧❡❢t✲s❦❡✇❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ❝♦✉❧❞

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❈♦♥t❡♠♣♦r❛r② ✉r❜❛♥ s♦❝✐❡t✐❡s ♦❢t❡♥ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜②

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✏❝❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✑ ✭❑❡♥✇♦rt❤②✱ ✶✾✾✾✮✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛r ❛s ❛

❞✐✣❝✉❧t t♦ s✉❜s✐t✉t❡ ♠❡❛♥s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡✐r ♠♦❜✐❧✐t② ♥❡❡❞s✶✷✳ ▼❛♥② ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❜❡❤✐♥❞ s✉❝❤ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿

❧✐❢❡st②❧❡s ❛♥❞ ❤❛❜✐ts t❤❛t r❡✈♦❧✈❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛r♦✉♥❞ ❝❛rs✱ s✉♣♣❧② ♦❢ r♦❛❞ ❛♥❞ ♣❛r❦✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ✉r❜❛♥

s♣r❛✇❧ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ s✉❜✉r❜❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t

✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛r ❤❛r❞ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧s♦ ✇❛❧❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝②❝❧✐♥❣✮✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❧❡❛r❧② ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✱

❛♥❞ r❡❧❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❤❛❜✐ts ❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥✐t② ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✉s✐♥❣

❝❛rs✱ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s str♦♥❣❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✱

✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝❛r tr❛✈❡❧✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❝❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ ♠❛♥② ✉r❜❛♥ ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✱ t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝❡

❜② ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥s t♦ ✉s❡ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳

✺ ❱♦t✐♥❣ ♦♥ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧s

❚❤❡ s❡t✉♣

❚❤❡ s❡t✉♣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛

r❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ✭❝✐t②✮ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ st✐❧❧ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ ♣♦❧✐❝②

t❤r♦✉❣❤ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣✳ ❙♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ✭✈♦t✐♥❣✮ st❛❣❡ ♥♦✇ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✭t❤♦✉❣❤

♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✮ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

❚r❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✐s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❛ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ tC t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ ♣❛r❦

✐♥ t❤❡ ❈❇❉ ❛♥❞ ❛ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ ❛r♦✉♥❞ ✐t tR✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣✿ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✭❝✐t②✮

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ❛✉t❤♦r✐t② ♦✈❡r ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② tC ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ t❤❡

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ tR✳ ❚❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❡s✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s

✶✷❲❤✐❧❡ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ♥♦rt❤ ❛♠❡r✐❝❛♥ ❛♥❞ ❛✉str❛❧✐❛♥ ❝✐t✐❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r②
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♠♦st ❡✉r♦♣❡❛♥ ❛♥❞ ❛s✐❛♥ ❝✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ✭❢♦r s♦♠❡ ❛♥❡❝❞♦t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ s❡❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉✉❜❧✐♥✱ ❝✐t❡❞ ✐♥ ❑❤❛♥ ✱ ♦r
t❤❡ st✉❞② ❜② ❑❡♥✇♦rt❤②✱ ❝✐t✳✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✿

✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t❤❛t ✐s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝✐t②✬s ❛♥❞ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✬s✮✱ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

❧✐✈✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✐t②✬s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❡t✉♣ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✮ ✐s s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ✐♥ Pr♦♦st ❛♥❞ ❙❡♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❆❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❣❡s ✭✇❡ ❛ss✉♠❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❛t ♥♦ ♦♥❡ ❧✐✈❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈❇❉ ❛♥❞

❝❛♥ ✏❡s❝❛♣❡✑ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❧❡✈✐❡s✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡✑ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥✮ ✐s ♥♦✇ t = tC + tR
✶✸✳ ❇♦t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢✉❧❧② r❡❜❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡✐r

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦❧✐t✐❡s ❛♥ ❡q✉❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ r❡✈❡♥✉❡s ♥❡t ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✭❣✐✈❡♥ ❜② tRQ ❛♥❞

tCQ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✉s✐♥❣ ✉♥❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❧✉♠♣ s✉♠ tr❛♥s❢❡rs LR ❛♥❞ LC ✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t

❝♦♥str❛✐♥t ✐s✱ t❤✉s

LR = tRQ ✭✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❝✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ✐s

λLC = tCQ ✭✶✵✮

✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ λǫ(0, 1] ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✲

✉❛❧t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐t ❤❛s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ r❡✈❡♥✉❡s t♦ ♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✱ ✇❤♦ ❞♦

♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥❝②✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s✿

M + LR + LC ≥ c + pq

❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞

M + LR ≥ c + pq

✶✸◆♦t✐❝❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❛t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ✏❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✑ t♦ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣ p✱ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡✱ ✐♥ ♦✉r
s❡t✉♣✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿ t❤❡② ❛r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛r tr❛♥s♣♦rt
♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐s ✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡✐r ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳
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✐❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✳

❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❡r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝②

❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛rt ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ s❛② s♦♠❡t❤✐♥❣

❛❜♦✉t ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭tC , tR✮ ❜✉t t❤❡②

✇❡r❡ ❛❧❧ s❡t ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✶✹✳

■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ✐t s✐♠♣❧② ❛❝t❡❞ ❛s ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s❡r✱ ♦r ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✏❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞

❝❤❛r❣❡✑ t = tC + tR ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ s❡tt✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

t✇♦ ❝❤❛r❣❡s tC ❛♥❞ tR✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ st②❧✐s❡❞ s❡t✉♣ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❦✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❈❇❉ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❛ ❝❛r tr✐♣✱ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦

❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❜♦t❤ ❝❤❛r❣❡s✿ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤❛s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣ ✐s

t❤❡ s❛♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

r❡❜❛t❡❞ r❡✈❡♥✉❡s✱ t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛s❡ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✿ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐t②

✐s ❡♥t✐t❧❡❞ t♦ ❛♥ ❡q✉❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♥❡t r❡✈❡♥✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✱

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦♥❣ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧

♦❢ ✏❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝❤❛r❣❡✑ t✿ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ tFB ♦r t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t∗(r)✳

✺✳✶ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts

❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ ✇❡ st✐❧❧ st✉❞② ✈♦t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛

❙❤❡♣s❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❙❤❡♣s❧❡✱ ✶✾✼✾✮✿ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t♦ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✈♦t✐♥❣

t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡

❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ΠNE = (tNE
C , tNE

R )✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts

✶✹❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛r❡s ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✐t② ✐t r❡♣r❡s❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ✭r❡s✐❞✉❛❧✮ r❡✈❡♥✉❡s
❢r♦♠ ❜♦t❤ ❝❤❛r❣❡s ♦♥❧② t♦ ✐ts ♣♦❧✐t②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

✶✻



✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝❤♦♦s❡s ✭t❤r♦✉❣❤ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣✮ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦❧✐❝② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤♦s❡

❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r✳

✺✳✶✳✶ ❱♦t✐♥❣ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧✐t②

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❲❡ st❛rt ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r tC ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r

❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ t②♣❡ r✿ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✬ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮✱ ❤❡r

✭r❡❞✉❝❡❞✮ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ V (p, r) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

V (p, r) =
r

(p + T (Q))
+ M +

tCQ

λ
+ tRQ ✭✶✶✮

❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✈♦t❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜✉t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ tC ✱

t❛❦✐♥❣ tR ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ r❛t❡ tC ✱ t②♣❡✲r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤❛r❣❡

❧❡✈❡❧ t∗C(tR, λ; r) ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❖❈

∂V (p,r)/∂tC : −q(r)[1 + TQ
dQ

dp
] +

Q + tC
dQ
dp

λ
+ tR

dQ

dp
= 0 ✭✶✷✮

❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ tR✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ❛ ♠❛❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tC tr❛♥s❧❛t❡s ❡♥t✐r❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ tR✱ ✐♥ ❛

♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ p✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t t❤✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ tC ✬s r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡

r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦♥❧② t♦ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥st✐t✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉ts✐❞❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ♣❛② ❢♦r ✐t ❜✉t

❞♦ ♥♦t ❣❡t ❛♥② ♦❢ ✐ts r❡✈❡♥✉❡s✿ t❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tC ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ p✮ ♦♥

♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ r❡✈❡♥✉❡s ✭t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②✮ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② λǫ(0, 1)✳ P❛r❦✐♥❣

❝❤❛r❣❡s ❛r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡ t❤❛t ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳

◆♦t✐❝❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t ❝✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❡♥t✐t❧❡❞ t♦ ❛ s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛

tR ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r LR✮ ❛♥❞ s♦ t❤❡② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❛✐s✐♥❣ tC ❝❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② r❡❞✉❝❡

t❤❡ t❛① ❜❛s❡ ❢♦r tR✳

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❚❤❡

❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ tC s❛t✐s❢② t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦

✈♦t✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r̂ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✶✼



✇✐t❤ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r ❢♦r t❤❡ ❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ ✐s ♣✐✈♦t❛❧✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣♦❧✐❝② t∗C(r̂; tR) ♦❢ t❤❡ ✭❧♦❝❛❧✮ ♣✐✈♦t❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r̂ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ tR s❡t

❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✮✳

▲❊▼▼❆ ✸✿ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈♦t❡s ♦♥ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ tC ✱ ✉♥❞❡r ❛ ❙❤♣❡s❧❡ ✈♦t✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tR✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tBR
C (tR) = t∗C(tR, λ; r̂)✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✭✐♠♣❧✐❝t✮ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✭♣✐✈♦t❛❧✮ t②♣❡✲r̂ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢♦r t❤❡

❝✐t② ✇❤❡♥ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ πC ✱ ❛s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ tR s❡t ❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✿

▲❊▼▼❆ ✹✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ tBR
C (tR) t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ♣❧❛②❡❞ ❜② ✐ts r❡❣✐♦♥❛❧

❝♦✉♥tr❡r♣❛rt ✐s ✐♠♣❧✐❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

−q(r)[1 + TQ
dQ
dp ] +

Q+tC
dQ
dp

λ + tR
dQ
dp = 0

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

−1 <
∂tBR

C

∂tR
≤ 0 ;

∂tBR
C

∂r̂
;
∂tBR

C

∂λ
< 0

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ r❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tR ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ tC ❧❡ss t❤❛♥ ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r̂ ❛♥❞ λ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳

✺✳✶✳✷ ❱♦t✐♥❣ ❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♣♦❧✐t②

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r tR ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡✮ ♣♦♣✉✲

❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞

✭t❤❡ ❧❛tt❡r ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❡♥t✐t❧❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ tC✮✿ t❤✐s ♣❧❛②s

❛ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞s tR✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t

V (p, r) t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tR ✭t❛❦✐♥❣ tC ❛s ❣✐✈❡♥✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✶✮✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡

V (p, r) =
r

(p + T (Q))
+ M + tRQ ✭✶✸✮

✶✽



✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s tCQ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳

❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✭t❛❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Π ❛s ❣✐✈❡♥✮ t❤❡ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ r❛t❡ tR✱ t②♣❡✲r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s

♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ t∗R(tC ; r) ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❖❈

∂V (p,r)/∂tR : −q(r)[1 + TQ
dQ

dp
] + i

(

tC
dQ
dp

λ

)

+ tR
dQ

dp
+ Q = 0 i = {0, 1} ✭✶✹✮

❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ◆♦t❡ t❤❡ ✐♥❞❡① i✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡ ✶ ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝✐t②

❛♥❞ ✵ ✐❢ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✱ t❤❡ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛tt✐t✉❞❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r tR r❡❞✉❝❡s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❝❛r tr✐♣s Q ❛♥❞✱ t❤✉s✱ r❡✈❡♥✉❡s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② tC ✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t♦❧❧ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡

r❡❣✐♦♥✬s ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛s②♠♠❡tr②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤♦ ♣❛②s tR ❛♥❞ t❤❛t ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s ✐ts r❡✈❡♥✉❡s✳

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❚❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s tR ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐s t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧

r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ✈♦t❡ ♦♥ tR ✭❣✐✈❡♥ tC✮✱ t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ ❤♦❧❞✱ ❛s

t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r

❞r✐✈✐♥❣✿ t❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♣✐✈♦t❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡

❛ ♣r♦♣❡r r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ tBR
R (tC) ❢♦r t❤❡ ✭❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡✮ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣✐✈♦t❛❧ ✐❢ ❝✐t② ❛♥❞ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ ✈♦t❡❞

s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ tR ✭❞❡♥♦t❡ t❤❡♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② rd
C ❛♥❞ rd

H✮✿ s✐♥❝❡✱ t❛❦✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧②✱

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ tR ❞♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡s

r ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜❣r♦✉♣s ✭✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ s✉❜♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s F (r)✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜♦t❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✱ s♦ rd
C❂rd

H❂r̂✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s r❛♥❦ t❤❡✐r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tR✱ ❞❡♥♦t❡❞ t∗R(rd
C)

❛♥❞ t∗R(rd
H) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ tC s❡t ❜② t❤❡ ❝✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t∗R(rd

C , tC) ≤ t∗R(rd
H , tC)✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s rd
C ❛♥❞ rd

H ❧♦♦❦ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tR ✐s ♥♦t

t❤❡ s❛♠❡✱ s✐♥❝❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤♦s❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❛r❡✱ ❝♦❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❧❡ss ❦❡❡♥ t♦ r❛✐s❡ t❤❡

✶✾



❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ t❤❛♥ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ r❡✈❡♥✉❡s✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❲✐♥♥❡r ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ tR

❡①✐sts ❛♥❞✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❛t ✐t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[

t∗R(rd
C), t∗R(rd

H)
]

✳

▲❊▼▼❆ ✺✿ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈♦t❡s ♦♥ tR✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tC ❛♥❞ K✱

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥ ❡✈❡r② ♣❛✐r✇✐s❡ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❝♦♥t❡st✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱

❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tNE
R (tC) ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tC ✳

❉❡✜♥❡ t∗R(rd
C) t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tR ❢♦r t❤❡ t②♣❡✲r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✐❢ t❤❡

❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ ✐t ❛♥❞ t∗R(rd
H) t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tR ❢♦r

t❤❡ t②♣❡✲r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧✐✈✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✐t② ✇❡r❡ t❤❡

♦♥❧② ♦♥❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡♥✱ tNE
R (tC) ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

[

t∗R(rd
C), t∗R(rd

H)
]

✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡ ❉♦♥❞❡r ✭✷✵✶✵✮✿ ❤❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣s t❤❛t ❢❛❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✬ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❝✐t② ❛♥❞ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢❛❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❜❛t✐♥❣ tr❛♥s❢❡rs ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t❛①❡s ♦♥ ❝❛r tr✐♣s t❤❛t t❤❡② ♣❛②✮ ✈♦t❡s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡

♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s ✐❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✐s t❛❦❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭✱ t❤❡♥ ❛

❝♦♥❞♦r❝❡t ✇✐♥♥❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈♦t❡s✱ ❡①✐sts ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✶✺✳

❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❞♦r❝❡t ✇✐♥♥❡r ❤❛s t♦ ❧✐❡ t❤❛♥❦s t♦

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ tR✱ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ s❛t✐s❢② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t rd
C = rd

H ✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❛② t❤❛t ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦✉ts✐❞❡
[

t∗R(rd
C), t∗R(rd

H)
]

❝❛♥♥♦t

❜❡ t❤❡ ❝♦♥❞♦r❝❡t ✇✐♥♥❡r ✭t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳

✺✳✶✳✸ ❚❤❡ ❙❤❡♣s❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❛ ◆❛s❤

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② t❛① r❛t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❜② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦❧✐t②✱ ❛s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r

✶✺■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ t❛❦✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜❣r♦✉♣ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝❧❡❛r❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ♦✉r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥ tR ✐s ✉♥✐q✉❡✳

✷✵



t✇♦✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ tR ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ Π✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ r❡❛❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

❲❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥

❞r❛✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❛①❡s ♦♥ ❝❛r tr✐♣s tC ❛♥❞ tR✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✉♥❧❡ss λ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱

t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❛①✿

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✸ ✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ✉♥✐q✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞ λ̃ s✉❝❤ t❤❛t✿

• λ < λ̃ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r tNE
C > tNE

R

• λ ≥ λ̃ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r tNE
R ≥ tNE

C

❚✇♦ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡

♦❢ t❤❡ ❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧✳ ❙✉❝❤ ♠♦t✐✈❡ ✐s str♦♥❣❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝✐t② ✈♦t❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r

✐s λ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ✈♦t❡ ♦♥ tC t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ✐t ❤❛s ♦♥

t❤❡ t❛① ❜❛s❡ ❢♦r tR ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❛r❡ ❡♥t✐t❧❡❞ t♦ tR r❡✈❡♥✉❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❧✐✈✐♥❣

♦✉ts✐❞❡✮✱ ✇❤✐❧❡✱ ✇❤❡♥ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ tR✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s t♦ ❝❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ✐t ♠❛② ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ t❛①

❜❛s❡ ❢♦r tC ✿ t❤✐s ✐s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② t❤❛t✱ ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✈♦t❡rs ♦♥ tC ♠♦r❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ s✉♣♣♦rt ✐ts

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❛♥ ✈♦t❡rs ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ r❛✐s❡ ✐♥ tR✱ ❜✉t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s λ ✐s ♥♦t t♦♦ ❜✐❣✱ ✐ts ❡✛❡❝t ✐s

s✉r❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ tNE
C > tNE

R ✳

■♥st❡❛❞✱ ✐❢ λ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ♠❛② ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ tR t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ tC ✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡s t♦ ❞r✐✈❡ ♦r ♣❛r❦ ❝❛rs ✐♥

❝❡♥tr❛❧ ❝✐t✐❡s ❛r❡ t♦♦ ❧♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✭❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡✮✱ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥s

s❡❡♠ ❧❡ss r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ✉s❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ❛s ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ❝✉r❜ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭❛♥❞ ❛❧s♦ r❛✐s❡ r❡✈❡♥✉❡s✮ t❤❛♥

❝♦r❞♦♥ t♦❧❧s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛r❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t ❛❧❧✮✿ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜✐r✉♠ ♣♦❧✐❝② ✈❡❝t♦r

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣❛r❦✐♥❣ t❤❛♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐❢ t❤❡ ❝✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡

t♦ ❡①♣❧♦✐t✱ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡s✉r❡✱ ♦✉ts✐❞❡ ❝♦♠♠✉t❡rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡✈❡♥✉❡s✳ ❚❤❡ ❦❡② ❢♦r❝❡ ❧②✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s

♣❛rt✐❝✉❧❛r ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❛ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✈♦t❡rs ✭❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✮✱ ✇❤✐❝❤

s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ❢♦r ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ ❜② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧s t❤❛t

r❡♣r❡s❡♥t ❧❛r❣❡r ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❡rs ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
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❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤✐❣❤ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❧❡✈✐❡❞ ✐♥ t❤❡

❈❇❉ ✇♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢r♦♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧s✳

❚♦ ❜❡ s✉r❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜♥❞✐♥❣s ✭❛♥❞ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡♠✮ ❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦✉r ♠❛❥♦r✐t②

✈♦t✐♥❣ s❡t✉♣ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣✉r❡❧② ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✭t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞

✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ Pr♦♦st ❛♥❞ ❙❡♥ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥s✐t✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣ t♦ ♦✉rs✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♥♦

✈♦t✐♥❣✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s s❤❛♣✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✿ ✉♥❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s

✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❤❡r❡ ❛❧s♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ ✈♦t❡rs✬ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s ❞♦ ♥♦t ♠❡❛♥

t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❡t ❛ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ♥♦r

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ❝❛r tr✐♣s✿ ✐❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢r❡q✉❡♥t ❞r✐✈❡rs✱ ❛s ✇❡

❛r❣✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ tNE
C ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ tNE

R ✱ ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ q✉✐t❡ ❧♦✇ ✭❛t ❧❡❛st

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ❛ ❝❛r tr✐♣✮✳

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ t❤❡ ✜rst ❜❡st ♣♦❧✐❝②

✈❡❝t♦r

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ tNE = tNE
C + tNE

R t♦ t❤❡ ✜rst ❜❡st ♣♦❧✐❝② t❛① tFB ✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡

✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❈♦♥❞♦r❝❡t ❲✐♥♥❡r ♦♥ tNE
R ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r tNE t♦ ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ tFB ✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ❤❛♣♣❡♥✿

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✹✿ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡ ΠNE(tNE
C , tNE

R ) ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✿

• r̂ > r̄

(

1 + 1−λ
1+ dQ

dp
(pF B)

)

> r̄
λ ⇒ tNE < tFB

• tNE ≥ tFB =⇒r̂ ≤ r̄

(

1 + 1−λ
1+ dQ

dp
(pF B)

)

❲❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ t❤❛t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t♦t❛❧

tr❛✣❝ ❝❤❛r❣❡s✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❛❦❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱

t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥✳

✷✷



❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts

Pr❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s t❛✉❣❤t ✉s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐♥ s❡tt✐♥❣

tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✮ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦✉t❝♦♠❡✳ ■♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ❧✐❦❡ ♦✉rs✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡

❢♦r ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✱ ❛t ❧❡❛st t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡✐r ✐♠♣❡r❢❡❝t

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t✶✻✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❛

♠♦♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭rd
C✮ ✇❡r❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❡♥t✐r❡ π✿ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t tNE
R t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t tR ❛♥❞ tC ✇♦✉❧❞ ❜❡✱

❢r♦♠ ❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱

❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇❡r ♥❡t ♠♦♥❡t❛r② ❧♦ss t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✿ t❤❡r❡❢♦r❡✱rd
C

✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡

❛s ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛

s✉❜♦♣t✐♠❛❧ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ✇♦✉❧❞✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

✇❡r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤❛t ✐s r̂ > r̄
λ ✱ ❝❢r✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉r❡ t❤❛t rd
C ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✇❤❡♥ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ tR✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t t❤❡

❈♦♥❞♦r❝❡t ❲✐♥♥♥❡r ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ tR ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ tR ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❤✐♥t❡r❧❛♥❞✳ ❍❡ ✇♦✉❧❞ ✈♦t❡ ♦♥ ✐t ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ tC ✳ ❚❤✐s✱ ❛s

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛r❣✉❡❞✱ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❤✐♠ t♦ ♣r❡❢❡r ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tR ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t②♣❡ r ❜✉t ❧✐✈✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t②✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ s✉❜♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜✐r✉♠ ❡♥t❛✐❧✐♥❣ ❤✐❣❤❡r

t♦t❛❧ t❛①❡s t❤❛♥ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦❧✐❝② ✈❡❝t♦r✱ ❝♦❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✳ ■♥❞❡❡❞✱

✐♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t♦♥ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ tNE ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✮✱

✇❤❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r̂ ❛♥❞ r̄ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

✶✻❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ Pr♦♦st ❛♥❞ ❙❡♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
s❡tt✐♥❣ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ♦♥❡ s❡tt✐♥❣ ❛ ❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ ❧❡❛❞s t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛r❣❡s✳
❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡✱ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧✐♠✐t❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❡ts ✐ts ♦✇♥ ❝❤❛r❣❡
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛s ✇❡❧❧✳
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❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛♥❞

♦❢ t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ ❝❛r ✉s❛❣❡ ♠❛② ❜❡ t♦♦ ❧♦✇

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❲❤✐❧❡ ♥❡✐t❤❡r t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ♥♦r t❤❡

❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t✇♦ t❛①✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡✇ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ❧❛tt❡r ✜♥❞✐♥❣✱

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✈♦t❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❝❛r ❞r✐✈✐♥❣✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✈❡❧t✐❡s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❛t

♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ s❡tt✐♥❣ tr❛✣❝

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ ❞❡♦♠❝r❛t✐❝❛❧❧② ❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ t♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✇✐❧❧ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s

✈♦t❡rs✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✇❤❡♥ t✇♦

♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝❛❧❧② ❡❧❡❝t❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦

❤✐❣❤❡r ❝❤❛r❣❡s t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡✈❡♥✉❡s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛① ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣✱ t♦t❛❧

❝❤❛r❣❡s ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧✿ ❛ ♥♦✈❡❧ r❡s✉❧t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❢♦r ✉s✐♥❣ ❝❛rs ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞r✐✈❡s ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❛♥ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞✱ ♥♦t ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✏❝❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✑

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝✐t✐❡s✮✱ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r tr❛✣❝ ❝❤❛r❣❡s✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦✉r s❡t✉♣ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♠♦❞❡❧s

♦❢ ♣✉r❡❧② ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡

t❤r❡❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ✇❛② ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛❝t ✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳

❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐✈❡r❣❡♥t

♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♠❛② ❜❡ ❧❡ss ❤❛r♠❢✉❧ t♦ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ t❤❛♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥s✐❣❤t ♦❢

♣r❡❝❡❞✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝② ✐s t❤❛t ✐ts ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❤❛r♠❢✉❧

s✐♥❝❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r♦❛❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
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t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s✐♠♣❧② ❛❝t ❛s ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s❡rs ✭t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣✮ ❢♦r

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✈♦t❡rs✳ ◆♦✇ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧t✐❡s ♦❢ t❤❡

♣❛♣❡r ✐s t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✜♥❞

t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts ✭❛ q✉✐t❡ r❡❧❡✈❛♥t

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ r❡❛❧✐t②✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t♦t❛❧ t❛① ❧❡✈❡❧ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❤❡❧♣

♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❜❡st ♣♦❧✐❝②✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡st ♦♥ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ ♦✉r ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣ ✐s ❝r✉❝✐❛❧❧②

❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡s s❤❛♣✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♠♦♥✱ t❤❡ s❡t✉♣ ✐s

❝❧❡❛r❧② ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ✈❛❧✐❞✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ♦❢ ▼✐❧❛♥✱ ❜♦t❤ ♣❛r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✭r❡❝❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✮

❝♦r❞♦♥ t♦❧❧ ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✿ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❡♥t✐t❧❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ♣❛r❦✐♥❣

❝❤❛r❣❡s✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ r❡✈❡♥✉❡s ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❛❧s♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝✐t②✬s

♣♦❧✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t s❡❡♠s ❢❛✐r t♦ s❛② t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ✐ts❡❧❢ ❛s

❛ str✐❝t❧② ❧♦❝❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ ❞❡❜❛t❡s ❛❜♦✉t ✭❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥s ♦♥✮ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧s ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞✱

❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②✱ ❛ ♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥♥♦t❛t✐♦♥✿ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r✉♥♥✐♥❣

❛❧❧ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ✐♥str✉♠❡♥ts ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♣r❡ss✉r❡s ❢r♦♠

♦✉ts✐❞❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈❡❧s t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❜♦t❤ ❝❤❛r❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧✐t②✿ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✏r❡s✐❞❡♥t ❞✐s❝♦✉♥ts✑ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦r t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡❧② ✭♦r

❡♠♣❧♦②❡r✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣❛r❦✐♥❣✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛ ♠♦♥♦❝❡♥tr✐❝ ❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ tr❛✣❝ ✢♦✇s ❣♦✐♥❣

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t♦✇❛r❞s t❤❡ ❈❇❉✮✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ✏♠✉❧t✐❝❡♥tr✐❝✑ ❝✐t✐❡s✳ ❋♦✉rt❤✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❛t r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❧✉♠♣ s✉♠

tr❛♥s❢❡rs✿ t❤✐s ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✇♦✉❧❞

❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✷✺



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆r♥♦tt ❘✳ ❛♥❞ ■♥❝✐ ❊✳✱ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞♦✇♥t♦✇♥ ♣❛r❦✐♥❣ ❛♥❞ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✻✵✭✸✮✱ ♣❛❣❡s ✹✶✽✲✹✹✷✱ ◆♦✈❡♠❜❡r✳

❇♦♥s❛❧❧✱ P✳ ✫ ❨♦✉♥❣✱ ❲✳✱ ✷✵✶✵✳ ✏■s t❤❡r❡ ❛ ❝❛s❡ ❢♦r r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♣❛r❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ❜② r♦❛❞ ✉s❡r ❝❤❛r❣❡s❄✑

❚r❛♥s♣♦rt P♦❧✐❝②✱ ✶✼✭✺✮✱ ✸✷✸✲✸✸✹

❈❛❧t❤r♦♣ ❊✳✱ Pr♦♦st ❙✳ ❛♥❞ ✈❛♥ ❉❡♥❞❡r ❑✳✱ ✷✵✵✵✳ P❛r❦✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ ❘♦❛❞ Pr✐❝✐♥❣✳ ❯r❜❛♥ P♦❧✐❝②✱ ✸✼✱

✻✸✲✼✻✳

❉❡ ❇♦r❣❡r ❇✳✱ Pr♦♦st ❙✳✱ ❱❛♥ ❉❡♥❞❡r ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✏❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♥❡t✇♦r❦✑✱

❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✾✱ ✽✱ ✷✵✶✸✲✷✵✹✵

❉❡ ❇♦r❣❡r✱ ❇✳ ✫ ❉✉♥❦❡r❧❡②✱ ❋✳ ✫ Pr♦♦st✱ ❙✳✱ ✭✷✵✵✼✮ ✧❙tr❛t❡❣✐❝ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❛

❝♦♥❣❡st❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❝♦rr✐❞♦r✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✻✷✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✷✾✹✲✸✶✻✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r

❉❡ ❉♦♥❞❡r✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ✫ ▲❡ ❇r❡t♦♥✱ ▼✐❝❤❡❧ ✫ P❡❧✉s♦✱ ❊✉❣❡♥✐♦✱ ✷✵✶✵✳ ✧▼❛❥♦r✐t② ❱♦t✐♥❣ ✐♥ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ P♦❧✐❝② ❙♣❛❝❡s✿ ❑r❛♠❡r✲❙❤❡♣s❧❡ ✈❡rs✉s ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣✱✧ ■❉❊■ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✺✾✸✱ ■♥st✐t✉t ❞✬➱❝♦♥♦♠✐❡

■♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✭■❉❊■✮✱ ❚♦✉❧♦✉s❡

●❛♥s ❏ ❛♥❞ ❙♠❛rt ▼✳ ✭✶✾✾✻✮ ✏▼❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✾✱ ✷✶✾✲✷✸✽✳

●❧❛③❡r ❆✳ ❛♥❞ Pr♦♦st ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✈♦t❡rs ♦✈❡r r♦❛❞ t♦❧❧s ❛♥❞ r♦❛❞ ❝❛♣❛❝✐t②✑✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ❛t ■r✈✐♥❡ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ♥✳ ✵✻✵✼✶✷

❏♦♥❡s P✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ✏❘♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣✿ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜❛rr✐❡rs t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✑✱ ✐♥ ❑✳❏✳ ❇✉tt♦♥

❛♥❞ ❊✳ ❱❡r❤♦❡❢ ✭❡❞s✳✮ ❘♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣✱ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❊❞✇❛r❞ ❊❧❣❛r

▼❛r❝✉❝❝✐ ❉✳✱ ▼❛r✐♥✐ ❊✳ ❛♥❞ ❚✐❝❝❤✐ ❉✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✏❘♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❛s ❛ ❝✐t✐③❡♥✲❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣❛♠❡✑✱ ❊✉r♦♣❡❛♥

❚r❛♥s♣♦rt✱ ✸✶✿ ✷✽✲✹✺

▼♦❤r✐♥❣ ❍✳✱ ✭✶✾✼✷✮ ✏❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✐♥ ✉r❜❛♥ ❜✉s tr❛♥s♣♦rt✑✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✺✾✶✲✻✵✹✳

P❛rr② ■✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ✏❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✑✱ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✺✿ ✸✸✸✲✸✻✷✳

Pr♦♦st ❙✳ ❛♥❞ ❙❡♥ ❆✳✱ ✷✵✵✻✳ ❯r❜❛♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r✐❝✐♥❣ r❡❢♦r♠ ✇✐t❤ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✿ ❛ ❝❛s❡ st✉❞②

✷✻



♦❢ ❇r✉ss❡❧s✳ ❚r❛♥s♣♦rt ♣♦❧✐❝②✱ ✶✸✿ ✶✷✼✲✶✸✾

❙❤❡♣s❧❡ ❑✳❆✳ ✭✶✾✼✾✮ ✏■♥st✐t✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✑✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡✱ ✷✸✱ ✷✼✲✺✾✳

❙❤♦✉♣ ❉✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❚❤❡ ❍✐❣❤ ❈♦st ♦❢ ❋r❡❡ P❛r❦✐♥❣✳

❙♠❛❧❧ ❑✳ ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❯r❜❛♥ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❘♦✉t❧❡❞❣❡✳

❯❜❜❡❧s ❇✳ ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢ ❊✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ✏●♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ r♦❛❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❤♦✐❝❡✑✱

❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✽✿ ✶✼✹✲✶✾✵

❱❡r❤♦❡❢ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❙❡❝♦♥❞ ❜❡st r♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤✇❛② ❢r❛♥❝❤✐s✐♥❣✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

✻✷ ✭✷✵✵✼✮ ✸✸✼✕✸✻✶

❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❲❡ ❤❛✈❡✱ ❛❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r L = tQ ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱

W (p) =

ˆ ru

rl

V (p; r)dF (r) =
r̄

(p + T (Q))
+ M + tQ

t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛①✐♠✐③❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✳ ❚❛❦✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

∂W/∂t : −Q
[

1 + TQ
dQ
dp

]

+ Q + tdQ
dp ✭✶✺✮

❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ③❡r♦ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t = TQQ ❛s ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ W (p) ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ t = TQQ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✿ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣

t❤❡ ❋❖❈ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✐s❡rs ♦❢ W (p)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢

t❤❡♠✿ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t W (p) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ ✐ts ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st

♦♥❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❋❖❈s ❜❡✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡r✳

✷✼



Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t s❛t✐s❢② t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ●❛♥s ❛♥❞ ❙♠❛rt

✭✶✾✾✻✮✿ t❤❡② ♣r♦✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

∂(MRStL(r))/∂r=∂( ∂V
∂t /∂V

∂L )/∂r

❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✱ L ❛♥❞ r✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

∂(MRStL(r))/∂r = −
∂q(r)

∂r
[1 + TQ

dQ

dp
]

✇❤✐❝❤✱ s✐♥❝❡ ∂q(p;r)
∂r > 0 ❛♥❞ 1 + TQ

dQ
dp > 0 ❢♦r ❛❧❧ t ❛♥❞ r✱ ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t✱ L ❛♥❞ r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛ ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ❛♥❞

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗(λ; r̂)✱ ❛s ❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ■♠♣❧✐❝✐t ❋✉♥❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tE ✱ rd ❛♥❞ λ✿

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] +

Q + tdQ
dp

λ
= F (tE , r̂, λ) = 0

❇② t❤❡ ■❋❚✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ tE s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss tE ❛s

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ r̂ ❛♥❞ λ✳ ❚❤❡ ■❋❚ t❡❧❧s ✉s t❤❛t

∂t

∂r̂
= −

∂F
∂r̂
∂F
∂t

∂t

∂λ
= −

∂F
∂λ
∂F
∂t

✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ✐ts ✈❛❧✉❡

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡❞✶✼✮✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r̂✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ tE ❛t

✶✼❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇r✐t❡s ❛s

∂2V

∂t2
= −

dq

dp

[

1 + TQ

dQ

dp

]

− q

[

TQ

d2Q

dp2

]

+
2 dQ

dp
+ t

d2Q

dp2

λ

✷✽



❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ r̂ ❛♥❞ ✐♥ λ✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✮ ❞❡✜♥✐♥❣ tFB ✱ t♦ ✭✽✮ t❤❛t ❞❡✜♥✐♥❣

tE ✳ ❚❤❡② ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ q(r) ✐♥ r✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ r̄
λ = r̂✳ ■t ✐s ♦♥❧② ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡♥✱ t❤❛t ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t tE ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❜❡st ♦♥❡ tFB ✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸

❲❤❡♥ t❤❡ ❝✐t② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈♦t❡s ♦♥ tC ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✶✱

t❤❛t ❛ ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts s✐♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r tC s❛t✐s❢② t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❢♦r ❛♥② tR✱ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st

♣r❡❢❡rr❡❞ ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② tEC = t∗C(tR;λ, r̂)✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t tEC ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ♠❛①✐♠✐s❡✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ tR✱ t❤❡ r̂ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t

✉t✐t❧✐t② V (p, r̂)✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tC ✳ ❚❤❡ ❋❖❈ ✐s

−q(r̂)[1 + TQ
dQ
dp ] +

Q(p)+tC
dQ
dp

λ + tR
dQ
dp = 0

♥♦✇✱ ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ tC s❛t✐s②✜♥❣ t❤❡ ❋❖❈ ❛❜♦✈❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

∂2V
∂t2

C

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✿

∂2V

∂t2C
= −

dq

dp

[

1 + TQ
dQ

dp

]

− q

[

TQ
d2Q

dp2

]

+
2dQ

dp + tC
d2Q
dp2

λ
+ tR

d2Q

dp2

✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❋❖❈ ❛❜♦✈❡✱ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ❛❜♦✈❡✮✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (p, r̂) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞

♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t tC s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❋❖❈✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✐s❡r✱ ❜✉t

✇❤✐❝❤✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❋❖❈ ❛❜♦✈❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

T

T + p
>

1

2

(

r̂λ

r̄2
− 1

)

−
3

8r̄

(

λr̂

r̄
− 1

)

✇❤✐❝❤✱ s✐♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r̂ ≤ 2r̄✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡❞✳

✷✾



t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹

❲r✐t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝t❧② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❇❡st ❘❡s♣♦♥s❡ ✈❡❝t♦r tNE
C (tR) ❛s

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] +

Q + tC
dQ
dp

λ
+ tR

dQ

dp
= F1(tC , tR, r̂, λ) = 0

❜② t❤❡ ■♠♣❧✐❝✐t ❋✉♥❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ tNE
C (tR) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss tC ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r̂✱ λ ❛♥❞ tR✳ ❚❤❡ ■❋❚ t❡❧❧s ✉s t❤❛t

∂tC
∂tR

= −
∂F1

∂tR

∂F1

∂tC

❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❜② ❙❖❈✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▲❡♠♠❛✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂F1

∂tR
= −

dq

dp

[

1 + TQ
dQ

dp

]

− q

[

TQ
d2Q

dp2

]

+

dQ
dp + tC

d2Q
dp2

λ
+ tR

d2Q

dp2
+

dQ

dp

✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

T

T + p
>

1

2

(

r̂λ

r̄2
− 1

)

−
3

4 (λ + 1) r̄

(

λr̂

r̄
− 1

)

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s r̄ ≥ 3/2✿ t❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛❛♥ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡

t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ∂F1

∂tR
✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✉t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ∂F1

∂tC
❜② dQ

dp ( 1
λ − 1)✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♠♣✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❞❡r✈✐❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦r✱ s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❆s ❢♦r ∂tC

∂r ❛♥❞ ∂tC

∂λ ✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❣♦❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣ C ✭❝✐t②✮ ❛♥❞ H ✭❤✐♥t❡r❧❛♥❞✮ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

t❛❦❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ s❛t✐s❢② t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ tR✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② ✐t ✇❤❡♥

✸✵



❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❥♦✐♥t❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❈✿ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ t②♣❡✲r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✐s

V (p; r) =
r

(p + T (Q))
+ M +

tC
λ

Q + LR

✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ H ✐s

V (p; r) =
r

(p + T (Q))
+ M + LR

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ tC

MRStRL(r) = ∂V
∂tR/ ∂V

∂LR
= −q(r)[1 + TQ

dQ

dp
] + i

(

tC
λ

dQ

dp

)

✇✐t❤ i = 1 ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞ i = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❙♦

∂(MRStRL(r))/∂r = −
∂q(r)

∂r
[1 + TQ

dQ

dp
]

✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ tR✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ❜② ●❛♥s ❛♥❞ ❙♠❛rt ✭✶✾✾✻✮✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

♦✈❡r tR ✐♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❣r♦✉♣s s❛t✐s❢② t❤❡ ❙❈ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡

C ✇❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② s✉❜❣r♦✉♣ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ tR✱ t❤❡♥ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❡①✐st ❛♥❞

✇♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ tR ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ♠❡❞✐❛♥ r ❛♠♦♥❣ C✱ r̂✿ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡

❜② t∗R(r̂, C)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ ❣r♦✉♣ H ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✈♦t❡ ♦♥ tR✱ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✇♦✉❧❞ ❡①✐st ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ MRStRL ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

r ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s ❢♦r ❛♥② tC ❛♥❞ tR✱ s✐♥❝❡ MRStRL(r)H > MRStRL(r)C ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❈r♦ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ s✉❜❣r♦✉♣s ✈♦t❡ ♦♥ tR✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ♦❢ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r✱ ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡rs ❛ ✭✇❡❛❦❧②✮ ❧♦✇❡r tR t❤❛♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✇✐t❤ s❛♠❡ r ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❛♥❦ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♣✐✈♦t❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❣r♦✉♣✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ tC ✿ t∗R(r̂, C) ≤ t∗R(r̂, H)✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❙❈ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❣r♦✉♣s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❈❲ ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ [t∗R(r̂, C), t∗R(r̂, H)]✳

✸✶



❙✉♣♣♦s❡ ✭❜② ❛❜s✉r❞✮ t❤❛t t❤❡ ❈❲ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✿ t❤❡♥ s✉r❡❧② ❛t ❧❡❛st ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ♣♦♣✉✲

❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ✐t✳ ❆ ❢♦rt✐♦r✐✱ ❛t ❧❡❛st ❤❛❧❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❤✐♥t❡r❧❛♥❞ ✇♦✉❧❞ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❲ ❝❛♥♥♦t ❧✐❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ s❤♦✇s ✐t ❝❛♥♥♦t ❧✐❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❡✐t❤❡r✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞♦r❝❡t ✇✐♥♥❡r ❢♦r tR ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❛ ❧❡♠♠❛ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦r ΠNE ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳

▲❊▼▼❆ ✶❆✿ ❲❤❡♥ Π ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣✱ ✉♥❞❡r ❛ ❙❤❡♣s❧❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❡ ❝♦♥❞♦r❝❡t ✇✐♥♥❡r ❢♦r tR ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)

• ❲❡ ❝❛♥ ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tBR
R (tC)✱ s✉❝❤ t❤❛t

∂tBR
R

∂tC
< 0

• ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦r ΠNE(tNE
C , tNE

R )

P❘❖❖❋✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥❞♦r❝❡t ✇✐♥♥❡r tBR
R (tC) ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞

t∗R(r̂, H) ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✺✮✱ ❤✐s ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ tBR
R

✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❋❖❈

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] + tR

dQ

dp
+ Q ≡ F (tR, tC , r̂, λ) = 0

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② tBR
R (tC) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙❖❈✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s✳

❆s ❢♦r ∂tBR
R

∂tC
< 0✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✿

∂tBR
R

∂tC
= −

∂F
∂tC

∂F
∂tR

t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❜② ❙❖❈✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂F

∂tC
= −

dq

dp

[

1 + TQ
dQ

dp

]

− q

[

TQ
d2Q

dp2

]

+ tR
d2Q

dp2
+

dQ

dp

✸✷



✇❤✐❝❤✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t tR s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❋❖❈ ❛❜♦✈❡ ✭t❤❡ r❡❧✈❛♥t ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥✮✱ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡

✐❢
T

T + p
>

1

2

(

r̂

r̄2
− 1

)

−
3

4r̄

(

r̂

r̄
− 1

)

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s r̄ ≥ 3/2✱ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞

✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦r ΠNE ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❈❲ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ✈♦t✐♥❣

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)✱ ΠNE ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] +

Q + tC
dQ
dp

λ
+ tR

dQ

dp
≡ F1(tR, tC , r̂, λ) = 0

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] + tR

dQ

dp
+Q ≡ F2(tR, tC , r̂, λ) = 0

▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t F1(tR, tC , r̂, λ) = 0 ❛♥❞ F2(tR, tC , r̂, λ) = 0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝t❧② ❞❡✜♥✐♥❣✱ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞

♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡❝t♦r ΠNE ✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ r̂ ❛♥❞λ✱ tR ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tC ✳ ❲❡ ❣❡t✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛t

♣♦✐♥ts (tR, tC) s❛t✐s✜♥❣ F1 ❛♥❞ F2 ❛❜♦✈❡✿

∂tNE
R

∂tNE
C F1

= −
∂F1/∂tC

∂F1/∂tR

= −
− dq

dp

[

1 + TQ
dQ
dp

]

− q
[

TQ
d2Q
dp2

]

+
2 dQ

dp
+tC

d2Q

dp2

λ + tR
d2Q
dp2

− dq
dp

[

1 + TQ
dQ
dp

]

− q
[

TQ
d2Q
dp2

]

+
dQ
dp

+tC
d2Q

dp2

λ + tR
d2Q
dp2 + dQ

dp

ǫ (−∞;−1)

∂tNE
R

∂tNE
C F2

= −
∂F2/∂tC

∂F2/∂tR

= −
− dq

dp

[

1 + TQ
dQ
dp

]

− q
[

TQ
d2Q
dp2

]

+ tR
d2Q
dp2 + dQ

dp

− dq
dp

[

1 + TQ
dQ
dp

]

− q
[

TQ
d2Q
dp2

]

+ tR
d2Q
dp2 + 2dQ

dp

ǫ (−1; 0)

❇♦t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✿ t❤✐s t❡❧❧s ✉s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡✱ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢

❡❛❝❤ ♣♦✐♥t (tR, tC) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡♠✱ tR ❛s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tC ✳ ◆♦✇✱ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜✐✉r♠ ♣♦✐♥ts

ΠNE ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝r♦ss ♦♥ t❤❡ (tR, tC) ♣❧❛♥❡✿ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡② ❝r♦ss ♦♥❧②

♦♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉r❡ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ΠNE ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ ❜♦t❤ F1 ❛♥❞ F2✮ t❤❛t

∂tNE
R

∂tNE
C F1

<
∂tNE

R

∂tNE
C F2

< 0

✸✸



❛t ❛♥② s✉❝❤ ♣♦✐♥t✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ tBR
R (tC) ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r♦ss❡s t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♦♥❡ ♦♥❧② ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❛t ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜✐r✉♠ ♣♦✐♥t✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡

t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ΠNE ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳

✖❊◆❉ ❖❋ P❘❖❖❋

▲❡t ✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐r✐✉♠ t❤❡ ❈❲ ❢♦r tR ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)✳ ◆♦✇✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ΠNE ❛r❡

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] +

Q + tC
dQ
dp

λ
+ tR

dQ

dp
= 0

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] + tR

dQ

dp
+ Q = 0

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ λ → 0. ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s

Q = −tC
dQ

dp

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♣❧✉❣ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ ✐t ❛s

(tR − tC)
dQ

dp
= q(π; r̂)[1 + TQ

dQ

dp
]

♥♦✇✱ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡♥ λ → 0✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

tC > tR✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐❢ tR ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)✱ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ tC ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ λ ✭✖♣r♦♦❢ ♦♥ ♣❛♣❡r✖✮✱

❛ ✈❛❧✉❡ λ̃ s✉❝❤ t❤❛t tNE
C = tNE

R ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜♥❞✐♥❣s✱ ♠✉st ❜❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ❡①✐sts✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ λ̃ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tC = tR = t/2✳ ❚❤✐s

❧❡❛❞s✱ ✐s♦❧❛t✐♥❣ λ✱ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

λ =
r̂

r̄

(

p + T

p + 3T

)

❆t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ ✐ts❡❧❢ ✭T ❞❡♣❡♥❞s ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♦♥ p✱ ❛♥❞ p ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ λ✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ z(λ) = λ − r̂
r̄

(

p+T
p+3T

)

✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ λ ✭t❤✐s r❡q✉✐r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t✱ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ dp
dλ = dp

dt
dt
dλ < 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜❡❧♦✇✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ z′(λ) = 1− r̂

r̄

(

2T−2pTQ
dQ
dp

(p+3T )2

)

dt
dλ > 0✳

✸✹



❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ̃ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤✐s

✈❛❧✉❡ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)✿ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r λ̃ = 0 ♦r λ̃ = 1 ❛s ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥s✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐♠ tR ❤❛s t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t∗R(r̂, C), t∗R(r̂, H)]✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t ✐❢ λ ≤ λ̃✱ s✉r❡❧② tC ≥ tR✿ ✐❢ t❤❡ ❈❲ ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ❛♠♦♥❣ [t∗R(r̂, C), t∗R(r̂, H)]✱ ✇❡

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r tR ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r tC ✱ s♦ tC ≥ tR ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❛ ❢♦rt✐♦r✐✶✽✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ λ > λ̃✱ t❤❡♥ tR > tC ✐❢ t❤❡ ❈❲ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)✳ ❇② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐❧❧

❤♦❧❞ ❛❧s♦ ✐❢ t❤❡ ❈❲ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tR ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞

✇❤♦s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ ✭❜✉t str♦♥❣❡r✮ t♦ r̂✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s

❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✿ t❤❡ ❈❲ ♠❛② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ tR ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❧✐✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡

❝✐t② ♦r ✐♥ t❤❡ ❤✐♥t❡r❧❛♥❞✱ ✇❤♦s❡ ❛tt✐t✉❞❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ❛❣❛✐♥st ✐t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ❈❲ ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ ✇✐t❤ t∗R(r̂, C)✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ λ > λ̃ ✐s ❛

♥❡❝❡ss❛r②✱ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t♦ ❤❛✈❡ tR > tC ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ tR ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂, H)✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦❧✐❝② ✇♦✉❧❞

❜❡ s✉❝❤ t❤❛t t ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r̂ ❛♥❞ λ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] +

Q + tC
dQ
dp

λ
+ tR

dQ

dp
= 0

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] + tR

dQ

dp
+Q = 0

♥❡①t✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ −Q = −q(r̂)[1 + TQ
dQ
dp ] + tR

dQ
dp ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷ ✐♥t♦ ✶ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② λ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ✐t t♦ ✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶ t♦

✶✽◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❈❲ ✐♥
[

t∗
R

(r̂, C), t∗
R

(r̂, H)
]

✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞r❛✇ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿

✇❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✉s ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥② ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ✭♣♦ss✐❜❧② ♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t tNE
R

< t∗
R

(r̂, H) ❛♥❞ ❧✐❡ ♦♥

t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tBR
C

(tR) t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s tC > tBR
C

(t∗
R

(r̂, H))

✸✺



♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] + (tC + tR)

dQ

dp
+ (2 − λ)Q = F1(tR, tC , r̂, λ) = 0

−q(r̂)[1 + TQ
dQ

dp
] + tR

dQ

dp
+Q = F2(tR, tC , r̂, λ) = 0

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ t✱ ♥♦t ♦❢ ✐ts

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ♠✉st✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦❧✐❝② ✈❡❝t♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t

❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

∂t

∂r̂
= −

∂F1

∂r̂
∂F1

∂t

❜♦t❤ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✿ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❧s♦ ✐s✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t t❤❡

r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ λ ❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r̂✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ rx ≡ r̄

(

1 + 1−λ
1+TQ

dQ
dp

(pF B)

)

s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ r̂ = rx✱ t❤❡♥✱

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t tR ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t∗R(r̂,M)✱ tNE = tFB ✳ ❚❛❦❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❋✶ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛♥❞ s✉❜str❛❝t t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣

QTQ
dQ

dp

t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♠♣❧✐❡s ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ◗✮ t❤❛t

[(2 − λ)r̄ − r̂]

(p + T (Q))
+ [Q − q(r̂)]TQ

dQ

dp
T 0 ⇔ [t − TQQ]

dQ

dp
S 0 ⇔ [t − TQQ] T 0

♥♦✇ s✐♥❝❡

h(t) = t − TQQ

✐s ❛ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✱ t❤❡♥ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t = TQQ✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t = tFB ⇔
[(2 − λ)r̄ − r̂]

(p + T (QFB))
+
[

QFB − q(r̂)FB
]

TQ
dQ

dp
= 0

✸✻



✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

r̂ = r̄

(

1 +
1 − λ

1 + TQ
dQ
dp (pFB)

)

◆♦✇✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ ∂t
∂r̂ < 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

p T pFB ⇔ r̂ S r̄

(

1 +
1 − λ

1 + TQ
dQ
dp (pFB)

)

❙✐♥❝❡ t∗R(r̂, H) ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞♦r❝❡t ✇✐♥♥❡rs ♦♥ tR ❛♥❞ s✐♥❝❡✱ ❛s ♣r♦✈❡♥ ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✹

−1 <
∂tBR

C

∂tR
≤ 0

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠✿ ❛s ❧♦♥❣ ❛ r ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t ❧✐❡s ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡❧♦✇

t❤❡ ❋✐rst ❇❡st ♦♥❡✱ s✐♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ tr ✇❡r❡ ♥♦t t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t∗R(r̂,M)✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r tBR
C (tR) ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡✱

t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✸✼



❋✐❣✉r❡ ✸✿

✸✽



❋✐❣✉r❡ ✹✿

✸✾


