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� �#�� ��� �#�
	� 
���
���	 ������
� � #�	#�
 �
���6

�#�� ��. �#�� ���
 -
������� ������
� � %������ ��������* $��
���	 )
�� � ��������� ��

�#��# -
�� �
��� -
������� ��� 
���
���	 �������
� �,�����. �� �#�� ����
 
���������

���� ����������D�����������. �#�� �#� ������ ��
�� %� ��
����� ��	�������D�#�� � -
�

#�� �� ��������� �� ���
 � %������ ��������* +� ���� �#�� �#�� � -
� ���#�� �� ��� ����

� /����
���0 %�������
 �
��� �#��# ������� ���� �) ��� ������� ������
� �� 
���
� �� %��*

4� � ������� �������. �� ��������� �#� �,����%
��� �
���� )�
 ��������� ��� 
���
���	

��
�#���. ��� -�� �#�� �#� %������ �������� �� ��
	��� �#�� ���
����� ���
�# )
������� �
�

�����* ������� �) �#� ���
� ���
�# )
������� ���
������ %� �#� %������ ��������. ���� �#�

���������� %������ �
��� �� #�	#�
 �#�� �#� ��������
�������
� �
���* �� ���#. �#�� )�
�

�) �
��� ����
��������� ����
� %��# �������
 ��
���� ��� ����� ���)�
�*

4� ������� = �� 
���� �#� ���������� �#�� -
�� ��� ������ �� �#��
 %�������
 ��������

�#�� �������
� ���� �#��
 -
�� �����* 8#� ������� ���#��� ���������� ������� ����

�������� �� �#��#�
 �
 ��� �������
� )��� �� ���
����� 1�� ������� �� �
��-������ ��J����2

���� �) 
���
���	 �� � -
�* 4) �#�
� �� �� ���# ����. �� �#�� �#�� �� �� �� �,����%
��� )�


-
�� �� ���
 ���)�
� �
���� �#�� �#� ������ ��
�� �� ������. �*�*. �#� )��� �#�� � ����

����
 #�� ���� %��� �� � -
� �)��
 �������	 ��#�
 �����
� 	���� �� �� ���	 ��������� )�
 �#�

-
� �� ��
�
��� ��� 
���
���	 ������
� ���# � �
��� 
���* 8#�� ������� �#�� �#� ��)�
��������

��������� �� ��� #�	#�
 �
���� �� 
���
���	 �������
� �� ������������. ��� �� �� �#� ��
���	��

������ �� � �������
?� ��������� �� %�� ����������� �#��# �� �#� �������� )����
 �#��

� -
� ������� �� ���� 
���
� ������* 8#��. �� ���%����� �� ������ �� ��� %�������
 ������

��� 
����� � -
�?� ��������� �� ����
������� �	����� 
���
� ������
�*

9�����
. �� �� ������� ��
� 
�������� �� ������� �#�� �������
� #��� �� ����� � �����

���
����� ���� �) 
���
���	 �� � �
���������������� -
�* 8#��. )�
 
������ ���� �� �������?�

1(GB(2 )����� ��
����. �#� ���� �
���%�� ������� �� �#�� -
�� ���� ��������	 ���
� ���

=



�#� 
���
� ��
��� ���������* +��# ���
����� ����� �) 
���
�. �#��. �� ���%����� �� ������

�� ��� %�������
 ������ ���� �����)� � -
�?� ��������� �� ����
������� �	����� ��� 
���
���	

������
�* 4� ��������. �) � -
� #�� ����	�� ���������� ����
. �� �#� ����� �#�� �� ���

������ �� �� ����
 %���� �� �#� �
���� ���� %� 
���
���	 ������
�D�#�� ����
 %������	#�

������ %� �#� ��������� �
��� �) �#� ���� �� �#� ���
�. )�
 ��������D�#�� �� �,����%
���

������ �#��# �� ��������� �� �#� )��� ���������� ������� �� ������� C*

F������. �� ������� K �� ��@��� �#� �������� �� �#�� � �������
 ����� ���� �� ��������

�
���
�� �#� ��

��	 -
�?� ���
. 
��#�
 �#�� �� �������
 �#� ���
� ���� %� 
����� �� �#�

��
���* +� �#�� �#�� �) �#� ��
	���� ���� �) ������ �� ��H������� ����� 
������� �� �#�

�
�����?� �������� �������. � -
� #�� �� ��������� �� ��� #�	#��
����
� ����� ���#��,���

�#��# )�
�� � �������
 �� 
���# #�
 �������� %�)�
� �#� #�� ���� �� )���� �������� �#�

�
�����* 18#�� �� �
�� %��# �� � �������� ��� �� � ����������� ���
�# �������*2 8#�


����� �� �#�� �������
 ��
���� �� )���� ���
�����. ���. �� �#� ���
�# �������. �������
�

�
� ����#�� ���� 
������� ���# �
������*


�
 ����
 
������ �� ����
�� ��
���� �) �#� ������
��� �
	���>����� ����
���
�* 
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����
����	 )
�����
� �� � ��,������� ���
�# ����� ���# #�
�>������� ����
�������� �
������

�� �#��# �������
� ���
�# %��# )�
 �
��� ��� �
����� -�����. �� ���
������ %� +�������

1(G7A2* ���# -
� #�� ��� ���
��� �) ������5 �������
� �#� %�� ��� �
����� �� �#��
 -
��

����� �� �#� -
� 1/)
��# ������02. ��� �������
� �#� ������ �#� -
�. 	� �� �� ������


���� �
������. %�� ���������� ���� %��� �� %�� 1/
���
���	 ������02* 4� +�������?�

�����. -
�� ������ ������	���# %������ �#��� ��� 	
���� ��� �� ���� �
��� ��� ������
�

�,�����. �#��� �� ��
 ����
 -
�� �
� �%�� �� ����
������� %������ �#� ��� 	
����*


�
 ����
 �� �����������
� �� �#� ����� �) �
��
�� ���
�# �� �
���
��	. I����
�. ���

"#�� 1&''G2* 8#� ��� ����
� ��� �#� ���� +������� )
�����
� ��� )���� �� �#� ����

����������� %������ )
��# ��� 
���
���	 ������. %�� �#�
� �
� ��� ��@�
 ����
�����* F�
��.

�
���
��	 �	 ��� ������� �#�� -
�� ���� �����#��	 �%��� �#��
 ����� �� �#� �������


���
�# �
��
 ��� ��� ��� �#��
 �
���� ����
���	��. �#��� )�
 �#� ���� ��
� �� �#�� ����


�� ������ 
����� ���
�# �#�
�%� -
�� �� ��� ���� �#�
� �#�� �
� �� � �������
?�

���
�# �
�����* $�����. �
���
��	 �	 ���. ���� +�������. ������ �#�� -
�� ������ ��
�����

������	���# %������ )
��# ��� 
���
���	 ������
� ��� ���� �
��� %��# 	
���� �,�����. �#���

�#� �%����� �� ������	���# %������ �#� ��� 	
���� ���� �� �#� #��
� �) �#� ��

��� ��������*

4� �
���
��	 �	 ���. � -
� �#��# �� ��
� /�
�������0 �� �
������� �� ��� � ����
 �
���

�#�� ��� ���� �
������� 
�����* 14) � -
� �� )�
 %��� �� �#� ���
�# �
��
. �� ����� �#�� ���

�������
 �#� 
���#�� �� ���� ��� ��
� )�
 �#� �
������ �) ��� 
�����. ��� �� �#�� -
� #��

�������� ����
 ���
 ��� �������
�*2 8#�� 
�J���� �#� ��)�
�������� ������ �� ��� #�	#

�
���� �� �������
� �#� #��� ��
���� �������. ��� 
�@�����. 
���� �
������*


�
 �������� �� 
������ �� ������ �) ���
�# ���# 1���	�����2 ������ 
�����* !������ ���

3�
��#����� 1&'('2 ������ $��#�?� 1(G7G2 ����� �� �#�� �������
� ����
 �� ���	�����

���� �� 
���
� �� � �
������ -
�* 8#�� �������	 
��� �� ��	��-������ ��
� ����������� �#��

K



�#�� 
���
� �� ��������* +#�� �#�
� �
� ��
� �#�� ��� -
��. � �������
?� �������	 
���

�� ������������
� ��� #�
 
���
������ ��
���� ����� ������� �� #�
 �
������ ���
�* 8#��

)�
�#�
 �#�� �#�� �,����%
��� �
���� �� ��� ������ �� �#� 
����� ���� 1������ ��
 �����.

�#�
� �
���� �
� ��������� �� �#� ����	������� 	���
���� 
����� �����2*=

F�
�� �)��� %���-� )
�� � 
�������� �� �������
 ���
�# ���������. ����� �#�� �������

��)���� �
��� �����������* 4� ��
 �����. �#� %������ �������� �
 ��������	 ���
 ��
���

�#�� ��
����* ����
��������. ������� ��� +����>�� 1&''72 ������ $��#�?� ����� �� �#�� �

�������
?� ���
������� ���
�# ���� ���
����� ���# #�
 ���������� ���
�# ���
�* 4) � -
�

���
����� ��� ������
� ���
�# ���� 1���. %� �����	 ��� ��
�� #�
��
 �� ����
�#���2. �#�� ����

���� )�
�#�
 ���
�# ���� ���
������* 8#�� �#�� �#�� �) �#� ���	����� ��������� �) ���
�#

����� )����. -
�� ���� �������
���� ���
���� �#��
 ���)�����
����� ������� �) ���
�# �����. ���#

�#� 
����� �#�� �,����%
��� �
���� �
� ���#��	��* 8#��	# ��#�
���� ��
� ����
���. ��


����� ��� �#��
� ����� #�� ���
�# )
������� �
� ����
����� ����	�������5 ���� �) ���
�����

���
�# )
������� �
� ��	��	�%��. � ��
��� ��� ����
 )
�� ��%�������� ���
�# )
�������D���

#�	# �
����D�� �,����%
���* :����%�
	 1&'('2 �
������ � ����� ���# ������,������� ���
�#

�� �#��# �����
�. %� ��������	 �� ����� ���
�. ��� ��
����� ����� � �
��������� %���
?� �������

)
�� �#� �����
?� ���� �
 #�
 ���������� )
�� ��� %����	 �#� �����
?� ����* 14� #�� �����.

%���
� ��� ����
 �� �#��
 �
�������� �� %� ��
������. ��� �����
� ��� ����
 �� �#��
 ��	
��

�) ���
���� ����
�� �#��
 �������
�*2


�
 �������� �) %������ ��������� �� ���� �����#�� 
������ �� �#� ����
���
� �� ��������

���# � /%�� ���0 �
��� 1��� :������� ��� +����
�. &''G. )�
 ��������2* 
����� ��������

��������� ���
 %����
� �#� ������ �� %�� �#� ���� ����������� �� � �����-�� �
��� 
��#�


�#�� ����
 �� ������� �	����� ��#�
 %����
�* 4� �#��� ����������. � �����
 #�� ��� ���� ��

���� �� � ���%�
 �) ��������� %����
�. ��� �� � %����
 ����� �� ��� � ��
� %������ �
��� ��

�
��
 �� ������ �#� �����
 )
�� 	���	 �� �� ���
�# )�
 ��#�
 %����
� %� 
�����	 �� �������.

�#�
��� ��
 ����� �������� �����
� ���
��	 � ��� %������ �
��� �� �� �� ������ � %���
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�� 	���	 �� �� ���
�# )�
 ��#�
 �����
�* ������ 
��������� )�
 %������ �
���� �� ��������

�
� ���������� �
 
�������
���� �� �#� ��
� �) %����
�. ����#�
 �) �#��# �� ������ �� ��


���
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�����
�*

�� )�
 �� �� ����. ��
 ����
 �� �#� -
�� �� ����� �#� ��� �) ��������	 ���
� �� �������


��
����* 4� �#� ����
������ ������	 �) ����#��	 ��
����. #�����
. �#�
� �
� � ���%�
 �)

������� �� �#��# ��������	 ���
� ���� � 
���* ��������	 ���
� �
� �)��� ���� �� ��������>��

��%�
 ��
����. ���# �� �#��� )�
 ��� ���
��. ���
�� �����
�. ������� ����. ��� �������

=���	#��� ��� :���	���� 1(GG&2 ���� �#� ����� �#�� �#� ������ �) �������
 
����� ��� %� ����	��

������ ����
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��? �,����%
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���	���* 4� �#��
 �����. �#� ����
����� �#�� � -
� ��� ���

�� ��J����� �������
 
����� �� �#� ���	�# �) ���� �#�� �� ���� #��� �#� 	��� )�
 �������
� �� �#� ,�����

�
���* 4� ����
��� �� ��
 ���������� �#�� � �������
 ��� �������
 � �����
?� %�������
 ������ ���� �)��


�������	����	 �#�� �����
. ���	#��� ��� :���	���� ������� �#�� �����
� ��� �������� �#��
 
����� ��������

�� �#� ���������� �) �������
� %�)�
� ���
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�����	� �����������*K +#�� ��������	 ���
� �
� ����. �#��� ��
���� #��� � �������� ��

/��
����0. ��� �������
� ������� �� ���� ��
���
 ���
� 1 � ��� :����. (GG72* 8#� 
�����

��� %� ��	��-���� ���H������* �����
�� ��� :��# 1&''G2 
�� �� ����
����� �� �����
� �#�

������ �) � ������ �#��# %��� �#� ��� �) ��������	 ���
� �� � ��%�
���
� ����#��	 ��
���*

8#�� -�� �#�� -
�� �� ���� �� ��� ��������	 ���
� �#�� �#�� �
� ��
������ �� �� ��. ���

�#� 
����� �� �#�� ����#��	 ����
� ���H������� ��
�� ��� ����# ,������ �� ���
. 
������� ��

�#� ��������� �� �#��# ��������	 ���
� ������ %� ����*

� �����
��� ��	��


�
 ����
����	 ����� �) �#� ��
��� �� %���� �� +������� 1(G7A2* 1$�� ����
��� ���

:������. (GGG. )�
 )�
�#�
 ����������� �) +�������?� �����*2 8#�
� �
� n ≥ 2 -
�� �� �#�
��
���. ���# ��������	 � ���	�� #�
�>������� ����
�������� �
����� �� � �������� ��
	����

���� �#��# �� ��
����>�� �� >�
�* 8#�
� �
� � ��
	� ���%�
 �) �������
� ���# ��������
����

�
�)�
�����. ��� �#��
 �����
� �� ��
����>�� �� ���* � �������
?� ��������� �) �
�����

i. ui. �� � 
����� �
�� )
�� ���� ������ ����
�%����� ���# �����
� [0, u���] ��� ���#

���������� ����
�%����� )������� F (�) ��� ������� f(�)* +� ������� �#�� �#� 
����>����� �)
����# ������� �� ����������� ��
��� �������
� ��� �
������* 4� ��
������
. �#�
� �
� ��

���������� ,������ ����
����� ��
��� �#� �
������* ���# �������
 ���#�� �� %�� ��� ����.

�
������ �� ���� ��� %� )���� ���# � �������� ��
����* +� ��������� 
�)�
 �� �#� )�������

1− F (�) �� �#� �������
 ������ ��
��*
�������
� ��������� #��� ����
)��� ��)�
������ �%��� �#� ����� ������%�� �� �#� ��
���*

8#�� 	��#�
 �#�� ��)�
������ �#
��	# � ��,������� ���
�# �
�����. ��� %� ����

��	 � ���
�#

���� s ≥ 0. � �������
 ��� ����� � -
� ��� -�� ��� 1�2 ��� �
���. 1��2 ��� /%�������
0 ������.

��� 1���2 �#� 
����>�� ����# �����*A 4� �#�� �������. �#� ���� ��� %�������
 �������� ������%��

�� � -
� �
� �� ��� �� ��������	 ���
 �
 �� ����� )
�� 
�����* 8� ��������� �� ��������	

���
. -
�� �
� ������� �� %� �%�� �� ������	���# -
������� ������
� )
�� 
���
���	 �������
�

��� �� #��� �#� �%����� �� ������ ��� �� ��
�� � 
���
���	 �������
* 14) � -
� ������ )
��


�����. �� ���� �#� ���� �
��� �� -
������� ������
� ��� 
���
���	 ������
�*2 �)��
 �������	

��� -
�. � �������
 ��� �#���� �� %�� �� �#�� -
� ����������� �
 �� �������	��� ����#�


-
� 1#�
 �������	 �� ���#��� 
����������2* 4) ��
������. �#� ��� ���������� 
���
� �� �

�
������ -
� �)��
 �������	 ��%��,���� -
��*B $���� -
�� �
� �� ��	� ������
��. ��

K:��# ��� L��	 1(GG=. ��	� (''(2 �������� ���� �������� �) #�	#��
����
� @�% ���
�* F�
 ��������.

�� �#� ��
��� )�
 @������� ���
��#���. ���� @��	�� ��� ��������	 ���
� �#��# ����� %� ���#�
��� �) �#��

�
� ��� �������� �� ���� ��
� �#�
� ����. �
 ���� ��
��	 �#� �����#��� �����
������ �����)*
A4) �#� ���
�# ���� �� >�
�. �� 
�,��
� �#�� �������
� ����
�#����� �������
 �
������ ��,���������*
B4� ���� ��
����. ���� �) -
�� ����� )�
 )
�� 
�����. �������
� ��� )��� ���� ���
����� 
���
���	 �����*

4� ���� �) ��
 ��������. ���
������	 � 
��������� ����� 
���
���	 ���� ���� ��� ����� 
������ ,������������.

%�� ���� ����������� �#� ��������* +� ������ �� ���� )�
 ���������� �����������* 9�����
. �#�� �� ����

�� ������� %������ ��������� ���#��� ���������� �� ������� =. �#��#�
 �� ���
����� 
���
���	 ���� ������

B



)���� �� ������
�� ���������� ���# 
����� ���
�#. �� �#�� � �������
 �� �,����� ������ ��

�������	��� ��� �) �#� 
�������	 ��������� -
�� �#�� �#� ���
�#��*

8#� �����	 �) �#� 	��� �� �� )������* �� �#� -
�� ���	�. -
�� ��� �
���� ��� %�������


�������� ��������������* 8#� ��
���	� ����� �) ���# -
� �� �#�� ��×{)
�� 
�����. ��������	
���
}* �� �#� ������ ���	�. �������
� ���
�# ��,��������� ��� ���� �#��
 ��
�#��� ��������
�)��
 ���
�# �� ��
�������* �������
� �� ��� �%��
�� -
��? ������ �#����� %�)�
� �#��

���
� ���
�#��	. %�� #��� 
������� ������������ �) �,����%
��� �
���� ��� %�������
 ��������*

4�)�
������ ��)���� �� �#� ���
�# �
����� 	��� ��. %�� �������
�? %����)� �%��� �#� ���
�

���� %� ��������� -
�� �
� ���#��	��. ���� �) �#�� �%��
�� ����,����%
��� ���
� )
��

���� -
��* ���# �������
� ��� -
�� �
� ������� �� %� 
��� ����
��* +� ��� �#� �������

�) ��
)��� �������� �,����%
���. ��� )���� �� ������
�� ��
� ��
���	� �,����%
�� �� �#��#

-
�� ��� �#� ���� �
��� ��� %�������
 ������ %���� �� �#��
 ����������� �) �������
�?

���
�# %�#����
. ��� �� ���# -
� �������
� #��� �,����%
��� %����)� �%��� ���������

-
�� ��� ���� �#��
 ���
�# ��������� ����
���	��*

� ����� �) �������� �#��# �����
�>�� �#� ����
�%����� �) ����# ��������� ��� �#� ������

�) ���
�# )
������� ��

V (p) ≡
� u���

p

(u− p) dF (u)− s . 1(2

8#��. V (p) �� �#� �������� ��
���� �) �������	 � �
����� �) � �������
 ������� �#�� �#�

�
��� ���� %� p. �#� ���� �) �������	 �#� �
����� �� s. ��� �#�� �� �#� ���� �
����� ������%��*

���� �#�� V (p) �� ���
�����	 %�� p + V (p) �� ���
�����	 �� p* 8#
��	#��� �#�� ����
 ��

������ �#�� �#� ���
�# ���� s �� 
��������� �����. �� �#��

V (	p) > 0 , 1&2

�#�
� 	p �� �#� �������� �
��� �#��# ������>�� p[1 − F (p)]*7 8#�� ��������� ����� �#��

�������
� �
� ������	 �� ������ � �
����� ���� ���� �� �#� �������� �
���* 4� �#� �������

�#�
� u �� ���)�
��� ����
�%���� �� [0, 1]. �#��# �� ��������� ��� )�
 ������
����� �� �#�

)�������	 ��������. ��������� 1&2 
�,��
�� s < �
�
*

��� ��	 ��		 �	���� �	���!��"

4) ��� -
�� ����� )
�� 
�����. �#� ��������� �� �� �� +������� 1(G7A2* F�
 
�)�
���� ����
.

�� �#�� ������� �� 
����������� ��
� �) #�� ��������* +������� �#��� �#�� �� � ������
��

�,����%
��� �� �#��# ��� -
�� ��� �#� ���� �
��� p�. �������
� #��� � ��������
� �������	


��� �#�
�%� �#�� %�� � �
����� ����������� �) �#�� �%���� � ����# ������� u 	
����


�#�� � �#
��#��� a. ��� �) �� �
����� ������ �#�� ����� �) �������. �#� �������
 ������� ���

�
������ ��� %��� )
�� �#� %��� �) �#� n ������� �
������ �#�� ��� ������ 	���
���� �

�
 ��� ���� ���� �� ����
���� ����
����*
74) �#� ������ ��
�� 1− F �� ��	�������. �p ������ �#� -
����
��
 ��������� �p = 1−F (�p)

f(�p) ���,����*

7



�������� ��
����* 9�
�. �#� 
���
������ ������� a �� ����
����� %� �#� )�
����

V (a) = 0 . 1C2

8#� ���
������
� u���
a

(u− a) dF (u) �� V (a) �� @��� �#� ���
������� %���-� �) ��	�	��	 ��

��� ��
� ���
�# �) �#� %��� ��

��� ������� �� a ��� �#� �������
 ��� )
���� 
���
� �� �#��

%��� ���
 �) �#� ���� �
����� ���� ��� ����� #�	#�
 ��
����* $� �#� ������� �#
��#��� �����

�#� �������
 ������
��� %������ ���
�#��	 ��. �#��# ����
� �#� ���� s. ��� ��
�#����	 �#��

�
����� ���# ������� a* $���� V (�) �� � ���
�����	 )�������. 1C2 #�� � ���,�� �������� ���
a ���
����� ���# s* ��������� 1&2 �� �#�
�)�
� �,�������� �� a > 	p*

;���� �#�� ��#�
 -
�� �
� �#�
	��	 �#� �,����%
��� �
��� p�. �) -
� i �������� ���

�#�
	�� p̃. ��� ������ ��

Q =
1− F (a)n

n(1− F (a))
[1− F (a− p� + p̃)] +

� a

p�

F (u)n−�f(u− p� + p̃)du . 1=2

8� ����
����� �#�� ���
������. �������
 �#� ��� ���
��� �) -
� i?� ������* $������ -
�

i �� �� �#� k�# �������� �� � �������
?� ���
�# �
��
* 8#�� �� 
���# �#� -
�. �#� �������


���� #��� �������. ��� 
�@�����. k − 1 -
�� -
��. �#��# ����
� ���# �
�%�%����� F (a)k−�

1����� � �������
 ���� %�� ����������� �) uj ≥ a2* 4) k < n. �#� �������
 ���� %��

����������� �� -
� i �) ui − p̃ ≥ a− p�. �#��# ����
� ���# �
�%�%����� 1− F (a− p� + p̃)*

4) �#� -
� �� �� �#� -��� ���
�# �������� 1�*�*. k = n2. �#�� �#� ���� ��
��� %�� )
�� -
�

i �) ui − p̃ ≥ a − p�. ����� �#�� #�
 ��
���� ui − p̃ �� �������� ��� #�	#�
 �#�� ��� ��#�


-
��* $���� -
� i �� �,����� ������ �� %� �� ��� �) �#� ���
�# ���������. �#� -
�?� ������

)
�� �#�� ���
�� �� [1− F (a− p� + p̃)]× �
n
[1 +F (a) +F (a)�+ � � �+F (a)n−�]. �#��# ������

�#� -
�� ��
� �� 1=2* 8#� ������ ���
�� �) ������ ����� )
�� �#� �����
�� �� �#��# �#�

�������
 ���
�#�� ��� �����
� ��� ���� ��� -�� ��� �
����� ���# ��� ��
���� 	
����
 �#��

a − p�* 8#�� �������
 ���� �#�� %�� )
�� �#� -
� ���# �#� 	
������ ��� ��
����. �) �#��

��
���� �� ��������* 8#� )
������ �) �������
� )�
 �#�� �#�� #������ ��� �#�� 	� �� ��

%�� )
�� -
� i ��

Pr(max
j �	i
{0, uj − p�} < ui − p̃ < a− p�) =

� a−p��
p


p

F (ui − p̃+ p�)
n−�dF (ui) ,

�#��# �,���� �#� ������ ��
� �� 1=2 %� �#��	��	 ��
��%��� )
�� ui �� u = ui + p� − p̃*

4� �,����%
���. -
� i ������>�� p̃Q %� �#�����	 p̃ = p�. ��� �� ���
������ 1=2 �������

�#� -
����
��
 ��������� )�
 p� �� %� �#� �,����%
��� �
��� ��G

1− F (p�)
n

p�
= f(a)

1− F (a)n

1− F (a)
− n

� a

p�

F (u)n−�f ′(u)du . 1K2

G����
��� ��� :������ 1(GGG2 �#�� �#��. �) 1− F �� ��	�������. �#� �,����%
��� �
��� �� ���
�����	 ��

�#� ���
�# ���� s ��� ���
�����	 �� �#� ���%�
 �) -
�� 1��� �#��
 3
��������� (2* 19�����
. ����
���

��� :������ ������ �#�� ��� �������
� %�� ��� �
�����. �*�*. �#�
� �� �� ������� ������. ��� �#�� ������

�#� -
����
��
 ��������� )�
 �#� �,����%
��� �
���*2 4� �� � ��%��� ����� �� �#�� ����� �#��#�
 ��������
��


���������� �
� �����-�� �� �#�� ��������� �,����%
���* F�
 ����������. ��� 3
��������� �& �� ����
��� ���

:������ 1(GGG2* 9�����
. � ��H����� ��������� �� �#�� �#� ������� )������� f %� ������ ���
�����	*

G



�������	 �#�� �#� ������ ��
�� 1−F �� ��
����� ��	������� 1�*�*. �#� ����
�%����� )�
 �#�

����# ������� #�� �� ���
�����	 #�>�
� 
���2. � -���� ���%�
 �) -
��. ��� ��������� 1&2.

��� ��� �#�� �#�� �� �#� 
������� ����
��� 0 < p� < a. ���
������ 1K2 #�� � ���,�� ��������.

��� �#� �,����%
��� �
��� ���� �� �#� 
��	�

1− F (a)

f(a)
< p� < 	p . 1A2

�� �#� ���%�
 �) -
�� %������ ��-����. �#� �,����%
��� �
��� �����
	�� �� p� =
�−F �a�
f�a�

*

�� �#� ���
�# ���� ����� �� ��� ����
 %���� �� 1&2 1�*�*. �� a ����� �� 	p2. �������
� ����

���
�#��	 �#�����
 �#�� -�� � �
����� ���# �������� ��
���� ��� ���# -
� ���� �� �

����������. �� �#� �,����%
��� �
��� �����
	�� �� p� = 	p 1�#��# �#�� ���� �,����
�−F �a�
f�a�

2*

4� �#� 
�������
 �) ������� &. �� ������ �#�� ����� �� ����� -
�� �� ��� �#� ����������

����
����� �) ��������	 ���
�6 �#�� �� �� ���. -
�� ��� 
�,��
� -
������� ������
� �� %��

�#��
 �
����� ����������� �
 ��� ���* +� ������� �#�� ����� �� ��� ���	��5 -
��. �� �����>�

�,����%
��� �
���� ����
 �� ���������� �#�� ��� -
�� ��� ��������	 ���
�. ��� ������. ��

������� �#�� -
�� �� ������ #��� �� ��������� �� ��� �#�� ����� ������*

��� �#��������! ����	� ���� 	����
��� ��	��

$������ ��� �#�� ��� -
�� )�
�� �#��
 -
������� ������
� �� %�� ����������� �
 ��� �� ���*

$������ �������
� ���������� �#�� ���# -
� ���� �#� ���� �
��� p* +#�� �� � �������
?�

������� ���
�# ��
���	�M �� �� ���� �#��. ��� �� �� ���������. �������
� %����� ����

�#���� �� �#�� 
�� ��� �) �������. ��� �#��
 
���
������ ������� )�
 ��
�#����	 ���
�����

�#� ��
� -
�� �#�� #��� ��
���� �������* 4�����. �) �#�� �
� ��)�
������ ����	# �� 
���#

�#� -��� -
� �#�� ���� #��� �� ������ ��� ���
 �#��# ������ �#�� ������	����� ��
����*

8#� �������	 
��� �� )�
����� ����
�%�� �� �#�� 
�����5

$	!!� � ������� ��� �
�� ��� ��������
 ���
� ��� ��	 	�� ���� �
��� p < 	p� ���� �

�������
 ��� ��� 0 ≤ m ≤ n − 1 ��������� �
�� 
�������
 ���� ��� �
�� 	�� ��

��	

�
� �� ��� ���� �� ��
 ��

��	 ��	�� �	���	� ��	����� u ≥ am� ���
� am ��� �� 	�� �
�	!�
��


����
���� ����	���

am�� = am + V (am) 1B2

��	� a� = p ��� V (�) ������ �� "#$�

8#�� �������	 
��� )�
 ���
�# ���#��� 
����� #�� %��� ��
���� ��. )�
 �������.  ������

��� ������ 1(GBA2* 4� ��� %� ����
����� �� )������* 4) � �������
 #�� 
���#�� �#� ����

-
� 1�*�*. m = 02. �#� ���� %�� �) �#� ���� �
����� #�� ������� �� ���� �#�� p. �� a� = p*

$������ �#� �������	 
��� #���� )�
 m ≤ n − 1. �*�*. �#� �������
 ���� %�� �) #�
 ��

���
����# ������� �����-�� u ≥ am �#�� �#� #�� m ������� 
�������	* 8#�� am − p �� #�


�������� ��
���� )
�� ��
���������	 �� � ���
����� ���
�# ��
��� ���# m �
������ ���#

('



���� �� �
��� p* ��� �������
 �#� ��������� �#�� �#� �������
 )���� m + 1 ���������

�
������* 4) �#� ���
�#�� �� ��� �) �#� ���� �
����� #�� ������� 	
����
 �#�� am. �#�� �#�

���� %�� �#� ���� �
�����. �#��� �) �#� ���� �
�����?� ������� �� %���� am. �#� ���� ��������

�� ���
�# ��� �� �%���� �������� ��
���� am − p* 9����.

am�� − p =

� u���

am

(u− p)dF (u) + (am − p)F (am)− s ,

�#��# ������-�� �� 1B2 ����	 �#� ��-������ �) V (�)*
�����
�� �� �#� ���� ���# )
�� 
�����. �#� ������� �������	 
��� �� �#� ���
����� ����

��#�%��� ����
�� �������� )����
��* F�
��. �#�����
 V (p) > 0 ���# �#�� a� > a� = p. ��

)������ )
�� 1B2 �#�� am�� > am )�
 ��� m ≥ 0. �� �#�� � �������
 �� ������	 �� ������ �
���� �����%�� �
����� �� �#� ���
� �#� ��� �) �#� ���
�# �
�����*(' 4� ��
������
. �� �� �����%��

�#�� � �������
 ���� ��� �� ��
�#����	 � �
����� ���# ����
 ����# ������� �#�� � �
�����

�#� �
�������� 
�@�����* +#��� ���# )
�� 
����� �#� ������� �������	 
��� �� ��������
�. ���

am ≡ a 	���� �� )�
���� 1C2* 8#�� ��. �������
� �� ��� %����� ���� �#���� �� �#�� ���


�#� ��� �) �#� ���
�# �
�����* $�����. ������ �#� ���� ���# )
�� 
�����. ���# am �������

�� �
��� p ����� �#� ���
���	 ����� a� ���� ��* F������. 
����>� )
�� 1B2 �#�� �#� ����
����

am�� − am ���
����� ���# m. ��� �#� ��,����� am �����
	�� �� �#� )
���
����� 
���
������

������� a �� m→∞ 1�� ����� �#�� s > 0 �
 �#�� u #�� %������ �����
�2*

+� ���� ��
��� �#� ������
�� �,����%
��� �
���* $������ n − 1 -
�� ��� �#� �
��� p

��� ��� -
� �� �������
��	 ��� �#���� �) �
���. ��� p̃* 1
) ���
��. �#�� �#�����	 �#��
 ���
�#

��
���	� �������
� ���������� �#�� �#�� -
� #�� ��� �#� �,����%
��� �
��� p*2 $������ �#��

��������	 -
� #������ �� %� �� �#� k�# �������� �) � �������
?� ���
�# �
�����. �� �#�
�

�
� n − k -
�� 
�������	 ���������* 8#�� �#� �
�%�%����� �#�� �#� �������
 ���� �����

�#�� -
� �� h� ≡ 1 �) k = 1. ��� �) k > 1 �#�� �
�%�%����� ��

hk ≡
k−��

i	�

F (an−i) . 172

$#� ���� �#�� %�� �� �#�� -
� �) u− p̃ > an−k−p. �#��# #�� �
�%�%����� 1−F (an−k−p+ p̃).

��� �� �#� -
�?� ������ 	���� �� �� �� � �������
?� k�# ���
�# �������� ��

hk[1− F (an−k − p+ p̃)] . 1G2

$���� �#� -
� �� �� ��� �������� 1 ≤ k ≤ n ���# �,��� �
�%�%�����. ��� ����� ������ ���#

�
��� p̃ �#�� ��� ��#�
 -
�� �
� �������� �� ��� �
��� p ��

Q =
1

n

n�

k	�

hk[1− F (an−k − p+ p̃)] ,

('4� �#� ����
������ ������	 �) ����#��	 ��
����. �� ��������� )�
 � @�% 1���2 ��� ���� %� 
�������� ��

���
�# )�
 ���	 %������ �#� ����
�%�� ��������� ��� ,������ %� -����*

((



��� ��� �
�-� �� p̃Q* 8#� -
�?� �
�-� �� ������� �� ��� �
��� p̃ �) 1%�� ��� ���� �)2 ���#

)������� p̃[1− F (an−k − p + p̃)] �� ������� �� p̃* � ��H����� ��������� )�
 �#�� �� �#�� �#�

������ ��
�� 1− F (�) �� �������*
8#�
�)�
�. �#� -
����
��
 ��������� )�
 p �� %� �#� �,����%
��� �
��� ��

p =

�n
k	� hk[1− F (an−k)]�n

k	� hkf(an−k)
. 1('2

$���� ���# an−k ������� �� p. �#�� �,������ ��-��� p ���� ����������*

�� ���# �#� )
���
����� ����. �) 1−F �� ��
����� ��	�������. �#� ���%�
 �) -
�� �� -����

��� ��������� 1&2 #����. ���
������ 1('2 #�� � �������� �� �#� 
��	�((

1− F (a)

f(a)
< p < 	p .

���� �#�� ���������� 1&2 ������� �#�� �������
� �
� ������ ������	 �� ��
�������� �� �#�

��
���* 4� ��� %� �#��� �#�� �� �#� ���%�
 �) -
�� ����� �� ��-����. �#�� �,����%
���

�
��� �����
	�� �� �#� ���� ����
 %���� �−F �a�
f�a�

�� �� �#� )
���
����� ����* 4����������. �#��

�#� ���%�
 �) -
�� �� ���������. � �������
 ����� ����
 �#���� �� 
���
� �� � �
��������

������� -
�. ���� �) �#� ����� )
���� �� ��. ��� �� �#� ��� �) ��������	 ���
� �#�� #�� ��

����� �� �#� �,����%
��� �
���* 4� �� ���� ����
 �#�� �� �#� ���
�# ���� ����� �� ��� ����


%���� 1�*�*. �� a ����� �� 	p2. p �����
	�� �� �#� �������� �
��� 	p*

�� �#�� ����� �) 	���
�����. �� �� #�
� �� �����
� ��
��� ��
)�
����� ���# ��� ���#���

�#� ��� �) ��������	 ���
�. ��� �#� �����
���� %������ �#� �
���� �� 1K2 ��� �� 1('2 ��

���,��* 8� 	��� )�
�#�
 ����	#�� �������
 �#� ���� �) � ���)�
� ����
�%����� )�
 ����#

�������* 14� ������� &*C. �� ���� �#�� �#�� ���# �#� ���)�
� ����
�%����� �� �� �� �,����%
���

)�
 ��� -
�� �� ��� ��������	 ���
�*2

%�����! 	��!��	� 4) u �� ���)�
��� ����
�%���� �� [0, 1]. �� �#�� �#� ������ ��
�� ��

�����
. �#�� 1B2 �������

am�� =
1

2
(a�m + 1)− s

���
���	 ���# a� = p* 8#�� ����
���� �,������ �����
� �� #��� �� ���������� ��������* 4�

�����
	�� �� m %������ ��
	� �� a = 1−
√
2s. �#� )
���
����� �#
��#���* ������ �#�� n ��

�����. �,������ 1('2 #�� �� ���������� ��������. %�� �� ��� %� ������ ����
������* 8#� �����

��
�� �� F�	�
� (� ������� #�� �#� �,����%
��� �
��� p ��
��� ���# �#� ���%�
 �) -
��

�#�� s = 0* 8#� ���#�� ��
�� 
��
������ �#� ��

��������	 �
��� 1K2 �� �#� )
���
�����

((F���� �� �#� 
������� 
��	� 0 < p < a* 8#�� �� #��� an−k ∈ (p, a) )�
 ���
� k ≤ n−1* 1:����� a0 = p.
��� �#�����
 p < a. am ���
����� ���# m ��� �����
	�� �� a �� m → ∞*2 $���� (1− F )/f �� � ��
�����
���
�����	 )�������. ���# 1−F (a�−�)

f(a�−�)
�� %������ 1−F (a)

f(a) ��� 1−F (p)
f(p) 1)�
 k = n. �� �� �,��� �� �#� �����
2.

��� �� �� �#� 
�	#��#��� ���� �) 1('2. �#��# ����%���#�� �#� �����* 8#� ���,������ �) �#� �������� ��� %�

����%���#�� �) �#� 
�	#��#��� ���� �) 1('2 �� ���
�����	 �� p. �#��# �� �
�� �) �#� ������ ��
�� 1− F (�) ��
������� 1	���� ���# an−k ���
����� ���# p2*

(&



��
���* ���# �
���� �����
	� �� >�
� )�
 ��
	� n. %�� �� ����� �#�� �
���� ���# ��������	

���
� �
� ���
��������� ���%�� �#��� �#��# �
����� ���# )
�� 
�����* 18#�� -	�
� ��������

�#� �������� ���� n = 1. �� �#��# ���� �#� ���������� �#�
	�� �#� �
��� 	p = �
�
��� �#�

��� �) ��������	 ���
� #�� �� ������*2 8#� ����
���� %������ �#� ��� �
���� �� 	
������

)�
 �� ����
������� ���%�
� �) -
��* 4� �#� ���� �������. F�	�
� (% �#��� �#�� �#�

��������	����
 �,����%
��� #�� � #�	#�
 �
�-� ����� �#�� �#� )
���
����� �,����%
��� ������

�#�� n = 2*(& ����
���� ������������ ��		��� �#�� �� �#� ���
�# ���� 	��� ��
	�
. �#�

����
���� %������ �#� ��������	����
 ��� )
���
����� �
���� ���
����� 1��� �) s = �
�
. �#�

����
���� �����#��2*
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F�	�
� (�5 3
���� ���# ��������	 ���
� F�	�
� (%5 3
�-�� ���# ��������	 ���
�

4� �#�� ���)�
� �������. �		
�	��� �������
 ��
���� ��� ����� ���)�
� 1�����
�� %�

�#� ��� �) �������
 ��
���� ��� �
�-�2 )��� �#�� -
�� ��� ��������	 ���
�* �������


��
���� )���� ����� �#� �
��� 
���� �����
�� �� �#� )
���
����� ��������� ��� �������
� �
�

�
������� )
�� 
���
���	 �� � �
����� �#��# ������ �������� ��
����* 1���� �) p = p�.

�*�*. �) ����	 ��������	 ���
� ��� ��� �#��	� �#� ��
��� �
���. �������
� ����� �%����

����
 ��
���� �� �#� ��������	����
 ���� ��� �� �#� ���
���
� 
���
������* 8#� #�	#�
 �
���

p > p� ���� ���� �� �#��
 ����*2 �� )�
 �� ����� ���)�
� �� �����
���. 
������� �� �#� )
���


����� ���������. �#� ��� �) ��������	 ���
� ��� ���� ������� ��%������� �������
 ���
�#

1�*�*. �������
� �� ���
�	� ����� �#��
 ���
�# ��� ��
�� ��� �� �#� /%�� ��� �
 ����
0


�,��
�����. 
�������	 �� ��%�������� ����#��	2. %�� ���� �������� ��
� �������
� )
��

�#� ��
���. %��# �) �#��# #�
� �H������*

�����	����� 	��!��	� 8� ������
��� #�� �#� ��� �) ��������	 ���
� ���� ��	 ���
����

�,����%
��� �
����. �������
 � ������ ������� �� �#��# F (u) = 1 − e−u/�. �#�
� � �� �#�

�������� ����� �) ����# �������* 8#� ������� )����
� �) �#�� ����
�%����� �� �#�� � ��������

(&8#� 
����� �#� ������
� �
�-�� ���
���� ���# n )�
 ����� n �� �#�� ���# )�� �������
� ���� �������
�

���� ��� -�� � �
����� �#��# ������ �#�� �������� ��
����* +��# ��������. )�
 ��������. #��) �) �������
�

�
� �������� )
�� �#� ��
���. �#��� ���# ���� -
�� ������ ��� �������
� ���� ���������� -�� � �����%��

�
�����* ��� ���# ��
� -
�� �
�-�� )��� ���# n. �� �#� �
��� 
�������� ����� ������	#� �#�� ��
���

��������� �����*

(C



-
� )����	 �#�� ���������� �) �������
�. �#�
� ���# �������
 #�� �� ������� ������ ���#

������� z ≥ 0. ���� �#���� �#� ���� �
��� p = � 
�	�
����� �) z*(C +#�� -
�� ��� ��������	

���
�. �#�� ����������� ������� �#�� ���# -
� ���� �#���� p = �. 
�	�
����� �) �#� ���%�


�) -
�� ��� �#� ���
�# ���� 1�� ���	 �� s �� 
��������� ����� ���# �#�� �������
� �
� ������	

�� ����
 �#� ��
���2* 
�� ��� ���� �#�� �#�� �#� ���� �
��� �� �#���� �#�� �#�
� �� )
��


�����. �� �#�� p� = � ������ ���
������ 1K2 �� �#�� ������� )�
 ��� n ��� a* 8#��. �#� ���

�) ��������	 ���
� #�� �� ������ �� �,����%
��� �
����* ����
�#�����. �#�� ����� ���#��,��

#�
�� %��# �������
� ��� -
��. �� ������ ��� ����# ,������ �
� �
��-������ 
���
�����

%� �#� 
�,��
����� �#�� �������
� ������ 
���
� �� � -
�* +� ���� ��� �� �#� ���� �������

�#�� -
�� )���� ���# �#�� ������ ��
�� ���� ��� �#���� �� ��� ��������	 ���
�*(=

��& ���	���'	� �� ��	 �� 	����
��� ��	�

9�
� �� ������� �#�� �#� %�#�����
 ��������� �� �#� �
������ ������� �� �� )��� �� �,���

��%
���* 8#�� ��. �) ��� ��� 
����� ��� �#� �
��� p �� 1('2 ��� ���� ��������	 ���
�. ���� �

-
� #��� �� ��������� �� ������� ��� ����� )
�� 
����� 1���. �����%��. ��� � ����
��� �
���

�� ����2M ��)�
� ��
����	 �#� �������� �� ������. �������
 �#�� ������ ������� ������� ���#

-��� �
���� �#��# ������ �#� ���� ����	#�*

$������ �#�
� �
� ��� -
��. %��# �) �#��# ��� �#� ���	����� �
��� p < a* 4� � -
�?�

������ %������ �
 
������ �) �� ������� �� )�
�� ��� -
������� ������
� �� %�� �����������

�
 ��� �� ���M F�
��. )�
 �#��� �������
� �#� -
�� ������ ��� 
����. -
� i?� �������� �#��#�


�
 ��� �� ��� �� ��������	 ���
 #�� �� ������ �� ��� ������* 8#�
�)�
�. �#� ���� ������

�� �#� -
�?� ������ ����� )
�� �#�� #��) �) �#� �������
 ���������� �#� ������ ��

-
��* 4) -
� i ������ )
�� 
�����. ���# � �������
 ���� %�� )
�� �� ����������� �#�����


ui > a. ��� � �������
 ���� 
���
� �� %�� )
�� �� �#�����
 p < ui < a ��� ui > uj* 8#��

�����
� �) ������ �� �������� �� F�	�
� &� %����* 4). �������. -
� i ���� �� ��������	 ���
.

���
������ 1B2 ������� �#�� � �������
 ���� %�� )
�� �� �) ��� ���� �) ui > a� = p + V (p)*

8#�� �����
� �) ������ �� �������� �� F�	�
� &%*

�� ��������� �� ������� &*&. a� ∈ (p, a) ��� �� �#� ��� �) �� ��������	 ���
 �����

� �������
 ��
� ������ �� %�� �����������. %�� �� ���������� ��� �#� 
���
���	 ������*


�� ��� ��������� �#�� �#�� u �� ���)�
��� ����
�%���� �� [0, 1]. -
� i?� ������ �� �#�

��� -	�
�� �� ���������. ��� �#�� � -
� )�
��� ��������� ���� �#�� #�� �� ��� ������ ��

��� ������* ��
� 	���
����. �#� ������ �) ����	 �� ��������	 ���
 �� �� ��������� �#�

-
�?� ������ )
�� /��� ui0 �������
�. �#� #��� ����# ������� ����� �� �
��� p ��� ��	#�

(C8#�� �� �#� /����
�����0 �
���
�� �) �#� ����������� ����
�%�����* +��# �
��� p. �#� ���������� ����

���� �� � �������
 �) u − p ≥ z. ��� �� ���� �#���� p �� ������>� pe−(p+z)/
. � �#���� �#��# ���� ���

������ �� z*
(=+#��� �� #��� %��� ���%�� �� ���� �
�	
��� �� �����
��	 �
���� ���# ��� ���#��� ��������	 ���
� ���#

	���
�� ����
�%������ )�
 ����# �������. ����
���� ����������� ���-
� �#�� )�
 � ���� 
��	� �) ����
�%������

�
���� �
� #�	#�
 �#�� ��������	 ���
� �
� ��������* 1+� ���@����
� �#�� �#�� �� �
�� �
������ 1− F ��

��
����� ��	�������*2

(=



��#�
���� ���� %���. ��� �� %���� ��� ������ )
�� /#�	# ui0 �������
�. �#� �� ���

���# �� 
��� �����	 �#� �������	 ����
�%�� ������ %� 	���	 �� �� ������ �#� 
����* 4) u #��

�� ���
�����	 ������� 1�*�*. �#� ������ ��
�� �� �������2. �#� �����
 ����� ��������� �#�

)�
��
. ��� �#� ��� ������ �) )�
���	 ��������� ���� �� �� %���� � -
�?� ������* $�����
��.

�) �#� ������ ��
�� �� ������. �#�� �#� )�
��
 ����� ��������� ��� ������ �� 
������

�#�� �� ��������	 ���
 �� ����*

�

�

�
�
�
�
�
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0 a� = p+ V (p)
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)
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�
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F�	�
� &�5 ������ ���# )
�� 
����� F�	�
� &%5 ������ ���# ��������	 ���


8#� ���� 
����� �
���� �#�� �#�� ����	#� �� ����� ���# �� �
%��
�
� -���� ���%�
 �) -
��

��� ����	����� �
����*(K

(���������� � ������� 	�� �����
 �� �
�� �� 1 < n <∞�

"�$ %� 	�� ������ ��
 � 1−F �� �	
��	�� ����� � 	��� � �
� �����	
�� �������
��� �� �� ��

�
�� ����
 ��������
 ���
�&

"��$ %� 	�� ������ ��
 � 1−F �� �	
��	�� ��� �� 	��� � �
� �����	
�� �������
��� �� �� ��

�
�� �������
 �
�� 
�����&

"���$ %� 	�� ������ ��
 � 1−F �� �����
� ����� u �� �����
��� ���	
���	��� 	��� �� �������
���

��	� ��������
 ���
� ��� �� �������
��� ��	� �
�� 
����� ��	� ����	�

1��� ������� �
��)� ��� %� )���� �� �#� ��������*2

8#��. �� ��� �#�
� �
� ������%�� ����� �#�� ��������	 ���
� �
� ���� �� �,����%
���. ��

���� �� ��#�
 ������%�� ����� 1���# �� �#� ����������� ����
�%����� �������
�� �%��� �#��#

(K���� �#�� �) �#�
� ��
� ��������� -
�� �� �#� ��
��� 1n = ∞2. %�����	 
���
� �
 �
��-������ 
�����	

�#� ���� �) 
���
� #�� �� ������ �� � -
�?� �
�-�* �� �� ���� �����. ���# ��������� �������. �������
�

����� ��� �#���� �� 
���
� �� � �
�������� ������� ������ ���� �) �� ��� )
�� )�
 �#�� �� �� ��* �� ���#.

�,����%
�� ���# ��������	 ���
� ��� ���# )
�� 
����� ���� ����� )�
 ��� ����# ������� ����
�%�����*

(K




������ �� ������ ������2 �#�� � -
� �
�)�
� �� ��� �������
� 
���
� )
���� �)��
 �������	


���� �
������* 4� �#� ���)�
� ������� �� ����� 1��� F�	�
� (�2. �#� ��� �) ��������	 ���
�

����� �� #�	#�
 �
���� %���	 �#���� �� �,����%
���* 4� �#��� ����������. -
�� �#���� �� ���

��������	 ���
� ��� ��� �������
� �
� #�
��� %� �#� �
������*

����
�#�����. ��
 �������� ����
� ���� ���������� ���# ������� �
 ������ ������ 1�*�*.

�#�
� �#� ������� )�
 �#� ����# ������� �� ���������2* 8#� 
����� �#� 
������ �
� �#��

�� ����
���� �� �#�� �#� ������ �) ��������	 ���
� �� � -
�?� ������ �� ����%�	����.


�	�
����� �) �#� �
�������	 �
���* +��# � ������������� ������� )�������. �#��#�
 ���

������	 ���
� �
� �� �,����%
��� ����� ���#��,�� ��� ������ �� �
���* 4� ��
������
. ��

��� ������ %��# �� �#� ���%�
 �) -
�� �� �#� ��
��� ��� �#� ��>� �) �#� ���
�# ����*

� ������ )����
 �#��# ����� ���� ���� ���� ���# ������������� ��������� �� �#�� -
��

��� �#���� ����
������� %�������
 ��������. �#��# ���� 
���
� ������ )�
 �#��
 -
�������

������
� %�� ��� �
�#�%������� ��* F�
 �������. ������ �����
� ��� ��� �������
� �� ��	 �� ��

�#��
 �������� �
 ����� ��)�
������ �	���6 -
�� ��� ��� �������
� �� ,���� �	��� �
 ����

����#�
 ����������� �) �#�� ���� �� ���� %���* +��# � ��������� �������. � -
� ���#��

���#�
 �� ���� 
���
� �������%�� �
 )
��. ���� �) �� ����� ������ ����
������� 
���
���	

�����*

�� ��� %� ���� )
�� �#� �
��) �) 3
��������� & %����. �#�� �� ���
� )
�� �#� )
���
�����

�,����%
��� ���# �
��� p�. ���
������	 � ����� 
���
� ���� %����� � -
�?� ������ �)

� a

p�

F (u)n−�f ′(u)du > 0 . 1((2

+#��#�
 �#�� ��������� #���� )�
 ������������� ��������� ������� %��# �� �#� ���%�
 �)

-
�� ��� �#� ���
�# ����* �������
 )�
 ������� �+��%��� ����
�%����� ���# F (u) = 1−e−u
�

��-��� �� [0,∞). �#��# #�� � #�����#���� ������� ���# ���� �
���� 0.87* 4) �#� ���
�#
���� �� #�	# ����	# �#�� a �� ������
 �#�� �#� ����. �#�� 1((2 ������ #����* +��# � ���

���
�# ���� ���# �#�� a = 2. ���. �#�� ��������� 1((2 ������ )���� ��� )
�� 
����� �� �#�

�,����%
��� �������* 9�����
. �) �#� ���
�# ���� �� ����
��� �� �#�� a = 1. �#�� ���������

1((2 #���� )�
 n = 2 ��� 3 %�� )���� )�
 n ≥ 4* 4� �#�� ����. -
�� ���# )�� 
����� #��� ��

��������� �� ���� 
���
� ������. �#��� � ��
� ����������� ��
��� ���� ����� )
�� 
�����*

4� ���� ��
���� �������
� ���
�# �� � ����
����� �
��
. ��� � �
������� �����
 ���

���
��� � ����
���
������� �#�
� �) ������� �������
 ���
�#��* 1:����� �#�� �� ��� $�����

1&''72 �#���� #�� �#�� ��� �� �� �#� ������ %��� ��
���*  �������. � ���
���� �����


)�
. ���. ������ ������
� �
 #��� ���
��������. �� 
��������� ���� �� %� �#� -
�� �����


��������
�� %� �#� �������
*2 4� ��
�� ��� �#�� �
�������� ���� ��� ����� � -
�?�

��������� �� ����� ��������	 ���
�. �� ����� �#�� �#� ������ ��
�� �� ������� �
 ������*

8#� 
����� ��� %� ����
����� %� ������	 �� F�	�
� & )�
 �#� ������� ����* 8#� ��������

�%��� �#��#�
 �
 ��� �� ��� �� ��������	 ���
 ���� ������ � -
�?� ������ )
�� �#���

�������
� �#� ������ �� -
��. ��� �#�� ������ ����� �� �������� 1��	�����2 �) �#� ������

��
�� �� ������� 1������2. ����������� �) �#� �
���
���� �) ���# �������
�*

(A



& )�
 *�� +��������

�� ����
������ )
�����
� ������ � -
� �� �#�
	� � #�	#�
 �
��� �� 
���
���	 ������
� �������

�) �#� �
����� �����
� �) %�����	 
���
�* �������
 �#� ���� ����� �� %�)�
�. ������ �#��

������� �) �#�����	 �#� ���
��� �������� �) ���#�
 �������	 )
�� 
���
� �
 �� 
���
�. ���#

-
� ��� �#���� ��� �������� �
����5 p̂ �� �#� �
��� )�
 
���
���	 �������
� ��� p �� �#�

�
��� )�
 -
������� ������
�. ��� �#� ��
���	� ����� �) ���# -
� �� ��×��* 1����#�
 �
���
�� �%��
��%�� �� �������
� %�)�
� �#�� ���
� ���
�#��	*2 +#�����
 p̂ > p. 
���
���	 ��

� �
������ -
� �� ������*(A 4�����. �#�� p̂ �� ��H������� #�	#. �#� -
� �� ����� �����

��������	 ���
�* 
�� ����
�
������� �) �#�� ����
�������
� �
����	 �� �#�� ���# -
� ���� �


�	���
 1�
 /%�������
02 �
��� p̂ ��� ���
� -
������� ������
� � /%������0 �������� τ ≡ p̂−p*

+� ������ )�
 ��� �#�� � -
� ��� ������ �� p̂ �#�� �� ���
� ��� ������
� �#� %������

�
��� p*

&�� ���	���'	� �� ��	� � ��
 ��� 
�������

4� �#�� ������� �� �����>� �#�� � -
� �������
���� #�� �� ��������� �� ���
 � %������

�������� τ . ���
���	 )
�� �#� ��������� �� �#��# ��� -
�� ���
 �#� �,����%
��� ���)�
�

�
��� p� �� ���
������ 1K2* �� � �
�������
� 
�����. �� �%��
�� �#�� �#� ������ �) ���
��	

� ����� %������ �������� �� � -
�?� �
�-� �� @��� �� �) �#� -
� ������ � ����� %�������


�
�����5

$	!!� � �	�
	��
 �
�� 	�� ��	��	��� �� ����� ��� �
�� ���
 	�� �������
��� �����
�

�
��� p� �� "'$� 	�� �����	 �� � �
�(� �
��	 �� ���
��
 � ����� ���!��� �������	 τ "��

�	� ���!��� �
��� �� p� − τ ��� �	� ���!��	�
 �
��� �� p�$ �� ����� 	� 	�� �����	 �� �� ���
 �

���!��	�
 �
����� τ "�� �	� ���!��� �
��� �� p� ��� �	� ���!��	�
 �
��� �� p� + τ$�

(����� $������ ��� %�� ��� -
� �#���� �#� ���)�
� �
��� p� �� 1K2* 4) �#� 
�������	

-
� ���
� �#� %������ �
��� p ��� %�������
 �
��� p+τ . ������ �#�� -
�?� �
�-� %� π(p, τ )*

4) p ≈ p� ��� τ ≈ 0 �� #��� �#� -
����
��
 ���
���������

π(p, τ ) ≈ π(p�, 0) + (p− p�)πp(p�, 0) + τπτ (p�, 0)

= π(p�, 0) + τπτ (p�, 0) , 1(&2

�#�
� �#� �,������ )������ )
�� �#� ���������� �#�� p� �� �#� �,����%
��� ���)�
� �
���

��� ��%��
���� ������ ��
���� ��
��������* 4� )������ �#�� �#� ������ �� �#� -
�?� �
�-� ��

�����
�� %� �#� ��
� τπτ (p�, 0). ����������� �) p. �#��# ������� �#� 
�����*

(A4) p̂ < p. �#�� � �������
 #�� �� ��������� �� ����� � -
� ��� �#�� 
���
�. ���� �) �#� #�� �� ���������

�) �������	����	 ��#�
 -
��* 4) �#�� ���� �) �������
 �
%��
�	� %�#����
D�) �������	 ��� �#� ���
 ���

�#�� %��� �� �	���D������ %� �
�������. �#�� ������	 p̂ < p �� �,�������� �� ������	 � ���)�
� �
��� p̂.

��� �� ���#��� ���� �) 	���
����� �� ������ -
�� �
� �����
����� �� ��� p̂ ≥ p*

(B



4����������. �#� )��� �#�� p� �� �#� �,����%
��� ���)�
� �
��� ������� �#�� � -
�?� �
�-� ��

��� ������� %� ����� �#��	�� �� ��� ���)�
� �
���. ��� �#� ���� ������ �� � -
�?� �
�-�

����� )
�� ��� %������ �������� τ 1
�	�
����� �) �#��#�
 �#�� �� ����
�
���� �� � ��������

)�
 ��������� ��
�#��� 
������� �� �#� %�������
 �
��� p�. �
 �� � �
����� )�
 ����
 ��
�#���


������� �� �#� %������ �
��� p�2*

8� ������
��� �#� �
�� ��� ���� �) ���
��	 � �������� ���� �
�����
�����. �������


��������� �#� ���� �) �������* 4� �� �����#�� ��
� ��
��	#�)�
��
� �� �������
 �#� ���������

�� ��� � %�������
 �
�����. ��� �#�� �� ������  ���� &* 4) -
� i ���
������ � %���

����
 �
�����. �#�� #�� �� ������ �� ��� ������ ��� �
�-� )
�� �#��� �������
� �#�

-
�� ������ �#� 
���� 	���� �#�� #��� �,����%
��� %����)�. ��� �� �� ��� 
���
��� ���������

�� �#�� ��
���� �) �������
� �#� ������ -
� i -
��* � %�������
 �
����� ��� ����

������
�	�� �������
� )
�� ���
�#��	 ��. �� �#� ��������	 ���
 ��� �� �#� ��
���
 ��������.

%�� ���� 	���
���� ���
� 
������ )
�� 
���
���	 �������
�*

9�� ���� τ ����� � �������
?� �������� �#��#�
 �� %�� ����������� )
�� -
� iM

������ %� a(τ ) �#� 
���
������ ������� �#��# ����� �#� �������
 �� %�� �����������. �*�*.

�) �#� -��� ����# ������� ui ≥ a(τ) �� �#� -
� �#� ���� %�� ���#��� �������	����	 �#� 
����*

����
�� �) �� �
����� �� ������ 1τ = 02 �#�� a(0) = a. �#� )
���
����� 
���
������ ����� ��

1C2* �� ��-������. �) � �������
 �������
� ������� ui = a(τ ) �� -
� i �#� �� ������
���

%������ %����	 ����������� 1�#�� �%������	 ��
���� a(τ )−p�2 ��� 	���	 �� �� �������	���

-
� j. �#��# ������ �������� �������

� u���

a�τ�−τ

(uj − p�)dF (uj)

� �� 	
������� �#�� �#� %��� )
�� j

+ F (a(τ)− τ)[a(τ)− p� − τ ]� �� 	
������� �#�� �#� 
���
�� �� %�� )
�� i

− s . 1(C2

8� ����
����� ���
������ 1(C2. ���� �#�� �) �#� �������
 -��� ������� uj �� �#� 
����. �#�

���� %�� )
�� �#�� -
� �) uj − p� ≥ a(τ ) − p� − τ . ��� ��#�
���� �#� ���� 
���
� �� %��

)
�� -
� i 1%�� �� �#� #�	#�
 �
��� p�+ τ2* �,�����	 a(τ )− p� ���# ���
������ 1(C2 ������

�#� )�������	 )�
���� )�
 a(τ ) 	���� τ 5

V (a(τ)− τ ) = τ . 1(=2

1:����%�
 V (�) �� ��-��� �� 1(2. ��� 	���� τ �#�� �,������ #�� � ���,�� �������� a(τ)*2

8#� �����
� �) ������ )�
 �#��� �������
� �#� -
�� ������ -
� i �� ������
���� �� F�	�
�

C*(B

(B8#�� �������� ��� F�	�
� C �
����� �#�� ���� �������
� �� 
���
� �� -
� i �)��
 �������	 -
� j.

�#��# 
�,��
�� �#�� �#� �
����� τ �� ��� ��� ��
	�* �� ��������	 �#� -	�
�. ��� ���� �#�� �#� �����

��������� �� a(τ) > p0 + τ * F
�� 1(=2. ��� �����	 �#�� V (�) �� � ���
�����	 )�������. �#�� �� �,�������� ��
τ < V (p0)* 8#�� �� �#� ���� )�
 ��H������� ����� τ �� ���	 �� V (p0) > 0. �#��# �� �
�� 	���� 1&2* +#��

�#� �������� ������� V (p0). �#� 
���
���	 ���� �� �� 	
��� �#�� �#� �������
 ����
 
���
�� �� � -
� ����

�#� ������ �� 1�*�*. �#� -
� �� ����� ���� �� ��������	 ���
2*

(7



���� �#�� a(τ ) ���
����� ���# τ . ��� %� ����
��������	 1(=2 �� �%����

a′(τ ) =
−F (a(τ)− τ)

1− F (a(τ )− τ )
< 0 . 1(K2

8#�� �� ���������. �� 
�����	 �#� ���� �) 
���
���	 ����� � �������
 ��
� ������ �� %��

����������� 1@��� �� �� �#� ���
��� ���� �) ��������	 ���
�2*

����	 F�	�
� C. �#� )
������ �) �#��� �������
� �#� ������ -
� i -
�� ��� �#� ��������

%�� )
�� �#� -
� ��

1− F (a(τ )) +

� a�τ�

p��τ

F (u− τ)f(u)du .

�� ����	 1(K2. �#� ��
������� �) -
� i?� ������ ���# 
������ �� τ �� �,��� ��

� a�τ�

p��τ

F (u− τ)f ′(u)du . 1(A2

4� ��
������
. �#� -
�?� ������ �� %������ ���# � %�������
 �
����� �#�����
 �#� �������

�� ���
�����	. �� �� ��� �#�� �� ��������� ��������	 ���
� �� ������� &*C*

�

� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

0 p� + τ a(τ )
ui

uj

p� %�� )
�� i
�)��
 �������	 j

1��� �
��� p� + τ2

%�� )
�� i
�����������

1��� �
��� p�2

%�� )
�� j
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�
�

F�	�
� C5 3����
� �) ������ �#�� -
� i ������ %�������
 �
����� τ

F�
� i ����� 
������ p� )
�� ���# �) ��� �������
�. ��� �� ���������� τ )
�� ���# �)

��� 
���
���	 �������
�* 4� )������ �#�� �#� ��
������� �) -
� i?� �
�-�� ���# 
������ �� τ

��������� �� τ = 0 �� � a

p�

F (u) [f(u) + p�f
′(u)] du . 1(B2

(G



9�
�.
� a
p�
Ffdu �� �#� ���
� 
������ 	���
���� )
�� �#� 
���
���	 �������
� �#���

� a
p�
Ff ′du

�� �#� ���
� 1���%� ��	�����2 ������ 	���
���� %� ���
�����	 �#� ���� �) 
���
�*

F
�� 1(B2 ���  ���� &. �#� -
� #�� �� ��������� �� ���
����� � %������ ��������

�) �#� ������� f �� ���
�����	. �*�*. �#�����
 �#� ������ ��
�� �� �������* ��� �� #��

�� ��������� �� ���
����� � �������� ���# ��
� 	���
����. ��� �#� ��������� �� �
�����

�#�����
 p� �� 1K2 �� ��
����� �%���
�−F �a�
f�a�

* 8� ��� �#��. ��� 1K2 �� �%����

p�

� a

p�

F (u)f ′(u)du =
1

2



p�f(a)

1− F (a)
(1− F (a)�)− (1− F (p�)

�)

�

> −1
2

�
F (a)� − F (p�)

�



= −
� a

p�

F (u)f(u)du ,

�#�
� �#� ���,������ )������ )
�� �#� ���������� �#�� p� >
�−F �a�
f�a�

* 8#��. ���
������ 1(B2

�� �������� ��� � -
� #�� � �������
�� ��������� �� ���
 � %������ ��������*

3�
� 1�2 �) �#� ���� �
��������� �#��� �#�� �#�� 
������ #���� )�
 �� �
%��
�
� 1-����2

���%�
 �) -
��. �#��� ��
� 1��2 �#��� �#�� -
�� �� ��� ���# �� ��� ���# � ��
	� %�������


�
��� �#�� �� �������
� ���
 
���
�*

(���������� �

"�$�	�
	��
 �
�� 	�� �
��!
����� �������
��� ��	� �����
� �
��� p� �� "'$� � �
� ��� � ���!

��	�
�� �����	� � 	� ���
 �
�	!	���  ���	�
� � ���!��� �������	 �� p� >
�−F �a�
f�a�

�

"��$ �	�
	��
 �
�� 	�� ��������
!���
 �������
��� ��	� �
��� p �� "#)$� � �
� ��� � �����	�
��

�����	� � 	� ���
 � ���!��	�
 �
��� ��� ����
� 	� ������ ���� �
�	!	���  ���	�
� 	� 
�	�
��

�� ��������� �� ������� &. � ��H����� ��������� �� ����
� p� > �−F �a�
f�a�

�� �#�� �#� ������

��
�� �� ��
����� ��	������� ��� �#�� �#� ���%�
 �) -
�� �� -����*

3�
� 1�2 �) 3
��������� & ��������� �#�� � �����
 ��������� #�� �� ��������� �� ���
 �

-
������� ������
 � �������� �� �#� 
�	���
 �
��� �) �#� �������
 %��� �����������* 8#�

��������� )�
 �#�� 
����� �� �� )������* ��  ���� & �#���. �#� ������ �) � ����� %������

�������� �� �#� ���� �� � ����� %�������
 �
�����* � ����� %�������
 �
����� #�� ���

������5 �#� ���
� 
������ ����� 1���
� 
���
���	 �������
 ��� ���� � �
�����2 ��� �#�

������ ����� 1-
������� ������
� %����� ��
� ������ �� %�� �����������. %�� ���������


���
���	 �������
� �
� ���� ������ �� ���� %���2* 8#� ������ ����� �� ������
 �� �#�

������ ����� ������ %� ��������	 ���
�. ��� �#��#�
 �� �� �������� �
 ��	����� �������

�� �#� �#��� �) �#� ������ ��
��* 9�����
. �#� -
�� 
������ ����� ���� %� ��������*

3�
� 1�2 �#��� �#�� �#�� -
�� ����� �� ����
)�� ����	# )�
 �#� ���
��� ����� �� %� ��������

����
 � ���� ��������� �� �#� ������ ��
��* 3�
� 1��2 �#��� �#�� � -
� �
�)�
� �� ��� �

/����
���0 %�������
 �
���. 
��#�
 �#�� ���# � #�	# %�������
 �
��� �#�� ���� �) ��� �������

������
� 
���
��* 8#� ��������� �� �#�� � -
� ��� ��@�� �#� ��
���	�� %���-�� �) ��������	

���
� %�� ���� 	���
��� ���� ���������� 
������ �) �� �#�
	�� 
���
���	 ������
� � #�	# �
���

������� �) %�����	 
���
���	 ����	��#�
*

&'



&�� �#��������! ��
 ��� 
�������� �� �� 	��!��	

8#� �
������ 
����� ��������� �#�� -
�� ��������� #��� �� ��������� �� ���
 � %������

��������* 4� �#�� ������� �� 
���
� �#� �������
��� �������� ��� �
��� �� � ������� �������

�� �#��# ����# ������� ui �� ���)�
��� ����
�%���� �� [0, 1]. ��� �����
� �#�� ������� ��

�#� ��������� ���# ���)�
� �
����*(7 18#� ����������� �� ��
��	#�)�
��
� %�� ���	�#�6 ���

��
 ��
���	 ����
 �
���
��	 ��� "#�� 1&'('2 )�
 �������. ��	��#�
 ���# ������������ )�


�������)�
� ����
�%������ )�
 ����# �������*2

+� )���� �� ������
�� �,����%
��� �� �#��# �#� %������ �
��� �� p ��� �#� %�������


�
��� �� p̂* 8� ����
� �� ������ ��
��� �� ������ s < �
�
* F�
��. �� ��� �#�� �#�� �#� ���

�) %������ ��������� ����� �� #�	#�
 �
����. �*�*. p� < p < p̂* 8#�� ��. ���� �#� ����������

%������ �
��� �� �#� ����
�������
� ���� �� #�	#�
 �#�� �#� ���)�
� �
���. ��� �#� �%�����

�� ���
 ��������� )�
 ��������� ��
�#��� �
���� �� ��	� �
����*(G 8#� ��������� �� �#�� �#�

%������ �������� ���� �� �#� ���
����� ���
�# )
������� �� �#� ��
���. ��� �#�� ������ -
��

�� �#�
	� � #�	#�
 �
���* 1:������� �� �#� ���)�
���
��� ����. �������
� %����� ���� ������	

�� ���
�# ��. ��� �� �#� -
��? ������ �� ���� �
��� �������*2 F�	�
� =� %���� ������� #��

�#� �#
�� �
���� ��
� ���# �#� ���
�# ���� s. �#�
� )
�� �#� %����� �� �#� �#
�� ��
���


��
����� p�. p ��� p̂. 
�����������* �� �� ��������. %��# �#� ���)�
� �
��� p� ��� �#�

%������ �
��� p ���
���� ���# �#� ���
�# ����*  ��� �������� �� �#� �%��
������ �#�� �#�

%�������
 �
��� p̂ ������� ����������������� �� s 1��� �� ������ �%��� �#� �������� �
���

	p = �
�
�� �#�� �������2*

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

0.42

0.44

0.46

0.48

0.50

0.52

s

F�	�
� =�5 3
���� ��� ���
�# ����

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
0.34

0.35

0.36

0.37

0.38

s

F�	�
� =%5 3
�-�� ��� ���
�# ����

$�����. �#� �,����%
��� %������ �������� τ 1�#� �������� %������ �#� ����
 ��
�� ���

�#� ������ ��
�� �� F�	�
� =�2 ���
����� ���# �#� ���
�# ���� s* 8#�� ��. �#� #�	#�
 ��

(74� �����
� �� %� #�
� �� �#�
����
�>� �#� �,����%
��� %������ �������� �,����%
��� )�
 �� �
%��
�
�

���%�
 �) -
��. �� �� ��
� �%�� �� �� �� ��
 ���������� �) ��������	 ���
�* +#�� �#�
� �
� ��
� �#�� ���

-
��. �#� �������
 �������	 
��� ���# %������ ��������� �� ������������
� ��� ������� �� �#� #����
�

�) 
����>�� ����# ���������. ��� �#�� ����� �#� �,����%
��� �������� �������* 1+#�� ��������	 ���
� �
�

����. %� ����
���. �#� �������	 
��� ���� ��� ������ �� �
������ ���
�. ����� �#� �������
 #�� �� �%�����

�� 
���
�*2
(G4� �� ��� ������� �#�� �#� �%����� �� �
��� ����
������� �� ���	����� ����� �� � )��� �� ��� �
����. %�� �����

�#�
� ��� �
���� 
��� �
� ���� )������
*

&(



�#� ���
����� ���
�# ����. �#� ���� ��������� -
�� #��� �� ����
 �������
� )
�� ���
�#��	

��* 4� ��
������
. �#�� s = 0. �� #��� p ≈ 0.45 ��� p̂ ≈ 0.51. ��� �� τ ≈ 0.06* 4� �#��
����. ���#��	# �#� ��
��� #�� �� ���
����� ���
�# )
�������. -
�� �� �,����%
��� ������

/��
�� ����
��������0 ���
�# )
������� �� �������
� ��� �#� %������ ��������. �#��# #�
�

�� �%��� 12% �) �#� %�������
 �
���* �� ����
���. �� � ��
��� ���# s = �
�
. �#��# �� �#�

#�	#��� ���
����� ���
�# ���� �#��# ������� �������
� �� ��
��������. �� #��� p = p̂ = �
�

��� τ = 0. �� �#�� �#�
� �� �� %������ ��������* 1+#�� s = �
�
. ���
�# ����� �
� �� #�	#

�#�� �������
� ���� ������ �#� -
�� ���
 �#��# ������ �#�� � ������	����� ��
����* 4�

��
������
. �#�
� �
� �� 
���
���	 �������
� ���� ���# �������� 
�����*2

8#�
�. ����� %��# �
���� 
���. �#� %������ �������� �,����%
��� �������� ��
� ����

����
� )
�� �#� ��
���* 4� ��������. �� �� ��������. �#� ��� �) %������ ��������� %�����

)
��# ������ ��� 
������ 
���
���	 ������* 8#�� �� ������
���� )�
 �#� ���� s = 0 �� 8�%��

( 1��������	 )�
 
�)�
���� �#� ���� �#�
� ��������	 ���
� �
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� �
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����	

1�#� ���#�� ��
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�-�� ���# %������ ��������� 1�#� ����� ��
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���
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��� ����
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 �
�-� ���� �) �#� ���
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��������� �����* +#�� �#� ���
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��������� #�	#. �
��� ����
��������� ����� ��

�
���� �#��# ������� ��� ���� �������
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�� �
� ��	�	�� �� � �
�����
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�������5 �#�� )����%�� �� ���������� -
� ���#�� �� ���
 � %������ ��������. %�� �#��

%��# �� �� ������
� �
�-�� )���* ����
�#�����. �� ��� ���� �� �#� ��������	 ���
 ��������

�� F�	�
� (% �%���. �#�� �#�
� �
� ��
� �#�� ��� -
�� �� ���������� �#�� �
�-�� ���� 
���

�#�� %������ ��������� �
� ����. ����� �#� �
�������
�����	 ����� ���� �#�� ������	# �#�
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��� ��
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� ���� -
��. ���� �������
� ���� ����������

-�� � �
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� )��� �#�� -
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8#� �
������	 �������� #�� ������� �#�� � -
� ��� ������ �� ��� %�������
 ������D%� �� ��

��������	 ���
 �
 � %�������
 �
���D�#�� �������
� -
�� �����* 4� �#�� ������� �� �������
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�������
 ���� ���� %��� �� � -
� �)��
 �������	 � 
����. �#� -
� ���� #��� �� ��������� ��

���� �� �#�� �������
*&' 8#�� �
���%����� �
�%��� �� ��#����� %� �#� )��� �#�� �������
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�)��� ���� ���# �� 
���
� �� �
������ -
��. ����� �#��
 �������	 
��� �� ���# �#�� �#��



�������	 ������ ��� #��� ����
 ������� �#�� �
�������� 
�@����� �������* 4� ��
���� �#�
�

�#� ���������� �
�%��� �� #�
� �� �����. -
�� ���� %� ���%�� �� ��������� ��������	

���
�* 9�����
. �#� �
�%��� ��� ��������� %� �� ����� ��
������ ������* F�
��. �� � �������

����
������ �����
� ��� %� �%�� �� 	��� � 
��������� )�
 �������	 �� ��������	 ���
�* 4�

��%��
 ��
��� ������	�. )�
 ��������. ���� �������
� ��� %� ����� �� ���� �#��
 ��
�*

$�����. �� ���� %������� �� %������� �
����������. �#� �����
 ��� %� �%�� �� ���
 � ����
���

�� �#� %���
 �#��# ���������� �#�� �#� ���
 ���� ��� %� ������%��. �
 � #�	#�
 �
��� ���� %�

�#�
	��. �) �#� %���
 ����� %��� �)��
 � �����-�� ����* 8#�
�. )�
 �#��� ���� ���
��� ������	

���#��,��� �#��# ������ ����������
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���
���	 ����� �� �������
�. ���������� �����

���� �� ��#����* F�
 �������. � -������� ������
 ��� �
���%�� ��� � �������
 �� ���� ��

����������� �	��� �) �#� ����� �� ���� %��� ����
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���� �) -
�� ���� ��� �%����� �� ������. -
�� ��� ���# �� ����� �� ������ ��������	
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� �) � )
������ �) �������
� �
� /�
�������0* +#�� ���� �������
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� �����
?� ����� �#�� �#�� ���� %�� ����������� �
 ��� �� ���. �#�� 3
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���� �) �
������� �������
� ���� ��� ����� �#� ��������� �� ���

��������	 ���
� 1�� ����� �#�� �#� ������ ��
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��� �
��� �#�� ��������	 ���
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+� ������� ���� �#��#�
 %������ ��������� �
� ���� �) �� 
���� �#� ���������� �#�� � -
�

��� ������ �� ��� %�������
 �
��� �#�� �������
� -
�� �����* 8#� %���� 	��� ��
����
� ��

�#� ���� �� %�)�
�. ������ �#�� ��� �#�� � �������
 �������
� � -
�?� %������ �
���.
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����� 
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(����� 1�2 ������ %� r > 0 �#� ���
����� 
���
���	 ����* $������ �� ���� �,����%
���

�#�� ���# �������
 )�
������ �#�� � -
�?� %�������
 �
��� �� p̂(pi) �#�� ��� %������ �
���
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� p̂(�) ��� ���� ��� )�
�* $������ �#�� �#� %������ �
��� �� �#�� �,����%
���

�� p∗. ���. ��� �������D����
�
� �� �#� �����D�#�
� �� ���� 
���
���	 ������ �� �#��
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���* ��� �) � �������
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 ����� �� ��� �#� 
���
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���
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� ���� �������� � 
���
���	 ���� r2. �#��� �#�
	��	

�#�� � �
��� %���� �#�� ������ ���
���� ������ 1����� �#� ��������� �� ��� ��%���2* +�

�#�� �%���� � ����
�������� �� �#� ���������� �#�� p̂(p∗) ��� �#� ��

����� ����������� %���
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���	 �������
 ����������� �#�� �#� -
� ���� �������� �#�
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����

��� %�������
 �
��� �%��� p̃ ����� �� ����� �#�� �#� �������
 �� ������	 �� ��� �� ����� p̃+ r
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8#� -
� #�� �� ��������� �� 
���� �#� �
��� �%��� p̂i. �� �� �#� �
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���
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�������
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 %���� �� �#� %�������
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�� �,�������� �� ���������	 �� �� ������ %�������
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��� �� �#� ����� �) �#� ���. ��� �� �#�
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 �
��� ��� �) �#�
� ��

�� ���
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 �
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 ��
��	�#���. 
��#�


�#�� �������. � -
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 +������������ )
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%�������
 �
��� ���* F�
 ��������. �� ���� 
�������	 ��
���� �#� �
��� �
����� �� �#� �
���

��%�� �� �#� ���
� ������� #�� �#�� ���������� ����
. ��� � ����� ��
��� #�� �� ���#�
���

�� ���
���� �#� �
��� �%��� �#� ��������� �
���* 1:��#�
 �#� �#��) �
��� �� �#���� �� �

#�	#�
 ����	�
��� ����� ���#�� �#� -
�*2 $�����
��. �� ��������� �� �#� ���
��������. �#�

-
� �� ����?� 1&''A2 ����� ���
�� ��� ��������� �������
� � 
�	���
 �
��� 1�� �#� )�
� �)

� �
����� ,����2 �) �#�� ������� �� %�� ����
* +#�����
 �#�� )�
� �) ��
���� ����������

�� )����%��. ��
� 1��2 �) �#� �
��������� �#��� �#�� �#� �,����%
��� �� �#� ���� �� �#�� ��

�#� )��� ���������� ���� �) ������� C* 8#��. � ��� �� �#� %�������
 �
���D�#��# -
��

��� ������%�� ������ �� �#�������� �� ���� ����������D��� %� ���� �� � )��� ����������

������*

������ �#�� �#�� %�������
 �
��� ��� ��� ���� ������� �#� )��� ���������� ������� �#��
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�#� ���
����� 
���
���	 ���� �� >�
�. �) �������
� #����� �� #��� %����)� �#�
�%� �#�� ������

� -
� ���� ��� ��� %�������
 �
��� �,��� �� ��� ��������� ���* 1+��# � �������� 
���
� ����.

�#�� �� �#� ���� 
������� %����)*2 9�����
. �� �� ������� ����. �#�
� �
� ��������� ��#�
.

��
#��� ��
� ������%��. �������� �� �#�� ���������*

*� ��������� �	���� ����� ��� ������� �#�� �������
� )��� �� ���
����� 
���
���	 ����*

���#��	# �#�� ��������� �� ��
��������. �� #�� ���� �#��
������ ����
���* 4� �#�� ����. �#�
�

�� �)��� �� �,����%
��� �� �#��# ���)�
� �
����	 1�� �� �#� %���#��
� ����� �� �������

&*(2 �� � �
���%�� ��
���	�. �� �#�� �� %������ �������� �� ���
��* 8#�� �� �� ���. 1�2

�������
� �� ��� ���������� �#�� �#�� ���� )��� � #�	#�
 �
��� �) �#�� 
���
� �� %�� )
��

� �
�������� ������� -
� ��� ���� �#��
 ���
�# ��
���	� ����
���	��. ��� 1��2 �#�� �

�������
 ���� 
���
� �� � -
�. �#�� -
� #�� �� �� ���	 ��������� �� ��
�
��� �#� �������


���# �� ���������� �
��� #���* 8#�� �#�� �� �� �� ���� �� ����
����� �� �#� ���
��� ����

���# s = 0* +#�� ���
�# ����� �
� >�
�. �������
� ������ ��� -
�� %�)�
� �#�� ��
�#���

1	���� �#��
 %����) �#�� �#�
� �� �� %�������
 ��
�#�
	�2. ��� �� ��� %���
� �
� 
���
���	

�������
�* 8#��. �� �
� @��� �� �#� ��������� �) +������� ����� ���# >�
� ���
�# �����. ���

�#� ��������� �� ��� �#� �
��� �� 
���
���	 �������
� �� ������� �#� ���� �� �#� ���������

�� ��� �#� ���)�
� �
��� p� �� �#� s = 0 ��
���� �) ���
������ 1K2*

��
� 	���
���� �� #��� �#� )�������	 
�����5

(���������� , ������� �
�� �����	 �����	 	� 	�� ���!��	�
 �
��� ��� �������
� ����

�� ��	
����� 
�	�
���
 ���	� ���� �����
� �
����
 �� �� �������
��� ��	���� ����� �
 	��

������ ��
 � �� ������ ��� ���

3
��������� = ��#��� 3
��������� (. ��� �� %��# ���������� �#�� -
�� )��� � ������ ���

���� ��
�� �#�� ���
 �#� ���� ���� �� ��� �#��
 ��������� �������
�* 8#� ��������� �� �#��

�#�� �#� %�������
 �
����� �� ��� ����������� %� -
������� ������
�. �� ����� ��� ��
���	��

%���-� �) ����

��	 �������
� )
�� )�
�#�
 ���
�#* �� �#� ���� ����. �#� ��)�
��������

����� �� ���� 
��������� ����5 	���� � �������
 ����� %��� �� � -
� �#�� �#� ���� ���

������ �� ��� � 
���
���	 ��
�#��� �
����� ��� ���� ��� ���� �� ��� �� ���
����� 
���
��

��	 ����. #�
 ����� )�
 �#�� -
�?� �
����� ������ %� ��� ��
��	 1)�
 ��#�
���� �#� �����

#��� ��
�#���� �����������2. ���#��	# �#� �������� ��#�
 �
������ ���� ��
�* ����
 �#�

���������� �) 3
��������� =. �#� ��)�
�������� ������ �� 
���� �
���� �� 
���
� ������
� ��

�
������� >�
�*

3
��������� = ���� ��		���� �� ����
������ ������� �#��# ��� ���
	� ����
 �#� /�
���

���0 
�	��� ��������� �� 3
��������� C* 8#�
�. �� ��		����� �#�� �#�� � -
� ������� ��

�� ����
 %���� �� ��� %�������
 �
���. �#�
� �� �� �,����%
��� �� �#��# �������
� %������

�#�� �����
� ���� ��� �#� �
��� �� �#�� ����
 %���� �) �#�� 
���
�* ����
��������. #�����
. �

�������
 �#� #�� %��� ���
�� � �������� �� � ���
� �� � -
�� ����� ��� ���� %������ �#��

�#� ���� %� �%�� �� ��	������ �#� ���� �������� �#���� �#� 
���
�* F�
�����. #�
 %����) ��

�#�� �#�� �#� %�������
 �
��� ���� %� �#� ���� �� �#� %������ �
���* +��# �#��� %����)�.
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��� �#�� �#�
� �� �� ���
����� 
���
� ����. 3
��������� = �#��� �#�� -
�� ���� ��� ��� �#��


%�������
 �
��� �� �#� ����� �) �#��
 ��������� �
��� ���. ��� ������� ���� ���
 �#� /��������0

���)�
��� �� ��� ������
�* 8#�
�)�
�. �#�� �#�
� �
� �� ���
����� 
���
� ����� ��� -
�� ���

������ �� � %�������
 �
��� ���. �#�
� �
� �� ����� ��� �,����%
��5 ��� �#�
� �������
�

%������ �#�� -
�� ���� �#�
	� �#� ���� �
��� �� � 
���
� ��� � -
�� �����. ��� ��� �#�
�

�������
� %������ �#� �������� ���� %� ������%�� ���� �� �#� -
�� �����*

/ (�	'	�� $	������ ����� 0��!1� ��� (��
���

8#� )���� �) �#�� ����
 #�� %��� �� � �����
?� ��
���	�� ��������� �� �
����� � �������


)
�� ��,��
��	 ��)�
������ �%��� 
���� ���
��	�* �� �����	 �� #�
� �� 
���
� �� � -
�.

� �������
 �� 
�������� �� 	� �� �� �������	��� ��#�
 �����* �� ����
������ )�
� �) #�	#�

�
����
� ������	 �� �� )�
�� � ��������� �������
 �� %�� ,������. %�)�
� �#� #�� #�� � �#����

�� �������� �#� ��

��	 �
����� ���,������* 4) � �����
 )�
��� �������
� �� ������ ,������

1�
 ���
� � �������� �) �#�� %�� ,������2. � �������
 ��	#� #��� �� ������ �#��#�
 �
 ���

�� ��
�#��� %�)�
� �#� #�� ��
��� ��� #�� ���# �#� �������� ����� �#� �
�����* +��#���

����
��� ��)�
������ �%��� �#� 
����>�� ����# �������. ������� �#�� � �������
 %���� #�


��
�#��� �������� �� �#� �����	�� ����# �������. �#��# �� 	u. ���*

8#�� ����� ��� %� �����>�� ���#�� � �������� )
�����
� 1������ ��
 ���� �����2*

$������ �#� ���������� #�� ��
	���� ���� c )�
 ��������	 �#� �
�����* 4) �#� �����
 	����

�#� �������
 ���� �� ��������� #�
 1�
������� �%��
���2 ����# ������� u. �#� �����
?� �
�-�

���# �
��� p �� (p−c)(1−F (p)). ��� �#� ������� �
��� ������>�� �#�� ���
������* 4) �������

�#� �����
 )�
��� �#� �������
 �� %�� �����������. ������	 ���� #�
 �������� �������. �#�

�����
 ��� �#�
	� p = 	u ��� �%���� �
�-� 	u−c* $���� 	u > p(1−F (p)) )�
 ��� p. �� )������ �#��

�#� �����
 ��
���	� �� ��
� �
�-��%�� �#�����
 c �� ��H������� ����� �� >�
�* �� ����
���. �)

c �� ��H������� ��
	� 1�%��� 	u. )�
 ��������2. �#�� �#� ���������� �
�)�
� �� 	��� �������
�

����	# ���� �� ����
����� �#� 
����>�� ����# �������*&&


�� ��� ���� �������
 � ���
�# ��
���� �) �#�� �
�%���* �������
 �#� +������� �����.

%�� ������� � �������
?� ������� ���
�# �� �������� �� �#�� �������
� �
� ������	 �� ��
�

�������� �� �#� ��
���* +#�� �#� ��
	���� �
�������� ���� c �� ����� ����	#. �� �� ��

�,����%
��� )�
 ��� -
�� �� )�
�� ����� %�)�
� �#� �������
 �������
� #�
 ������� ��� �� )����

���
��� �������� ������� ���# �#� �������� �
��� p = 	u* 1$������ ��� ��#�
 -
�� �� ��*

8#�� �#�� � �������
 �

���� �� � �����
. �#� ���� ����
 ���
�# )�
�#�
* $� �#� �����
 ���� ��

� ���������� ���. �� �� #��� ����. ��� ���� �
�-��%�� ��
���	� �� �#�� �� )�
�� � ,���� ����

�� ������� ����#������-� ��)�
������*&C2 ���� ���# ����� ���
�# �����. �#��. ��� -
�� ���

&&F�
 )�
�#�
 ������� �) �#� ����������?� ���������� �� 
����� �
 ������� ����#������-� ��)�
������. ���

 ���� ��� $�����	��� 1(GG=2* 8#�� �#�� �#�� �#� ���������� ��������� ���� �#���� �� 
����� ��� ��)�
������

�
 ����* ����
��� ��� :������ 1&''G2 ������� �#�� � -
� ���#�� �� �������� ����#������-� ��)�
������

�� �������
� �%��� � 
� �� ?� �
�����*
&C4) c �� ��
	� ����	# 1�%��� �u. ���2. �#�� #�	#��
����
� ������	 �,����%
��� ������ %� ���������*
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	�	� �� �#�� )�
� �) #�	#��
����
� ������	. ���# ������
�%�� 
������5 �������
� �
� ��)� ���#

�� ��
����6 ���� ����u �������
� %��. ������� �#� ����� �) ��
���	 �#��. ��� �������
�

�
� 
������� ����#�� ���# �����
� 
��#�
 �#�� %����	 �#� ���� �����%�� �
�����* 8#��.

�) -
�� #��� �#� �%����� �� ������� ����#������-� ��)�
������ %� ����� �) #�	#��
����
�

����� ���#��,��� �#�� ���� �)��� �#���� �� �� ��. ��� �#� ������� 3�
���� ���
	�� �	���*

2 .����������

8#�� ����
 #�� �����
�� �#� ���������� -
�� #��� �� ������
�	� �������
 ���
�# %� �����	

�� ������ )�
 �������
� �� 
���
� �)��
 �������	����	 
���� �����
�* 8#� ��� �) ��������	 ���
�

��� %� ������������ �
�-��%�� )�
 -
�� ����
 ��
���� ����������. ���# �� �#�� �#� ������

��
�� �� �������* � ���� ���
��� ������ �� �� ���
 -
������� ������
� � %������ ��������.

��� -
�� #��� �� ��������� �� ���
 ���# ��������� ����
 �#� 
��������� ���� ��������� �#��

�#� ������ ��
�� �� ��
����� ��	�������* ���#�
 ������	 ���#��,�� ����� �� 
���� ��
���

�
���� ��� ����
 %��# �������
 ��
���� ��� ����� ���)�
�* 4) -
�� ������ ������ �� �#��


%�������
 �
��� �#� ������� ������� �� �#��#�
 �#�
� �� �� ���
����� ���� �) 
���
���	 �� �

-
�5 �) �#� ���
����� 
���
� ���� �� >�
�. �� �� �)��� �� �,����%
��� )�
 -
�� �� ���
 �#� ����

�
��� �� ��� ��������� �������
�6 �) �#� ���
����� 
���
� ���� �� ��������. -
�� �
� )�
��� ��

���� ��������	 ���
�*

�� �������
���� �� �#�� ����
. #�	#��
����
� ������	 ��� ����� � �������
?� �%����� ��

���� � �������)�
��� ��������. �#��# �� ��
� ��� #�
� ��
��� ��
)�
�����* 3�%��� ������

#�� ��������� �� ���
��� �#�� �
�%���* F�
 ��������. �#� ,����
 -����
���� .
��	����

/�
��	� � 1������� �� &''K ��
��� �#� ��
����� �����2 �
�#�%��� �� ��� ��
����������

/F������ ������	 �#�� � �
����� ���� ���� %� ������%�� )�
 � ��
� ������� ����. �
 �#�� ��

���� ���� %� ������%�� �� ��
������
 ��
�� )�
 � ��
� ������� ����. �� �
��
 �� ������ ��

��������� �������� ��� ���
��� �������
� �) ��H����� ����
������ �
 ���� �� ���� ��

��)�
��� �#����*0 9�����
. �#� ��)�
������ �) ���# ���� �� �)��� ��H����* 
)��� � ��
�

�H����� ���#�� �� ������ �#� ����� �� �� 
����
� � �������
?� )
����� �) �#���� ����	

��#�
. ����
���. �����* F�
 �������. ��������	 ���
� ����� �� ������� %� �
�#�%���� %�

��������	 � /������	 �� ��
���0. �� �#�� �������
� #��� �#� 
�	#� �� 
���
� � �
����� ��

���� �����-�� ���� �)��
 �	
����	 �� ��
�#���* 18#�� ����� �#�� 
���
� � �
����� �) �#��

��%��,������ -�� � �
�)�

�� ������*2 ���� @�
���������� ������ ������	 �� ��
���� )�


���� �
������. ���������� �#��� ���� �� �#� #���*

8� ���. �� ����� ��� 
������ �#� ����� ������� �#��# ����������	� 
���
���	 ������
�

�
� ��� ���� �� ��� ��
����. ���� �#�� �#��
 ��� �� ��
������* 3
��������� = ��� �
�����

��� �#��
������ ����������� �#� �� ���� ��
���� ���)�
� �
���� ���
�� �� %��# -
�������

��� 
���
���	 ������
�. ���� �#�� -
�� ��� ������	���# -
������� )
�� 
���
���	 ������
�*

����
��������. � /%�#����
��0 
����� �#� -
�� �� ��� ��
�#�
	� �#��
 
���
���	 �������
�

�� �#�� ���� �������
� ����� %� ����	���>�� %� �� ���������� �
��� 
���. ��� ������ ��

&7



%�� �����#�
�* ��� -
�� ��� )�
�����. ���� 
������
�. ���������� �� �#� �
��������� %
�����

������
��
 �����
. ������ ������	���# -
������� )
�� 
���
���	 ������
�* $#�����	 �� �

����
��
���. ���. �� �������� �� ������� ���# ������� ���# ����� ��
������ �� ���. ��� �#�
�

�� �� ���#����� %� �#��# �#� -
� ��� ������ -
������� )
�� 
���
���	 ������
�* ��
�

	���
����. �������
� ��� %� �%�� �� ������� �#��
 ���
�# #����
� 1�*	*. %� �������	 �������

�� �#��
 �������
2* 8#��. �) -
�� ����
������� �	����� 
���
� ������
� ��� �) �� �� ��������

�� �
����� �� %� � ��� ������
. �������
� ���� �� �#��. ��� �#� ��
��� ���� ���
��� �� �

������
� ���
�# ��
��� ���# ���)�
� �
����*

�((�*+�3

(���� �� (���������� �� 3�
� 1�25 
�
 �
��) �������� �) ��� �����* F�
��. �� �#�� �#��

�) �#� ����# ������� ������� f �� ��
����� ���
�����	. �#�� ��� -
�� ����	 ��������	 ���
� ��

�� �,����%
���* $�����. �� ������� �#� �����%����� �#�� ��� -
�� �������	 )
�� 
����� �� ����

�� �,����%
���*

8#� #����#���� �� �#�� ��� -
�� �#���� �� ��� ��������	 ���
� ��� �� ��� �#� �
��� p

�� 1('2* $������ � ��������	 -
� �#����� �
��� p̃ ��� ������ )
�� 
�����. �#��� ��#�
 -
��

)����� �#� �
������ �,����%
��� ��
���	�* $������ �#�� �#� ��������	 -
� �� �� �#� k�#

�������� �) � �������
?� ���
�# �
����� ��� k < n* 14) k = n �#�� �������	 )
�� 
����� �


��� ���� ��� ����� �#� -
�?� ������*2 8#�� �#� �
�%�%����� �#�� �#�� �������
 ���� �����

�#� -
� �� ����� hk �� 172. ����� �������
� #��� �,����%
��� %����)�* 9�����
. #�
 ���������

�� ���
�# %����� �#� -
� �� ��� ����
��* $���� �#� ��� 
���
� �� �#�� -
� �#�����
 �#�

�����. �#� %������ ��
� ������	 �� �������� ���
�#��	* 4) �� �#� ��������	 -
� �#� -���

������� u ���# �#�� u− p̃ ≤ 0. �#� ���� ����
 %�� )
�� �#� -
� 1���#�
 ����������� �
 ����
2*

$� �������
 �#� ��������� �#�
� u − p̃ > 0* 8#�� �) �#� ������ �#� ��������	 -
�. �#� ����

����
 � ���
����� ���
�# ��
��� ���# n − k �
������ ���# %���	 ���� �� �
��� p. %�� ���

���# �� ������� ������ u− p̃* 8� ��������� �#� �������
?� �������	 
��� �� �#�� ���������.

�� ���� �� ��������� #�
 �������� ��
���� )
�� ����
��	 ���# � ���
�# ��
���*

������ %� Wm(z) �#� �������� ��
���� )
�� � ���
����� ���
�# ��
��� ���# m ������

���� �
������ ���# �
��� p ��� ������� ������ z ≥ 0* 4� �� ��H���� �� ��
��� �� ��������

���
������ )�
 Wm(z). ��� ������� �� ��� �� ����
��� ���#��*
&=  �� rm(z) %� �#� �
�%��

%����� �#�� �#� �������
 ���� ���������� ������� �#� ������� ������* �� ������
� ��������


�������	 �� #��� �#� )�������	 
�����*&K

&=�� ����
���. �� �� ��
��	#�)�
��
� �� ��
��� �� �������� ���
������ )�
 �������
 ��
���� �� �#� ���� �)

)
�� 
�����D��� ���
������ 1&&2 %����*
&K� �����# �) � �
��) 	��� �� )������*  �� Θm %� �#� ��� �) ��� �����%�� �������	 
���� �� �#� ���
�����

���
�# ��
��� ���# m �
������ ��� ������� ������ z* 4) �#� �������
 ���� θ ∈ Θm. #�
 �������� ��
����
�� zR(θ) + U(θ). �#�
� R(θ) �� �#� �
�%�%����� �#�� �#� �������
 ���� ��� )�
 z 	���� �#� �������	 
���

θ. ��� U(θ) �� �#� ��
���� )
�� %����	 ��#�
 �
������ 1��������	 �#� �������� ���
�# �����2* 8#��.

Wm(z) = maxθ∈Θ�
[zR(θ) + U(θ)] ��� rm(z) = R(θ(z)). �#�
� θ(z) �� �#� ������� �������	 
��� 	���� z*

Wm(z) �� ������ ����� �#� �%@������ )������� �� �����
 �� z. ��� ��� ��
������� �� rm(z) ������ ���
��#�
�*

&G



.���! � Wm(z) �� ��� �� ��� W ′
m(z) = rm(z) �����	 � �
����
��

������ �#��Wm(0). �#� �������� ��
���� )
�� � ���
����� ���
�# ��
��� ���# � >�
� �������

������. �� @��� am − p* 8#��. �� #���

Wm(z) = am − p+

� z

�

rm(x)dx .

$���� 0 < rm(z) ≤ 1. Wm(z) �� �� ���
�����	 )������� ���# ����� �� 	
����
 �#�� ���* 4�

��������. ����� �#� �������
 ��� ������ ������� �#� ������� ������ ���#��� ���
�#��	 ��

���. �� #��� Wm(z) ≥ z* 4� ��
������
. )�
 � ��H������� ��
	� z 1�*	*. z ≥ u��� − p2. �#�

�������
 ���� ������� �#� ������� ������ �����������. �� Wm(z) = z* 9����. �� ���

������ �#�� Wm(z) = z ��� rm(z) = 1 )�
 z ≥ zm. �#�
� zm = inf{z : Wm(z) = z} ���
zm ∈ (am − p, u��� − p)* F�
 z < zm. �#� �������
 ���� ���
�# ��� �� rm(z) < 1*

+#�� �#� ��������	 -
� �������� �#� k�# �������� �� � �������
?� ���
�# �
��
. �#�

�������
 ���� %�� )
�� �� ����������� �) ��� ���� �) u−p̃ ≥ Wn−k(u−p̃). �*�*. �) u−p̃ ≥ zn−k.

�#�
� zn−k. ����
���	 �� ��� ��-������. �����-��

zn−k = an−k − p+

� zn−k

�

rn−k(x)dx . 1(72

8#��. �#� -
�?� ������ �#�� �� �� �� �#� k�# ��������. �#�
	�� �
��� p̃ ��� ��
���� )
��


���
�. ��

hk



1− F (zn−k + p̃) +

� zn−k�
p


p

rn−k(u− p̃)f(u)du

�

= hk



1− F (zn−k + p̃) +

� zn−k

�

rn−k(u)f(u+ p̃)du

�
, 1(G2

�#�
� �#� �,������ )������ �)��
 �#��	��	 ��
��%��� �� �#� ����	
��* �����
�� �� �#� ������

	���
���� ���# �� ��������	 ���
 	���� �� 1G2. �� ��� #�� 
������ ��������� ������ �����

zn−k > an−k − p. %�� #�� �������� 
���
���	 ������ ����
���� �) �#� ����	
�� ��
�*

.���! � /����� �� "#0$ �� ������
 	��� 	��	 �� "0$ �� f �� �	
��	�� ���
�����
�

(����� +� ���� �� �#��
� zn−k

�

rn−k(u)f(u+ p̃)du < F (zn−k + p̃)− F (an−k − p+ p̃) . 1&'2

��-��

φ(u) ≡ zn−k + p̃−
� zn−k

u

rn−k(x)dx .

���� �#�� φ′(u) = rn−k(u). φ(zn−k) = zn−k + p̃. ��� φ(0) = an−k − p + p̃ 1�#��# )������

)
�� 1(722* 8#�� �#� 
�	#��#��� ���� �) 1&'2 ��� %� �
����� ��
� zn−k

�

rn−k(u)f(φ(u))du .

C'



$���� φ(u) > u + p̃ 1%������ rn−k(x) < 1 )�
 x < zn−k2. ���
������ 1&'2 #���� �) f �� ��

���
�����	 )�������*

8#�
�)�
�. )�
 ��� �
��� p̃. �������
���� �������	 )
�� 
����� ������ �#� ��������	 -
�?�

������ 1��� #���� �
�-�2 �� )��� �#�� f �� ���
�����	* 18#�� �� �
�� 
�	�
����� �) �#� -
�?�

�������� �� � �������
?� ���
�# �
��
. ������ �#�� �� �� �� �#� -��� �������� �� �#��# ����

�#� ��� �) ��������	 ���
� ����� �� ����
���� �� �#� -
�?� ������*2 4� )������ �#�� ��

�,����%
��� �� �#��# ��� -
�� ��� ��������	 ���
� ������*

8#� ������ ���� �� �� ������� �#� �����%����� �) � )
���
����� �,����%
��� �#�� f ��

��
����� ���
�����	* +� �#�� �#��. ���
���	 )
�� �#� #����#������ )
���
����� �,����%
���

���# �
��� p�. ���# -
� #�� � �������
�� ��������� �� ��� �� ��������	 ���
 �� �����
 �#��

�������� �� �� �� �#� �������
?� ���
�# �
����� 1������ �#�� �� �� �� �#� -��� ��������2*

�� �� ���
������ 1=2. � -
�?� ������. �) �� �� �� �#� k�# �������� �) �#� �������
?� ���
�#

�
����� ���# k < n. ��

F (a)k−�[1− F (a)] +

� a

p�

F (u)n−�f(u)du . 1&(2

8#� -
�� ��
� �� ������ �#�� �#� �������
 %��� �#� -
�?� �
����� �����������. ��� �#�

������ ��
� �� ������ �#�� �#� �������
 -
�� ������ �#� -
� %�� ���������� ����� %���*

$������ ��� �#�� �#� -
� �������
���� ���� �� ��������	 ���
 %�� ����� �#�
	�� �#� �
��� p�*

1+� ���� �#�� �#� -
�?� �
�-�� ���
���� ���# �#�� ���������. ��� #���� �#� #����#������

�,����%
��� �� ��� �����* 8#� -
�?� �
�-�� ����� ���
���� ����� )�
�#�
 �) �� ����
�� ��� �
���

�� ����*2 ��-�� δ ≡ max{0, u�− p�, � � � , uk−�− p�}* 8#�� �#� �������
 ���� ����� �#� -
�
�) ��� ���� �) δ < a−p�* 4) �#� -��� ����# ������� u �� �#� -
�. �#� ���� %�� 1�����������2

�) u− p� �� 	
����
 �#�� �#� �������� ��
���� )
�� ���
�#��	 )�
�#�
*

������ %� Vm (z) �#� �������� ��
���� )
�� ��
���������	 �� � )
���
����� ���
�# ��
���

���# m �
������ ���
�� �� �
��� p� ��� �� ������� ������ z < a− p�* 8#��
&A

Vm (z) = z +

� a

z�p�

[1− F (u)m]du . 1&&2


�� ��� �#��� �#�� z ≤ Vm (z) < a− p�*

&A8#� �������
 ���� ���� ���
�#��	 %�)�
� �#� 
��� ��� �) ������� �) ��� ���� �) �#� -��� � �
����� ���#

����# ������� 	
����
 �#�� a* 18#�� �� �
�� 
�	�
����� �) z �
������ �#�� z < a− p0*2 9�
 �������� ��
����
�� �#�
�)�
�

Vm (z) = [1− F (a)m] � [E (u|u ≥ a)− p0] + Pr (u∗ < a) �E [max{u∗ − p0, z}|u∗ < a]− sT,

�#�
� u∗ = max{u1, � � � , um} ��� T = [1− F (a)m] / [1− F (a)] �� �#� �������� ���%�
 �) ���
�#��* 8#�
-
�� ��
� �� �#� ��
���� �#�� �#� �������
 ���� �� %����	 � �
����� ���# ����# ������� #�	#�
 �#��

a. ��� �#� ������ ��
� �� �#� ��
���� �#�� �#� ���� �� �������	 ��� -
��* F
�� �#� ��-������ �) �#�


���
������ ������� a �� 1C2. �� #��� s = [1− F (a)] [E (u|u ≥ a)− a]* $�%��������	 �#�� ���� Vm(z) ������
�#� )�
����*

C(



8#� �������
 ���� %�� )
�� -
� i �) ��� ���� �) u − p� ≥ Vn−k(δ)* 9�
�. δ �� �#�

�������
?� ������� ������ �) �#� �������
 ������ �#� -
� ��� ��������� ���
�#��	 1�����

�#� -
� �� ����	 �� ��������	 ���
2* 8#� �*�*)* �) δ ��-��� �� [0, u��� − p�] �� G(δ) ≡
F (δ+p�)

k−�. �#��# #�� � ���� ����� �� >�
�* 8#�
�)�
�. �#� ��������	 -
�?� ������ �#��

�� �� �� �#� k�# �������� ��

Pr (δ < a− p� ��� u− p� > Vn−k(δ)) 1&C2

= G(0)[1− F (p� + Vn−k(0))] +

� a−p�

�

[1− F (p� + Vn−k(δ))]
dG(δ)

dδ
dδ

= F (a)k−�[1− F (p� + Vn−k(a− p�))] +

� a

p�

f(p� + Vn−k(x− p�))V
′
n−k(x− p�)F (x)

k−�dx ,

�#�
� �#� ������ �,������ )������ �)��
 ����	
����	 %� ��
�� ��� �#��	��	 �#� ����	
��

��
��%��* ����
���	 �� �#� ��-������ �) Vm(�) �� 1&&2. �� #��� Vn−k(a− p�) = a− p� ���

Vn−k(x− p�) = x− p� +

� a

x

[1− F (u)n−k]du , V ′
n−k(x− p�) = F (x)n−k .

$�%��������	 �#��� ���� 1&C2 �#��� �#�� �#� -
�?� ������ ��

F (a)k−�[1− F (a)] +

� a

p�

F (x)n−�f

�
a−

� a

x

F (u)n−kdu

�
dx . 1&=2

$���� a −
� a
x
F (u)n−kdu > x )�
 x < a. ��� ��� ��� �#�� �) f �� ��
����� ���
�����	

1�� �������� ���� ���� f �� %� ��
����� ���
�����	 �� [p�, a]2. ������ �� 1&=2 �� ��
�����

	
����
 �#�� ������ �� 1&(2* 8#�
�)�
�. �#� -
� ���� #��� �� ��������� �� ������� )
��

�#� �������� )
���
����� �,����%
���* 8#�� ��������� �#� �
��) �) ��
� 1�2* 3�
�� 1��2 ���

1���2 ��� %� �
���� �� � ������
 �����
*

(���� �� (���������� �� 1�2 +� ���� �#�� �#�� � -
� #�� �� ��������� �� ���
����� �

����� %�������
 �
�����. ��� �#�� ������  ���� & �� �#�� �#�� �#� -
� ���� #�� ��

��������� �� ���
 � ����� %������ ��������* �����
�� �� �#� ������� ���� �����>�� ��

�#� ���� ����. �#� ���������� �������� ������ )�
 �#� 	���
�� n�-
� ���� �������� �#� ���
�

���������� �) � �������
?� �������	 
���* 4� ��
������
. �#� �������
?� �������	 
��� �� �

-
� �#��# ���
� � %�������
 �
����� ���� ������ �� �#� #����
� �) ���
� �#� ���� %�)�
�

�#� ��������
� �#� -
�. ��� �#�� )����
� �� �%���� �� �#� ������� ��������*

 �� p� %� �#� �
��� �� �#� )
���
����� �,����%
��� ��-��� %� 1K2* ���������� 1&2 �������

�#�� p� < a* +� -
�� �������
 �#�� #����#������ ���
�# �
�%���5

� �	���� �����	!� ������� 	�� �������
 ������	�
� �
� i �
�	� ��� �� ���
�� ��	��

�	���	� ui� 	�� ���!��� �
��� p�� ��� � ���!��	�
 �
����� τ > 0 "�� 	�� ���!��	�


�
��� �	 �
� i �� p̂ = p�+ τ �$ ������� ��� �����	� 	��	 ��� m 
�������
 �
�� ���

�

�
��� p� < a ��� ����� �
�� 
������ ��� ������� 	�� �������
 ��� �� ��	���� ��	���

δ < a− p�* 1��	 �� ��
 ��	���� �	�����
 
��� �	 �
� i2

C&



4� �� ����
 �#�� 1�2 �) ui ≥ a. �#� �������
 ���� ��
��� ���� ���
�#��	 ��� %�� �� -
�

i ����������� 1�#�� �� ���� �
�� �#�� τ = 026 ��� 1%2 �) ui − p� ≤ δ. �#�� -
� i?� ���


�� ��������� %� �#� ������� ������ ��� �#� �������
 ���� ��� %�� )
�� �#� -
� 1���#�


����������� �
 ����
2. ��� �#� ���� ���� ���
�#��	 ����� δ < a− p�*

��� �������
 �#� ����
������� ���� ���# ui − p� ∈ (δ, a − p�)* 4) �#� �������
 %���

����������� �� -
� i. #�
 ����� �� ui − p�* 4) �#� ������ -
� i. �#� ���� %�	�� � )
���
�����

���
�# �
����� ���# m -
�� ��� �� ������� ������

z = max{δ, ui − p̂} < a− p� .

1:����� �#� ���� ��� �#� #�	#�
 �
��� p̂ > p� �) �#� 
���
�� �� %�� )
�� -
� i*2 �� %�)�
�.

�#� �������� ��
���� Vm(z) )
�� ����
��	 �#�� ���
�# ��
��� �� 	���� %� 1&&2* ;���� δ. z

�� � )������� �) ui ��� �� ��� �#�
�)�
� 
�	�
� Vm(z) �� � )������� �) ui5 �� �� J�� �����

ui 
���#�� δ + p̂ ��� �#�� ���
����� ���# ui ���# ����� ���� �#�� ���* 1���� �#�� �� �
�

�������
��	 �#� ���� ���# ui < a. �� �#� ����� ������ %� �,��� �� ���*2 :����� )
�� 1&&2

�#�� )�
 z < a− p�. z < Vm(z) < a− p�*

����
��. �#� �������
 ���� %�� ����������� )
�� -
� i �) ��� ���� �)

ui − p� ≥ Vm(max{δ, ui − p̂}) . 1&K2

;���� �#� �
���
���� �) Vm(�). �#� �,������ �) 1&K2 #�� � ���,�� �������� am(τ) ∈ (δ+p�, a)*

+� �������� �#�� �#� �������
 ���� %�� ����������� )
�� -
� i �) ��� ���� �) ui ≥ am(τ )*

8#�
� �
� �#�� ��� �����. ��������	 �� �#� ��>� �) �#� �
����� τ 5

1�2 4) ui − p� �
����� Vm(z) �� �#� J�� ��
����. �#��# ����
� �#�� δ + p̂− p� > Vm(δ)

�
 τ > Vm(δ)− δ. �#��

am(τ) = p� + Vm(δ) , 1&A2

�#��# ���� ��� ������ �� τ * 4� �#�� ����. �#� �������
 ���� ����
 
���
� �� -
� i ����

�#� ������ %������ ui − p̂ �� ��������� %� δ* 8#�
�)�
�. τ �� �� ��
	� �#�� -
� i #�� ��


���
���	 ������*

1%2 4) ui− p �
����� Vm(z) �� �#� ���
�����	 ��
����. �#��# ����
� �#�� τ ≤ Vm(δ)− δ.

�#�� am(τ) �� ���������� ����
����� %� am(τ )− p� = Vm(am(τ)− p� − τ). �#��# )
�� 1&&2

������� am(τ) �����-��

τ =

� a

am�τ�−τ

[1− F (u)m]du , 1&B2

�#��# ���� ��� ������ �� p� �
 δ* 4� ��
������
. am(0) = a* ���
������ 1&B2 �� �#�

	���
���>����� %����� ������� �) ��
 ��
���
 )�
���� 1(=2* 4� �#�� ����. �#� �������
 ����

��������� 
�@��� -
� i?� ���
 �) ui < am(τ ). %�� ���� ���� %��� �� �#� -
� �)��
 �������	 �#�


�������	 m -
�� �) ui− p̂ > max�≤j≤m{δ, uj−p�}*&B ���� �#�� �#� ���������� δ < a−p�

������� �#�� Vm(δ)− δ > 0. ��� �� ���� 1%2 �� 
������� )�
 ��� ��H������� ����� τ > 0*

4� ���. �� ������ �#� )�������	 
�����5

&B���� �#�� ���� �#� �������
 ������ -
� i. �#� #�� �#� ������� ������ z < a− p0 ��� �� �#� ���� ����

���� %��� %�)�
� �������	 ��� �#� 
�������	 m -
��*

CC



.���! & %� 	��� ����	��	���� ���
�� �
������ 	�� �������
 ���� ��� �
�� �
� i ����!

���	��� �� ��� ���� �� ui ≥ am(τ)� ���
� am(τ) �� ������ �� "*3$ �� τ > Vm(δ) − δ ���

�	��
���� am(τ) �� ������ �� "*4$�

F������. ����� Vm(δ)− δ �� ���
�����	 �� δ. �#� ��������� τ > Vm(δ)− δ �� �,�������� ��

δ ∈ (δτ , a− p�). �#�
� δτ ������

τ = Vm(δτ )− δτ =

� a

δτ�p�

[1− F (u)m]du 1&72

�) τ < Vm(0). ��� δτ = 0 ��#�
����* 4� ��
������
. Vm(δ�) = δ� = a− p�*

+� ��� �
��� 3
��������� &* $��
���	 )
�� �#� )
���
����� �,����%
��� ���# �
��� p�.

������� -
� i �������
���� ���
������ � 
���
���	 ��
�#��� �
����� τ > 0 %�� ����� �#�

%������ �
��� ���#��	�� �� p�* $������ -
� i #������ �� %� �� �#� k�# �������� �) �#�

�������
?� ���
�# �
�����* 4) k = n. �#�� τ #�� �� ������ �� -
� i?� �
�-�* 4� �#�

)�������	. �� �#�� �#�� )�
 ��� k < n. ���
������	 � ����� �
����� τ > 0 �� �
�-��%�� )�


�#� -
�*

�� �� �#� �
��) �) 3
��������� (. ��� δ ≡ max{0, u�−p�, � � � , uk−�−p�} %� �#� %��� ���

)
�� �#� �
������ k − 1 -
��* � �������
 ���� ����� -
� i �) δ < a− p�* 4) �#� �������


�

���� �� -
� i ��� �������
� ����# ������� ui ��� �#� %�������
 �
����� τ 1%�� �����

#���� �#� �,����%
��� %����) �%��� �#� 
�������	 n−k -
��? ��������2. �#� )���� �#� ���
�#

�
�%��� �� #��� @��� �����>�� ���# m = n− k. ��� #�
 �������	 
��� ���� ������ �� #�


%��� �
������ ���
 δ*  �� �� )���� �� � 
��������� ����� τ ���# �#�� τ < Vn−k(0) ��� ��-��

δτ �� �� 1&72 ���# m = n − k* 8#�� �) δ ∈ (δτ , a − p�). �#� 
���
������ ������� ����
���	

�� 1&A2 �� an−k(τ ) = p� + Vn−k(δ)* 4� �#�� ����. �#� �������
 ���� %�� ����������� �)

ui ≥ an−k(τ ). ��� ��#�
���� �#� ���� ���� ���
�#��	 ��� ����
 ���� %���* ����
��������. �)

δ ≤ δτ �#� 
���
������ ������� an−k(τ) �� �� 	���� �� 1&B2 ���# m = n−k* 4� �#�� ����. ����

�) �#� �������
 ������ -
� i -
�� 1�*�*. �) ui < an−k(τ )2. �#� ���� ���������� ���� %��� �)��


�������	 ��� 
�������	 -
�� �) ui − p� − τ �� 	
����
 �#�� �#��
 ���
�� ��
���� ��� �#�

������� ������ δ �#��# 
��
������ �#� %��� ���
 ����	 �#� �
������ k−1 -
��* ����������.
-
� i?� 
���
���	 ������ �� �#�� ���� ��

Pr(max
j>k

{δ, uj − p�} < ui − p� − τ < an−k(τ )− p� − τ)

=

� an−k�τ�

p��τ

F (ui − τ )n−�dF (ui) =

� an−k�τ�−τ

p�

F (u)f(u+ τ)du .

1���� δ �� ���� � 
����� ��
��%�� ���# �*�*)* G(δ) = F (δ + p�)
k−�. ��� �#� ������ ����

)������ �)��
 �#��	��	 �#� ����	
�� ��
��%��*2 8#�
�)�
�. -
� i?� �
�-� �) �� �� �� �#� k�#

���
�# �������� ��� �#�
	�� �#� %�������
 �
����� τ ��

p�

� a−p�

δτ

[1− F (p� + Vn−k(δ))] dG(δ) + p�G(δτ )[1− F (an−k(τ ))]

C=



+ (p� + τ)

� an−k�τ�−τ

p�

F (u)n−�f(u+ τ)du . 1&G2

���� )
�� 1&B2 �#��

(1− a′n−k(0))(1− F (a)n−k) = 1 . 1C'2

�� ����	 �#� �%��
������� Vn−k(δ�) = δ� = a− p� ��� 1C'2. �#� ��
������� ���# 
������ ��

τ �) -
� i?� �
�-� �� 1&G2 �#�� �� �� �� �#� k�# �������� 1���# k < n2. ��������� �� τ = 0. ��

� a

p�

F (u)n−�[f(u) + p�f
′(u)]du , 1C(2

�#��# 	���
���>�� �#� ������� ���
������ 1(B2* 9�
�.
� a
p�
F n−�fdu �� �#� ���
� 
������

	���
���� )
�� �#� 
���
���	 �������
�. �#���
� a
p�
F n−�f ′du �� �#� ���
� ������ 	���
����

%� ���
�����	 �#� ���� �) 
���
�* 8#�� 1C(2 �� �������� �#�� p� > �−F �a�
f�a�

)������ �#�

�
	����� 	���� �� �#� ���� ���� )�
 �������* $���� 1C(2 �� �������� 1��� �#� ����2 )�
 ���

k < n. �#� �
��) �) ��
� 1�2 �� ��������*

1��2 +� �#�� �#�� �� �#� %��������������� ����� 1�#�
� -
�� ��� ������ �� �#�

%�������
 �
���2. �#�
� �� �� �,����%
��� �� �#��# -
�� ��� ���# #�	# %�������
 �
���� �#��

�� �������
� 
���
� �� �
�������� ������� -
��* $������ %� ����
��� �#�� �#�
� �� ��

�,����%
��� ���#��� 
���
���	 ������*  �� 	τ %� �#� ������� %�������
 �
����� ������

)�
 ���# �� �,����%
���* 8#�� 	τ �����-��

an−� = p+ 	τ , 1C&2

�#�
� p �� �#� ���
����� �,����%
��� �
��� ��-��� �� 1('2* 1:����� {am} �� �#� ��,����� �)

���
������ ��������� �� �#� ���
����� ����*2 8� ��� �#��. ������ �#�� am �� ���
�����	 �� m

��� �� �) � �������
 ���� ��� ���� �� 	� %��� �� �#� -
�� ������� -
� 1�� �#��# �#� ���

���� �����2. �#� ���� ���� ��� ���� �� 	� %��� �� ��� ��#�
 -
�* 8#�� ��. 1C&2 �������

am < p+ 	τ 1CC2

)�
 ��� m ≤ n− 2*
$��
���	 )
�� �#� #����#������ �,����%
��� �� �#��# ���# -
� ���� � %�������
 �
�����

	τ .&7 ������� -
� i �������� ��� ���� � %�������
 �
����� 	τ − ε �#�
� ε > 0 �� ��H�������

����� 1%�� ����� ��� %������ �
��� p ���#��	��2* F�
�� �) ���. 
����>� �#�� �#�� �����

��������� ���� ��� ����� �#� ���
�# %�#����
 �) �������
� �#� ������ ��� ��#�
 -
� -
��

%������ �) 1CC2* 8#�
�)�
�. �� )���� �� �#��� �������
� �#� ������ -
� i -
��*

;���� � %�������
 �
����� ������
 �#�� 	τ . �#� �������
 ���� %����� ��
� ������ ��

���
�# �� �� -
� i*  �� ãn−� > an−� %� �#� ��� 
���
������ �������* F�
 � ����� ���������.

ãn−� ���� �����)�

ãn−� − p =Wn−�(ãn−� − p− 	τ + ε) . 1C=2

&78#� ���� �
	����� ������� �) -
�� �#�
	� %�������
 �
���� 	
����
 �#�� �τ *

CK



8#� 
�	#��#��� ���� �� �#� �������� ��
���� )
�� ��
���������	 � /���
�����0 ��
��� ���#

n−1 -
�� ��� � �������� ������� ������ ãn−�−p− 	τ + ε �#��# �� ������%�� �) �#� �������


����� %��� �� -
� i*&G 1:����� �#� �������� Wm(�) ���
������ �� �#� �
��) �) 3
���������
(*2 ���� �#�� ãn−� → an−� �� ε→ 0*  �� ãn−� ≈ an−�+θε %� �#� -
����
��
 ���
���������

�) ãn−�. �#�
� θ �� �� %� ����
�����* 8#�� 1C&2 ��� 1C=2 �����

an−� − p+ θε ≈ Wn−�((1 + θ)ε)

≈ Wn−�(0) + (1 + θ)εW ′
n−�(0)

= an−� − p+ (1 + θ)εrn−�(0) .

8#� �,������ ���� ����� ( �� �#� �
��) �) 3
��������� (. ��� rn−�(0) �� �#� �
�%�%����� �#��

�#� �������
 ���� ��
�#��� ���#��	 �#�� -
�� ���� ��������	 ���
�* 8#��. θ �����-��

θ = (1 + θ)rn−�(0) . 1CK2

F�
 � ����� ε. -
� i?� )
��# ������ )
�� �#��� �#� ����� -
� i -
�� ���� %� 
������ %�

f(an−�)θε . 1CA2


� �#� ��#�
 #���. �#� 
�������� �) �#� %�������
 �
����� ���� 	���
��� ��� 
���
���	

������* 8#��� �������
� �#� -�� u ∈ [p + 	τ − ε, ãn−�] �� -
� i ���� ���
�# �� -
�� ���

���������� ���� %��� ���# � �
�%�%����� ���
��������� �,��� �� rn−�(0)* $���� �#� ���	�#

�) �#� �%��� ����
��� �� 1���
���������2 (1 + θ)ε. �#� 
���
���	 ������ ��

f(an−�)(1 + θ)rn−�(0)ε . 1CB2

F
�� 1CK2. ��� ��� ��� �#�� 1CA2. �#� ���
���� �) �#� )
��# ������ �� �������� �,��� ��

1CB2. �#� ���
���� �) �#� 
���
���	 ������* ��� ���# 
���
���	 �������
 ���� ��
� �#��

���# -
������� ������
 1p + 	τ − ε > p2* 9����. �#� ��������� �� �
�-��%��* 4� ��#�
 ��
��.

�� �#� %��������������� �����. �#�
� ���� ����� 
���
���	 �������
� �� ��� �,����%
���*

(���� �� (���������� ,� +� �#�� �#�� �#�� -
�� ������ ������ �� �#� %�������
 �
���

��� �������
� )��� �� ���
����� 
���
���	 ����. �#� )�������	 ���-	�
����� �� �� �,����%
���

�#�� �#� ������ ��
�� �� ������ 1�*�*. �#� ������� f �� ������ ���
�����	25 1�2 ���# -
�

�#�
	�� p� �� ��� ������
. �#�
� p� �� ��-��� �� 1K26 1��2 ���# �������
 #���� �#� %����)

�#�� � -
�?� %�������
 �
��� ���� %� �#� ���� �� ��� %������ �
��� 1���� �) �#� �%��
��� ��

����,����%
��� %������ �
���2. ��� �������� ��,������� ���
�# ����
���	��*

$������ -
� i ���� � ���	#��� ����
��� %������ �
��� p ��� ��
�
���� �#� 
���
���	

&G8#� �������
?� 
���
������ ������� �� �#� ��%��,���� -
�� ��� ���� �#��	�. %�� 1CC2 ����� #���� )�
 �

��H������� ����� ε* 8#�� �� �#� �� ��� 
�	�
� �#� ��%��,���� ��
��� �� � ���
����� ��
���*

CA



�������
� ���# � ����� �
����� τ ≥ 0. �#��� ��� ��#�
 -
�� �#�
	� �#� ���)�
� �
��� p�*
C'

�������
� %������ �#�� �) �#�� ���� %��� �� -
� i. �#�� ���� ���� ��� p ������� �) p+ τ *

 �� Π(p, τ) %� -
� i?� ��������� �
�-� �#�� �� ���
� �#�� ����
������ ��
��* +#�� p �� �����

�� p� ��� τ �� ����� �� >�
�. �� ���# ���
������ 1(&2 �%��� �� #���

Π(p, τ ) ≈ Π(p�, 0) + τΠτ (p�, 0) .
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�-��%�� �) Πτ (p�, 0) < 0* 8#�� ������� �#�� �� ���� ���� �������
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n
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j �	i
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�
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n− 1
n

� a

p��τ

F (u− τ)n−�f(u)du .
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-
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1− F (a)
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