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❜❛tt❧❡✜❡❧❞s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝s✱ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✱ ❝♦♥s✉♠❡r r✐❣❤ts ❣r♦✉♣s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛✲
t♦rs ❛❧✐❦❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡ ❝❛✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ t❤❛t ❝❡♥t❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛
♦❢ ■♥t❡r♥❡t ❙❡r✈✐❝❡ Pr♦✈✐❞❡rs ✭■❙Ps✮ ❡①❡r❝✐s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝
t❤❛t ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✬❝♦♥✲
tr♦❧✬ ✐s ♦❢t❡♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛♥ ♠❡❛♥ ❛♥②t❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s
♦❢ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ♦r ✉♥❛✣❧✐❛t❡❞ tr❛✣❝ ✭❲✉ ❛♥❞ ❨♦♦✱ ✷✵✵✼✮✱ t♦ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❡❡s
✭▲❡❡ ❛♥❞ ❲✉✱ ✷✵✵✾✮✱ t♦ ♦✛❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s
♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❍❛❤♥ ❛♥❞ ❲❛❧❧st❡♥✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣✉❜❧✐❝❧② ✈✐s✲
✐❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ✉s✉❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps ❛♥❞
❡♥❞ ❝✉st♦♠❡rs✳ ❍❡r❡✱ ❛❞✈♦❝❛t❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❢❡❛r t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❞❛♥❣❡rs t❤❡ ❢r❡❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t t❤❛t
❤❛s ♠❛❞❡ ✐t ❛ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❢r❡❡ s♣❡❡❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❡❣❛❧
❝♦♥t❡♥t ✭▲❡ss✐❣✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✷❀ ❈❡r❢✱ ✷✵✵✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧✐tt❧❡
❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■❙Ps s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛❝t ❛s ■♥t❡r♥❡t ❣❛t❡❦❡❡♣❡rs
❜② ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❧❡❣❛❧ ❝♦♥t❡♥t ❢r♦♠ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡rs✳

❚❤❡ ♠♦st ❛❝❛❞❡♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡ ✐s
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
✭❈Ps✮✳ ❲❡ s❡❡❦ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡t❤❡r ■❙Ps s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞
t♦ ♦✛❡r ❈Ps ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ s❡r✈✐❝❡ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞❛t❛
♣❛❝❦❡ts t♦ ❡♥❞ ❝✉st♦♠❡rs✕❦♥♦✇♥ ❛s ◗✉❛❧✐t②✲♦❢✲❙❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ t✐❡r✐♥❣ ✭▲❡ss✐❣✱
✷✵✵✶✱ ♣✳✹✻❀ ❍❛❤♥ ❛♥❞ ❲❛❧❧st❡♥✱ ✷✵✵✻✮✳ ❯♥❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✱
t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐❞✲❢♦r tr❛✣❝ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣
✇❛s ♦✛❡r❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ❜❛s✐s✳✶ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ✐s ❜♦t❤
♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
❢♦r ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ✭❙❤❛r♠❛✱ ✷✵✶✵✮✳
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❧❡✈❡❧ ♣❧❛②✐♥❣ ✜❡❧❞ ❢♦r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤✉s ❧❡❛❞
t♦ ♠♦r❡ ❝♦♥t❡♥t ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭▲❡ss✐❣✱ ✷✵✵✶✱ ♣✳✶✻✽✕✶✼✺❀ ❲✉✱

✶❍❡r❡✱ ✬♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✬ ♠❡❛♥s t❤❛t ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❝❛♥ s❡❧❢✲s❡❧❡❝t ✇❤❡t❤❡r t❤❡②
✇❛♥t t♦ ❜✉② ♣r✐♦r✐t② tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r t❤❡✐r ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts ♦r ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ♥❡t✇♦r❦
♣r♦✈✐❞❡rs ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♥t❡♥t t②♣❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s
❢♦r s✉❝❤ ❛♥t✐✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ ✈♦✐❝❡✲♦✈❡r✲■P tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜② ♠♦✲
❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❍❛❤♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r tr❛✣❝
✭❖✬❈♦♥♥❡❧❧✱ ✷✵✵✺✮✳

✶



✷✵✵✸❀ ❱❛♥ ❙❝❤❡✇✐❝❦✱ ✷✵✵✻❀ ❙②❞❡❧❧✱ ✷✵✵✻✮✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t②✱
t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r✐t② tr❛✣❝ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ✉♥♠✐st❛❦❛❜❧② t♦ ❛ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❡st✲❡✛♦rt tr❛✣❝✳ ❚❤✉s✱ t❤♦s❡ ❈Ps ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣
t♦ ♣❛② ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss ❛r❡ ♣✉t ❛t ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t✇✐❝❡✿ ✜rst✱ ❢r♦♠ t❤❡
s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥
♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤✐s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❧✐❡s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥
♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ♣r♦♣♦♥❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❞✈♦❝❛t❡s ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❧♦♥❣✲r✉♥✱ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r
♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ■❙Ps ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t q✉❛❧✐t②
♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜r✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥t❡♥t t②♣❡s ♦♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❦❡❡♣ ❝♦♥s✉♠❡rs
s❛t✐s✜❡❞ ✭▲❡ss✐❣✱ ✷✵✵✶✱ ♣✳✹✼✮✳ ❚❤❡② ❡✈❡♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢❡❛r t❤❛t ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣
♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❤✐♥❞❡r t❤❡ r♦❧❧✲♦✉t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡
■❙Ps s❡❡❦ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❈Ps ❢♦r ❡①❛❝t❧② t❤✐s r❡s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ✐t
✐s s❝❛r❝❡ ✭❲✉ ❛♥❞ ❨♦♦✱ ✷✵✵✼✮✳

❖♣♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡ ❛r❣✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ st✐♠✉❧❛t❡ ♠♦r❡ s❡r✈✐❝❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❆
❈P ✇❤♦ ♦✛❡rs ❛♥ ♦♥✲❞❡♠❛♥❞ ✈✐❞❡♦ str❡❛♠✐♥❣ s❡r✈✐❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧②
♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t❤❛♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡✲♠❛✐❧ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡r✳✷

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ♦♥❡✲s✐③❡✲✜ts✲❛❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥②♠♦r❡ ✭❨♦♦✱ ✷✵✵✺✮✳ ■❢ ❝✉s✲
t♦♠❡rs✬ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ✉s❡ ✐s ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❈P✬s s❡r✈✐❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
r❡❧✐❛❜❧② ♦✛❡r❡❞✱ t❤✐s ❈P✬s ♦♥❧✐♥❡ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s ✇✐❧❧ ❞❡❝❧✐♥❡✱ ♣♦ss✐❜❧②
✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ s❤❡ ✐s ❢♦r❝❡❞ ♦✉t ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ✭❈r♦✇❝r♦❢t✱ ✷✵✵✼✮✳ ❍❡♥❝❡✱
◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ✇❡❧❢❛r❡✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❛❜❧❡s
❡♥tr② ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❜② t❤♦s❡ ❈Ps ✇❤♦ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❤✐♥❣❡ ♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛❧✲
✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡✉tr❛❧ ❜❡st✲❡✛♦rt ■♥t❡r♥❡t ♠❛② s♦♦♥
❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❤✐♥❞❡r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈Ps✬ ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ❛❧s♦ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✉♣♣♦rt❡rs
♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤✐s r❡❣✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❈Ps ❝❛♥ ❜❡ ❜✐❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
q✉❛❧✐t② t❤❡② ❛r❡ ✉s✐♥❣ ✭❱❛♥ ❙❝❤❡✇✐❝❦✱ ✷✵✵✻❀ ❨♦♦✱ ✷✵✵✺✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❡①t❡♥❞❡❞✱✸ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡ ✇❡❧❢❛r❡✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛✈♦✐❞s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ✇❛st❡❢✉❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ♦✈❡r♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣

✷❋♦r ❡①♣♦s✐t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ✉s❡ ✬❝♦♥❣❡st✐♦♥✬ ♦r ✬s♣❡❡❞✬ ❛s
❛ ♣r♦①② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❧❛t❡♥❝② ♦r ❥✐tt❡r✳

✸❈r♦✇❝r♦❢t ✭✷✵✵✼✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐s ❛ ✏③❡r♦ s✉♠ ❣❛♠❡ ❛t ❛♥②
✐♥st❛♥t✑✳

✷



❜② ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇❤❡♥
♥❡❡❞❡❞✳

■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱
s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❜❛t❡ s❡❡♠s st✉❝❦ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
✏❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r❡s❡❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ✉❧t✐♠❛t❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤✑✭❲✉ ❛♥❞ ❨♦♦✱ ✷✵✵✼✮✳✹ ■♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❛❞✈❛♥❝❡
t❤❡ ❞❡❜❛t❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ❛r❣✉✲
♠❡♥ts ♦❢ ❡✐t❤❡r s✐❞❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♥❡t✇♦r❦
♥❡✉tr❛❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝ts ♦♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✲
✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛s
❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✭❆r♠str♦♥❣✱ ✷✵✵✻❀ ❘♦❝❤❡t ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡✱ ✷✵✵✻✮ t❤❛t ❝♦♥✲
♥❡❝ts ❝♦♥❣❡st✐♦♥✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐t❤ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ■❙P✳✺ ❯♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛❧✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s ✉♥❞❡r
t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❡✈❡r② ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜✉② ♣r✐♦r✐t②
❛❝❝❡ss t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r s✐❞❡✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝t t❤❛t tr❛✣❝ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ■♥ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱
✇❤❡♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✜①❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ■❙P ❝❛♥
str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st ✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥tr② ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛s ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t❡s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❜❡tt❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ❈Ps✱ ♦✈❡r❛❧❧ s❤♦rt✲r✉♥ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤✐s r❡❣✐♠❡✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ■❙Ps t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❈Ps✬ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ❛❧❧ ❈Ps ❛r❡ ✇♦rs❡
♦✛ ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❢❛❝t ❤❛s
❞r✐✈❡♥ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡♠♦t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡❜❛t❡✳✻ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢

✹❋♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t s❡❡ ❖✇❡♥ ❛♥❞ ❘♦sst♦♥ ✭✷✵✵✻✮
✺■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ✜rst s✉❣✲

❣❡st❡❞ ❜② ❙✐❞❛❦ ✭✷✵✵✻❛✱❜✮✳
✻❚❤❡ ❞❡❜❛t❡ ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② st✐♠✉❧❛t❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❜❧✉♥t st❛t❡♠❡♥t ❜② ❊❞ ❲❤✐t❛❝r❡✱ t❤❡

❈❤✐❡❢ ❊①❡❝✉t✐✈❡ ❖✣❝❡r ♦❢ ❆❚❚✱ ✇❤♦ s❛✐❞✿ ✏◆♦✇ ✇❤❛t ❬❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs❪ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞♦
✐s ✉s❡ ♠② ♣✐♣❡s ❢r❡❡✱ ❜✉t ■ ❛✐♥✬t ❣♦✐♥❣ t♦ ❧❡t t❤❡♠ ❞♦ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s♣❡♥t t❤✐s ❝❛♣✐t❛❧
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡t✉r♥ ♦♥ ✐t✑ ✭❖✬❈♦♥♥❡❧❧✱ ✷✵✵✺✮✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ s✐♠✐❧❛r st❛t❡♠❡♥ts
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r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs t♦ t❤❡ ■❙P ✐s ✇❡❧❢❛r❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣❡r s❡✱ ✐t ✇✐❧❧
❣❡♥❡r❛❧❧② st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❝r✉t✐♥✐③❡❞ ❜② ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉✲
tr❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥
✇❡❧❢❛r❡ ✇✐❧❧ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❈Ps✬ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥
t❤❡ ♠❛r❦❡t✮✳ ■❢ ❈Ps✬ ❛❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝✱ t❤❡ ■❙P ❤❛s str♦♥❣❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❈Ps✬
❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝✱ t❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✜♥❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s
♦❢ t❤❡ ❞❡❜❛t❡✿ ✇❤❡♥ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐s s♦❝✐❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ■❙Ps
✇✐❧❧ ✐♥✈❡st t♦♦ ❧✐tt❧❡ ✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❲❤❡♥ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s
♣r❡❢❡rr❡❞✱ ■❙Ps ❛r❡ ♦✈❡r♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡
❞✐s❝✉ss ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ s❡r✈✐❝❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝♦♣❡
❢♦r r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✇❤❡t❤❡r ♣r✐❝❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s ❛r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ str❛t❡❣✐❝ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣
♦✉r r❡s✉❧ts✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣❛♣❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝
♣❛♣❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✳ ❙❝❤✉❡tt ✭✷✵✶✵✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❝❡♥t
❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
♠♦st r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉rs ❛r❡ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❑✐♠ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲✐❦❡

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ❜② ♠❛❥♦r ❊✉r♦♣❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t♦rs ✭▲❛♠❜❡rt✱ ✷✵✶✵❀ ❙❝❤♥❡✐❜❡❧ ❛♥❞
❋❛r✐✈❛r✱ ✷✵✶✵✮✳
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t❤❡♠✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ■❙P✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❡♠❜♦❞✐❡s st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ q✉❡✉✐♥❣
t❤❡♦r② t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ ❜❡st✲❡✛♦rt tr❛✣❝✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ s❡t✲✉♣ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦✉rs✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝✉st♦♠❡rs ❞✐s❧✐❦❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✐t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ♣✉r❝❤❛s✐♥❣
♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss ❢r♦♠ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ■❙P✳ ❚❤❡ ❤✐t❝❤ ✐♥ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❑✐♠ ✭✷✵✶✵✮ ✐s
t❤❛t t❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ s❡❧❧ ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠❛❦❡ t❤✐s ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❛ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ♣r✐s♦♥❡rs✬ ❞✐❧❡♠♠❛ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤♦
❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ■❙P t♦ s❡❧❧ ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✜♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r♦✜t ♠❛r❣✐♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✱ ❜♦t❤ ✇✐❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜✉②
♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss✕❜✉t ✐❢ ❜♦t❤ ❡①❡r❝✐s❡ t❤✐s ♦♣t✐♦♥✱ ♥❡✐t❤❡r ❣❛✐♥s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛✐❞ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss ✐s ❢♦r❢❡✐t❡❞✳

❖✉r ♠♦❞❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
t❤❛t ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡✐r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦✇❛r❞s ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❈♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐❢ t❤❡✐r ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧
✐s s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s ❛❧s♦ t♦
st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♦♥ ❡♥tr② ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❑✐♠ ✭✷✵✶✵✮✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❍❡r♠❛❧✐♥ ❛♥❞ ❑❛t③ ✭✷✵✵✼✮✱ ✇❤♦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡♥tr② ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳
❋♦r ❍❡r♠❛❧✐♥ ❛♥❞ ❑❛t③✱ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ■❙P ♦✛❡rs ❛ ♠❡♥✉ ♦❢
✬q✉❛❧✐t✐❡s✬ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✱ ✇❤♦ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣✲
♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r q✉❛❧✐t②✱ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②
t❤❡ ■❙P ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦✛❡r ♦♥❧② ♦♥❡ q✉❛❧✐t②✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ❍❡r♠❛✲
❧✐♥ ❛♥❞ ❑❛t③ ✭✷✵✵✼✮ ❈Ps✬ r❡✈❡♥✉❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ♣❛♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② st✉❞② ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ♥♦r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡
❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝t t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❡①❡rts ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❡st✲❡✛♦rt
❝❧❛ss ✉♥❞❡r ✜①❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❊❝♦♥♦♠✐❞❡s ❛♥❞ ❚å❣ ✭✷✵✵✽✮✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t
♠♦❞❡❧✳ ❖♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♣❡t✐♥❣
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠
♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❊❛❝❤ s✐❞❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ◗♦❙
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t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ s❡❡ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ■❙P✬s
♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❡❡ ❢♦r ❛❝❝❡ss t♦ ✐ts
❝✉st♦♠❡rs✳

❲❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡rs ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝❡ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②
❞❡❜❛t❡✱ ♥♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛s♣❡❝ts t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❛r❡ ♠✐①❡❞✿ ❍❡r♠❛❧✐♥ ❛♥❞ ❑❛t③ ✭✷✵✵✼✮
✜♥❞ t❤❛t ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❧❡ss ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦
❜❡ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❞✉❝✐♥❣✳ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❑✐♠ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❤♦✇ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❛t t❤❡ ■❙P✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡
t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❡❧❢❛r❡✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ❛ ♠♦r❡
❤♦❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ q✉❡✉✐♥❣ t❤❡✲
♦r②✱ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡♥tr②✴✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ✇❡ ♠❛❦❡
❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛✣r♠ t❤❛t ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✇❡❧❢❛r❡✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲
r✉♥ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t
r❡✈❡♥✉❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥
t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✐❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝✱ ❜✉t ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ■❙P ❤❛s str♦♥❣❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r✬s r❡✈✲
❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
❜❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳

✸ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛s ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t✱ ✇✐t❤ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞
■♥t❡r♥❡t ❝✉st♦♠❡rs ✭■❈s✮ ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ❛♥❞ ❞✐s❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡ ✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❡
❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡
♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ■❙P ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳

❈♦♥t❡♥t Pr♦✈✐❞❡rs ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❈Ps✳ ❲❤❛t❡✈❡r s❡r✈✐❝❡
t❤❡ ❈Ps ♦✛❡r✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ✐t ❢♦r ❢r❡❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ r❡✈❡♥✉❡s ♦♥❧② ✐♥❞✐r❡❝t❧②

✻



t❤r♦✉❣❤ ♦♥❧✐♥❡ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts✳✼ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❈P✬s ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈✲
❡♥✉❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ tr❛✣❝✱ t❤❡ ♣❡r✲❝❧✐❝❦ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t
r❡✈❡♥✉❡✱ ❛♥❞ ❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✐❝❦✲t❤r♦✉❣❤✲r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❈P✬s ✐♥♥❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦✇❛r❞s ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s
❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ♦♥❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛✣❝ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ❝✉st♦♠❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② λ✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r✬s
❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐ts ✐♥♥❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ λ
❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✬❝❧✐❝❦s✬ t❤❛t ❛ ❝✉st♦♠❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r✬s
✇❡❜s✐t❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✉tr❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❝✉st♦♠❡rs
❤❛✈❡ ♥♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ r❛t❤❡r ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡✐r ❝❧✐❝❦s ❡✈❡♥❧②
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r✬s ❡♥❞✱ ✉s✉✲
❛❧❧② ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✐❝❦s ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡✳
❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝❧✐❝❦✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❈P✬s
❝❧✐❝❦✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❛s ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❡❛❝❤ ❈P✬s ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛♥ ✐♥♥❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛s t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ♥❡t✲
✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝❧✐❝❦✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ ❛♥❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✐❝❦✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ♦❢ ❈P θ ✐s

(1− θw) ✭✶✮

✇❤❡r❡ w ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❈P✬s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳✽ ■❢
r ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✈❡♥✉❡✲♣❡r✲❝❧✐❝❦ ♦♥ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛ss
♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ❈Ps✬ ♣r♦✜t ✉♥❞❡r ♥❡t
♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s✾

✼■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❝❤❛r❣❡
❝♦♥s✉♠❡rs ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡✐r ❝♦♥t❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t
❝❛s❡ ❛s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❝✉st♦♠❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛✐r❧② r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ♣❛② ❡①tr❛
❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥t❡♥t ♦r s❡r✈✐❝❡s ✭❉♦✉✱ ✷✵✵✹❀ ❙②❞❡❧❧✱ ✷✵✵✼✮✳

✽◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✐❝❦✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ P♦✐ss♦♥ t❤✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ t❤✐♥♥✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✭w✮ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥ ❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✭θ✮ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❈P ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
✐♥♥❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♠♦♥❡② t❤❛♥ ❛ ❈P ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ✐♥♥❛t❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

✾❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡
◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❜② s✉❜s❝r✐♣t N ❛♥❞ Q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♠❡ ✐s
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

✼



ΓN(θ) =

{

(1− θ wN)λη̄r ✐❢ ❛❝t✐✈❡

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✭✷✮

✇❤❡r❡ η̄ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ■♥t❡r♥❡t ❝✉st♦♠❡rs ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❯♥❞❡r ♥❡t✲
✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱
wN ✳ ■♥ t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❝❛♥ ♦♣t ❢♦r t❤❡
♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss ✇✐t❤ wQ1 < wN ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ p ♣❡r ❝❧✐❝❦✳ ❚❤❡
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs t❤❛t r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ wQ2 > wN ✳

ΓQ(θ) =







(1− θ wQ1)λη̄r − λη̄p ✐❢ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss

(1− θ wQ2)λη̄r ✐❢ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss

0 ♦t❤❡r✇✐s❡.

✭✸✮

❚❤❡ ❈P t❤❛t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̃✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r t❤❛t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡❝♦♠✐♥❣
❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ st❛②✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐✲
t✐✈✐t② ♦❢ θ̄✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t θ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✱ s✉❝❤ t❤❛t θ̄ ❛❧s♦
r❡✢❡❝ts t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

β ≡ 1− θ̃

θ̄
. ✭✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❈Ps✬ ❣r♦ss ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✱ ✐✳❡✳ r(θ̄)✱ ❛♥❞ t❤❛t ∂r(θ̄)/∂θ̄ ≤ 0✳

❈✉st♦♠❡rs ■♥t❡r♥❡t ❝✉st♦♠❡rs ✈❛❧✉❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss ❛❞❞s ❛ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ b ✇❤❡r❡❛s ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡r ❛❞❞s ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ v t♦ ❛ ❝✉st♦♠❡r✬s ✉t✐❧✐t②✳✶✵ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

✶✵❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ❛t♦♠✐st✐❝ ❛♥❞ ❝✉st♦♠❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s♣❡✲
❝✐✜❝ ❝♦♥t❡♥t✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✈♦✐❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❥✉❞❣♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥t❡♥t
♦r s❡r✈✐❝❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡rs ❞❡r✐✈❡ ❛ ✉t✐❧✐t② ♦❢
v ❢r♦♠ ❡✈❡r② ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

✽



❤❛♥❞✱ ❝✉st♦♠❡rs ❞✐s❧✐❦❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥t❡♥t ❞✉❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❚❤✐s
✐s ❝❛♣t✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✱ ŵ✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❛
❝✉st♦♠❡r✬s ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

U =

{

b+ vθ̄ − ιŵ − zη − a ✐❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✭✺✮

✇❤❡r❡ ι ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦sts ✐♥ t✐♠❡ ✭❛ ♣r♦①②
❢♦r ✐♠♣❛t✐❡♥❝❡✮✱ ❛♥❞ a t❤❡ ❛❝❝❡ss ❢❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② t❤❡ ■❙P✳

❆s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈Ps ❛♥❞ t❤❡ ■❙P✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡①♣♦s✐t✐♦♥❛❧
❝❧❛r✐t② ✇❡ s❡t z = 0✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❝✉st♦♠❡rs ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡
■❙P t♦ ❡①tr❛❝t ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✱ ❜✉t ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t
♣r♦♣❡rt② ✭❝♣✳ ❘♦❝❤❡t ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡✱ ✷✵✵✻✮✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ■❙P t❤❡r❡❢♦r❡
s❡ts t❤❡ ❝✉st♦♠❡r ❛❝❝❡ss ♣r✐❝❡ t♦

a = b+ vθ̄ − ιŵ. ✭✻✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t b ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡rs ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡
■❙P ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐✳❡✳

η̄ = 1. ✭✼✮

◆❡t✇♦r❦ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥✲
s✉♠❡rs✬ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♥t❡♥t r❡q✉❡st✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② ❛
M/M/1 q✉❡✉✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ✜① ✐❞❡❛s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✲
✐♥❣ t✐♠❡✱ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t②✳✶✶ ❯♥❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♠❡ t❤❡
M/M/1 ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♥s✉♠❡r ❤❛s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣
t✐♠❡ ♦❢

ŵ = wN =
1

µ− Λ
. ✭✽✮

✶✶❚❤❡ M/M/1 q✉❡✉✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t (1) s❡r✈✐❝❡ r❡q✉❡sts ❛rr✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭✐✳❡✳ ❛rr✐✈❛❧s ❤❛♣♣❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✮✱
(2) s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳❡✳ r❡q✉❡st ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss
❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡✮ ❛♥❞ (3) t❤❛t s❡r✈✐❝❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛
s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r✳ ❚❤✐s ❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
q✉❡✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ♣r♦①② ❢♦r ❛❝t✉❛❧ ■♥t❡r♥❡t ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭▼❝❉②s❛♥✱ ✶✾✾✾✮✳

✾



❍❡r❡ µ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s❡r✈✐❝❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❀ ✇❤❡r❡❛s Λ ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❝✉st♦♠❡rs✬ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥t❡♥t r❡q✉❡sts ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡
■❙P✬s ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

Λ = λ η̄ θ̄, ✭✾✮

✐✳❡✳ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ η̄✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✱ θ̄✱ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ tr❛✣❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ❈P ❜② ❡❛❝❤ ❝✉st♦♠❡r✱ λ✳✶✷

❯♥❞❡r ❛ ◗♦❙ r❡❣✐♠❡✱ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ ❛ ❜❡st✲❡✛♦rt tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss✳ ■♥ t❤❡ M/M/1 ♠♦❞❡❧ t❤✐s
tr❛♥s❧❛t❡s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❡✉❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ r❡q✉❡st ♦❢
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡
q✉❡✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❝❧❡❛r❡❞ ♦♥
❛ ✜rst✲❝♦♠❡ ✜rst✲s❡r✈❡❞ ❜❛s✐s✳ ■♥ t❤✐s ✈❡✐♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡M/M/1
q✉❡✉✐♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss✱ wQ1✱
❛♥❞ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✱ wQ2✿

wQ1 =
1

µ− βΛ
✭✶✵✮

wQ2 =
µ

µ− Λ
wQ1 ✭✶✶✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥

wQ1 < wN < wQ2 ✭✶✷✮

✐s ❛❧✇❛②s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② µ = µQ = µN ❛♥❞
β < 1✳✶✸ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❤♦✇s ❢♦r♠❛❧❧②
t❤❛t s❡r✈✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t② ✇✐❧❧ ✭✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✮ ✉♥✲
❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳✶✹ ❚❤❡s❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣✉t

✶✷■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Λ =
∫ η̄

y=0

∫ θ̄

x=0
λ dx dy✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ η̄ = 1✱ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝

r❡❞✉❝❡s t♦ Λ = λ θ̄ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
✶✸❋♦r β = 1✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr✐✈✐❛❧❧②

❝♦❧❧❛♣s❡s t♦ wQ1 = wN
✶✹❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✐s ❛♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛✣❝ ♣r✐♦r✐t✐✲

③❛t✐♦♥ ❤❡r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✭str❛t❡❣✐❝✮ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳

✶✵



❛t ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t✇✐❝❡✿ ✜rst✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ tr❛✣❝✱
❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ tr❛✣❝✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs✬ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ❝❧❛ss❡s✱✶✺ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❝✉st♦♠❡r ✇✐❧❧ ✈✐s✐t ❡✈❡r②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ❡q✉❛❧❧②✳ ❈✉st♦♠❡rs✬ r❡q✉❡sts t♦ ❈Ps ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②
❝❧❛ss ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ♦❢ wQ1✱ ✇❤❡r❡❛s r❡q✉❡sts t♦ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss t❛❦❡ wQ2 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s

ŵQ = βwQ1 + (1− β)wQ2
µQ=µN

= ŵN = wN , ✭✶✸✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦♥❧② ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✇❤❡♥ µQ = µN ✳ ■♥
t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ŵQ ❛♥❞ ŵN t♦
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥t❡r♥❡t ❙❡r✈✐❝❡ Pr♦✈✐❞❡r ❚❤❡ ■❙P ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❤❡ s❡ts str❛t❡❣✐❝❛❧❧②✳ ❋✐rst✱ ❤❡ ❝❤❛r❣❡s
❛♥ ❛❝❝❡ss ❢❡❡✱ a✱ ❢r♦♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❯♥❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♠❡✱
t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛❝❝❡ss ❢❡❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ r❡✈❡♥✉❡ ❢♦r t❤❡ ■❙P✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥
t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ t❤❡ ■❙P ❛❧s♦ s❡ts t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✱ µ✳ ❆s ♦✉t❧✐♥❡❞
❜❡❢♦r❡✱ ❝✉st♦♠❡rs ❛♥❞ ❈Ps ❞✐s❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❝✉st♦♠❡rs✬ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ❝♦♥t❡♥t✱ ŵ✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ■❙P t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✳
❍❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ■❙P✬s ♣r♦✜t ✐s

ΠN = η̄a− c(µ), ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ c(µ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥✳✶✻ ❯♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣
r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ■❙P ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ p✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❤❡
❝❤❛r❣❡s ❈Ps t♦ tr❛♥s♠✐t ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ p ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ s❡❧❧✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ t❤❡ ■❙P✬s ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

ΠQ = η̄a+ βΛp− c(µ). ✭✶✺✮

✶✺❆♥❞ ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ β✳
✶✻❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ■❙P✬s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥❝❛✈❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ∂c/∂µ ≥ 0 ❛♥❞ ∂2c/∂µ2 ≥ 0✳

✶✶



❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ■❙P✬s ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥t♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛✲
♣❛❝✐t② ❛s s✉♥❦ ✐♥ ❛❧❧ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ µ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✹ ❙❤♦rt✲❘✉♥ ❊✛❡❝ts ♦♥ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡

❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♠❡s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♥❡t✲
✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✱ µ✱ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ❡q✉❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s✳

✹✳✶ ❙❤♦rt✲r✉♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥

◆❡t✇♦r❦ ◆❡✉tr❛❧✐t② ❘❡❣✐♠❡ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❈Ps ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t
✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ θ✳ ❚❤♦s❡ ❈Ps ✇✐t❤ θ ❝❧♦s❡
t♦ ③❡r♦ ♦✛❡r ❛ s❡r✈✐❝❡ ✇✐t❤ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s✱
✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦
❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❯♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❡①♣❡❝t t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ wN ❛♥❞ ❡♥t❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
✉t✐❧✐t② ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r t♦ ❡♥t❡r t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t✿ ✶✼

θ̄N =
µ

λ+ 1
✭✶✻✮

■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝ ♣❡r ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡r✱ λ✱ ❤❛s ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ✈❛r✐❡t②✳

∂wN

∂λ
> 0 ❛♥❞

∂θ̄N
∂λ

< 0

❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤✐s t❤❡ tr❛✣❝ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ♦♥ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t♦rs✬ ❝♦♥❝❡r♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tr❛✣❝✳

◆❡①t✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ■❙P ♠❛❦❡s ♣r♦✜ts
♦♥❧② ❜② s❡❧❧✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝❝❡ss ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
■❙P s❤♦rt✲r✉♥ ♣r♦✜t ✐s

✶✼❲❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✭❛t ❧❡❛st✮ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥
s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t θ = 1✱ r❡♠❛✐♥s ✐♥❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s
❡♥s✉r❡❞ ✐✛ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❞r♦♣ ❜❡❧♦✇ ŵ > 1✳

✶✷



ΠN = aN = b+ v
µ

λ+ 1
− ι

λ+ 1

µ
. ✭✶✼✮

◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ❚✐❡r✐♥❣ ❘❡❣✐♠❡ ■♥ t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ■❙P
❝❛♥ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✭✶✷✮✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ✇❤❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✱ ❜✉t ❛t ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❧❡✈❡❧s t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✿

✶✳ ❈Ps ✇❤♦s❡ ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡s✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳

✷✳ ❈Ps ✇❤♦s❡ ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡s✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ♦♣t ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ p✳

✸✳ ❈Ps ✇❤♦s❡ ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳
❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r❡❝❧♦s❡❞ ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ✐♥❛❝t✐✈❡✳

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst t✇♦
❝❛s❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̃✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧❛st t✇♦ ❝❛s❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̄✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t 0 < θ̃ < θ̄✳
❈♦♥tr❛r② t♦ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❑✐♠ ✭✷✵✶✵✮✱ ❜✉t s✐♠✐❧❛r t♦ ❍❡r♠❛❧✐♥ ❛♥❞ ❑❛t③ ✭✷✵✵✼✮✱
✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❵❤✐❣❤ ❝♦st✬ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦♣t ❢♦r t❤❡
♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ t❤❡
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❜✉② ♣r✐♦r✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧✬s ✐♥♥❛t❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳
■♥ ❛ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡

θ̄Q =
µ

λ+ 1
✭✶✽✮

θ̃ =
p

λ(r − p)
θ̄Q. ✭✶✾✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ p✱
✇✐❧❧ s❤✐❢t t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❈P ❞♦✇♥✇❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❤❛r❡

✶✸



♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡
♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✱ θ̄✱ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ p✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✇✐t❤ ✭✶✻✮ ❞✐r❡❝t❧② r❡✈❡❛❧s t❤❛t

θ̄Q = θ̄N =
1

ŵ
. ✭✷✵✮

❚❤✐s ♣r♦✈❡s ♦✉r ✜rst ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭■♥♥♦✈❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ❛s ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss✳ ■♥
❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡✳
❯♥❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡ ❝❧❛✐♠s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❛r❡ ✢❛✇❡❞ ✐♥ t❤❡
s❤♦rt✲r✉♥✿ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ♥❡✐t❤❡r ♠♦r❡ ♥♦r ❧❡ss ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t
✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐✲
♦r✐t② ❛❝❝❡ss ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ M/M/1 q✉❡✉✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡
♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ❛r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ ❝❤❡❝❦✕❛t ❛♥② ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡❧♦✇✱
t❤❡ ❧❛st ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r t♦ ❡♥t❡r ♠✉st ♣❛② ❡①❛❝t❧② t❤❛t ❛♠♦✉♥t ❢♦r ♣r✐♦r✲
✐t② ❛❝❝❡ss ✇❤✐❝❤ s❤❡ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①tr❛ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ t❤❛t ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t
❝♦♥s✉♠❡rs✬ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ♥❡t✇♦r❦ ✉t✐❧✐t② ✐s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
■❙P ✇✐❧❧ ❝❤❛r❣❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ❢♦r ❛❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝✿

aQ = aN ✭✷✶✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ■❙P ❝❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡①tr❛❝t
r❡♥ts ❢r♦♠ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs t❤r♦✉❣❤ s❛❧❡s ♦❢ ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ s❤♦rt✲
r✉♥✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❞♦ s♦ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ Λβp✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤

p =

(

1−
√

1

λ+ 1

)

r =

(

1− wQ1

ŵQ

)

r ✭✷✷✮
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■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ■❙P ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❣r♦ss ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡ r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧❧❡✲
✈✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❈Ps ✉♥❞❡r t❤❡ M/M/1 s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✱ v✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡①tr❛ ♣r♦✜t ♦❢

ΠQ − ΠN = Λβp > 0 ✭✷✸✮

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭■❙P Pr❡❢❡rr❡❞ ❘❡❣✐♠❡✮✳ ❚❤❡ ■❙P ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡rs t❤❡ ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❡①tr❛ ♣r♦✜ts ❜② s❡❧❧✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ s❡r✈✐❝❡ t♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ■♥t❡r♥❡t ❝✉st♦♠❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣❛② t❤❡
s❛♠❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝❡ss ❛s ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✳

✹✳✷ ❙❤♦rt✲❘✉♥ ❲❡❧❢❛r❡ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

◆♦✇ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❚♦t❛❧
✇❡❧❢❛r❡✱ W ✱ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ■♥t❡r♥❡t ❝✉st♦♠❡rs✬ s✉r♣❧✉s✱ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬
s✉r♣❧✉s✱ ❛♥❞ t❤❡ ■❙P✬s ♣r♦✜t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ s✉r♣❧✉s ❜❡t✇❡❡♥
◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆W = (UQ − UN) + (ΓQ − ΓN) + (ΠQ − ΠN) ✭✷✹✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t UQ = UN = 0✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ s✉r♣❧✉s ✐s ❢✉❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞
❜② t❤❡ ■❙P✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ΠQ − ΠN > 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❤❛t
r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐s t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs✬ s✉r♣❧✉s✳

❬❊◆❚❊❘ ❋■●❯❘❊ ✶ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤♦s❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
❧♦❝❛t❡❞ ❛t θ ∈ [0, θ̃) ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t❧② ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱
❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡♠ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ wN t♦ wQ2✳ ❙❡❝♦♥❞✱
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ θ ∈ [0, θ̃)✳ ❚❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t θ = 0
✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❛t ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❛t θ = θ̃ ✐s
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❛❧r❡❛❞② s✉✛❡r✐♥❣ s♦ ♠✉❝❤ t❤❛t s❤❡ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲
❡✛♦rt ❝❧❛ss ❛♥❞ ❜✉②✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss✳ ❚❤✐r❞✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤♦s❡ ❈Ps ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❛s
θ ∈ [θ̃, θ̄) ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡r t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ θ̄✱ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s
❛ s✉r♣❧✉s ♦❢ ③❡r♦✳ ❋♦r ❤❡r✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤r♦✉❣❤ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✮ ✐s ❥✉st ♦✛s❡t ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t s❤❡ ♣❛②s ❢♦r
♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐t❤ ❧❡ss ❝♦♥❣❡st✐♦♥
s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✐✳❡✳ θ ∈ [θ̃, θ̄)✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t ✐s ♣❛✐❞ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ θ̃✱ ❢♦r
t❤❡s❡ ♣r♦✈✐❞❡rs t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✐s st✐❧❧ ❧❡ss s❡✈❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦❜✈✐♦✉s
t❤❛t ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r θ̃ ✐♥❝✉rs t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ✭✇❡❛❦❧②✮ ✇♦rs❡
♦✛ ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t ❈Ps ♣❛② ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss ✐s ♠❡r❡❧② ❛ ✇❡❧❢❛r❡
s❤✐❢t t♦ t❤❡ ■❙P ❜② ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ΠQ−ΠN ✭❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳
❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝t✱ ∆W ✱ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦ss s✉r♣❧✉s ❣❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ ❧❡ss ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦ss s✉r♣❧✉s ❧♦ss t❤r♦✉❣❤
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♣r♦✈✐❞❡rs r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳

∆W = (ΠQ − ΠN) + (ΓQ − ΓN)

= λr










(wN − wQ1)

∫ θ̄

θ̃

θ dθ

︸ ︷︷ ︸

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♦♥
t♦ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss

− (wQ2 − wN)

∫ θ̃

0

θ dθ

︸ ︷︷ ︸

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥
t♦ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss










✭✷✺✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t t♦ ♣r♦✈✐❞❡rs
✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t t♦ ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥
t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢
♣r♦♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♦♣♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❡①❡♠♣❧✐✜❡s
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳ ◆❡t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛✐❞ ❢♦r ♣r✐♦r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇❡❧❢❛r❡ ♥❡✉tr❛❧✱ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r s✉r♣❧✉s
t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✭✈❡rt✐❝❛❧❧② ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛✮✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❢♦r
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t❤♦s❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✱ s♦♠❡ s✉r♣❧✉s ✐s
❞❡str♦②❡❞ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛✮✳

❬❊◆❚❊❘ ❋■●❯❘❊ ✷ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❙❤♦rt✲r✉♥ ❲❡❧❢❛r❡✮✳ ■♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✉♥❛♠✲
❜✐❣✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❡❧❢❛r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✱
❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✉r♣❧✉s ✐s ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❙P✳

◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✬❛❧❧♦❝❛t❡s✬ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤♦s❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
✇❤♦ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❡❧❛st✐❝ t♦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t
r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡❧❛st✐❝ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s✳

✺ ▲♦♥❣✲❘✉♥ ❊✛❡❝ts ♦♥ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ■♥✈❡st♠❡♥ts

❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥✈❡st♠❡♥ts
✐♥ ♥❡t✇♦r❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ▼✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡ ✐s r♦♦t❡❞ ✐♥
t❤❡ ■❙Ps✬ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ■❙Ps
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♥❡✇ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ✈❛❧✉❡❞ ❜②
❝✉st♦♠❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ■❙Ps ❞✐s❛♣♣r♦✈❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
✇❤♦ ❢r❡❡✲r✐❞❡ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❜❡
❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✇❛② ♦✉t ♦❢ t❤✐s ❞✐❧❡♠♠❛✱ ❜✉t ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤✐s r❡❣✐♠❡
✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts t❤❛♥ ✇✐❧❧
♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❝❛♣❛❝✐t② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❡r✈✐❝❡ r❛t❡✱ µ✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ❝✉st♦♠❡r
r❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ µ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ■❙P t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠♦r❡
s❡r✈✐❝❡ r❡q✉❡sts t♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

✺✳✶ ■♥✈❡st♠❡♥t ■♥❝❡♥t✐✈❡s

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ■❙P✬s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ st❛❣❡ ✇❤✐❝❤
♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ■❙P ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧✱
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µ✱ ✜rst✱ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s❡ts t❤❡ ❝✉st♦♠❡r ❛❝❝❡ss ❝❤❛r❣❡✱ a✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②
♣r✐❝❡✱ p✱ ✐❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ■❙P
✇✐❧❧ s❡t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢
❝❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ MR ≡ ∂Π/∂µ✱ ❡q✉❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts✱ MC ≡ ∂c(µ)/∂µ✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ■❙P✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✐❢ ♠❛r❣✐♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❝❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✳✶✽ ■♥ ❜♦t❤ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♠❡s t❤❡
■❙P ♠❛❦❡s r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❝✉st♦♠❡r ❛❝❝❡ss✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦♥ ■❙P r❡✈❡♥✉❡✿

• ❚❤❡ ✈❛r✐❡t② ✐♥❝❡♥t✐✈❡✿
(
v · ∂θ̄/∂µ

)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ■❙P✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡

❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇✱ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ❘❡♠❡♠❜❡r
t❤❛t ❝♦♥t❡♥t ✈❛r✐❡t② ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❈Ps✬ r❡✈❡♥✉❡s ✈✐❛
r(θ̄)✳

• ❚❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ (−ι · ∂ŵ/∂µ) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ■❙P✬s ♠❛r❣✐♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♠❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✐♥✲
✈❡st♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❝❡♥t✐✈❡ t❤❛t ❛♥ ■❙P ❤❛s ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✿

• ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t② r❡✈❡♥✉❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ (∂(βΛp)/∂µ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ■❙P✬s ♠❛r❣✐♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ s❡❧❧✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ❛❝❝❡ss✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② r❡✈❡♥✉❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐s ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦
♥❡✉tr❛❧✐t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭■♥✈❡st♠❡♥t ■♥❝❡♥t✐✈❡s✮✳ ❚❤❡ ■❙P✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s
❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❣r♦ss ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s
❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡
♠❛r❦❡t ✭εr > −1✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❣r♦ss ❛❞✈❡rt✐s❡✲
♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝ ✭εr < −1✮✱ t❤❡ ■❙P ❤❛s ❤✐❣❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❆t ✉♥✐t ❡❧❛st✐❝✐t② εr = −1 t❤❡ ■❙P✬s ✐♥✈❡st♠❡♥t
❧❡✈❡❧s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s✳

✶✽❚❤❡r❡❜② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ■❙P✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱
✇❤✐❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✇❛rr❛♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✽



✺✳✷ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ▲♦♥❣✲❘✉♥ ❲❡❧❢❛r❡

❚❤❡ ■❙P✬s ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s
❢♦r ✇❡❧❢❛r❡✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧s ❝✉st♦♠❡rs ❡♥❥♦② ❧♦✇❡r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡s✲
t✐♦♥ ✭❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✭✈❛r✐❡t②
✐♥❝❡♥t✐✈❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❝❧✐❝❦✲t❤r♦✉❣❤ r❛t❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡✐r s✉r♣❧✉s ❝✉r✈❡
✐♥ ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❈Ps ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛❧s♦ s♦♠❡
❈Ps ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ✇♦rs❡ ♦✛ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉✲
tr❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱
❜♦t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs θ̃ ❛♥❞ θ̄ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ♥❡✇✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ t❡r♠❡❞ ❵✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡✬✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♦❢
t❤❡s❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ s✉r♣❧✉s
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❈Ps ✭❝r♦ss✇✐s❡ ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❈Ps ✭✈❡rt✐❝❛❧❧② ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛✮✱ ❛r❡ t❤✉s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✳

❬❊◆❚❊❘ ❋■●❯❘❊ ✸ ❆❇❖❯❚ ❍❊❘❊❪

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❤✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧s ✇✐❧❧ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❣r♦ss
✉t✐❧✐t② ❢♦r ■♥t❡r♥❡t ❝✉st♦♠❡rs ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳

◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ✐❢ ❈Ps✬ ❛❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡
✐♥❡❧❛st✐❝✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥
❛♥❞✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s❤❛r❡
♦❢ t❤✐s s✉r♣❧✉s ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❙P✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐❢ ❈Ps✬ ❛❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡
❤✐❣❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞
♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛♥❞ s❤♦rt✲r✉♥
✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲
r✉♥ t❤r♦✉❣❤ ❜❡tt❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✇✐❧❧
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■t ✐s ❧✐❦❡❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r❛❧❧ ✇❡❧❢❛r❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✶✾



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭▲♦♥❣✲❘✉♥ ❲❡❧❢❛r❡✮✳ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ✐♥❝❡♥✲
t✐✈❡s ❢♦r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ■❢ ✐♥✲
✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✇❡❧❢❛r❡
❣❛✐♥ ♠✉st ❜❡ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◗♦❙ t✐❡r✲
✐♥❣✳
■❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✐t ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② t❤❡
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ■❙P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡
♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ s✉r♣❧✉s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐❧❧
❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳

✻ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ♣r♦♠✐✲
♥❡♥t ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✿ ♣r✐❝❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✲
✐t② st❛♥❞❛r❞s✳ Pr✐❝❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣♦❧✐❝② t♦♦❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ■❙P✬s ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ s✉r♣❧✉s✱
❛♥❞ ✐s t❤✉s t❛r❣❡t❡❞ ❛t s❤♦rt✲t❡r♠ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠✐♥✐♠✉♠
q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s ❛r❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛t ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧②
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳

✻✳✶ Pr✐❝❡ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ♣♦❧✐❝②
♠❛❦❡rs ♠❛② ❜❡ s✉s♣✐❝✐♦✉s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉r♣❧✉s ✐s ❛❝✲
❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❙P✳ ■t s❡❡♠s ❧♦❣✐❝❛❧ ❛t ✜rst t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡
str❡❛♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ■❙P t❤r♦✉❣❤ ♣r✐❝❡ ❝♦♥tr♦❧s✳ ❚❤❡
r❡❣✉❧❛t❡❞ ♣r✐❝❡ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ s❡t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉r♣❧✉s ✉♥❞❡r ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣✱ WQ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r✬s ❛♥❞ ■❙P✬s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ❞✐✛❡r ❜② t❤❡ t❡r♠

WQ − ΠQ =
ŵQ − wQ1(p)

ŵQ wQ1(p)
. ✭✷✻✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r s❡❡❦s t♦ s❡t t❤❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ♣r✐❝❡ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss✳
■♥ t❤✐s ✈❡✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❣r♦ss s✉r♣❧✉s ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ■❙P
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♣✉rs✉❡s t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ❝❛♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡①tr❛❝t ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
s✉r♣❧✉s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ✭Pr✐❝❡ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r
✇♦✉❧❞ s❡❧❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐✲
♠✐③✐♥❣ ■❙P✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ■❙P✬s ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐❧❧
✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞ t♦ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r❡s✉❧t✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛t♦r②
❛❣❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ tr❛✣❝ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ■❙P ❤❛s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✷✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠♦r❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
✇♦✉❧❞ s✉❜s❝r✐❜❡ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡r✈✐❝❡✱✶✾ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②
tr❛✣❝ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt tr❛✣❝✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛✈❡r✲
❛❣❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs t❤❛t
❤❛✈❡ s✇✐t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ t❤❛♥
❜❡❢♦r❡✳ ❇✉t ♦✈❡r❛❧❧✱ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❣r♦ss s✉r♣❧✉s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
♣r✐❝❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❛❧s♦ s❤✐❢t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ■❙P
t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡✛♦rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ❞❡str♦②s
✇❡❧❢❛r❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ■❙P✬s ❛♥❞ ❈Ps✬ s✉r♣❧✉s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✳
■♥ t❤❡ ♠♦st ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ ❛ ③❡r♦✲♣r✐❝✐♥❣✲r✉❧❡ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ✐♥ ❢❛❝t r❡❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✳

✻✳✷ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥

Pr✐❝❡ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ♥♦t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧
✇❡❧❢❛r❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ■❙P✬s ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦
✐♥✈❡st ✐♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❖♣♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥
♦❜❥❡❝t❡❞ t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♠❡ ❢♦r❝❡s ■❙Ps t♦ ✐♥✈❡st ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♦✈❡r♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♦♣♣♦♥❡♥ts ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛r✲
❣✉❡ t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐♥❞✉❝❡s ■❙Ps t♦ ❦❡❡♣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② s❝❛r❝❡✱ ❛♥❞
t❤✉s ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ✭✉♥❞❡r✲
♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣✮✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣r✐✲
✈❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
r❡❣✐♠❡✱ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞s ❛❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡s✳

✶✾❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❛ ♣r✐❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❡♥tr② ♦r ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ✭■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r
✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② t❤❛♥ t❤❡ ■❙P✱ ✐❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬
❣r♦ss ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝✲
t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✭εr > −1✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❛❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝ ✭εr < −1✮✱ t❤❡ ■❙P ♣r♦✈✐❞❡s ♥❡t✇♦r❦ ❝❛✲
♣❛❝✐t② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❜♦t❤ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♠❡s✱
◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳

❚❤❡ ✇✐t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ❛r❡ t♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t r✐❣❤t✳ ❲❤❡♥ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❤✐❣❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
✭εr < −1✮✱ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ t❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st t♦♦
♠✉❝❤ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭♦✈❡r♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ r❡❣✐♠❡ ✭εr > −1✮✱ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✇✐❧❧
❜❡ t♦♦ ❧♦✇ ✭✉♥❞❡r♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣✮✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs
❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❧❡♠♠❛✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞
r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ■❙P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ s✉r♣❧✉s ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡
✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rts t♦
s✉❜s✐❞✐③❡ t❤❡ ■❙P✬s ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞
t❤✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

▼✐♥✐♠✉♠ ◗✉❛❧✐t② ❙t❛♥❞❛r❞s ■t ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞ ✭▼◗❙✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✭❇r❡♥♥❛♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ ▼◗❙s ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
✇❡❧❢❛r❡✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡tt✐♥❣s ✭❘♦♥♥❡♥✱ ✶✾✾✶✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡r❡
t❤❡ ▼◗❙ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ■❙P ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦✛❡r ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss t❤❛t ✐s ❛s ❧❡❛st ❛s
❧♦✇ ❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♥♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡
s❡t ❛t ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ ▼◗❙✱ t❤❡
■❙P ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❝❛♣❛❝✐t②✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t
t❤❛t t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐s ❝❧♦s❡❞✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ▼◗❙ wN(µ

∗

N) ≡ wQ2(µMQS) t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥❡✇ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧ µMQS > µ∗

N ✳
✷✵

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ εr < −1✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
t❤❡ ■❙P✬s ❢♦r♠❡r ♣r✐✈❛t❡❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧ ②✐❡❧❞s µ∗

Q < µ∗

N ✳ ▼♦r❡✲

✷✵❖♥❡ ❛st❡r✐s❦ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s t✇♦ ❛st❡r✐s❦s ❞❡♥♦t❡ t❤❡
s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧✳

✷✷



♦✈❡r✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡
❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✱ µ∗

Q > µ∗∗

Q ✳ ❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

µMQS > µ∗

N > µ∗

Q > µ∗∗

Q .

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ▼◗❙ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ■❙P✬s ❛❧r❡❛❞② ❡①❝❡ss✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧
µ∗∗

Q ✳
◆♦✇ ❛ss✉♠❡ εr > −1✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧s ✐s

µ∗∗

Q > µ∗

Q > µ∗

N .

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t µMQS > µ∗

N ✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✐❢ µ∗

Q ≥ µMQS t❤❡ ▼◗❙ ✐s ♥♦t ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ■❙P✬s ❝❛♣❛❝✐t② ❝❤♦✐❝❡ ❛♥ ❤❡♥❝❡ ✐s s✐♠♣❧② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ µ∗∗

Q ≥
µMQS > µ∗

Q t❤❡ ▼◗❙ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ■❙P✬s ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧✱
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♣ t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐r❞✱ ✐❢ µMQS > µ∗∗

Q t❤❡ ▼◗❙ ♣♦❧✐❝②
♠❛② ❛❣❛✐♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ▼◗❙ ❛r❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❛❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝✱ ❛♥❞ ♥❡✈❡r ✇❤❡♥ ❛❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ✭▼✐♥✐♠✉♠ ◗✉❛❧✐t② ❙t❛♥❞❛r❞ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❆♥ ▼◗❙ ♣♦❧✐❝②✱
✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ■❙P t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✉♥❞❡r ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉✲
tr❛❧✐t②✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✇❤❡♥ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬
r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝✱ ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❛❧r❡❛❞② ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts t❤❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉✲
tr❛❧✐t②✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ▼◗❙ ♣♦❧✐❝② ♠❛② st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❜✉t ♠❛② ❛❧s♦
❧❡❛❞ t♦ ❡①❝❡ss✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦r ❜❡ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡✳

✼ ❙tr❛t❡❣✐❝ ◗✉❛❧✐t② ❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦♣✲
♦❧✐st✐❝ ■❙P ♠❛② ❛❧s♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ♥♦♥✲♣r✐❝❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❞❡✲
❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r
str❛t❡❣✐❝ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞
❜② ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ♣r♦♣♦♥❡♥ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s

✷✸



✐♥❞❡❡❞ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✭❊❝♦♥♦♠✐❞❡s✱ ✶✾✾✽❀ ❋♦r♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❈r❛✇❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❤✉♠✱
✷✵✵✼✮✳ ❆❜s❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✱
t❤❡ ■❙P✬s ♦♥❧② ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❈Ps t❤❛t ❜✉② ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭β✮ ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ p✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ t❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s ❈Ps✬ ❣r♦ss
s✉r♣❧✉s✳ ◗✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ■❙P ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡❛♥s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
♣r✐♦r✐t② ❝❧❛ss ♦✈❡r t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❈Ps t❤❛t ❜✉②
♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■t ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ t❤❛t s✉❝❤ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇✐❧❧
❞❡str♦② s♦♠❡ ❈Ps✬ s✉r♣❧✉s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ q✉❡st✐♦♥s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡
✇❡❧❢❛r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①✲❛♥t❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡
❡①✐st s❝❡♥❛r✐♦s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ■❙P ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①tr❡♠❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ■❙P ❞❡❣r❛❞❡s t❤❡
❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✭wQ2 → ∞✮✱ s✉❝❤ t❤❛t
✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ✇❛♥ts t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss
✭θ̃ → 0, β → 1✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t r(θ) = r ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳✷✶

❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥ t❤✐s ❡①tr❡♠❡
❢♦r♠ ♦❢ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜② r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡
❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉s❡❧❡ss✱ t❤❡ ■❙P ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r❝❡s ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥t♦
t❤❡ ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ■❙P ❞❡♠❛♥❞s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❡❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡r ❢♦r tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t t♦ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✳✷✷ ❆t ❛ ✜①❡❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤✐s ❤❛s ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳

❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡r t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t θ̄N,Q = 1

ŵ
✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r t♦ ❡♥t❡r ✉♥❞❡r q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✲
❝❛t❡❞ ❛t✷✸

✷✶❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ■❙P ♣r❡❢❡rs
t♦ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❞✐❧② s❡❡♥ ❧❛t❡r✱
❛ss✉♠✐♥❣ r t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✳

✷✷❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❞❣❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ str❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛s ❛ ③❡r♦✲♣r✐❝❡ r✉❧❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❢❡❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭s❡❡
❙❝❤✉❡tt✱ ✷✵✶✵✮✳

✷✸❙✉❜s❝r✐♣t ❵❉✬ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳

✷✹



θ̄D =
1− pD/r

ŵ
. ✭✷✼✮

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss✱
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧ t❤❛♥
✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡✲
str♦②s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❢♦r❝❡s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦✿ ❈Ps ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛s ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱
❜✉t ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❛ ♣r✐❝❡ p > 0 ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ M/M/1 q✉❡✉✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r
♣r✐♦r✐t② ✇❡r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ ❝❤❡❝❦✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥ ❢❛❝t ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡ ✉♥❞❡r q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t②✱ t❤❡ ❧❡ss ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♠❛ss ♦❢ ❛❝t✐✈❡
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ♦r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❛❧❧❡✈✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❝❛♥♥♦t ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝t t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
✇❡❧❢❛r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ✭■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ◗✉❛❧✐t② ❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ■❙P ❞❡❣r❛❞❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ s✉❝❤
t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜✉② ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❧❡ss ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❡♥t❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❧♦✇❡r✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧✐❝② ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡ ❛♥❞ t❛r♥✐s❤❡s t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✇❡❧❢❛r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥
r❡♠❛✐♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡t❤❡r q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥
t♦ t❤❡ ■❙P ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛❝t✉❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥
t♦ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ■❙P✬s r❡✈❡♥✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✐♥ ❧❡ss ❝♦♥t❡♥t ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ■❙P ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❧❡ss ❢♦r
❛❝❝❡ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡✐r tr❛✣❝ ❛♥❞ t❤✉s r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ♣r✐♦r✐t② s❛❧❡s ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

✷✺



pD =
r(1 + λ)−

√

r (v + r(1 + λ))

λ
. ✭✷✽✮

❋✐rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t p ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ v✱ ❛s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞
♠❛r❦❡t ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ■❙P t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐❡t②
t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡✳✷✹ Pr✐❝❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s
❧♦♥❣ ❛s v < rλ(1 + λ)✱ ✐✳❡✳ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢♦r
✈❛r✐❡t② ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈Ps✬ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❣r♦ss
tr❛✣❝ ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ v > rλ(1 + λ)✱ t❤❡ ■❙P
✇♦✉❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❧✐❦❡ t♦ s✉❜s✐❞✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦♠♦t❡
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ❤✐❣❤ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ✈❛r✐❡t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ✭Pr♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◗✉❛❧✐t② ❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛❧❧ v < v✱ ✇❤❡r❡
v < rλ(1+λ), ∀λ > 0✱ t❤❡ ■❙P ♠❛❦❡s ❧❛r❣❡r ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t
❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜✉② ♣r✐♦r✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛
◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤♦✉t q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ✜rst t❤❛t t❤❡ ■❙P ♥❡✈❡r s✉❜s✐❞✐③❡s ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡s ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱
❜✉t r❛t❤❡r ♣r❡❢❡rs t♦ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈❡rt t♦ t❤❡ ✉♥✲
❤❛♠♣❡r❡❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ■❙P ✇✐❧❧
♥♦t ♣r✐✈❛t❡❧② ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡✲
s✉❧t ♦❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ ③❡r♦✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t str❛t❡❣✐❝
q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ♣r♦✜t❛❜❧❡ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ■❙P ❛s ❧♦♥❣ ❛s
❝♦♥s✉♠❡rs✬ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳✷✺

●✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣✐❝ ♦♣t✐♦♥✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs s✉s♣❡❝t t❤❡ ■❙P t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡✈✐❡✇❡❞ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ♠❛② ♥♦✇ r❡❣❛✐♥
❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♣r✐❝❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ pD = 0✮ ❝❛♥ ❛t ❧❡❛st
❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s q✉♦ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✷✹❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ M/M/1 s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❛s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤✉s v ❞✐❞ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✳

✷✺■❢ ✐♥st❡❛❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ∂r(θ̄)/∂θ̄ < 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢
q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧♦ss ✐♥ ❈Ps✬
❣r♦ss ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s t❤❛t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥t❡♥t ✈❛r✐❡t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳

✷✻



s✉❝❤ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ✉♥✲
❤❛♠♣❡r❡❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s
❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧✐❝② t♦♦❧✳
■❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♣r❡❝❧✉❞❡ t❤❡ ■❙P✬s ♥❡❣❛t✐✈❡ str❛t❡✲
❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡
✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♠❡❀ ❛❢t❡r ❛❧❧✱ t❤❡ ■❙P ✐s st✐❧❧ ❧❡❢t ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥
✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◆❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣r✐♠❡ t♦♣✐❝ ❢♦r ♠❛♥② r❡❣✉❧❛t♦r② ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✱
❜✉t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❝❤ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r✳ ❙❝❤♦❧❛r❧② ♣❛♣❡rs ♦❢t❡♥ ✜♥❞
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②
♦♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❲❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦
t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡❜❛t❡ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ♣r♦♣♦♥❡♥ts ❛♥❞
♦♣♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ■♥t❡r♥❡t ❝✉st♦♠❡rs✱ ❝♦♥✲
t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ ❛♥ ■♥t❡r♥❡t s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡r✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ■❙P✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s ♥❡t✇♦r❦
♥❡✉tr❛❧✐t② t♦ ❛ ◗✉❛❧✐t②✲♦❢✲❙❡r✈✐❝❡ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
♠❛② ♣❛② ❢♦r t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts✳ ❲❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② t❤❛t ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✱ ❜✉t ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ s❡r✈✐❝❡s ❞✐✛❡r ✐♥
t❤❡✐r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦✇❛r❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛② ♦✛❡r t❤❡✐r s❡r✈✐❝❡s ♦♥❧②
✐❢ t❤❡② ❛r❡ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✲
st❛❧❧❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✉s❡❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ t❤✐s ❡✛❡❝t
♦✛s❡ts t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r♦♠♦t❡ t❤❡
❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s ✇✐t❤ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ s❡r✈✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❛r❡ ✇♦rs❡
♦✛ ✉♥❞❡r ❛ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ■❙P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ s✉r♣❧✉s t❤r♦✉❣❤ ♣r✐♦r✐t② ♣r✐❝✐♥❣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
■❙P ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡rs t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ■t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② ♦❢
♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs t♦ ■❙Ps✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❢❛r❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣❡r s❡✱ ❜✉t ❧✐❡s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②
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❞❡❜❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤♦s❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥❣❡s✲
t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✭✇❤♦ ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉②✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✮ ✇✐❧❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ s✇✐t❝❤ t♦ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ■❙Ps ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡s t♦
✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② tr✉❡ ✐❢
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐s ✇❡❛❦✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❣r♦ss
❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥✲
t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ■❙P ✇✐❧❧ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥
❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
✐❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐s str♦♥❣ ✭❣r♦ss ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t r❡✈✲
❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝✮✱ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡
♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ✇❤❡♥
❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝✿ t❤❡ ■❙P ✐♥✈❡sts ♠♦r❡ ✐♥t♦ ❜r♦❛❞✲
❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❧♦✇❡rs t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛♥❞
t❤❡r❡❜② ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥✲
s✐t✐✈❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ●♦♦❣❧❡
❛♥❞ ❱❡r✐③♦♥ ❤❛✈❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ❛❣r❡❡❞ ♦♥ ❛ t✐❡r❡❞ s②st❡♠ ✭❲②❛tt✱ ✷✵✶✵✮✳✷✻ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡
❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥s
♦❢ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ♠✉st ❜❡ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐ts s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❤❡♥ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞
r❡❣✐♠❡✱ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ✭♦✈❡r♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣✮✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡
t♦♦ ❧♦✇ ✭✉♥❞❡r♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣✮ ✇❤❡♥ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✐♠❡✳ ■♥
t❤✐s s❡♥s❡✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✉♥✐✜❡s ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❜❛t❡✱ ❜✉t ♣r❡s❡♥ts ♣♦❧✐❝②
♠❛❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❞✐❧❡♠♠❛❀ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✬❡❛s② ✇❛②✬ ♦✉t ♦❢ t❤✐s
❞✐❧❡♠♠❛✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣r✐❝❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ s❤✐❢t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛✲
t✐♦♥ ❣❛✐♥s ❜❛❝❦ t♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✱ ✐t ✐s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❛s ❛ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t✱
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ❞❡str♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ r❡❣✲
✉❧❛t♦r② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐r❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ■❙P✬s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡s ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣✱ ✐t s❡❡♠s ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉rt❤❡r s✉❜s✐✲

✷✻■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ●♦♦❣❧❡ ❈❊❖ ❊r✐❝ ❙❝❤♠✐❞t ❛r❣✉❡s t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❛❣❛✐♥st s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs
✭❋❡❤r❡♥❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✶✵✮✳

✷✽



❞✐③❡ t❤❡ ■❙P✬s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ▼✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s ❤❛✈❡
r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ■❙P t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥
t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ❜❡st✲
❡✛♦rt ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡①❝❡ss✐✈❡
❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❨❡t ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❞ ♠♦r❡ ♣❡rt✐♥❡♥t
✇❛②s t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ st✐♠✲
✉❧❛t❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ■❙Ps✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡r❡♥♥✐❛❧ ❡✛♦rt ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r②
❛✉t❤♦r✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❝❛✈❡❛t ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ♦♥❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ■❙P
❤❛s ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳
❙tr❛t❡❣✐❝ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❜✉t
❧❡❛✈❡s t❤❡ ■❙P ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ✐❢ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❝♦♥✲
t❡♥t ✈❛r✐❡t② ✐s s♠❛❧❧✳ ■t ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ❝♦✉♥t❡r❛❝t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜② ■♥t❡r♥❡t
tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✱ ♦r ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞ ❢♦r t❤❡
❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛❞✈✐s❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
st❛♥❞❛r❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s❡t t♦♦ ❤✐❣❤ ✭✐✳❡✳ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛t t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✮✱ ❜✉t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛t ❛
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡st✲❡✛♦rt ❝❧❛ss ✐♥ ❛♥ ✉♥✲
❤❛♠♣❡r❡❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✱ ✐t
✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❋❈❈ ❝❤❛✐r♠❛♥ ❏✉❧✐✉s ●❡♥❛❝❤♦✇s❦✐ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞
t❤❡ ❛♠❡♥❞♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♥❡✇ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ■♥t❡r♥❡t ♣♦❧✐❝②✕t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❛♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭●❡♥❛❝❤♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆❧s♦
t❤❡ ♥❡✇ ❊❯ r❡❣✉❧❛t♦r② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✲
✐✜❡s s✉❝❤ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✵✾✱ ❛rt✳ ✷✶✮✳
❖✉r ❛♥❛❧②s✐s str♦♥❣❧② s✉♣♣♦rts s✉❝❤ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ❤❛r♠❢✉❧✱ ✐❢ ✐t ♣r❡✈❡♥ts ■❙Ps
❢r♦♠ ♦✛❡r✐♥❣ ✉♥❤❛♠♣❡r❡❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆r♠str♦♥❣✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ ❘❆◆❉ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✸✼ ✭✸✮✱ ✻✻✽✕✻✾✶✳

❇r❡♥♥❛♥✱ ❚✳ ✭✷✵✶✵✱ ❏✉♥❡✮✳ ◆❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ♦r ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s✿

✷✾



◆❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝ts ✈s✳ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ♠✐♠❡♦✱ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡
❘❡s❡❛r❝❤ ◆❡t✇♦r❦✳

❈❡r❢✱ ❱✳ ●✳ ✭✷✵✵✻✱ ❋❡❜r✉❛r② ✼✮✳ ❍❡❛r✐♥❣ ♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ◆❡✉tr❛❧✐t②✳ ❚❡st✐♠♦♥②
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❙❡♥❛t❡✱ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❈♦♠♠❡r❝❡✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳

❈❤❡♥❣✱ ❍✳ ❑✳✱ ❙✳ ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛②✱ ❛♥❞ ❍✳ ●✉♦ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❉❡❜❛t❡ ♦♥
◆❡t ◆❡✉tr❛❧✐t②✿ ❆ P♦❧✐❝② P❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❘❡s❡❛r❝❤✱
✐sr❡✳✶✵✾✵✳✵✷✺✼✳

❈❤♦✐✱ ❏✳ P✳ ❛♥❞ ❇✳✲❈✳ ❑✐♠ ✭✷✵✶✵✮✳ ◆❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳
❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✹✶ ✭✸✮✱ ✹✹✻✕✹✼✶✳

❈r❛✇❢♦r❞✱ ●✳ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤✉♠ ✭✷✵✵✼✮✳ ▼♦♥♦♣♦❧② q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛❜❧❡ t❡❧❡✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛✇ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✵✱ ✶✽✶✕✷✶✾✳

❈r♦✇❝r♦❢t✱ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ◆❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✿ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ✲ ❛
✇❤✐t❡ ♣❛♣❡r✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✱ ✺✻✼✕✺✼✾✳

❉♦✉✱ ❲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❲✐❧❧ ✐♥t❡r♥❡t ✉s❡rs ♣❛② ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♥t❡♥t❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❆❞✈❡rt✐s✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤ ✹✹ ✭✹✮✱ ✸✹✾✕✸✺✾✳

❊❝♦♥♦♠✐❞❡s✱ ◆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ♥♦♥✲♣r✐❝❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜② ❛♥
✐♥♣✉t ♠♦♥♦♣♦❧✐st✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✶✻ ✭✸✮✱
✷✼✶✕✷✽✹✳

❊❝♦♥♦♠✐❞❡s✱ ◆✳ ❛♥❞ ❏✳ ❚å❣ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❡t✿ ❆ t✇♦✲
s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t ❛♥❛❧②s✐s✳ ♠✐♠❡♦✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▲❛✇✳

❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✷✵✵✾✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✽✮✳ ❉✐r❡❝t✐✈❡ ✷✵✵✾✴✶✸✻✴❡❝ ♦❢ t❤❡
❡✉r♦♣❡❛♥ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥❝✐❧ ♦❢ ✷✺ ♥♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳ ❖✣❝✐❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ▲✸✸✼✱ ✶✶✕✸✻✳

❋❡❤r❡♥❜❛❝❤❡r✱ ❑✳ ✭✷✵✶✵✱ ❆✉❣✉st ✺✮✳ ❈❛✉❣❤t ♦♥ ✈✐❞❡♦✿ ●♦♦❣❧❡ ❝❡♦ ❞✐s❤❡s ♦♥
❣♦♦❣❧❡ ✇❛✈❡✱ ✈❡r✐③♦♥ ✫ s♦❝✐❛❧ str❛t❡❣②✳ ●✐❣❛♦♠✳❝♦♠✳

❋♦r♦s✱ Ø✳✱ ❍✳ ❑✐♥❞✱ ❛♥❞ ▲✳ ❙ør❣❛r❞ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆❝❝❡ss ♣r✐❝✐♥❣✱ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❧♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝s ✷✷ ✭✶✮✱ ✺✾✕✽✸✳
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●❡♥❛❝❤♦✇s❦✐✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✶✮✳ Pr❡s❡r✈✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r♥❡t✿
❆ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ♣r♦s♣❡r✐t②✳ ❙♣❡❡❝❤ ❛t ❚❤❡
❇r♦♦❦✐♥❣s ■♥st✐t✉t✐♦♥✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❉❈✳

❍❛❤♥✱ ❘✳✱ ❘✳ ▲✐t❛♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙✐♥❣❡r ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t
♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ▲❛✇ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✸✱ ✸✾✾✕✹✺✶✳

❍❛❤♥✱ ❘✳ ❛♥❞ ❙✳ ❲❛❧❧st❡♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❚❤❡
❇❡r❦❡❧❡② ❊❝♦♥♦♠✐❝ Pr❡ss ✲ ❊❝♦♥♦♠✐sts✬ ❱♦✐❝❡ ✸✭✻✮✱ ✶✕✼✳

❍❡r♠❛❧✐♥✱ ❇✳ ❛♥❞ ▼✳ ❑❛t③ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✲❧✐♥❡ r❡str✐❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ P♦❧✐❝② ✶✾✱ ✷✶✺✕✷✹✽✳

▲❛♠❜❡rt✱ P✳ ✭✷✵✶✵✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✹✮✳ ❱♦❞❛❢♦♥❡ ❛♥❞ t❡❧❡❢♦♥✐❝❛ ❛r❡ ♦✈❡r♣❧❛②✐♥❣
t❤❡✐r ❤❛♥❞ ✇✐t❤ ❣♦♦❣❧❡✳ ❚❡❧❡❝♦♠s✳❝♦♠✳ ❧❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ✶✷✴✵✽✴✷✵✶✵✳

▲❡❡✱ ❘✳ ❛♥❞ ❚✳ ❲✉ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙✉❜s✐❞✐③✐♥❣ ❝r❡❛t✐✈✐t② t❤r♦✉❣❤ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡✲
s✐❣♥✿ ❩❡r♦✲♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s ✷✸ ✭✸✮✱ ✻✶✕✼✻✳

▲❡ss✐❣✱ ▲✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ✐❞❡❛s✳ ❘❛♥❞♦♠ ❍♦✉s❡ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

▲❡ss✐❣✱ ▲✳ ✭✷✵✵✷✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✮✳ ❚❤❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❘♦❧❡ ✐♥ Pr♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ ❋✉t✉r❡
♦❢ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ■♥❞✉str② ❛♥❞ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❉❡♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❡st✐♠♦♥②
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❙❡♥❛t❡✱ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❈♦♠♠❡r❝❡✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳

▼❝❉②s❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ◗♦❙ ❛♥❞ tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ■P ❛♥❞ ❆❚▼ ♥❡t✇♦r❦s✳
▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ■♥❝✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳

❖✬❈♦♥♥❡❧❧✱ P✳ ✭✷✵✵✺✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✼✮✳ ❆t s❜❝✱ ✐t✬s ❛❧❧ ❛❜♦✉t ✏s❝❛❧❡ ❛♥❞ s❝♦♣❡✑✳
❇✉s✐♥❡ss✇❡❡❦✳

❖✇❡♥✱ ❇✳ ❛♥❞ ●✳ ❘♦sst♦♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ▲♦❝❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛❝❝❡ss✿ Pr✐♠✉♠ ♥♦♥
♥♦❝❡r❡ ♦r ♣r✐♠✉♠ ♣r♦❝❡ss✐❄ ❛ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❚✳ ▲❡♥❛r❞
❛♥❞ ❘✳ ▼❛② ✭❊❞s✳✮✱ ◆❡t ◆❡✉tr❛❧✐t② ♦r ◆❡t ◆❡✉t❡r✐♥❣✿ ❙❤♦✉❧❞ ❇r♦❛❞❜❛♥❞
■♥t❡r♥❡t ❙❡r✈✐❝❡s ❜❡ ❘❡❣✉❧❛t❡❞✱ ♣♣✳ ✶✻✸✕✶✾✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❯❙✳

❘♦❝❤❡t✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ❚✐r♦❧❡ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡ts✿ ❆ ♣r♦❣r❡ss r❡♣♦rt✳ ❚❤❡
❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✸✼ ✭✸✮✱ ✻✹✺✕✻✻✼✳
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❘♦♥♥❡♥✱ ❯✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ▼✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s✱ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✷ ✭✹✮✱ ✹✾✵✕✺✵✹✳

❙❝❤♥❡✐❜❡❧✱ ●✳ ❛♥❞ ❈✳ ❋❛r✐✈❛r ✭✷✵✶✵✱ ❆♣r✐❧ ✼✮✳ ❉❡✉ts❝❤❡ t❡❧❡❦♦♠ ♠♦✈❡s ❛❣❛✐♥st
❛♣♣❧❡✱ ❣♦♦❣❧❡ ❛♥❞ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❉❡✉ts❝❤❡ ❲❡❧❧❡✳

❙❝❤✉❡tt✱ ❋✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ◆❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✿ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾ ✭✷✮✱ ❆rt✐❝❧❡ ✶✳

❙❤❛r♠❛✱ P✳ ✭✷✵✶✵✱ ❆✉❣✉st ✾✮✳ ❲✐♥♥❡rs✱ ❧♦s❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✳
❚❤❡ ❙♦✉r❝❡ ✲ ❲❛❧❧ ❙tr❡❡t ❏♦✉r♥❛❧✳

❙✐❞❛❦✱ ●✳ ❏✳ ✭✷✵✵✻❛✱ ❋❡❜r✉❛r② ✼✮✳ ❍❡❛r✐♥❣ ♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ◆❡✉tr❛❧✐t②✳ ❚❡st✐♠♦♥②
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❙❡♥❛t❡✱ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❈♦♠♠❡r❝❡✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳

❙✐❞❛❦✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻❜✮✳ ❆ ❈♦♥s✉♠❡r✲❲❡❧❢❛r❡ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ◆❡t✇♦r❦ ◆❡✉tr❛❧✲
✐t② ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ▲❛✇ ❛♥❞ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝s ✷ ✭✸✮✱ ✸✹✾✳

❙②❞❡❧❧✱ ▲✳ ✭✷✵✵✻✱ ❆♣r✐❧ ✷✺✮✳ ■♥t❡r♥❡t ❞❡❜❛t❡ ✲ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✉s❡r ♣❛r✐t②✳ ✏❆❧❧
❚❤✐♥❣s ❈♦♥s✐❞❡r❡❞✑ ✲ ◆❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐❝ ❘❛❞✐♦✱ ❯❙❆✳

❙②❞❡❧❧✱ ▲✳ ✭✷✵✵✼✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✮✳ ❋✐r♠s ❛❜❛♥❞♦♥ ♦♥❧✐♥❡ s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧❛♥s✳
✏❆❧❧ ❚❤✐♥❣s ❈♦♥s✐❞❡r❡❞✑ ✲ ◆❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐❝ ❘❛❞✐♦✱ ❯❙❆✳

❱❛♥ ❙❝❤❡✇✐❝❦✱ ❇✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉✲
tr❛❧✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✫ ❍✐❣❤ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
▲❛✇ ✺✱ ✸✷✾✳

❲✉✱ ❚✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ◆❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✫ ❍✐❣❤ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▲❛✇ ✷✱ ✶✹✶✳

❲✉✱ ❚✳ ❛♥❞ ❈✳ ❨♦♦ ✭✷✵✵✼✮✳ ❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ◆❡✉tr❛❧❄✿ ❚✐♠ ❲✉ ❛♥❞
❈❤r✐st♦♣❤❡r ❨♦♦ ❉❡❜❛t❡✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ▲❛✇ ❏♦✉r♥❛❧ ✺✾ ✭✸✮✱
✺✼✺✕✺✾✷✳

❲②❛tt✱ ❊✳ ✭✷✵✶✵✱ ❆✉❣✉st ✹✮✳ ●♦♦❣❧❡ ❛♥❞ ✈❡r✐③♦♥ ♥❡❛r ❞❡❛❧ ♦♥ ✇❡❜ ♣❛② t✐❡rs✳
◆❡✇ ❨♦r❦ ❚✐♠❡s✳

❨♦♦✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❇❡②♦♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❍❛r✈❛r❞ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛✇ ✫
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✶✾✱ ✶✕✼✼✳

✸✷



❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

Pr♦♦❢✳

ΠQ − ΠN = Λβp = µr

(

1 +
1

1 + λ
− 2√

1 + λ

)

,

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ❢♦r µ, r, λ > 0✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸

Pr♦♦❢✳

∆W = (ΠQ − ΠN) + (ΓQ − ΓN)

=
(

θ̄ − θ̃
)

λp−
∫ θ̄

θ=θ̃

λp dθ +

λr

(
∫ θ̄

0

(1− θ wN) dθ −
∫ θ̃

0

(1− θ wQ2) dθ −
∫ θ̄

θ̃

(1− θ wQ1) dθ

)

=
λr

2

((

θ̄2 − θ̃2
)

(wN − wQ1)− θ̃2 (wQ2 − wN)
)

.

❚❤✉s✱

∆W > 0 ⇔ wN − wQ1

wQ2 − wN

>
θ̃2

θ̄2 − θ̃2
⇔ 1− β

β
>

(1− β)2

1− (1− β)2
⇔ 0 < β < 1

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹

Pr♦♦❢✳ ■♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✐♥✈❡st ✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✐✛ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ♣r✐♦r✐t② s❛❧❡s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ■❙P r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥✈❡① ✐♥ µ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✇❛rr❛♥t❡❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ■❙P✬s r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ∂2ΠQ/∂µ

2 ≤ 0
❤❛s t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢②✱ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✱ ✐❢ ❛❞

✸✸



r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ■❢ ❛❞ r❡✈✲
❡♥✉❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

∂2ΠQ

∂µ2
= −ι (1 + λ)

µ3
+

[
∂2r(θ̄)

∂θ̄2
θ̄

2
+

∂r(θ̄)

∂θ̄

]

︸ ︷︷ ︸

A

∂θ̄

∂µ

(

1 +
1

(1 + λ)
− 2√

1 + λ

)

︸ ︷︷ ︸

B

❙✐♥❝❡ B ≥ 0 ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✱ t❤❡ ■❙P✬s r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐❢

∂2ΠQ

∂µ2
≤ 0

{

A ≤ 0 ❛❧✇❛②s

A > 0 ✐❢ ι(1+λ)2

µ3B
≥ A.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✉♠❡✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❤♦❧❞s✳
◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ΠQ−ΠN ❢r♦♠ ✭✷✸✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ ②✐❡❧❞s

∂(ΠQ − ΠN)

∂µ
=

√
λ+ 1

(
(λ+ 1)−

√
λ+ 1

)

(λ+ 1)
√
λ+ 1

[
∂r(θ̄)

∂θ̄

∂θ̄

∂µ
µ+ r(θ̄)

]

❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

∂(ΠQ − ΠN)

∂µ
S 0 ⇔ εr =

∂r(θ̄)

∂θ̄

θ̄

r(θ̄)
S −1

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺

Pr♦♦❢✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ŵ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t②
❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ∂ŵ

∂µ
= ∂(1/(µ−Λ))

∂µ
< 0✿ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t Λ = θ̄λ = λµ

λ+1
✱ s♦

t❤❛t ∂Λ
∂µ

= λ
λ+1

< 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ∂(µ−Λ)
∂µ

> 0 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
∂(1/(µ−Λ))

∂µ
< 0. ❇② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡

❣r♦ss ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝✉st♦♠❡rs ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❧❡✈❡❧ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝✉st♦♠❡rs ❛❧❧♦✇s t❤❡ ■❙P t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣r♦✲
♣r✐❛t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉st♦♠❡r ✉t✐❧✐t②✳ ❈❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✱ s✐♥❝❡ ∂θ̄/∂µ > 0 ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮✳ ❇❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞✱ t❤❡s❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ❤❛❞ ❛ s✉r♣❧✉s

✸✹



♦❢ ③❡r♦ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❜❡tt❡r ♦✛✳
■❢ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧ ✭µ∗

Q > µ∗

N✮✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡r t❤❛t ✐s ❥✉st ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ♦✛ ❛s ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ (1 − θ̆wN)λrN = (1 − θ̆wQ1)λrQ − λp✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ✭✷✷✮ ❛♥❞
r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ②✐❡❧❞s✿

θ̆ =
(rN − rQ) ŵQ + (ŵQ − wQ1)

ŵQ (ŵNrN − ŵQrQ)
. ✭✷✾✮

❙✐♥❝❡ µ∗

Q > µ∗

N ✱ ✐t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❛t ŵN > ŵQ✱ θ̄N < θ̄Q ❛♥❞

t❤✉s rN ≥ rQ✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t 0 < θ̆ < θ̄Q = 1/ŵQ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧

❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (θ̆, θ̄Q] ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦
♥❡✉tr❛❧✐t②✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❡①tr❛ t❡r♠

WQ − ΠQ =
µp (λ (r − p))

(λ+ 1) (r − p)
✭✸✵✮

✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜②

p∗∗ =

(

1−
√

1

λ+ 1

)

r, ✭✸✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ p ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ t❤❛t ♠❛①✐✲
♠✐③❡s t❤❡ ■❙P✬s ♣r♦✜t ΠQ✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ r❡❣✐♠❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ∂(WN − ΠN)/∂µ ✐s ❧❛r❣❡r✴❡q✉❛❧✴s♠❛❧❧❡r ③❡r♦✿

WN − ΠN =
λ

2 (λ+ 1)
µr(θ̄)

∂ (WN − ΠN)

∂µ
S 0 ⇔ ∂r(θ̄)

∂θ̄

θ̄

r(θ̄)
S −1 ⇔ εr S −1
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❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐s✿

WQ − ΠQ =

√
λ+ 1− 1

λ+ 1
µr(θ̄)

∂ (WQ − ΠQ)

∂µ
=

√
λ+ 1− 1

λ+ 1

(
∂r(θ̄)

∂θ̄
µ+ r(θ̄)

)

S 0 ⇔

∂r(θ̄)

∂θ̄

θ̄

r(θ̄)
S −1 ⇔ εr S −1

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽

Pr♦♦❢✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ■❙P ✉♥❞❡r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
♦❢ wQ2 = wN ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❝❛♣❛❝✐t② t❤❛♥ ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦
♥❡✉tr❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t µMQS > µ∗

N ✳

wQ2 = wN ⇔
µMQS

µMQS − λθ̄

1

µMQS − λβθ̄
=

1

µ∗

N − λθ̄N
⇔

µMQS =
1 + λ

1 + λ (1− β)
µ∗

N

❙✐♥❝❡ β < 1 ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✱ t❤❛t µMQS > µ∗

N ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s tr✉❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❛st
❈P t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t θ̄D = µ(1−pD/r)

1+λ(1−pD/r)
✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡

❧❛st ❈P t♦ ❡♥t❡r ✉♥❞❡r ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥❤❛♠✲
♣❡r❡❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t θ̄N,Q = µ

1+λ
✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r pD = 0✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡♥t
♣r♦✈✐❞❡rs ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ∀pD > 0 ✐t ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t θ̄D < θ̄N,Q ❢♦r
λ > 0 > r/(pD − r)✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ■❙P✬s ♣r♦✜t ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ΠD = a(pD) +
λ θ̄D(pD) pD✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ pD = [r (1 + λ) −
√

r (v + r (1 + λ))]/λ✳ ❆t t❤✐s ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✱ WD < WN ✐✛ v < rλ (1 + λ)✱

✸✻



✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❧♦♥❣
❛s pD > 0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✮✱ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❧♦✇❡r ✉♥❞❡r ◗♦❙
t✐❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②
✭✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ❤❛s ❧♦✇❡r ✇❡❧❢❛r❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❤❛♠♣❡r❡❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐♥
t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵

Pr♦♦❢✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ΠD > ΠQ ❢♦r v ②✐❡❧❞s

v < r

(

λ
(

3 + 2λ− 2
√
λ+ 1

)

− 2

√

λ (λ+ 1)2
(

λ+ 2− 2
√
λ+ 1

)
)

≡ v

✭✸✷✮
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ∀λ > 0 ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t v < rλ(1 + λ) ❛t ✇❤✐❝❤ p = 0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
■❙P ♥❡✈❡r ❡♥❣❛❣❡s ✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛t pD ≤ 0✱ ❜✉t ♣r❡❢❡rs
t❤❡ ✉♥❤❛♠♣❡r❡❞ ◗♦❙ t✐❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐♥st❡❛❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❙❤♦rt✲❘✉♥ ❊✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙ ❚✐❡r✐♥❣ ♦♥ ❈♦♥t❡♥t Pr♦✈✐❞❡rs✬ ❙✉r♣❧✉s
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congestion aggravation

congestion alleviation

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❆❧❧❡✈✐❛t✐♦♥ ✈s✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❆❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❊✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙
❚✐❡r✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ▲♦♥❣✲r✉♥ ❊✛❡❝t ♦❢ ◗♦❙ ❚✐❡r✐♥❣ ♦♥ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡ ❢♦r
εr > −1✳
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