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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❈r❡❞✐t ❘✐s❦ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈r❡❞✐t ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ❘✐s❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣✱ s❡♥s✐t✐✈✐t②✴s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ♣❧❛✐♥ ✈❛♥✐❧❧❛ ❝r❡❞✐t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣s
✭❈❉❙✮✱ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❜❡s♣♦❦❡ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❜t ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✭❈❉❖✮
❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❛♥② ❝r❡❞✐t r✐s❦ ❡①♣♦s❡❞ ❆✴▲ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳
■♥ t❤✐s ❜r✐❡❢ ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♠♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t
✭P❉✮ ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t s♣r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈❉❙ s♣r❡❛❞s ❢r♦♠ ❤✐st♦r✲
✐❝❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ✭▲●❉✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♦❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ❝r❡❞✐t ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✲❢❛❝t♦r ❣❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥ st♦❝❤❛st✐❝
❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ t❡st ❢❛✐r ♣r✐❝✐♥❣✱ ❝♦♠♣✉t❡ ❝r❡❞✐t
✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦ ✭❈❱❅❘✮ ❛♥❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦♥❡ ②❡❛r t♦t❛❧ ❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡①♣♦s✉r❡ ✭❋P❊✮ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦ ✭❱❅❘✮ ❢♦r ❛ ❈❉❖ ❡q✉✐t②
tr❛♥❝❤❡ ❡①♣♦s✉r❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s✇❛♣✱ s♣♦t r❛t❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡✱ ❝r❡❞✐t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❞❡❢❛✉❧t✱ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t✱ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❜t ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥✱

❡①♣♦s✉r❡ ❛t ❞❡❢❛✉❧t✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ♠♦❞❡❧✱ ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦✱ ❝r❡❞✐t ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦✱

❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣♦s✉r❡✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

∗❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❤❛s ♠❛♥② ②❡❛rs ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❘✐s❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛ss❡t ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❛♥✐❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❤❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛✣❧✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙♦✉t❤❛♠♣t♦♥ ✭❯❑✮✳ ❈✉rr❡♥t ❛✣❧✐❛t✐♦♥✿ ■◆❘❆✱ ❏♦✉②✲❡♥✲❏♦s❛s✱
P❛r✐s ✭❋❘✮✳ P❡rs♦♥❛❧ ❡♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ❢r❛♥❝❡s❝♦✳♣✳❡s♣♦s✐t♦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❜r✐❡❢ ♥♦t❡ ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝r❡❞✐t r✐s❦ t♦♦❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ P❉ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❝r❡❞✐t✲r✐s❦ ❜❡❛r✐♥❣ ❡①♣♦s✉r❡✱
✇❤♦s❡ ❤❛③❛r❞ r❛t❡ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲●❉ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❡♠❜♦❞② t❤❡ ♥❡t ❡①♣♦s✉r❡s ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❝r❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣❛rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❈❉❙ s♣r❡❛❞
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❛✐r ♣❛②♠❡♥t ❢♦r t❤❡ str✐♣♣❡❞ r✐s❦ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r ♦♥ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣❛rt②✬s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛②s ❛ ❧✐❜♦r ♣❧✉s ❝❛s❤ ✢♦✇ ✉♣ t♦ ♠❛t✉r✐t②✳
❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ s♣r❡❛❞ ❛♥❞✴♦r ✉♣❢r♦♥t ♣❛✐❞ ♦♥ ❛ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❧♦ss st♦♦❞ ❜② t❤❡ t✐❡r ① ❝❛♣✐t❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧
❡♥t✐t② ✇❤♦s❡ ❛ss❡t s✐❞❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ❝r❡❞✐ts✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r✐s❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s✉✐t❛❜❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❛t✐♥❣✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭■❘❇✮ t♦ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ P❉ t❡r♠ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ▲●❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊❆❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦ ❢❛r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✭❈❱❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❈❛♣✐t❛❧ ❢♦r ❛♥② ❝r❡❞✐t r✐s❦ ❡①♣♦s❡❞ ❆✴▲ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝♦♥❝✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♠♣❧② ❜r♦❛❞❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❦❡♣t ❛s✐❞❡ t♦
❧❡❛✈❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✢✉❡♥t ❛♥❞ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ r✐s❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♠❛r❦❡t ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞s ❛♥❞ P❉❀ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❡①♣❛♥❞s t❤❡ r✐s❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡
▲●❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦❧✲
❧❛t❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❜t ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝r❡❞✐t
r✐s❦ t♦♦❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❛✐r❧② ❣❡♥❡r❛❧ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝r❡❞✐t
❛❞❥✉st❡❞ ❱❅❘ ❛♥❞ t❤❡ ❋P❊ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷



✷ ❈❉❙ ❙♣r❡❛❞s ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❡❢❛✉❧t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ P❉ ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t s♣r❡❛❞s ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ P❉ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦r ❛ ❤❛③❛r❞ r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈❉❙ s♣r❡❛❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❆ss✉♠✐♥❣ ♥♦♥✲st♦❝❤❛st✐❝ r❡❝♦✈❡r② r❛t❡ R ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♠♣♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱
t❤❡ ❢❛✐r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❈❉❙ s♣r❡❛❞ ♦♥ ♠❛t✉r✐t② T ✐s t❤❡ sT s✉❝❤ t❤❛t

sT

∫ T

0

dτ Bτ Pτ = (1−R)

{

1− P0 −

∫ T

0

dPτ Bτ

}

✭✶✮

❲❤❡r❡ Pτ ✐s t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭PDτ = 1 − Pτ ✮ ❛♥❞ Bτ ✐s
t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛t t❡♥♦r τ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ s✇❛♣s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ❧♦ss ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❡①♣♦s✉r❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ❛t ❞❡❢❛✉❧t ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ♦❢ t❤❡ s✇❛♣ ❝♦♥tr❛❝t✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♠♣❧✐❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢
♠❛r❦❡t ❝r❡❞✐t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣s

{

sTj
, j = 1, .., n

}

❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✵✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢
❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣✐✈♦t✐♥❣ ♦♥ ✭✶✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛r❦❡t ❈❉❙ s♣r❡❛❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ✷✷✴✵✻✴✷✵✵✻ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛t ■❙❉❆ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ❝❛s❤✲✢♦✇ ❞❛t❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ▼❛r❦✲✐t ♣r✐❝❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❈❉❳✳◆❆✳❍❨ s❡r✐❡s ✻ ✐♥❞❡① ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t✇♦ ✐t❡♠s✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❈❤❛rt❡r ❈♦♠♠s ❍♦❧❞✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ❚❡♠❜❡❝ ■♥❞✉str✐❛❧s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡✐r ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ✜❣✉r❡ ✷ ❞❡✲
♣✐❝ts t❤❡ ✭❛❞❥✉st❡❞✮ ✐♠♣❧✐❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈❉❙ ♠❛r❦❡t s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ t❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▼♦♦❞②✬s ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❊❉❋✮ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✸✲✶✾✾✾✳ ❆ss✉♠✐♥❣ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
❤❛③❛r❞ r❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ✺ ②❡❛r ❊❉❋ ✭✜❣✳ ✸✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈❉❙ s♣r❡❛❞s t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❡❛❝❤
r❛t✐♥❣ ❝❧❛ss ♦♥ ✵✸✴✶✷✴✷✵✶✵ ✭✜❣✳ ✹✮✳

✸ ▲●❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲●❉ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲●❉ ♦❢ ❛ ❝r❡❞✐t ❜❛s❦❡t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ P❉ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦s✉r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❙②♥t❤❡t✐❝❛❧❧②✿

LGD(x) =

∫

dP (m) {g1 (x1|m) ⋆ . . . ⋆ gn (xn|m)} ✭✷✮

✇❤❡r❡ gj (xj |m) ✐s t❤❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✮ P❉ ♦❢ t❤❡ jt❤ ❛ss❡t✳ ❚❤❡ gj ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♦♥t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝r❡❞✐t ❡✈❡♥t ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✸



■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲●❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♦❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦
♦❢ ❝r❡❞✐ts r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❆❛❛ t♦ ❈❛❛✶✲❈ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts ♦♥ ✵✸✴✶✷✴✷✵✶✵ ❛❧♦♥❣
❛ ✜✈❡ ②❡❛r ❤♦r✐③♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♦♥ ✷✵✴✶✷✴✷✵✶✺✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♠♣♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❢❛✐r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ A

✉♣❢r♦♥t ♣❛②♠❡♥t ♣❧✉s s♣r❡❛❞ ❛r❡ t❤❡ u ❛♥❞ s s✉❝❤ t❤❛t

u+ s

∫ T

0

dτ Bτ

(

1− E
[

L
A
τ

∣

∣F0

])

= E
[

L
A
0

∣

∣F0

]

+

∫ T

0

BτdE
[

L
A
τ

∣

∣F0

]

✭✸✮

❚❤❡ E [ ·|F0] ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ L A

τ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ τ ❤♦r✐③♦♥ ▲●❉ ♦❢ t❤❡
❧❛②❡r A ♥♦t✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙P❱✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ❧♦ss ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①♣♦s✉r❡✱
✐✳❡✳ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ❛t ❞❡❢❛✉❧t ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ♦❢ t❤❡ s✇❛♣ ❝♦♥tr❛❝t✳ ■♥ ✜❣✉r❡
✻ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢✉❧❧ ✉♣❢r♦♥t ♣r✐❝❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ tr❛♥❝❤❡s✱ t❤❡ 0 − 4% ❛♥❞ t❤❡ 4 − 8% ♥♦t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs✱
❢♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s❦❡t ♣♦rt❢♦❧✐♦ Q ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✾✵ ❡q✉❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❛♠❡s r❛♥❣✲
✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❛❛ ❛♥❞ ❇❛❛✷ ▼♦♦❞②✬s r❛t✐♥❣ ❜✉❝❦❡ts ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t r❡❝♦✈❡r② r❛t❡
R = 40%✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❡
✵✸✴✶✷✴✷✵✶✵ ❛♥❞ ♠❛t✉r✐t② ✷✵✴✶✷✴✷✵✶✸✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t❛r② tr❛♥❝❤❡✳

✹ ❈❱❅❘ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊①♣♦s✉r❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❈❉❖ ♣r✐❝✐♥❣ ♦♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❛s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✢♦✇ ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ❝♦♥s✐st❡♥❝❡s ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞✴♣❛✐❞ ❝❛s❤ ❛♠♦✉♥ts ❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✴❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♥✲
t❡r❡st r❛t❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r✉♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❞❡❢❛✉❧t
t✐♠❡s τ(ω) ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛ s✐♥❣❧❡✲❢❛❝t♦r ❣❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs
♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ P❉✳ ❊✈❡r② r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❛s❤✲
✢♦✇ ❤✐st♦r② s❛♠♣❧❡ t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ✐❢ ✐t
❤❛♣♣❡♥s ❜❡❢♦r❡ ♠❛t✉r✐t②✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✭❜❛rs✮ ❛♥❞ s✐♠✉✲
❧❛t❡❞ ✭❝r♦ss❡s✮ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡
❜❛s❦❡t Q ✇✐t❤ ✵✳✸ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✸ ②❡❛rs t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ r✉♥♥✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ s❡tt❧❡♠❡♥t ❞❛t❡ ✵✸✴✶✷✴✷✵✶✵ t♦ t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ❞❛t❡ ✷✵✴✶✷✴✷✵✶✸✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
st♦❝❤❛st✐❝ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❥✉st ❞❡s✐❣♥❡❞ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✹



❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✮ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ♠✉st ♠❛t❝❤
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ❧♦ss✱ ✐✳❡✳ ✷✷✳✷✺✪✳ ■♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❡r♠s t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢
❛t t✐♠❡ ✵ t❤❡ ❈❉❖ ✈❛❧✉❡ ✐s ♣❛✐❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐ts ❢♦r✇❛r❞
❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s r✉♥ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠ st♦❝❤❛st✐❝ r❡❝♦✈❡r② ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t R = 40%✳
❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s♦❧❞ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ 0 − 4% ❡q✉✐t② tr❛♥❝❤❡
♦♥ t❤❡ ❜❛s❦❡t ♦❢ ❝r❡❞✐ts Q✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ✉♣❢r♦♥t ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❜✉②❡r ✐s
♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ t✐♠❡ ✵✳ ❆s ✐t ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡r✲
♠✐♥❛❧ ❝❛s❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✭✽✮ s❤♦✇s
t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛t ♠❛t✉r✐t②✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ✵ ❞❡❢❛✉❧ts s✉❜✲s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥❝❤❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ 0 − 4% ✭✹✵ e ♥♦t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ✽✳✾ e ✉♣❢r♦♥t✮ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t Q ✇♦rt❤ ✶✱✵✵✵ e ♥♦t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ tr✐✲
❛❧s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝✉r ✵ ❞❡❢❛✉❧ts t❡r♠✐♥❛t❡ ❛t ✰✾✳✷ e ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
✹✾✳✸✪✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✭✽✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✺✵✳✼✪ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛❧✲
✉❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✻ ❞❡❢❛✉❧t ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡
♣♦rt❢♦❧✐♦ ❢♦r✇❛r❞ ❡①♣♦s✉r❡ ❛t ❞❡❢❛✉❧t✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❈r❡❞✐t ❱❛❧✉❡ ❛t ❘✐s❦ ✭❈❱❅❘✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛t ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ✺✪ ❛♥❞ ✶✵✪ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡
t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ✸ ②❡❛rs✳
❚❤❡ s♦✉❣❤t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❈❱❅❘✭✺✪✱ ✸②✮❂✲✸✶✳✻✻ e ❛♥❞ ❈❱❅❘✭✶✵✪✱ ✸②✮❂✲✶✽✳✽✻ e✳

❚❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ st✉❞②
t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡✲s❤❡❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐♥✈❡sts ✐♥t♦ ❧✐❜♦r ♣❧✉s
♣❛②✐♥❣ ♦❜❧✐❣♦rs ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❧✐❣❡❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡♥✐♦r✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉❧❧② ❢✉♥❞❡❞ ❝❛s❤✲✢♦✇ ❈❉❖✱
✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝❛s❝❛❞❡ r❡❞❡♠♣t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ ❧❛st ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞②✱ ❝♦♠❜✐♥❡s t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
✐❧❧✉str❛t❡❞ ❝r❡❞✐t r✐s❦ t♦♦❧s ✇✐t❤ ❛ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡r✐✈✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡①♣♦s✉r❡ ✭❋P❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ❱❅❘ ♦❢ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❲✐t❤ t❤❡ t❡r♠ ❋✉t✉r❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊①♣♦s✉r❡ ✇❡ ♠❡❛♥ ❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛ ❢✉t✉r❡ ✐♥st❛♥t ✐♥
t✐♠❡✳ ❇② t❤❡ t❡r♠ ❡①♣♦s✉r❡ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ♦r r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦st ♦❢
t❤❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ♣❧✉s t❤❡ t♦t❛❧ P✴▲ t♦ ❞❛t❡✳
❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥✲
❢✉♥❞❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ✶ ②❡❛r s✐♥❝❡ s❡tt❧❡♠❡♥t✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛❢t❡r t❤❡ ■❙❉❆ ♣❛②♠❡♥t ❞❛t❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥ ✷✶✴✶✷✴✷✵✶✶✱ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ✉♥✇♦♥❞ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ tr❛♥❝❤❡✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡
r❡str✐❝t✐✈❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t②✴s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❣r❡❛t ✐♥s✐❣❤t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t✐♠❡❧②
❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ r✐s❦ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❢❛❝t♦rs
✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❈❉❙ s♣r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✲

✺



❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ t❤✐s st✉❞② t❤❡ ❝r❡❞✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ✶ ②❡❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ♠❛r❦❡ts s♣r❡❛❞s ❛r❡
✉♥✐❢♦r♠❧② s❤♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❤❛s ❛ ✶✵✪ ②❡❛r❧②
✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✵✳✸✮ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥✳ ❚❤❡
♠❛♥♥❡rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✻ ✐t❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✾✵ ✐t❡♠s ♣♦♦❧ ✐s ❛❜♦✉t ✻✼✵ ♠✐❧✲
❧✐♦♥s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡❢❛✉❧ts
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛st ❧✐❦❡❧② ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤❡♥
❞❡❢❛✉❧ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❛❝❦✇❛r❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ❧♦✇❡st ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts t❤❛t ❤❛♣♣❡♥
♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ s♣r❡❛❞ ❧❡✈❡❧s ❛t t❤❡ s❤♦rt❡st ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ t✐♠❡
❤♦r✐③♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦♦❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♥❞❡r
t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✾ t❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ♣r✐❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐t② tr❛♥❝❤❡ ♦❢
t❤❡ Q ❜❛s❦❡t ♦♥ ✷✶✴✶✷✴✷✵✶✶✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✮ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦t❛❧
❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐t② tr❛♥❝❤❡ ✉♥❞❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❱❅❘ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ♠❛r❦❡t r✐s❦
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①♣♦s✉r❡✳
❚❤❡ s♦✉❣❤t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❱❅❘✭✺✪✱ ✶②✮❂✲✶✹✳✷✻ e ❛♥❞ t❤❡ ❱❅❘✭✶✵✪✱ ✶②✮❂✲✼✳✽✾ e✳

✻



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❛r❦❡t✲✐t s♣r❡❛❞s ♦♥ ✷✷✴✵✻✴✷✵✵✻ ♦❢ t❤❡ ❈❉❳✳◆❆✳❍❨ s❡r✐❡s ✻ ❜❛s❦❡t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♠♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦❡t✲✐t s♣r❡❛❞s ♦♥ ✷✷✴✵✻✴✷✵✵✻
♦❢ t❤❡ ❈❉❳✳◆❆✳❍❨ s❡r✐❡s ✻ ❜❛s❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✸✿ P❉ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❤❛③❛r❞ r❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ✺ ②❡❛rs P❉ ♦❢ t❤❡ ▼♦♦❞②✬s
❝r❡❞✐t r❛t✐♥❣s ❢r♦♠ ❆❛❛ t♦ ❈❛❛✶✲❈

❋✐❣✉r❡ ✹✿ P❉ ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣r❡❛❞s✳ ❚❤❡ P❉ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ❤❛③❛r❞ r❛t❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ✺ ②❡❛rs P❉ ♦❢
t❤❡ ▼♦♦❞②✬s ❝r❡❞✐t r❛t✐♥❣s ❢r♦♠ ❆❛❛ t♦ ❈❛❛✶✲❈

✽



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡q✉❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ✶✹✵✵
✐t❡♠s ❜❛s❦❡t ✭❆❛❛ t♦ ❈❛❛✶✲❈✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲●❉ ✐s
❡✈❛❧✉❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✺ ②❡❛r ♣❡r✐♦❞ ✵✸✴✶✷✴✷✵✶✵ t♦ ✷✵✴✶✷✴✷✵✶✺✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❋✉❧❧ ✉♣❢r♦♥t ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ tr❛♥❝❤❡s 0− 4% ❛♥❞ 4− 8% ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ Q✳

✾



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❜❧✉❡ ❜❛rs✮ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭r❡❞
❝r♦ss❡s✮ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ Q ♦♥ ♠❛t✉r✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ 0 − 4% ❡q✉✐t②
tr❛♥❝❤❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ Q✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ✵ ❞❡❢❛✉❧t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❜✲
s❛♠♣❧❡✳ ❚✐♠❡ ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ✷✵✴✶✷✴✷✵✶✸✳

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ✭❢✉❧❧ ✉♣❢r♦♥t✮ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 0− 4% ❡q✉✐t② tr❛♥❝❤❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ Q ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ ✷✶✴✶✷✴✷✵✶✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚♦t❛❧ ❋P❊ ♦❢ t❤❡ 0−4% ❡q✉✐t② tr❛♥❝❤❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ Q ❣❡♥❡r❛t❡❞
♦♥ ✷✶✴✶✷✴✷✵✶✶✳

✶✶



❘❛t✐♥❣ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽
❆❛❛ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✻✪ ✵✳✷✵✪ ✵✳✷✽✪ ✵✳✸✼✪ ✵✳✹✽✪
❆❛✶ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✵✪ ✵✳✷✸✪ ✵✳✷✸✪ ✵✳✸✾✪ ✵✳✸✾✪ ✵✳✸✾✪
❆❛✷ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✻✪ ✵✳✷✵✪ ✵✳✹✺✪ ✵✳✺✺✪ ✵✳✻✻✪ ✵✳✼✾✪
❆❛✸ ✵✳✵✼✪ ✵✳✶✵✪ ✵✳✶✾✪ ✵✳✷✾✪ ✵✳✹✶✪ ✵✳✺✺✪ ✵✳✺✺✪ ✵✳✺✺✪
❆✶ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✸✪ ✵✳✸✸✪ ✵✳✺✷✪ ✵✳✻✻✪ ✵✳✽✷✪ ✵✳✽✾✪ ✵✳✾✼✪
❆✷ ✵✳✵✵✪ ✵✳✵✸✪ ✵✳✶✹✪ ✵✳✸✾✪ ✵✳✻✵✪ ✵✳✼✾✪ ✵✳✾✶✪ ✶✳✷✹✪
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