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1. Vorbemerkungen
1.1, Allgesetnen

it Yol dhore bt PR A i
vertabrens fir lineare Optimierungsprobls

[EEN

I tanes st a6l e lemmeines Dekzepuetsos
rae o belt

achrinict, g0
et e S1a1Pumketen ginty 80P deases TorPiren mach
das fest.

Bin solches Verfahren ist oder kinnte in verschisdener Hin-
sicht von Vortodl sein gegeniter anderen Lisungemsthoden
£iir 1inoare Optisierungoproblese ©

a) Goringerer Rochenzeitbedart
‘Programndert man deses Verfahron fir eine Datenverar-
beitungaanlage, so Kimte sich etn geringorer Bedarf an
Rechentodt orgeben als bel anderen Iisungssethoden. Da:
iat allertings nur fir grissore Problose wahrocheinlich,
da zan bet diesen Vertahren eine wehr viel unfangrei-

Erassorgantaation programateren mu
opteloveise bet der einfacken Stmplex-Nethode, 5o dass
bet Klednen Problemen die tixe organisation
aufward kaun durch einen schnelleren Rechengang iberkom-
benstert werden kann.

sedes Prob: = Benutser dieses Verfahrens
bk el vl A

b) Geringerer Xernapeicherbedsrt in Rechensalagen
Dieser Algorithms hat swar menr Daten zu speichern o
% metsten anderen Vertahren, Jedosh kann das in ex-
tornen Spetchern geachehen, 20 dass or Telativ wenig




Daten im Kernspeicher benStigt, ohne dass die Rechmungen
deswegen durch Datenaustausch zwischen externem und in-
ternem Speicher besonders hiufig unterbrochen werden.

o

Hohere Rechengenauigkelt

Eine grossere Genauigkeit der Rechnung kinnte sich erge-
‘ben, weil immer wieder auf die Ausgangsdaten zurickge-
griffen wird und die maximale Grisse von Matrizen, die
als Genzes zumindest berechnet werden miissen, kleiner ge-
halten werden kann als bei jedem anderen Losungsverfah-
ren, welches suf beliebige, lineare Optimierungsprobleme
anwendbar ist.

a

Allgeneine Anwendbarkeit des Verfahrens
In Gegensatz zu fast allen anderen Dekompositionsverfah~
ren, kann der vorliegende Algorithmus auf jedes belie-
vige, lineare Optimierungsproblem angewendet werden.

1.1.2. Bereits vorhandene Dekompositionaverfahren

1.1.2.1. Spezielle Verfahren

£s existieren bereits eine grosse Anzahl von Dekompositions-
verfahren fiir lineare und nicht-lineare Optimierungsprobleme
bei denen eine spezielle Struktur der Koeffizientemmetrix
des Problems angenommen wird.') Auf aiese Verfahren soll
hier micht eingegangen werden.

1) Vgl. z.B.: Abadie, J.M., u. A.C. Williams [3], S. 149-158;
Balas, E. [6], S. 847-873; Bell, E.J. [11]; Benders, J.F.
[13], 5. 238-252; Dentzig, G.B., u. P. Wolfe [19], 8. 101-
111; Heestermamn, A.R.G. [24], S. 288-306; Hu, T.C. [27],

5. 91-102; Littgen, H. [31], 8. 370~379; Mills, G. [35],

S. 279-291; Miiller-Mervach, H. [37], §. 306-322; Rosen, J.B.
[42], 8. 159-176; Sanders, J.L. [45], S. 266-271; Tan, S.1.
[46], 5. 168-189 u. 247-268; Wainston, A. [50], S. 188-201;
Zengwill, W.I. [51], S. 1068-1087.



1.1.2.2, Generelle Verfahren

An allgenein Dekompositl iz 1ine-
are Optimierungsprobleme ist - von dem vorliegenden Algo-
rithmus abgesehen ~) - bisher nur eines bekannt. Es handelt

sich dabei un den Algorithme von D. Adam und W. Réhze 27,
ir den die Autoren keinerlei Annahmen fiver spezielle Struk-
‘turen der Koeffizientenmatrix des Problems machen.

Deren Verfahren (im folgenden Verfahren I genannt) unter-
scheidet sich in mehreren wichtigen Punkten von dem des
Verfassers (im folgenden Verfahren II genannt) :

a) Die nach Verfahren I zu definierenden Unterprobleme Mmis-—
sen bel einer voll besetzten Koeffizientenmatrix im Ge-
gensatz zu Verfahren II alle Nebenbedingungen des Gesamt-
problems umfassen /.

b) Im Verfanren I missen im Gegensatz zu Verfahren II alle
Nebenbedingungs-Absolutbetriige auf die Unterprobleme
aufgeteilt werden *.

©) Yach der dann folgenden Optimierung der Unterprobleme

stellt Verfanren I im Gegensatz su Verfahren II eine Sen-

sitivitdtsanalyse an, die fiir jede optimale Unterproblem-

Lssung feststellen soll, inwieweit man die "Kapazittezu-

teilung" auf das Unterprobiem dndern kann, ohne dass man

fiir die optimale Basis dleses Unterproblems einen Basis-
tausch vornehmen muss, um die Zuldssigkeit dieser Basis

im Unterproblem zu erhalten.

Eine optimale Koordination der Unterproblem-Lisungen kann

in Verfanren I auf zwei Arten vorgenommen werden :

(1) In einem Masterproblem, welches explizit die "Kapazi-
+tdten" auf die Unterprobleme new verteilt. Dieses Problem

s. Heinemann, H., [26], S. 302-317;

s. Adam, D., u. W Eonrs [4], 5. 395-417;
Adam, D., [S], 8. 196-230;

4) vgl. Adam, D., u. W. Rohrs [4], 5. 398;

) vgl. Adam, D., u. W. Rohrs [4], S. 399f.



bat im aligemeinen Fall m-Z Variable und m.(Z+1) Neben~
bedingungen.”’ Dabei ist m die Anzahl der Nebenbedin-
gungen des Gesamtproblems und Z dis Anzahl der Teilprob-
leme.

(2) In ein Master-Problem werden alle Variable, die sich
in den optimalen Basen der Unterprobleme befinden, hin-
eingenommen und das Problem dann optimiert. Die Grisse
dieses Problems geben Adam und Rohrs mit m.Z Variablen
und m Nebenbedingungen an.”) In Verfahren IT kann dieses
koordinierende Master-Problem dagegen hichstens m+Z Va—
riablen und m Nebenbedingungen haben,

) Bei beiden Verfahren ergibt sich aus der optimalen IS-
sung des Master-Problems eine zuldssige IGsung des Ge—
samtproblems. Jedoch bel Verfahren I (und nur dort) muss
dies auch eine BasislGsung des Gesambproblems sein.

&

Eine Aktualisierung der Zielfunktionskoeffizienten des
Gesamtproblems wird in beiden Verfahren vorgenommen.
Auch werden diese Koeffizienten dann fiir einen Optimali-
tAtstest und fiir die Auswahl von mau in die LSsung auf-
zunehmenden Variablen bemutzt. Verfahren I nimmt dabei
inm Gegensatz zu Verfahren II nie mehr als eine Variable
neu suf.?) Dieses ist jedoch eher sin Unterschied in der
rechnerischen Taktik als in der mathematischen Theorie.
Diese Punkte deuten schon an, dass zwischen beiden Ver-
fahren ein beachtlicher Unterschied besteht.

6) Vgl. Adam, D., und W. Rohrs, [4], S. 402;
7Y vgl. Adam, D., und W. Rohrs, [4], S. 406;
8) vgl. Adam, D., und W. Rohrs, [4], S. 407;
9) vgl. Adam, D., und W. Réhrs, [4] S. 396.



1.2. Allgemeine Anwendbarkeit des zu beschreibenden
Verfahrens

Das vorliegende Verfahren ist wie die Simplex-Methode ge-
sebenenfalls in zweil Phasen auf jedes lineare Optimierungs—
problem anwendbar. Insbesondere werden keine Annanmen iiber
bestimmte Besetzungsmuster der Koeffizientenmatrix eines
Problems gemacht,

lediglich zum Zwecke der einfacheren Darstellung wird hier
angenommen :

a) Es sind nur stets Maximierungsprobleme zu ldsen.
b) Biir das Problem ist bereits eine primal zuldssige Basis-
18sung als Ausgangslosung bekannt.
Dadurch wird die allgemeine Anwendbarkeit des Verfahrens
nicht eingeschrinkt. Denn erstens kamn man jede zu mini-
mierende Zielfunkbion in eine zu maximierende Uberfiinren,
indem man alle ihre Koeffizienten mit dem Faktor (-1) mul-
tipliziert. Zum anderen liegt eine zuldssige Ausgangsbasis-
13sung manchmal schon vor, wema man allen Schlupfvariablen
den Absolutbetrag der zugehbrigen Ungleichung als Wert zu~
weist. In allen anderen Fillen kamn man das Problem durch
Einfiihirung kiinstlicher Variablen in ein nicht &quivalentes
Froblem mit in bezug auf das neue Problem zuldssiger Aus-
gangsbasislbsung verwandeln. Durch Lsung des neuen Pro-
tlems mit Hilfe einer geeigneten Zielfunktion kann man stets
eine zuldssige BasislGsung des urspringlichen Problems
zewinnen, sofern eine solche iibernsupt existiert. Auch zur
ZZsung dieses nicht dguivalenten Problems kann das Dekom-
tionsverfahren benutzt werden.

erer kann man das Verfanren in dem Sinne als primal be—

hnen, dass in Fillen ohne zuldssige Ausgangsbasisl

zundichst eine zuldssige, primale und dann eine opbi-
primale Losung gesucht wird.




2. Ein generelles Dekompositionsverfahren fiir lineare
Optimierungaprobleme

2.1. Eurze Skizzierung des Verfahrens
Zur Erleichterung der weiteren lektiire sei das Verfahren
vorweg in seinen Hauptpunkten kurz skizziert :

(1) Aus dem zu 13senden Gesamtproblem werden Teilprobleme
gebildet.,

¢

s

Die Teilprobleme werden mit einer geeigneten Zielfunk-
tion versehen und denn jedes fiir sich optimiert.

(3) Die Losungen der Teilprobleme dienen der Gewinnung von
Variablen fiir ein Hilfsproblem, welches anstelle des
Gesamtproblems optimiert wird und die bereits vorhan-
denen Teilprob: Seungen optimal kombiniert.

¢

~

Mit Hilfe der optimalen Dualwerte des Hilfsproblems
errechnet man aktualisierte Zielfunktionswerte fiir das
zu 1osende Gesamtproblem.

(5) Mit diesen akiualisierten Zielfunktionswerten testet
man, ob das Optimum des Gesamtproblems bereits srreicht
st

(6) Ist daa Optimm erreicht, so ist das Verfahren beendet.
Andernfalls setzt man das Verfahren unter Verwendung
der aktualisierten Zielfunktbionswerte aus Punkt (3) mit
Punkt (2) fort, womit ein neuer Zyklus des Verfahrens
beginnt.

Der Al ermoglioht v bei sei-
ner Anwendung. Je nach Art des Problems und je nach ange-
wandter Rechen-St: e dhnelt das dann mehr der

3 oer den i
ren von Dantzig und Wolfe 19).

10) Vgl. Dantzig, @.B., und P. Wolfe [19], S. 101-111.



2.2, Genaue Beschreibung des Verfahrens

Durch Dekomposition zu ltsen sei folgendes lineare Opti-
mierungsproblem, welches im folgenden als Urproblem oder
als UP bezeichnet wird :

Vaximiere

n

3=

unter Beachtung der Nebenbedingungen

N 1]
Zai'j- FHr 1= 1, 2, cooyB

3= x; 20 fir j =1, 2, «ssyn

32

wobed alle by nicht-negativ sein sollen.

Javei bezeichnet :

: eine Variable des UP mit dem Index j,

: einen iiber alle Variablen des UP laufenden Index,

2 & die Anzahl der eigentlichen UP-Variablen,

den Zzielfunktionskoeffizienten der j-ten UP-Variablen,
aie primale Zielvariable,

den Koeffizienten der j-ten Variablen in der i-fen

Nebenbedingung des UP,

einen iiber alle Nebenbedingungen des UP laufenden

Index,

x : die Anzahl der Nebenbedingungen des UP ohne Nicht-
Tegativitdtsoedingungen und

z, : den Absolutbetrag der i-ten Nebenbedingung des UP.

== zaulichung soll das tionsverfahren an
2cigendex, in Tablesuform dargestellten Zahlenbeispiel
sences

<ert werden, wobei die u die Schlupfvariablen der



Bestriktionen sind und die anfingliche BagialBsung uy =D,

. 1
firi =1, 2, 3 ist.

ZTabelle 1 : Das UP

NBV
Absolut-

x x z

- 1 T2 oYy X X oxn S
5 6 5 4 5 6 8 0

By 4 3 4 0 6 C 5 200

uy 3 6 3 -5 1 3 6 180

uy 2 6 o 4 4 2 4 200

BV : Basisvariable
NBV : Nebenbasisvariable

2.2.1. Bildung von Teilproblemen

Vie bereits angedeutet, wird anstelle des UP in jedem Zyk-
lus ein koordinierendes Hilfsproblem berechnet, welches im
folgenden ale Koordinierungsproblem oder kurz als KOP be-
zoichnet wird.

Die Bildung von Peilproblemen (im folgenden TP genanat) und
deren spitere Optimierung dient fast ausschliesslich dem
Zwecke, fiir das KOP Variablen zu beschaffen. Appriord nicht
ganz auszuschliessen ist allerdings die Miglichkeit, dass
es hierbei auch darum geht, *besonders geeignete" Variablen
fiir das KOP zu gewinnen. Sieht man von letzterer Moglich—
keit jedoch ab, so konnte man die Bildung und Optimierung
der TP in diesem Algerithmus theoretisch ebenso durch andere
Verfahren zur Gewinnung von KOP-Variablen ersetzen.

In der vorliegenden Porm des Algorithms geht man wie folgh
vor :



a) man bildet TP;

) man versieht die TP mit einer Zielfunktion;

¢) man optimiert die TP jedes fiir sich;

4) aus den so erhaltenen TP-Tosungen leitet man Koeffizi
ten fiir die XOP-Variablen ab.

Schritt I des Algorithmus :
Man bilde eine beliebige Anganl 2, jedoch mindestens ein
7P, wovei das k-te TP (fiir k = 1,...,2) gleich mit einer
geeigneten Zielfunktion versenen wie folgt zu schreiben
ist :

Maximiere
m
TP
2 log =2 %" 3k T "ok
1€y =
unter Beachtung der Nebenbedingungen )
84,3 %0k £ B (1€¥y, )
I x
X
R

wobei gelten muss :

1€ N Ulyp U Uy,

Dagu ist zu erkliren, dass das Verfahren in Zyklen einge-
teilt iat, die jeweils danit beginnen, dass man in die ein-
zal ou Beginn des Verfahrens eingeteilten TP eine aktuelle
Zielfunktion einsetzt, wobei der jeweils gerade laufende
Zyklus stete mit dem Index T und der vorhergehende mit dem
Index T-1 gekennzeichnet wird.

Die 7¥OF =1 (#iir 1=1,...,m) sind optimale Dualwerte, die sich
im jeweiligen Zyklus T-1 fir die i-te Nebenbedingung des

KCP -1 eingestellt haben. Da das Verfahren mit dem



= 1o=

Zyklus I=1 beginnt, existiert kein Zyklus (T-1) = 0. Daher
gilt fir den ersten Zyklus T die Definition :

s L FEEOL P L Lyl
Die 51“? -1 seien dabei so definiert, dass sie im Optimum
des KOP T-1 nicht-negative Werte aufweisen.

Ferner gelten folgende Definitionen :

8) Bs sei Ny “'ur) die Menge aller Spalten-Indices j (Zei-
len-Indices 1) des UP.
b) Davon sei K, (“'r ), die Menge aller Spalten-Indices j
TP, P
(Zetlen-Indicks 1) ¥ des k-ten TP (k=1,...,Z), eine Teil-

menge :
xm,kc_ Nyp (k=1,...,2) 3)
und

m’“’x C My {k=1,4..,2). {4)

Bei der Bildung der TP ist zu beachten, dass jede UP-Vari-
able mit Index j zumindest in einem TP vorkommt, dass also
jeder Index j ein Element der Vereinigung aller Mengen N,
iot. Wirde das fiir ein bestimntes j micht gelten, so x
konnte die betreffende UP-Variable XJ. bei diesem Verfahren
niemals in eine UP-Ibsung gelangen.

Andererseits ist es nicht notwendig, dass jeder Nebenmbe-
dingung des UP in zumindest einem TP eine Nebenbedingung
entsprichb. Es braucht also nicht jeder Index i ein Element
der Vereinigung aller Mengen Mpp 2u sein, da die Berlick—
sichtigung aller Nebenbedingungefi des UP spiter bei der
Bildung des KOP sichergestellt wird, wie unten noch gezelgt
wird, Im Zahlenbeispiel ist z.B. dle driite Nebenbedingung
in keinem TP enthalten.

Ebensowenig ist es notwendig, dass der Durchschnitt aller
Mengen ¥y, oder My, leer ist. Im ersten Palle kinnten die
TPk PX



s

betreffenden UP-ariablen iiver alle TP in das KOP gelangen.
Bs ist fraglich, ob eine solche TP-Einteilung rechentech—
nisch sinnvoll ist, aber das Auffinden des UP-Optimums wiir-
de dadurch nicht beeintrachtigt. Im zweiten Falle wiren

die betreffenden Nebenbedingungen in allen TP vorhanden,
wie es in dem gewihlton Zahlenbeispiel fiir 1 = 1, 2 geschieht.
Es kann nur durch praktische Rechnungen gekldrt werdenm, ob
dieses Vorgehen rechentechnisch vorteilhaft ist.

Es sei hier schon angemerkt, dass die im ersten Zyklus de-
finierten Mengen Npp und lgp (k=1,...,2) in den folgenden
Zyklen nicht umdefinfert werdfn, sondern unverdindert Gber
alle Zyklen gelten. Bine Undefinition dieser Mengen in spé-
teren Zyklen wire zwar zulissig, wenn weiterhin gewiarlei-
stet 1st, dass gilt :

351(”'\/1{”2\.1 o v g

pp, + Jedoch gibt es nach Ansicht
z

des Verfassers keinen Grund, ven dieser koglichkeit Ge-
brauch zu machen.

auf das Zanlenbeispiel sollen zwei TF gebil-

det werden (Z = 2) :
TP ={1,2} ¥, -{1,2 3,4}
IR Hpp 2, .

Tabelle 2
TP 1 zu Beginn des ersten Zyklus

BV
A A ST Mg Absc:l-ut‘

oy ’ g il 4 betrige

.,#]f’] 5 6 & 4 0

wy 4 3 4 0 200

uy 6 =5 180

3
N 5,6,7
"y {



i3

ZTabe 3
2P 2 wu Beginn des ersten Zyklus
FBV
Absolut-
%
L B2 %602 12 | petrige
TP
V1,2 55 6 8 o
uy 6 3 5 200
u, 1 3 6 180

Die Aufteilung der TP ist hier so gewinlt, dass dor Index
4 = 3 nicht Element der Vereinigung der Mengen My, und
1

1at.
Yrp,

2.2.2. Idsen der Teilprobleme

Sohritt 1T 1gorithms :
Man suche fir jedes TP eine TP-optimale LOsung «

Bei der Ausfithrung dieses Schrittes sind zwel Schwierigkeiten

denkbar, die beide dazu flihren kinnen, dass die TP nicht ihre

Aufgabe erfiillen kinnen, jeder UP-Variablen bei Bedarf ir-

gendwie Bingang in das KOP zu Verschaffen. Trife man 2ir die-

se Pille nicht in geeigneter Weise Vorsorge, so wirde das

Tp-Optimum u.U. nicht erreicht.

Die erste Schwierigkeit kann bei einem degemerierten TP auf-

4reten, wenn im k-ten TP z.B. zumindest fir ein i mit ml“k

gilt : by = 0. Dann existiert fiir dieses TP moglicher-

weise

- entweder {iberhaupt keine TP-zuldssige Losung (von uy=by
fiir ey, ), wenn fir das 4 némlich
st ¢ ay,y > 0 fir alle J it lelyy . Damn Kinate
iiberhaupt keine Variable aus diesem TP in ein KOP ge~
langen.




]

- Oder es kann u.U. eine einzelno Varisble mit seNy, nicht
in eine TP-zuliissige Lisung des k-ten TP kommen, * wenn
2iir das betreffends 1 gilt + &y . > O wnd a; ;2 0 fiir
i#s und alle ety

Dag Auftreten dieses Falles kaan jedoch sehr einfach ver-
hindert werden, indem man in kein TP Nebenbedingungen mit

b; = 0 aufnimnt, denn die Tatsache, dass Nebenbedingungen

in keinem TP vertreten sind, ist v0llig unschidlich, da spé-
ter das KOP eine Losung herstellt, die einer zuldssigen
UP-Lisung entspricht.

Kochte man den Benutzer dieses Algorithnus davon befreden,
bei der Einteilung der IP auf diese méglichen Schwierig~
keiten achten zu pmiissen, dznn kann man bei der Program-
uierung dieses Verfahrens programmintern geeignete Vorsorze-
masonshmen treffen, die gewdhrleisten, dass auch bei Auf-
treten dieser Kowplikation duzs UP-Uptimum gefunden wird,
sofern es ‘iberheupt existiert. Man braucht nur zu gewihr-

leigten, dass in jedem Falle jede UP-Variable in das X0!
gelangen kann. Das kann beispielswelse geschehen, indem man
die Anzahl der TP um eins erhiht (Z : = 2 + 1) und in jedem
Zyklus T das folgende "kiinstliche" I'P mit Index Z mitbe-

rechnet :
Maximiere
m
KOP T-1, TP
Z By~ P IWTEA N (5)
1=
unter Beachtung der Nebenbedingungen
n
Y mz & B (3 > 0)
=
C T - I S

ist dabei eine beliebig grosse, positive Konstante, die
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in des £ir dieses ein-
fach gleich 2 gesetzt wurde. In diesem “kinstlichen" TP
#ind alle UP-Variablen enthalten und jede kann bei Bedarf
stets in ein KOP gelangen.

Man konnte diesen Algowithmus auch rechnen, wenn man ausser
dlesem Mkiinetlichen" TP keine anderen TP definiert, denn
die Hauptaufgabe der TP, die bendtigten Variablen fur das
KOP auszuwihlen, kann dieses TP schon erfiillen. Dieses
Vorgehen hatte nur den erheblichen Nachteil, dass man fiir
Jeden Basistausch, den die normale Simplex-Methode machen
wiirde, mit diesem Algorithmis einen ganzen Zyklus machen
misste.

Die zweite der erwihnten moglichen Komplikationen bel der
ILSsung der TP ist, dass der Zielfunktionswert eimes TP
gegen unendlich gehen kann und man daher keine TP-optimale
TP-Losung findet.

Fir diesen Fall kann man verschiedene Gegenmassnahmen tref-
fen. Einmal konnte man ein "ikinstliches" TP wie unter (5)
auch fir diesen Fall einfiihren. Damn kann - wis oben be-
reits erwihnt - auf alle weiteren TP und damit auch auf
deron optimale Iisungen verzichtet werden, da die Erzeugung
der bendtigten KOP-Variablen durch diesen Notbehelf bereits
gewdhrleistet ist.

Man kann aber auch so vorgehen, dass man vorslchtsbalber
fiir jedes TP mit Index k eine kilnstliche, zusitzliche
Restriktion folgender Art einfiihrt, die den Bereich TP-
zuldssiger Idsungen des TP in jedem Falle hegrenzt :

Z xyme S B (8 » 0 (8)

B, Kéunte dabei so gross gewihlt werden, dass diose Re-
striktion nur wirksam wird, wenn der 2lelfunktionswert des
TP in Abwesenheit dieser Restriktion gegen unendlich gehen
wiirde.
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Wenn man der Ansicht ist, dass der Fall gegen unendlich
gehender Werte der TP-Zielfunktion nicht so hiufig auf-
tritt, dass sich seine vorbeugende Behandlung lohnt, zumal
man auch bei der Einteilung der TP darauf Einfluss nehmen
kann, dann kann men auch wie folgt vorgehen :

Droht bet der Berechmung eines TP beim nichsten Basis-—
tausch der Wert seiner Zielfunktion gegen unendlich zu ge-
hen, so fiihre man noch vor diesem Basistausch in das aktu-
elle TP-Tableau eine neue Zeile und eine neue Schlupfvari-
able als Basisvariable derart ein, dass in dieser Zeile
jede andere Basisvariable einen Koeffizienten von mull,
jede Nebenbasisvariable einen positiven Koeffizienten hat
und der i bsolutbetrag ebenfalls positiv ist.
Damit ist denn das Anvachsen des Wertes der TP-Zielfunktion

begrenzt.

Geung (gegebenenfalls unter Berlicksichti-

Die TP-optimale
gung einer zusitzlichen, kilnstlichen Restriktion) eines
k-ten TP aus dem t-ten Zyklus besteht aus einem Vektor, des-—
sen Elemente wie folgt bezeichnet werden :

Tox  (GEN) @

Beziiglich des Beispiels ergibt sich damit folgendes :

Fir TP 1 ergibt sich im Veriaufe der Rechmung das in Tabel-
le 4 dargestellte Tableau, in dem die dritte Zeile wie
oben beschrieben hinzugefiigt wurde, weil der Wert der Ziel-
funktion beim ndchsten Basistausch, durch den die Schlupf-
variable u, in die Basis komnt, gegen unendlich zu gehen
darohte.

Tabelle 4 : TP 1 im Verlaufe des ersien Zyklus
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FBY
I =1 +0,8 -7 3,6 ik
4051 +1 =0,2 41 +0,4 . a4

1,1 4 +4/3 40,0  +4/3  41/3 it o
U3 +1 #t - - 500

Damit ergeben eich folgende TP-Isungen im ersten Zyklus :

= 66 2/3;
= 1445

=% 4,0 =0und

= 976 als Zielfunktionswert.

= 4
= 58 2/3;
= 0 und

= 372 als Zielfunkticnswert.

2.2.3 Aufstellung eines Koordinierungsproblems (KOP)

Die bisher errechneten TP-ISsungen sind nun in einer Art
und Weise weiterzuverwenden, die einer Anniherung an das
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Optimum des UP entspricht. Das geschieht im KOP, welches
durch optimale Gewichtung der errechneten TP-IOsungen zur
bestmiglichen, UP-zuldssigen und daraus ableitbaren UP-
Ldsung fihrt.

Jeder im Zyklus T Osung, die keine
Nullpunktldsung ist, entepricht dabei eine i

Die Koeffizientenspalte fiir eine jede KOP-Variable wird da-
‘vei aus der entsprechenden TP-Losung und den Koeffizienten
des UP wie folgt errechnet :

a) Der Zielfunktionskoeffizient der KOP-Variablen, die
der Lisung des k-ten TP aus dem laufenden Zyklus (t=T)
entspricht, ergibt sich als :

> ELTRR® ®)

€Nyp

Dieser Koeffizient ist fiir alle im laufenden Zyklus T
errechneten TP-Losungen zu berechnen (k=1,..,Z)
gibt an, welchen “Gewinn" die betreffende TP-
brichte, wenn man sie realisieren konnte und wirde.

b) Entoprechend ist fir die Lisung eines jeden TP mit In-
dex k (k=1,..,2) aus dem laufenden Zyklus (t=T) ein
Spaltenvektor mit den folgenden m Elementen zu berech-
nen:

> LY P R LR (9)
Jeu,
TPk
Der i-te Koeffizient dieses Vektors gibt an, in wel-

chem Unfang die betreffende TP-Lisung die i-te UP-
Restriktion beanspruchen wirde, wenn man diese TP-.

sung voll realisieren wiirde.

Jede dieser Koeffizientenspalten (t=I; k=1,..,%) ist eine
Tizearkombination aus den Koeffizientenspalten des UP mit
den nicht-negativen Gewichten

itk (J’eﬂmpk)'
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Die Variablen des KOP werden mit Tt x ‘bezeichnet und kon-
nen als Gewl fiir die’ PP-Tosuna
werden.

Bezogen suf das Beispiel ergeben sich im ersten Zyklus (T=1)
folgende KOP-Koeffizienten :

fiir 7P 1 (KOP-Variable P,
i A o0 itk 4

Tiir (8): 6-66 2/3 + 4+ 144 = 976

fiir (9): 3+ 66 2/3 + 0144 = 200
666 2/3 +(-5) - 144 = -320
6-662/3 + 4144 = 976

#iir TP 2 (KOP-Variable 2y ,)
il s il s LR

fur (8): 5+4 + 658 2/3 = 372

fir (9): 64 + 358 2/3 = 200
14 +3.582/3 =180
4°442:582/3 =153 1/3

-

In diesem Beispiel ist die Iisung des TP 1 im ersten Zyklus
keine zuldssige Losung des UP, da dessen dritte Restriktion
verletzt wirde (976 wirden beansprucht, 200 stehen nur zur
Verfiigung), wenn man disse Losung voll realisieren wirde.
Uber die im jeweils laufenden Zyklus T neu gewonnenen KOP~
Yariablen hinaus gehen noch weitere Variable in das KOP ein;
nimlich jene, die im vorhergehenden Zyklus T-1 in der opti-
malen Basie des betreffenden KOP T-1 waren.

Tediglich im Zyklus T=1 kann es solche Variablen noch nicht
geben, weil ein Zyklus T=0 nicht existiert.

Damit kann man das KOP T fiir den zyklus T folgendermassen
schreiben, wobei hier der Einfachheit halber auch die Vari-
ablen fiir TP-Idsungen, die Nullpunktl3sungen wurdem, und
solohe Variable; die micht in deT optimalen Basis des je-
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weiligen KOP T-1 waren, mit aufgefihrt werden :
aximiere

7
vxorm_z

t=1

MN

5,80 P

El
()

1 J(NM,
(10)
unter Beachtung der Nebenbedingungen

): Z (Z B33

w1kl ey

S0 B £ By

Pox 20 (B Tavey®;
k=1,...,0).

Stets hat ein KOP - so wie es bisher beschrieben wurde ~
m Nebenbedingungen. Das sind gensusoviele wie im UP. Iam
ersten Zyklus kann das KOP hochstens 2 Varisblen haben,
denn mehr TP sind nicht vorhanden und vorhergehende Zyklen,
aus denen man noch Variablen hitte ibernehmen konnen,
existieren nicht.

Wie bereits angedeutet, werden in jedes KOP T jene Vari-
ablen aus dem KOP T-1 iibernommen, die in dessen optimaler
Basis waren, um zu gewdhrleisten, dass das KOP T mindestens
eine genausogute Losung hat wie das KOP T-1. Alle Neben-—
basisvariablen des KOP-T-Tablesus werden gestrichen, um
ein zu grosses Anwachsen der Anzahl der KOP-Variablen zu
verhindern. Aus diesem Vorgehen ergibt sich, dass kein KOP
mehr als msZ Variablen haben kann, denn maximal m konnen
in der optimalen Basis des vorhergehendenKOP gewesen sein
wnd maximal Z konnen im laufenden Zyklus von allen TP da-
zugekommen sein.

Somit lautet :
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Sohritt ITT des Algorithmus :
Man bilde in Zyklus T ein KOP T wie in (10) aus allen
sus der optimalen Basis des KOP T-1 iibernommenen Veriab-
len und aus den gemdes (8) und (9) im Zyklus T meu ge-
bildeten Variablen.

In Tabelle 5 ist fir das Beispiel das Ausgangetablesu fir

das XOP 1 dargastellt :

Tabelle 5 Ausgangstableau des KOF 1

§BV -
- P, P2 b:::::_
—ROR 1 1976 312 o
u 1200 4200 4200
w, 20 4180 +180
s W6 4133 1/3 +200

2.2.4 Lisen des Koordinierungsproblems (KOP)

Schritt IV des Algorithmus @
Fir das KOP T suche man eine optimale Ldsung.

Zur Austiihrung dieses Schrittes kamn man sich der normalen
oder der revidierten Simplex-Methode oder dieses Dekompo-
sitionsal selbat bedi Die revidierte Simplem-
Methode scheint aber a priori weniger vorteilhaft zu seinm.
Denn es kann in einem KOP die Angshl der Variablen maximal
um 7 grosser sein als die Anzahl der Restriktionen. Kir
solohe Fille rentiert sich die Anwendung dor revidierten
Simplex-Methode 1.8. aber micht. A priori ldsst sich auch
kaum angeben, ob es vorteilnafter ist, des KOP jeweils von
Grund auf neu zu 15sen oder jeweils von der optimalen Basis
des vorhergshenden KOP auszugehen, denn in jedem Zyklus
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kann die Anzahl der neu in das KOP aufgenommenen Variablen
bis maximal suf Z steigen. Unter welchen Umstinden dennoch
die revidierte Simplex-Methode oder dieser Dekompositions-—
algorithmus mit Vorteil gegeniiber der normalen Simplex—
Methode zur Losung des KOP eingesetzt werden kinnen, wird
an spiaterer Stelle noch besprochen.

Die primsle Optimal-Iosung des KOP T ist ein Vektor mit den
T mal 7 Elementen

3, (t=1,..,T5 k=1,..,2). {11)

t,k
Bel tatsichlichen Rechnungen hat dieser Vektor fir 2>1
i.a. allerdings weniger als T mal Z Elemente, weil immer
wieder KOP-Variable gestrichen werden und somit auch das
entsprechende Blement aus diesem Vektor gestrichen werden
kann. Ausserdem gilt besonders fiir spitere Zyklen einer
Reclinung, dass nicht mehr alle TP in einem Zyklus eine
vom Nullpunkt verschiedene optimale IOsung haben und da-—
fiir somit auch keine KOP-Variable definiert zu werden
braucht, de dlese als Koeffizientenvektor nur einen Null-
vektor hiitte. i

Diese KOP-Vardablen oder Gewichte fiir die TP-ISsungen kin-
nen in einem KOP-Optimum durchaus Werte aunehmen, die
grosser als 1 sind, wie das Zahlenbeispiel noch zeigen
wird,

Die duale Optimal-Lisung des KOP T sei ein Vektor mit dem
folgenden m Elementen :

;r‘im’ T fiir  d=1,..,m. (12)

Fiir das Zahlenbeisplel ergibt sich im Optimum des KOP 1
folgendes
a) Wert der Zielfunktion :

FHOP T =~ 419,78481;
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b) Prinallfsung :
=4
By = 0,07911 und

15,4,2 o 0,92089;

o) Dualldsung :
FROB T 2 4 1,38215
T I und

A 1+ 011677

Zu fragen bleibt hier, was man mit der Berechnung einer
KOP-Losung erreicht hat. Das sind zwei Dinge. Erstens kann
man aus der primalen, optimalen KOP-L3sung eine primale,
UP-zuldssige UP-Losung ableiten. Zweltens kann man mit Hil-
fe der dualen, optimalen KOP-ISsung Kriterien ableiten,mit
denen man feststellen kann, ob die abgeleitete UP-Lisung
schon UP-optimal ist, oder, wie man eine KOP-LSsung im
niichsten Zyklus finden kann, aus der sich eins verbesserte
UP-Losung ableiten ldsst.

Zundchst sei aufgestellt die
Behauptung T
Aus einer optimalen Primallosung des KOP T :
T

B0 Bryp e By g

T T %
BB e By

T T
f1',1 B E’r,z BB i"l,z

KOP-Zielfunktion ¥OF T 1sst sich eine zugehorige, zu-
ldssige Primal-Iosung des UP ableiten mit einem Ziel~
funktionswert des UP von 2'T = FOF T,

mit dem zugehorigen Wert der
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Beweis :

Die optimale Iosung des KOP T erfilllt alle m KOP-Nebenbe-
dingungen :

T 2z
- ¥ o
YOY (X e fn (13
t=1 k=1 (3.8
€l
(i=1,...,m).
Definiert man jetzt :

5,k (4

Xtk T Ttk

(=100, 05 kmlyennyZ; Jb“n,k

bringt man die TE-LSsungen X, o i ﬂlglg Gurch Nultipliketion

mit den ermittelten Gewichten By, ouf ihr akivelles

Niveau §J 4,1 » 90 kann man (13) such'wie folgh schreiben :
ity

T Z
=T
DED I I NEL AR @3

$=1 k=t
TP,

(1=1,000pm)
Definiert man weiterhin :

z

N )i Y LA (16)

t=1 k=1

(3=15..0m),

was flir jeden Index j einer Addition der aktualisierten
TP-ISsungswerte mit Index j fiber alle TP und bisherigen
Zyklen eng;pncm; - wobei jeweils fiir bestimmte k fir alle
Jérm,k %y 4,x = 0 unterstellt wird -, so kann man (15)

wiederum umschreiben in :
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<y an

(1=1y..0ym).

Das bedeutet, dass die aus einer optimalen ILosung des KOP T

ableitbaren ;J' eine zuldssige Losung des TP bilden. Dabei

miissen dle £,” nicht unbedingt eine BasislGsung des
UP bilden, wie da3 Zahlembeispiel noch zeigen wird.

Der dieser UP-Lisung zugehorige Wert der UP-Zielfunktion
ist ¢

G"P'*-Z oy T . (18)
1=t

i T
Der der ILisung des KOP mit den Vektor-Elementen By
(t=1ye00yT; Xkely...,Z) zugehorige Zielfunktionswert des
EOP T ist dagegen :

AR 3 XKD ST

=1 k=1 JEH,‘,Pk

& T
EREYULEE g

Formt man (19) geméiss den Definitionen (14) und (16) anslog
(15) und (17) um, so erhdlt man :

n
GKoP 7 T
K =Z oo &1 (20)

3=t

Aus (18) und (20) folgt :

FUB,T _ GKOP T (21)

Damit ist Behsuptung 1 Wewiesen.
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Fir den Sonderfall, dass der Wert der Zielfunktion eines
beliebigen XOP T gegen unendlich geht, folgt aus (21), dass
dann der Zi wert der hori UP-I8 Kanid
gegen unendlich geirt. Dann ist das Verfahren beendet, weil
es zwar zulissige, primale ISsungen, aber keine Optimal-
Losung dee UP gibt.

Unmgekehrt gilt auch :

Behauptung IT :
Existiert fiir den ZielfunKtionswert des UP keine obere
Sohranke, so ergibt sich nach einer endlichen Anzahl
von Verfahrenszyklen ein KOP T, fiir dessen Zielfunktions-
wert ebenfalls keine obere Sohranke existiert, voraus-~
gesetzt, dass etwaig auftretende Degeneration @o behan-
delt wird, dass sich optimale KOP-Baeis-LSsungen als
solche nicht wiederholen kounen.

Der Beweis dieser Behauptung erfolgt erst in Abschnitt 2.3.

Ubertragen auf das Zahlenbeispiel ergibt sich zuniichst fiir

Belation (14) :

TP 1t

°
.

3! 911 =
t1’1,1 0,07911 = © N

5, e 662/35 « 0,07911 & 5,27400 ,
)1,

=4

X—5'1,1 0 . 0,07911 = ] und
5! 144 . 0,07911 & 11,39144 .
4,141

fir 12 2 :

=

£l e 4 v 00208 = 368356 ,

~ 582/3 = 0,92089 = 54,02514 und

=4
X6,1,2
= 0 0,92089 = © %
’

¥ir

Belation (16) ergibt sich in diesem einfacher Fall
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obne weitere Sumnation (im ersten Zyklus ist 7=1) :
= 0 ,
= 5,27400 ,
= 0 v

= 11,39144

= 3,68356

%! o 54,02514 und

Dieses ist eine zuldssige UP-Losung, jedoch keine UP~
Basis-Lisung, da 4 UP-Variablen einen positiven Wert haben
und das UP nur 3 Restriktionen hat.

Als zugehbriger Wert der UP-Zielfunktion ergiot sich nach
(18) :

PP w6 e 5,07400 + 4 = 11,39144

4 5. 3,68356 + 6 = 54,02514

= 419,77840 .
Das KOP 1 hatte einen Zielfunkticnswert von @
FOP T o 419,78481 .

Von Rundungsfenlern abgesehen ist Relation (21) :

FBT o KO gyg0 ersiinit,

Aus Behauptung I ergibt sich, dass man implizite zu einer
besseren, zuldssigen UP-LSsung mit den Vektor-Elementen
%™ (4=1,...,n) kommen ksnn, wenn es gelingt, in einem
weiteren Zyklus T+1 ein KOP T+1 aufsustellen, fiir welches
FKOP T41  GKOP T oy
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Wie man testen kann, ob ein solches KOP T+1 mit
FEOP T+ 5 GKOP T oyiopsert, wird im Abschnitt 2.2.5. be=
sebricten.

2.2.5 Test auf Verbesserungsfihigkeit des KOF

Wie bereits erwihnt, bedient man sich fiir diesen Test der
opvimalen Werte der Duslvarimblen des KOF T. Dabei kann man
von der Uberlegung ausgehen, dass alle tir ein KOP lber-
haupt moglichen Koeflizientenspalten inrer Entstehung nach
Tinearkombinationen der n UP-Spalten mit n nicht-negativen
Gewichten sein missen.

Bezeichnet man diese Gewichte ganz sllgemein mit g

(i=1,...,n), so ldsst sich jede migliche KOP-Spalte wie
folgt schreiben ¢

n
a) Z oy+§; als zielfunkuionswert und

=

(1=1,...,m) (22)

¢l

als Nebenbedingungskoeffizienten.

Nach dem Preistheorem der linearen Programmierung muss fir

eine neue KOP-Spalte, die ein besseves KOP I+1 ergeben soll,
gelten :

m n
Z i = ?lfor T (23)

i=1 j=l

Nur, wenn eine neue KOP-Spalte gefunden wird, fir die (23)
1%, kann slso ein KOP T+l mit einer besseren Optimal-

18sung existieren.
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Es ldast sich nun zeigen, dass sich eine einfachere Bedin-
gung sufstellen ldsst, die das gleiche leistet wie (23).
Zu diesem Zwecke errechne man zunachst die dem gegenwarti—
gen L& des KOP T en’ "aktualisierten”

Zielfunktionswerte EJT des UP ¢

W
. <EOP T
B Z 5,071 f29)

i=1

Die EJ" geben Auskunft dariiber, ob eine optimale Gesamtlo-
sung des UP bereits erreicht ist.
Behauptung TIT :

Nur dann und immer dann, wenn zumindest ein Index j mit
2.7 > 0 existiert, ldsst sich ein KOP T+1 aufstellen mit

FKOP T+1 o GKOP T yoin keine Degeneration auftritt.
Beweis :

Angenommen, es existiere ein oder auch mehrere Indices j
mit EJT > 0 oder anders geschrieben :

<XKOP T
o5 2 z 84,3 -7 (25)
=1

50 kann man durch Miltiplikation mit einem positiven Ge-
wicht Ej erhalten :

n
;l>z ai,j.yfm"“.‘ . (26)

i=1

Bildet man (26) fiir alle j mit EJT > 0 mit positivem 33
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und fiir alle j mit EJT < 0 mit einem §; = 0 und sumniert
tiber j, so erhilt man Bedingung (23) erfillt. Damit ist der
"immer-dann®-Peil der Behauptung bewiesen.

VWern man andereveeits annimut, es gebe nur noch j mit

35" £ 0 oder anders geschricben :

n
ZKOP T -
oy & E: aha.yf i (21)

1

56 lassen sich keine nicht-negativen Gewichte Z. finden, mit
denen man (27) wultiplizieren konnte, um dann nach Summation
iiver alle j Bedingung (23) zu erhalten. Damit ist auch der
“nur-gann®~Teil der Behauptung bewlesen.

Wenn also Bedingung (27) fir alle j erfilllt ist, dann ist
das Verfahren beendet, weil sich kein verbessertes KOP {41
finden 1ldsst.

Existiert zumindest ein j it 5, > 0, 5o beginnt ein neuer
Zyklus T+1 des Verfahrens mit der neuerlichen Berechmung der
TP. Debei wird immer sumindest eine Linearkombinavion von
UP-Spalten gefunden, dic das KUF T+1 gegeniiber dem KOP T ver—
bessert (Degeneration ausgeschlossen), da die o, dann im
System (2) als Zielfunkiionskoeffizienten Zungieren.

Damit ist auch bewiesen, dass von Fillen der Degeneration
abgeschen, stets gilt

ZKOP T

HOP T4l o o .

Somit ergibt sich als

Sehritt V des Algorithmus

Han berecine Fiir j=1,...,n Bedingang (24) und prife, ob
sumingest ein J wit 5,7 > 0 oxistiers. Tot das der Fall,
cinem neuen Zyklus mit

80 setze man das Verfahren
Sehritt I fort.

Andernfalls ist das Verfahren beendet und man errechne
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dle sugensrige UP-Tosung E," , 5, ,..., L7 anhand der
Gleichungen (14) und (16).
Damit ist das Dekomposi vollstindig b

Betrachten wir wieder das Beispiel. Zunichst sind dib 531
(3=1,...,n) nach Gleichung (24) zu berechnen :

a,’ ®5 - (4+1,38215 + 2+ 0,T1677) = - 1,96214

5, =6~ (3-1,38215 + 6+0,71677)

2,44707
63 =5~ (4+1,38215 + 0+ 0,71677) = - 0,52860

=4 - (0-1,38215 + 4+0,71677) = + 1,13292

- (6+1,38215 + 4 +0,71677) = - 6,15998

~ (3+1,38215 4 2 +0,71677) = + 0,42001

o7

T2 g o (51,38215 + 4 +0,71677) = - 1,77783

Zwel der aktualisierten Zielfunktionswerte des UP sind am
Ende des ersten Zyklus noch positiv, nimlich 5,' und
Deher ldsst sich noch einbesseres KOP 2 aufstellen.

Der zweite Zyklus des Verfahrens beginnt mit dem nochmaligen
Issen der TP mit den 3, (j=1,...,n) als Zielfunktionskoef—
fizienten. Bei TP 1 ist gleich noch vor Beginn der Rechnung
wieder eine Hilfszeile wie im ersten Zyklus einzufiigen.

Als Tomung der TP im zweiten Zyklus ergibt sich dann :

frIP1: Xy q =X o4 =T509=04
%,,0,1 = 500 und
FIB, = 56,4557 als Zielfunktionswert j
,

fir TP 2 : 5,2, = F1,0,2 704
%6,2,2 = 60 und

Ggl”z e 25,2 ale zielfunktionswert .
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Das KOP 2 iibernimmt die zwel Variablen sus dem ersten Zyklus
und erhilt zwei neue dazu. In Tabelle 6 ist ea in Tableau-
form dargestellt 1

Tabelle 6  Das XOP 2

NBY .
Absolut-
2 ®. b3 ?,
" 1,1 1,2 P21 22 | etrige
r0E 2 976 312 2000 360 o
o, 200 200 0 180 200
u, -320 180 2500 180 180
25 976 133 1/3 2000 120 200

Seine Primal-Tosung ist :
L g T
-p 2 =0 1!21 = 1/30 und 1522‘10/9.

it §2 5 bat sich hier ein Gewlohtungsfaktor fiir die ISsung

des zwbiten TP im zweiten Zyklus ergeben, der grosser als 1

1at.

Die Dual-Idsung ist :

FOP2 s FE®2e0 wa FF2o0.

Der optimsle Zielfunkiionswert des KOP 2 ist ¥2OF 2 = 466 2/3.

Der primalen Losung des EOP 2 entsprioht die UP-IGsung :

2 =2 =2 =2 =2

£2-22-52-82-2"-0

52-5F 16 2

5,2 =%, 1 = 50041/50 = 16 2/3;
-t

2 %50 60410/ =662/3

,

mit einem Zielfunktionswert
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T2 L 4416 2/3 + 6466 2/3 = 466 2/3.

Sodann sind die 632 {3=1,...,n) nach Gleichung (24) zu be-
Technen :

525 (a5 a2an) =2/
5,2 =6-(3-4/3+46+1)=-4 3
Sl =5 - (a0 ) ==1/3
5‘2-4-(0.4/3»:.\)‘ o
G2 w5 (6434401 = =T

5226~ (3+4/3+2+1)= 0 und

872 =8 - (5+4/3 +401) =~22/3.

De ketn j mit 5.° > O mehr exiatlert, ldsst sich kein bes-
seres EOP 3 mehr sufstellen und das Verfahren ist beendet
nit der UP-Lémung :

DR, S =0n

162/5 wna F=662/5 und T = 466 2/3.

In folgenden Abschnitt soll nun gepriift werden, ob bei Be-
endigung des Verfahrens mit EJ."' <0 (4=1,...,m) eine gefund-
dene, zuldssige UP-IGsung auch eine optimale UP-IGsung sein
muss, Weiterhin soll die Endlichkeit des Verfahrens gezelgt

werden.

2.3. Beweis fir die Gleichwertigkeit der Optima des UP und
des letzten KOP bei normaler Beendigung des Verfahrenms
und Endlichkeitsbeweis.

2.3.1. Beweis fiir die Gleichwertigkeit der Optima

Gezeigt wurde oben bereits, dass jeder primalen, zuldesigen
KOP-IBsung, eine gleichwertige, primale und zuldssige UP-Ii-
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sung entspricht. Dariiber hinsus 1st noch zu beweisen

Behauptung IV +
Finer optimalen Primal-Losung des KOP T mit den Vektor-
Elementen P?k (t=1,...,7; k=1,...,2) entspricht bei nor-
maler Beendigung des Verfahrens mit G50 L0 (g=tyeenym)

nicht nur irgendeine gleichwertige, ziliesige, primale

UP-Lésung mit den Vektor-Elementen ij {3=14.:..,m), son-

dern diese UP-Losung ist auch eine optimale UP- o

.

miy x¥ = 37 e g1,

Bewels :

a) Das UP-Dual lautet :
Minimiere

= uP

up
§ by -
1=1

unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (28)

fir § =

b) Definition :
Ein KOP heisse vollstindig, wemn es fir jede mogliche
BasislOsung eines jeden TP eine entsprechende Variable hat.

Der optimale Zielfunktionswert eines tatsichlich berechneten

KOP ist bei Beendigung des Verfahrens gleich dem optimalen

Zielfunktionswert des vollsténdigen KOP. Das ergitt sich

daraus, dass

1) In berechneten KOP stets nur Variable enthalten sein kin-
nen, die auch im vollstindigen KOP enthalten sind, und
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2) bel Beendigung des Verfahrens fiir alle UP-Spalten j gilt
5.7 <0 (§=1,...yn), woraus sich gemdlss dem “nur-dann’-
7811 der Behauptung IIT ergibt, dass das berechnete KOP
nicht mehr verbesserungsfihig ist und sich daher im voll-
sténdigen KOP keine Variable mehr befinden kamn, die man
noch mit Vorteil in das berechnete KOP aufnehmen konnte.
Daher reichen die im berechneten KOP befindlichen Variablen
aus, um ein Optimum des vollstindigen KOP zu beschreiben.
Die Zielfunktionewerte beider KOP sind dann also gleich.
Wemn G die Anzahl der moglichen verschiedenen Basislo-
sungen des k-ten TP ist, dann kann man das vollstdndige
KOP (dessen optimaler Zielfunktionswert ja gleich dem des
letzten berechneten KOP ist) wie folgt schreiben :

Maximiere

& 0P
3 (X e e -
from gl e P
TP

unter Beachtung der Nebenbedingungen (29)
z
(3 8,50 %00 P S Py
IR T
(41,20 0pm)
Buy 20 (elieenZi tehiecnGe

Das Dual des vollsténdigen KOP ist damn :

Minimiere
.

unter Beachtung der Nebembedingungen (30)

B
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‘Z W T Z A

1=1  J€¥, Jey,
B, 8,

(ketyennsZi 8=1,0000Gy)
K0P 20 (3=, m)

©) Das Dekompositionsverfahren ist beendet, wenn gllit :

n
] . K0P T
Ty Zaid 7 <o (31)
1=
(3=15..45m)

oder umgeformt

D JEWES (32)
1s

(J=14.00m)0

Da aie 75 ? (ia1,...,m) in den Relationen (32) slle
Restriktionen des UP-Duale (28) wrfiillen, geben sie eine
zuldssige Dual-Iosung des UP an.

Der dieser Idsung zugehorige Zielfunkéionswert des
UP-Duals ist ¢

n
BT Z vy FEOTE (33)
‘ 1=1

und der des KOP-Duale (dte 75OF T sind ja als optimale
Duallosung des KOP T entstanden) :

K0P T Z bx OP B (34)
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Aus (33) und (34) folgt :

SUP,2 . gKOP T (35)
4) Nach dem Dualititssate der linearen Programmierung gilt,
dass sich im Optimum die Zielfunktionswerte des Primals

und des Duals gleichen :
Max v = Min z. (36)

Da man weiss, dass fir das KOP T das Optimm bereits
gefunden ist, kann man sus (36) folgern :

SKOPT _ KOP T, on

e) Wie bereits gezeigt, gibt es zu der optimalen Primal-
Iosung des KOP T eine zugehdrige, zulissige ISsung des
UP-Primals mit :

VB, _ ROP T 4 (38)

Setzt man (37) in (35) ein, so ergibt sich :

ZUP,T _ GKOPT (39)

Aus (38) und (39) ergibt sichdann :

U1 BT (40

Davaus ist ereichtlich, dass ¥'¥ seine obere wad 0T
seine untere Grenze erreicht hat. Damit ist such Be-
hauptung IV bewiesen, dass die UP-Towung %7 (j=1,..,n)
optimal ist, wemn gilt EJT <0 (4=1yeeemm).

Es sei hier auch angemerkt, dass dieser Beweis auch fiir den

Pall seine Giltigkeit behlt, dass man ausser einem kinst-

lichen TP wie (5) keine weiteren TP berechnet. Denn in die—

sem Palle ist das vollstindige KOP (s. Definition S. 33)

mit dem UP dentisch und, was zu beweisen ist, schon ummitiel-

bar einaichtig.
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2.3.2, Endlichkeitsbeweis

die in Abschnitt 2.2.5. bereits gezeigt wurde, verbessert
sich der Zielfunktionswert des KOP von Zyklus zu Zyklus, so-
lange noch UP-Spalten mit Index j existieren, fir dfe 8;° > 0
gilt, wenn im KOP keine Degeneration aufiritt oder dieselbe
entsprechend behandelt wird. Damit ist gewdhr-leistet, dass
keine optimale KOP-Basislbsung nochmals in einem spiteren
KOP wieder als optimale XOP-Basislosung auftreten kann.

Bs gibt eine endliche Anzahl von TP mit einer endlichen An-
zahl von TP-Basisl3sungen. Daher hat das vollsténdige KOF,
das alle nur mdglichen KOP-Spzlten enthalt, eine endliche An-
zanl von Spalten.

Die optimelen Basen der berechneten KOP eind immer Kombina—
tionen von Spalten des vollstdndigen KUF, die sich nur in
endlicher Anzahl bilden lassen.

De keine opvimale KOP-Basis nochmals als solche auftreten
kenn, ist das Verfahren endlich.

Jetst 18sst sich such Behauptung II, dass aus Y0¥ gogen un~
enalich folgt : P5F T zoht gegen unendlick, beweisen :

Wenn eine zuldssige UP-LOsung ermitselt ist, dann kann dus
Verfanren nach einer endlichen Zahl von Zyklen nur suf zwei
Arten enden :

a) mit einem endlichen Zielfunktionswert des KOP T oder

b) mit einem gegen wnendlich gehenden Zielfunktionswert des

K0P T,
Angenommen, der Fall a) sei eirgetreten. Damn gilt Ef <o
(i=1,...,n) und folglich gemiss Benasuptung IV auch, dass
FKOP'T 4o optimalen Ziel“unktionswert des UF gleicht. Das
widerspricht aver der Annahme, dass ¥ gegen unendlich gent.
Folglich kann, wenn V- gegen unendiich geht, nie der Fall
a) eintreten, sondern immer nur die Alternative b), dass
auch 7P T gegen unendlich geht.

Damitv ist Behauptung IT bewiesen.
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2.4. Zweistufige Dekomposition

Es ist durchaus moglich, das jeweilige KOP oder die TP auch
wieder zu dekomponieren wie zuvor das UP.

Zweifelnatt ist es jedooh, ob das fiir die TP vom Techne-
rischen Gesichtspunkt her empfahlenswert ist, da diese i.a.
in erster.Linie die Punktion haben, Variablen fiir das KOP fu
ermitteln. Das kbnnen sie aber schon, wenn die TP nur eine
einzige Restriktion haben und inre Dekomposition sich somit
exiibrigt. Fur wenn die TP hauptedchlich die Punktion hitten,
fiir das KOP besonders "gute® Variablen zu ermitteln, die be-
sonders schnell zum Ziel filhren, kinnte es u.U. ratsam sein,
Jedenm Koeffizienten ungleich null aus der UP-Matfix such zu-
mindest in einem TP erscheinen zu lassen.

Ein KOP hatte bisher immer m Restriktionen. Die Anzahl der
eigentlichen Variablen eines KOR T sei mit gy bezeichnet.
Wie bereits gezelgh wurde, kann gy nie grosser ale mZ wer—
den. Eine Dekomposition eines primalen KOP erscheint nicht
sinnvoll, weil man damit weder die Anzahl der Restriktionen
iberhaupt noch die Anzahl der maximal miglichen eigentlichen
KOP-Variablen wesentlich verringern kann.

Hingegen ist os mbglioh, dass die Dekomposition des Duals
cines KOP T nach diesem Verfahren Vorteile hat, insbesondere,
wenn das primale KOP T mehr viel mehr Restriktionen als ei-
gentliche Variablen hat. Zu diesem Zwecke bilde man das duale
KOP T :

Minimiere

n
XOP T KoP T
Z_bi. ¥y = 2

unter Beachtung der Nebenbedingungen (41}

&
TS e Ead T2 Zoot

1=1 § N, i W
TP, 8
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v EOFT 5 0 (=1,...,m).

Wenn das primale XOP 7 q Variablen hatte , dann hat das
duale OP T g Restriktionen. Auch jedes XOP der zwelten
Dekomposi tionsstufe hat dann q; Restriktionen.

61t qp << m, 50 kamn le Anzahl der in einem beliebigen KOP
der zweiten Stufe hochstens zu berechnenden eigentlichen Va-
riablen in jedem Falle bis auf nahezu qy verkleinert werden.
Das entspricht einer Reduktion der Anzahl der Restriktionen
des primalen KOP T der ersten Stufen und kann zumindest unter
dem Gesi der igkeit - wenn nicht auch
unter dem der benStigten Rechenzeit - von Vorteil sein.

Das duale KOP T ist dann wie ein UP zu behandeln. Allerdings
hat dieses Verfahren einen Nachteil : Wemn fiir das UP die
NullpunktlGsung zuléissig war, dann haben das duale KOP T
ebenso wie die daraus resultierenden KOP der 2. Stufe keine
zulassige NullpunktlOsung, so dass dann eine erste Phase des
Verfahrens notwendig ist, um eine zuldssige Ausgangslosung
zu finden. Das bedingt jedoch einen relativ grossen Aufwand
an Rechenzeit. Hat man eine zuldssige Ausgangslosung fir

(41) gefunden, dann sucht man in einer zweiten Phase eine
optimale LSsung. Stellt man dagegen fest, dass eine zuldssige
Gsung fir (41) nicht existiert, so folgh gem
Dualitdtssatz der linearen Programmlerung, dass der Ziel-
funktionswert des primalen KOP T gegen urendlich geht. Geht
andererseits der Zielfunktionswert des dualen KOP T gegen
unendlich - der Fall knnte nur vorkommen, wenn die Full-
punktlfsung des KOP T nicht zuldssig wire — , dann hat das
KOP T nach dem Dualititssatz keine zuldesige, primele Losung.

Selbstverstdndlich gibt es ein direkt auf das XKOP T anwend-
bares Verfahren, welches der Dualbildung des XOP T und der
Anwendung des vorliegenden Algorithmus darauf entsprichb.
Diese Frage soll hier jedoch nicht mehr untersucht werden.
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3, Erste praktische Tests des Algorithmus auf elek
~Anlager

tronischen Datenverazbeitung
3.1. Das Testprogramn

Der Verfasser hat in der Programmiersprache ALGOL ein Test—
programu £iir diesen Dekompositions-Algorithmus geschrieben.
Dieses Testprogramm bemutzt filr Daten mur den Kernepeicher
der Rechenanlage, benutzt 2lso keine externe Datenspeicherung.
Das Programm ist so anfangreich, dass es auf ciner CD 3300,
iigbar hat, prak-

die fiir ALGUL-Programme 32K Kernspeicher ve:
tiscn aur in segmentierter Forw ausgefiirt werden konnte,
d4.h., dass cin Teil des Programmes wihrend der Rechnung auf
eine Platte ausgelagert wird und bei Bedarf im Austausch

gegen andere Programnteile in den Kernspeicher geholt wird.
Das Programn ldsst nur einstufige Dekomposition zu. Eine De—
Komposition des KOF ist damit also nichs mOglich. Kimstliche
2P Hanlica wie (5) werden progromm-intern definiert und mit-
berechnet, jedosh aicht nur eines, sondern mehrere, da die

ge Anuabl von Variablen im Programm
r die Sveicherung der TP-IBsungea

fiir ein TP nbchstzuldss

tegrenzt warde, um den £

tigten Speicherplatz zu reduzieren.

eni

Die TF und das KOP werden in jedem Zyklus wieder von Grund

auf optimiert vermittels einer vom Verfasser selbat program-
implex-Verfahren bein-

mierten Prozedur, die das normale
haltet.

Das Programm kain grundsitzlich alle linearen Optimierungs—
bostet worden ist es jedoch nur

protleme ldsen. Ausgiebig

fiir solche Prebleme, bel dencn die HullpunktlSsung zuldssig
3.2. Die Rechertests

Die Rechentests wurden durchefiihrt, um néi Informaticnen
{iver den Rechenzeitbedarf, die igkeit und den
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Speicherplatzbedarf zu erhalten.

Die folgenden Angaben iiber die jeweils bendtigte Rechenzeit
haben aus mehreren Grinden jedoch mur eine beschrénkte Aus-
sagekraft und konnen Grossenordnungen und Grossenverhalt-
nisse nur andeuten :

(1) Be war dem Verfasser nicht moglich, die Zeit fir die Ab-
arbeltung bestimmter Programmteile zu messen, sondern
die angegebene Zeit ist jeweils die gesamte JOB-Zeit,
wenn nicht ausdriicklich etwas anderes vermerkt ist. Da-
rin sind also z.B. enthalten : die Zeit fiir die Uber—
setzung des Programms, die Zeit fiir die Ein- und Ausgabe
der Daten und die Zeit, die der Computer fiir die Orga-
nisation des Auswechselns der Programusegmente im Kern—
speicher benbtigt. Die erste Zeit ist bezogen auf die
gespeicherte Datenmenge fix, die zweite nimmt etws linear
und die dritte sehr stark progressiv zu.

[¢

s

Programm-technisch gesehen, ist das Testprogramm vermut-
lich recht ungeschickt und damit zeiteufwendig aufge-
baut, da es das erste Programm war, welches der Verfasser
iiberhaupt geschrieben hat. Dariiberhinaus lésst der Algo~-
rithmus dem Programmierer viel Freihéit, das Programm zu
organisieren und damit die Rechenzeit zu beeinflussen.
Wichtig ist in dieser Hinsicht z.B., wie man die TP und
das KOP 13st, ob und gegebenenfalls welche KOP-Variablen
man wieder streicht und ob man die KOP-Variablen von
Zyklus zu Zyklus speichert oder aus den TP-Iosungen wie-
der neu errechnet, wie es im Testprogramm geschieht.

Die ersten Rechentests mit Problemen mit hichstens 700 Matrix-
Koeffizlenten wurden auf einer Elektrologica X1 ausgefiirt,
bei der alle output-Befehle ohne zeitliche Pufferung stets
sofort noch wihrend des Programmlaufs iber den direkt ange-
schlossenen Schnelldrucker ausgegeben wirden. Durch Beobach-
tung der laufenden Schnelldrucker-Ausgabe konnte man dabei
schon feststellen, dass die Berechmng der TP i.a. den
grossten Teil der Programmlaufzeit beanspruchte. Man kinnte
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daher meinen, es sei empfehlenswert, den Zeitaufwand zur Br-
mittlung der XOP-Variablen zu minimieren und daher miglichst
wenige. (1) und moglichst kleine TP (1 Restriktion) einzu-
teilen. Dadurch erhoht man aber die Zahl der notwendigen
Zyklen, weil dadurch jedesmal weniger neue Variable in das
KOP kommen, als sonst und weil moglicherweise TP mit mehr
Restriktionen bessere KOP-Varisble liefern als TP mit nur
einer Restriktion. Hier gilt es also ein Optimum zu finden,
denn dureh die Einteilung der TP wird die notmendige Rechen—
zeit erheblich beeinflusst.
Inm folgenden seien einige Belspiele gezeigh, wie man unstruk-
turierte oder duch strukturierte Natrizen eintellen kenn.
Die Darstellung wird schematisch skizziert :
Die Matrix des UP wird als Bechteck dargestellt und ihre mit
von null verschiedenen Koeffizienten besetzten Teile werden
schrig schraffiert, Die nicht unbedingt zZweckmissig aber auch
nicht falsch eingeteilten TP werden als waagerecht oder
senkrecht schraffierte Rechtecke eingezeichnet und durchnum-
meriert.
) Hier ist jeder Koeffizient der UP-Matrixz in gensu einem
TP enthalten. Jeder Index j und i des UP taucht dagegen
in drei verschiedenen TP auf.
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b) Bei dieser Einteilung iet jeder Index j und jeder
Index i des UP in genau einem TP enthalten,

N
»
N

A
N
N

W

i~

¢) Hier ist zwar jeder Index j, nicht jedoch jeder Index i
des UP in einem TP enthalten.

\W
\\

—
B
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d) In diesem Palle sind Koeffizienten des UP in mehreren
TP enthalten.

1
A4
-
U
40%
o
MU= 1
Z /f/
//
Z 2
Y q 9
1 /Z’ ¥
¥ "
#e
dPq
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Diese Einteilung hat einen Vorteil :

Wenn nimlich ein TP hier keine TP-zuldssige, dumls Losung
besitzt (der Zielfunitionswert des primalen TP gegen un—
endlich geht), dann geht auch der Zielfunktionswert des UP
gegen unendlich; denn, da die zuldssige duale Ldsungsmenge
des UP der Durchschnitt der zulissigen dualen Losungsmengen
aller TP ist, gibt es dann keine zuldssige duale BP-Lisung.

£)

B
4// A///A
y ZabZ
|2 d
z - .
e —

W
ya
+
.
=4
11P% 2
bz8%c 4

Diese TP-Einteilung kann der Frilnerkennung der Tatsache die-
nen, dass fiir das UP keine zuldssige, primale Iosung existiert.
Wenn néimlich ein TP keine TP-zuldssige, primale Lisung hat,
dann hat auch das UP keine zuldssige, primale Idsung; denn

die zulassige Losungsmenge des UP ergibt sich als Durch-
schnitt der zulBssigen Losungsmengen aller TP.

Um das festzustellen, konnte man bei Bedarf die TP wie ein
UP noohmals dekomponieren.

0b diese TP-Dekompesition ratsam ist, ist allerdings zwei-
felhaft, da die Tatsache, dass alle TP primal zuldssige Lo-
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sungen haben, keineswegs auf die Existenz einer primel zu~
ldssigen Losung des UP schliessen dsst.

g) Ein solches UP kinnte man vermutlich besser mit dem De-
kompositionsverfahren von Dantzig und Wolfe 1Gsen, weil
man demit auch gleich die Anzahl der Restriktionen ver—
mindern kinnte, obwohl die gezeigte TP-Einteilung zu
kleineren TP fiihrt als bei Dantzig.

Alle gezeigten TP-Einteilungen sind zulfissig in dem Sinne,
dass sie das Dekompositions-Verfahren von Bundungsfehlern
abgesehen zu einem gleich guten Ergebnis kommen lassen wie
die auf das gesamte UP angewendete Simplex-Methode.

Die TP diirfen teilweise sich selbst oder auch nicht mit von
null verschiedenen Koeffizienten besetzte Matrix-Flichen
iiberdecken. Andererseits brauchen sie micht alle von null
verschiedenen Koeffizienten zu umfassen.

Matri: kBnnen t werden, wenn
das such nicht wie bei dem Dekompositions-Verfahren von



<l -

Dantzig etws zu eimer Reduktion der Restriktionen-Anzahl
fiihrt.

In folgenden seisn nun einige Test beschrieben. Die Beispiele
wurden grundsitzlich einmal mit der im Testprogramm enthal-
tenen normalen Simplex-Methode gelGst und i.a. mehrere Male
auf verschiedene Art und Veise mit dem Dekompositions-Algo-
rithmus. Die mit der normalen Simplex-Methode erzielten Er-
gebnisse dienen els Vergleichsgrundlage fiir die mit dem De-
kompositions-Verfahren erzielten Ergebnisse. Sollte der
Verfasser die normale Simplex-Methode ineffektiv program—
miert haben in Bezug auf die benbtigte Rechenzeit, so wirde
dieser Nachteil vermutlich ebensosehr fiir die Dekompositions—
Ergebtnisse gelten, da in jedem Zyklus das KOP und die TP mit
dieser Simplex-Prozedur von Grund auf neu berechnet wurden.

Durch die Tatsache, dass nahezu alle Rechenldufe mur in seg-
mentierter Form susgefiiirt werden konnten, wurden die Lauf-
zelten der Dekompositions-Rechnungen systematisch mehr ver—
lingert als die vergleichbaren Ergetnisse der normalen
Simplex-Methode. Denn da das Dekompositions-Verfahren mehr
Daten speichert zls die normale Simplex-Methode, konnen
weniger ile im werden.
Ausserdem benutzt die mormale Simplex-Methode mur einen klei-
nen Teil des gesamten Programms. Aus beiden Griinden missen
‘beim die 2 g7 hiufiger
als bei der normalen Simplex-Methode im Kernspeicher ausge—
wechselt werden. Dér fiirdle Organisation dieses Austausches
notwendige Zeitaufwand ist in den angegebenen JOB-Zeiten mit
enthalten.

Jedes Testbelspiel wurde 1.a. mehrmals mit dem Dekomposi-
tions-Verfahren geldst. Bei diesen Rechnungen wurde die An-
zahl der TP und auch deren GrGsse variiert, um zu untersu-
chen, wie dadurch die Ergebnisse beeinflusst werden. Die Ein-
teilung der TP wurde stets so vorgenommen, dass jede Variable
in genau einem der eingsteilten TP enthalten war. Hir jedes
eingeteilte TP wurde weiterhin programm-intern ein kinst-
liches TP dhnlich wie (5) sicherheitshalber mitgerechnet.
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Die kunetlichen TP umfassten jeweils die gleichen Variavlen
wie die zugehorigen, extern eingeteilten TE.

3.2.1. Die Testbeispiele

In diesem Abschnitt sollen dle berechneten Testbeispiele
Kurz charakterisiert werden. Jedes Testbeispiel ernilt eine
dreiteilige Kenn-Nr., sus der schon wichtige Bigenschaften
desselben hervorgehen. So bedeutet z.B. die Nummer B 40-100-50,
dass es sich um ein Beispiel mit 40 Nebenbedingungen, 100
Variablen und einer Koeffizientenmatrix handelt, die zu 50 %
mit von Null verschiedenen Xoeffizienten besetzt ist.

a) Testbeispiel B 60-60-50 :

- Maximierungsproblem;

- 60 Nebenbedingungen (m

60 Variablen (n = 60);
Nullpunktlosung zuldssig;
- 50 % aller Matrixkoeffizienten positiv, der Rest ist
gleich mull;
die Nullen sind wie zufdllig iiber die Matrix verteilt;
- die positiven Koeffizienten liegen zwischen 1 und 10

und sind zufallsdinlich ermittelt.

b) Testbeispiel B 40-100-50 @
- 40 Webenbedingungen {m = 40);
- 100 Variablen (n = 100);
- sonst wie B 60-60-50.

©) Testbeispiel B 100-50-100 :
- Minimierungsproblem;
- 100 Nebenbedingungen (m = 100);
~ 50 Variablen (n = 50)
- Matrix zu 100 % mit zufallsihnlich ausgewdhlten Koef-
fizienten zwischen 1 und 10 besetzt;
~ Fullpunktlgsung nicht zuldssig, da alle Restriktionen

von folgendem Typ aind ; by < ayye %




- 49 -

) Testbeispiel B 40-100-100 *
- 40 Nebenbedingungen (m = 40);
- 100 Variablen (n = 100);
- sonst wie B 100-50-100.

) Testbeispiel B B0-500-50 :
- 80 Nebenbedingungen (m = 80);
~ 500 Variablen (n = 500);
- sonst wie B 40-100-50.

) Iestbeispiel B 100-500-10 :
~ 100 Nebenbedingungen (m = 100);
- 500 Variablen (n = 500);
- 10 die alle
- 9 diagonal iiber die Matrix verteilte Kooffizientenblicke,
die jeweils 10 Nebenbedingungen und ca. 55 Varisblen un~

fassen;

- alle iibrigen Koeffizienten gleich nullj;

- Matrix gu 10 % mit von null verschiedenen Koeffizienten
besetzt;

- sonst wie B 60-60-50.

3.2.2. Die Rechenzeiten

Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes vermerkt ist, gilt als
Rechenzeit die Zeit, wahrend der der Programmlauf von der
Zentraleinheit des Computers tatsiichlich bearbeitet wird.

&) Testbeispiel B 60-60-50 :
- Benutzte Rechenamlage : CD 3300.
- Rechenzeit mit der einfachen Simplex-Methode :
3 Minuten 46 Sekunden.

Aus der Tabelle 6 konnen die Zeiten fir einige Ldufe mit dem
Dekompositiona-Verfahren entnommen werden, bel denen eine
liche Anzahl grosser TP eingeteilt
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wurde. In der waagerechten Kopfzeile ist angegeben, wieviel
Nebenbedingungen die eingeteilten TP hatten. In den senk-
rechten Eingangsspalten ist angegeben, wieviele TP jeweils
eingeteilt wurden und wieviele Variablen die TP i.a. hatten.
Zu der angegebenen Anzahl der eingeteilten TP hinmzurechnen
ist jeweils eine gleichgrosse Anzahl programm-intern defi-
nierter, kinstlicher TP, die stets mitberechnet wurden.

Tabelle 6 : Rechenzeiten fiir Beispiel B 60-60-50 fiir
Dekompositions-Liufe in Minuten und Sekunden

[Anzanl der Anzahl Anzabl der NB je TP

[Variablen der TP

je TP 3 60 30 6
30 2 18/12 12/17 8/45
20 3 16/44 9/16 /01
15 4 10/45 10/17 /37
10 6 11/35 9/11 9/30
3 10 9/06 6/38 8/55

% :ohne kilnstliche TP

NB : Nebenbed ingungen

Diese Tabelle vermittelt den Eindruck, dass mit abnehmender
Anzahl von Nebenbedingungen in den TP der Rechenzeitbedarf
abnimmt. Ebenso scheint der Rechenzeitbedarf mit steigender
Anzahl der TP abzunehmen. Wie weitere Tests zeigen werden,
ist letzteres jedoch nur bis zu einer gewissen Grenze der
Fall.

Eine weitere Serie von Dekompositions-Testldufen mit dem
Beispiel B 60-60-50 wurde mit ausschliesslich kinstlichen
TP durchgefihrt. Tabelle T zeigt die Resultate dieser Rech—
nungen.
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Tabelle 7 : JOB-Zeiten und Anzahl der Verfahrenszyklen fiir
Testbeispiel B 60-60-50 aussohliesslich kinst-

lichen TP
Anzahl kiinstlicher Anzahl der Verfah- Rechenzeiten
TP rens-Zyklen [min / sex]
2 15 /30
3 12 5/38
4 10 4/50
5 6 3/31
3 7 4/24
10 7 5/34

Hier sind die Zeiten eng mit der bendtigten Anzahl von Ver-
fahrens~Zyklen korreliert. Diese JOB-Zeiten sind fast durch-
weg kiirzer als die unter Verwendung der nicht-kiinstlichen
TP ermittelten Zeiten. Nur ein Rechenlauf war hier schneller
als die Vergleichszeit von 3 min 46 sek fir die normale
Simplex-Nethode.

) DPestbeispiel B 40-100-50 :
Das Beispiel wurde wieder auf der CD 3300 mit segmentier-
ten Programmldufen berechnet.
Mit der normalen Simplex-Methode ergab sich eine JOB-Zeit
von 6 min 04 sek.
Die JOB-Zeiten fir Dekompositions-Testl8ufe bei Einteilung
einer unterschiedlichen Anzahl verschieden grosser TP kin-
nen aus der Tabelle 8 entnommen werden.
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Tabelle 8 : JOB-Zeiten fiir Testbeispiel B 40-100-50
[min, mek]
Verglelchazeit : 6/04 [min, sek]
Anzahl der | Anzahl der | Anzahl der KB Je TP
Variablen TP (ohne
je 12 Kinstl. TP) 40 20 o
34 3 12/23 10/24 8/29
25 4 14/07 9/22 11/52
20 5 14/12 8/41 /35
17 6 12/40 8/33 6/41
15 T 12/17 8/23 7/08
13 8 15/33 | 12/34 8/05
10 10 8/03 1/01 8/37
8 13 /4 1/12 4/43
7 15 9/55 9/44 6/21
6 17 13/04 9/13 /17

Diese Tabelle bestitigh, dass mit abnehmender Anzahl von
Nebenbedingungen in den TP der Rechenzeitbedarf i.a. ab-

nimat, Tendenziell nimmt auch die Anzahl der bengtigten

Verfahrens-Zyklen mit der Anzahl der Nebenbedingungen in

den TP ab, wie Tabelle 9 zeigt.

Weiter zeigt Tabelle 8, dass mit zunehmender Anzahl der TP
der Rechenzeltbedarf tendenziell zunichet fE11%t und damn
wieder ateigt, wobei die optimale Anzahl vom TP fiir dieses

Beispiel ungefhr bei 13 liegt.
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Tabelle 9 : Anzahl der benotigten Verfahrenszyklen fir
Testbeispiel B 40-100-50

Anzanl der | Anzahl der | Anzahl der BB jo TP

Variablen TP (ohne

Je 1P Kinatl. 17) L3 29 2
34 3 16 16 16
25 4 19 13 16
20 5 12 9 10
17 § 12 8 8
15 7 1 8 9
13 8 4 10 8
10 10 7 7 7
8 13 6 ¥ 6
T 15 T 9 6
6 17 11 % T

In Tabelle 8 gibt es Ausrelsser-Werte, die den sufgezeigten
Tendenzen widersprechen. Bei zeilenweiser Betrachtung sind
dies die Werte 11/52 und 8/37, bei spaltenweiser Betrachiung
insbesondere die Werte 12/23, 15/33, 12/34, 9/44 und 11/52.
Diese Unregelmissigkeiten liegen z.T. darin begrindet, dass
das Verfshren sus irgendeinem Grunde in diesen Fillen rela-
tiv viele oder wenige Zyklen brauchte, wie Tabelle § zeigt.
Die benGtigten Rechenzeiten hingen also auch von der Anzahl
der benStigten Zyklen ab. Das wird insbesondere aus Tabel-
le 10 deutlich, in der Rechenzeiten und Zyklen-Anzahl bei
der Berechnung ausschliesslich kiinstlicher TP gegeniiberge-
stellt sind.
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Tabelle 10 : JOB-Zeiten und Anzahl der Verfahrenszyklem
und maximale Anzahl der KOP-Variablen fir
Testbeispiel B 40-100-50 mit ausachliesslich
iiingtlichen TP
Vergleichszeit : 6/04 [min, sek]
Anzanl Anzanl Anzahl J0B-Bearbei- maximale
Kinstl, der 7P- der tungszeiten Anzahl
33 Variablen | Zyklen [min, sek] der KOP-|
Variablen|
3 34 16 5/48 22
4 25 12 5/10 23
5 20 1" 4/46 22
6 17 12 5/21 26
7 15 9 4/42 24
8 13 9 4/35 25
10 10 8 4/21 24
13 8 g 4/13 23
15 7 6 4/00 23
17 6 6 3/43 23
20 5 7 4/39 26
25 4 4 3/56 29
34 3 6 4/38 34
50 2 4 4/24 50
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Mit steigender Anzahl der TP wird die Anzahl der benctig-
ten Zyklen tendenziell immer kleiner, wihrend die Rechen-
zeiten schliesslich wieder anzusteigen scheinen. Dieser
sohliessliche findet meine i in dem
zaletst sterken Ansteigen der maximalen Anzahl der KOP-
Variablen.

In Pabelle 9 lag nur eine JOB-Zeit unter der Vergleichszeit.
In Tabelle 10 liegen alle darunter. Die Vergleichszeit von
6/04 liegt um nahezu 60 % iiber der besten JOB-Zeit aus Ta-
belle 10.

Offensichtlich lohnt es sich unter zeitlichen Gesichtspunkten,
das Verfahren nur mit kinstlichen TP zu rechnen. Zumindest
it das der Fall, wemn die Koeffizienten-Matrix so gleich-
formig wie bei diesen Testbeispielen aussieht.

Auch wird die Verwandtschaft des Verfahrens mit der revidier-
ten Simplex-Methode besonders deutlich, wenn man mur mit
kiinatlichen TP rechnet; diese leisten dann nimlich nichts
anderes, als aus einem bestimmten Beréich von Variablen

iamer diejenige mit dem marimalen Zielfunktionskeeffizienten
fiir das variable au des KOP &l

¢) Testbeispiel B 100-50-100 *
Die Rechnungen erfolgten wieder auf der CD 3300 mit seg-
mentiertem Programm. Mir die simwltane Reohnung mit der
normalen Simp wurde das Zwei
benutgt. Zur Errechnung einer zulassigen Losung musste
616 mal ein Basistausch vorgenommen werden. In Phase IT
gab es dann nur noch 69 Iterationen. Entsprechend lang
war die Rechenzeit mit 39 min 29 sek.

Aus Tabelle 11 gehen die JOB-Zeiten fiir einige Dekompa-
sitions-Idufe mit susschliesslich kinstlichen TP herver.
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Tabelle 11 : JOB-Zeiten und Anzehl der Verfahrens-
Zyklen fiir Testbeispiel B 100-50~100 mit
ausschliesslich kinstlichen TP

Vergleichszelt : 39/29 [min, sek]

Anzan1 Anzanl der JOB~Bearbei~ Anzahl der
der TP len
[min, sex] Zyklen
2 25 44/04 15
3 K ) 27/58 9
5 10 26/03 7
7 8 21/58 6
10 5 26/46 6
13 4 21/56 4
17 3 39/20 7 (5)
25 2 32/12 4

Die JOB-Zeiten sind wiedsr mit der Anzahl der durchlaufenen
Verfahrens-Zyklen korreliert. Von dem Beispiel mit 2 TP ab-
gesehen liegen alle Zeiten unter der Vergleichszeit. Bei
der Rechnung mit 17 TP wurden nach Erreichen des Optimums
noch zwei v61lig tUberflissige Zyklen und ein nahezu liber-
flissiger Zyklus, der mur noch den zwansigmillionsten Teil
des optimalen Zielfumkti vrachte,

weil eine programminterne Prifmull zu klein gewdhlt worden
war.

Die Vergleichszeit liegt um etwa 80 % Gber der Bestzeit der
Tabelle 11. Diese Ergebnisse kennten bei einer Matrix mit
erheblich mehr Zeilen als Spalten trots mur einstufiger
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Dekomposition wohl nur deshalb relativ ginstig ausfallen,
weil die mormale Simplex-Nethode allein in Phase I schom
fiber 600 Iterationen machen mussts.

Besonders interessant an diesem Beispiel ist die Tatsache,
dase s doppelt wovisle Nebenbedingangen wie Varisblen hat
und dass sich in seiner Koeffizientenmatrix keine Nullen be-
finden. Da trotzdem im Yergleich zur mommalen Simplex-Meiho-
de bei den nsldufen so ginstige ten er-
2161t wurden, wird klar, dass die Vorteilhaftigkeit dieses
Verfahrens nicht wie bei der revidierten Simplex-Methode
darauf beruht, dass die Matrix viele Fullen enthdlt und er-
heblich mehr Variablen hat als Restriktionen.

4) Zestheispiel B 40-100-100 :
Die normale Simplex-Msthode benGtigte 302 Iterationen und
eine JOB-Bearbeitungsseit ven 15 Minuten und 14 Sekunden
suf der CD 3300 mit segnentiertem Rechenlauf.
Die JOB-Bear! ten fiir einige
Idufe mit susschliesslich kilnstlichen TP gehen aus Tabel-
le 12 hervor.

Tabelle 12 : JOB-Zeiten und Angehl der Verfahrens-Zyklen
fir Testbeispiel B 40-100-100 mit ausschliess~
lich kiinstlichen TP

Vergleichszeit : 15/14 [min, sek]

fnzan1 | Anzami Anzanl | JoB-Bearbei- | maximale|
der 77 | der TP~ | der vVer-| tungszeiten Anzanl
Variablen | fahrens-| [min, sek) von KOP-|
Zyklen Variablen|
50 2 ¢ 9/45 50
34 3 3 /52 34
25 4 6 10/03 31
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Portsetzung Tabelle 12

Anzahl Anzanl Anzahl JOB-Bearbei-| maximalel
der TP der TP~ | der Ver- | tungezeiten { Anzanl
Variablen | fahrens- [min, sex] Yon Xop-|
Zyklen Variablen|
20 g 5 /13 20
13 8 4 6/14 21
10 10 4 5/31 16
8 13 7 6/14 14
6 17 9 8/23 15
4 25 1 8/13 14
3 34 14 10/25 14
2 50 18 11/22 13

Alle JOB-Zeitem liegen unter der Vergleichszeit, die beste
sogar um iiber 63 %. Die Rechnung mit 25 TP hat unverhilt-
nismiissig viele Verfahrens-Zyklen benotigt und eine ent~
sprechend erhohte JOB-Zeit. Im Ubrigen fallen die JOB-Zeiten
mit fallender TP-Anzahl zundichst, weil die maximel in einem
XOP zu berechnende Anzahl von KOP-Variablen sinkt, steigt
aber dann wieder an, well diese Wirkung durch die steigende
Anzahl von notwendigen Verfahrens-Zyklen iberkompensiert
wird,

e) Testbeispiel B 80-500-50
Dieses Beispiel wurde auf einer AEG-Telofunken TR 440
gerechnet, die iiber einen geniigend grossen Kernspeicher
verfiigt, um alle Daten und das Programm gleichzeitig da-
rin unterbringen zu konnen, und die um ein Vielfaches
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sohneller rechnet ale die CD 3300. Bei den fiir diese Rochen-
anlage angegebenen Zeiten handelt es sich ausnahmsweise um
reine Rechenzeiten, die nicht die Zeit fiir die Ubersetzung
des Programms in die Maschinensprache enthilt.

Die reine Rechenzeit fiir die:
Simplex-Methode betrug :

Beispiel mit der mormalen

6 Minuten 27 Sekunden.

Zwel Dekompesitionslaufe mit ausschliesslioh kinstlichen TP
wurden durohgefiihrt. Die Rechenzeiten betrugen fiir dem Iauf
mit

~ 20 TP zu je 25 Variablen : 3 min 39 sek und
- 25 TP mu je 20 Variablen : 3 min 09 sek. ,

Die Ergebniese in Tabelle 10 (5. 54) legen die Vermitung
nahe, dass wan fir 500 Variablen mehr als 25 TP einteilen
misste, um noch kiirgere Rechenzeiten zu erzielen. Der Rechen-
lauf mit 25 TP realisierte jedoch immerhin schon eine Rechen—
zeiteinsparung von iiber 50 %, Dabei war der letzte Zyklus in
diesem Rechenlauf noch vollig iiberfliissig, da eine programm—
interne Prufmull rzu klein gewdhlt worden war, mit deren Hilfe
festgestellt werden sollte, ob es nooh positive Zielfunkiions-
Xoeffizienten gibt. Das ist nicht unerheblich, da fir den
genannten Rechenlauf nur 10 Zyklen durchlaufen wurden.

) Testbeispiel B 100-500-10 ¢
Auch dieses Beispiel wurde auf einer AEG-Telefunken TR 440
gerechnet. Mit der normalen Simplex-Methode ergab sich
eine Rechenzeit von t

6 Minuten 13 Sekunden.

Obwohl dieses Beispiel 20 Nebenbedingungen mehr hat als
B 80-500-50 ist die Rechenzelt dennoch geringer als bei
jenem. Das ist wahrscheinlich eine Folge der Tatsache, dase
die Koeffi von B mit 10 % viel
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geringer mit von null verschiedenen Koeffizienten be-
setzt 1st als es bel B 80-500-50 mit einer Besetzung von
50 % der Fall ist.

Zwei Dekompositionsldufe mit ausschliesslich kiingtlichen
TP wurden durchgefiihrt. Die Rechenzeiten betrugen fir
den Iauf mit

- 25 TP zu je 20 Variablen : 2 min 16 sek und
- 42 TP zu je oca. 12 Variablen : 2 min 04 sek. .

Das entspricht einer Rechenzeiteinsparung von ea. 63 und
67 %. Als beachtlich erscheint, dass trotz erheblicher
Verdnderung der Anzahl der eingeteilten TP die erzielten
Rechenzeiten in beiden Pillen mit weniger als 40 % der
Verfleichszeit relativ stabil sind. Das gibt zu der Er-
wartung Anlass, dass man mit einiger Erfahrung fir IP-
Probleme TP-Einteilungen treffen kann, von denen man
sagen kann, dass sie mit einer grossen Wahrscheinlich-
keit zu bestimmten Rechenzeiteinsparungen fiihren.

In Tabelle 13 ist dargestellt, welche Rechenseiteinspa-
rungen bel den einzelnen Beisplelen bestenfalls erzielt
werden konnten.
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(1) ) 3 “) (5)
Beispiel FullpunktlSsung Rechenzeit beste Rechenzeit Rechenzeitein-
zulassig normale Dekompositions— sparung
Simplex-Metnods
(5)=100-

60~ 60~ 50 Jh 3/46 3/31 3
40-100~ 50 i 6/04 3/43 39
100~ 50-100 FEIN 39/29 21/56 44
40-100-100 NEIN 15/14 5/31 7
80~500~ 50 Ja 6/27 » 3/09 i 51
100-500~ 10 A 6/13 » 2/04 i 67

% Bei diesen Angaben handelt es sich um reine Rechenzeiten, die
auf einer TR 440-Anlage erzielt wurden.
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Man fragt sich angesichts dieser Zusammenstellung, warum bei
dem Beispiel B 60-60-50 nur maximal eine Rechenzeiteinsparung
von 6 % erzielt werden konnte. Das hat nach Ansicht des Ver—
fassers zwel Ursachen. Erstens verursacht die Lisung des Bei-
spiels einen relativ geringen Arbeitsaufwand, wie man schon
aus der vergleicheweise niedrigen mit der normalen
Simplex-Methode ersehen kann. Da das Dekompositionsverfahren
aber einen nahezu fixen und recht hohen Organisationsaufwand
notig macht, kann dieser Mehraufwand nur bei Beisplelen, die
zu ihrer Isung einen grossen Aufwand an Arbeit erfordern,
und gl werden. il hat
das Testprogramm, mit dem gerechnet wurde, den Nachteil, dass
es mur einstufige Dekomposition zuldsst, so dass die KOP
stets mit m Restriktionen gereohnet werden missen. Das ist
ceteris paribus bei einem Beispiel mit 60 Reatriktionen hin-
derlicher als bel einem Beisplel mit mur 40 Restriktionen.
Dess dieser Effekt bei geniigend arbeitsaufwendigen Beispielen
in den Hintergrund treten kann, beweist das Beispiel B 100-
50-100, das doppelt soviele Restriktionen wie Variablen hat,
sowie die Beispiele B 80-500-50 und B 100-500-10.

3.2,3. Die Rechengensuigkeit

Zur Beschreibung der Rechengenauigkeit werden zwei Fehler
definiert :

(1) Der maximale, absolute Zeilenfehler !m T
n
X
max A
Foax = I .14 '21 o35 %y il' (42)
=

Dabei ist by der Wert der Schlupfvariablen der i-ten
Zeile im Optisum des letzten KOP.

(2) Der durchschnitiliche, absolute Zeilenfehler F :

E
*

n n
ZI"L - 24,3
V= Aot (AL .

. (43)
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Zu bemerken ist dazu noch, dass das Testprogranm keinerlei
besondere Vorkehrungen trifft, um die Rechengenauigkeit mu
erhdhen, wie etwa das Rechnen mit “doppelter Genauigkeit"
oder Reinversionen von Matrizen.

a) Testbeispiel B 60-60-50 :
Pir die Test-Serie mit ausschliesslich kintlichen TP
sind die Rundungsfehler in Tabelle 14 aufgefilnrt.

Zabelle 14 : Rundungefehler fiir Testbeispiel B 60-50-50
‘vei Dekompositions-Tdufen mit ausechliess—
lich kingtlichen TP

lanzan1 der Anzanl der Poax ¥,
™ TP-Variablen
2 30 114107 3,410
3 20 111072 3,41070
‘ 15 111070 3,34107%
5 12 11+1079 3,7:107%
6 10 1941079 5,5:107%
10 6 171079 5,2+1079

Bei der Serie von Testlaufen, fir die normale TP in ver-
schiedener Anzahl und Grsse eingeteilt waren, lagen die
enteprechenden Fehlerwerte weit gestreut teils iber den

maximalen Werten teils unter den minimalen Werten der Ta-
belle 14, ohne dass irgendeine Regelmssigkeit srkennbar
gewesen wi

Mit dor normalen Simplex-Methode ergaben sich Fehlerwerte
von By, = 32:107% wnd

r, =9,601070



Das ist z.T. mehr als das Doppelte der Fehler in Tabelle 14.

b) Destbeispiel B 40-100-50 t
Fir die Test-Serie mit ausschliesslich kiinstlichen TP er—
gab sich, dass B, stets zwischen 94107 una 154107
und ¥, stets swischen 3,110 und 5,141077 lag. Eine
systematische Abhéngigkeit dieser Werte von der Anzahl
der TP war nicht erkemnbar.
Bei den mit der normalen Simplex-Methode gewonnenen Er-
gebnissen lag By mit 821077 um das 5- ble 9fache und
#224:107% un otwa das 4- bis Tfache hiher.

Die entsprechenden Pehler der Test-Serie mit den TP un-
terschiedlicher Anzahl und Anzahl von Restriktionen lagen
ohne erkennbare Systematik weit gestreut unter jenen der
normalen Simplex-Methode, jedoch iber denen aus der Serie
mit ausschliesslich Kinstlichen TP.

o) Zegtbeispiel 100-50-100 @
Mit der normalen Simplex-Methode ergab sich :

= 341077 una

B, =9,9°1077 .

Bei den Testldufen mit ausmchliesslich kinstlichen TP
lagen die Fehler in folgenden Grenzen :

- sqp T
Fyaq ZWischen 1741077 bis 31-1077 und

F, awischen 5,710 bis 8,4:107 .

Hier liegen die Fehler nicht so erheblich unter ihren
Vergleichswerten der normalen Simplex-Fethode wie bei
dem Beispiel B 60-60-50 oder gar B 40-100-50. Das mag an
der hoheren Anzahl der Restriktionen dieses Beispiels
liegen. Vermutlich wire hier unter dem Gesichtspunkt der
Rechengenauigkeit eine Dekomposition des KOP-Duals an-
gebracht, um die Restriktionen-Anzahl zu vermindern. Da
kaum ein primales KOP mehr als 20 Variablen hatte, wire



das sicherlich loknend, da die XOP der sweiten Dekompo-
sitionsstufe nicht mehr Restriktionen haben konnen, als
das KOP dor ersten Stufe Variablen hat.

d) Testbeispiel B 40-100-100 ¢
Die Losung mit der normalen Simplex-Methode ergab fol-
gande Pehler
o™?
Poyy = 16:1070 una

7, = 9,10107 .

Bei den Testldufen mit ausschlieaslich kimstlichen TP
lagen die Fehler in folgenden Grenzen :

Pouy Fwinchen 4,8.107% und 7,5-107 wnd

?, zwischen 1,8:1077 una 2,6107 .

Bei der normalen Simplex-Kethode lag der absolute, maxi-
male Fehler also stets mehr als doppelt und der absolute,
durchschnittliche Fehler mehr ala dreimal mo hooh.

©) Zestbeimplel B 80-500-50 :
Mit der normalen Simplex-Methode ergad sich :
9
Prgx = 4471077 und

7, =1231070 .

Yon dem beiden Dekompositionsliufen war einer etwas ver—
ungliickt, weil er infolge einer zu klein gewahlten Prif—
null zum Schiuss noch einen nicht notwendigen Zyklus ge—
Technet wnd sich dadurch wieder ein wenig von Optimum
entfernt hat. Dennoch blieben auch bei diemem Isuf die
Pehler unter den entsprechenden bel der normalen Simplex-
Methode. Es ergaben sich nimlich 1

10~
Fpay = 29841077 und

Rlnd
P, =10901077 .
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Dor zweite Dekompositionslauf verlief normal und ergab :
= 149-107% una
9 .

Fma
B, = 42010

Bezogen hierauf liegen die Fehler beil der einfachen
Simplex-Methode um das 3fache hoher.

Zestbeispiel B 100-500-10 :

Fir dieses Testbeispiel liegen nur die Fehler fir die
veiden Dekompositionsléufe vor, die sich fiir beide Iaufe
gleichhoch ergaben mit :

= 45:107 una

= 3,907 .

°

Die hier ausgewiesenen Fehler fallen z.T. deshalb beson-
ders niedrig aus, weil bei der Multiplikation fehlerhaf-
ter Ldsungswerte mit einer Matrix, die zu 90 % Nullen
enthdlt, die Pehler ceteris paribus weniger auf die nach
der Multiplikation zu bildenden Zeilensummen durchschla-
gen als bei einer Matrix ohne Nullen. Das ist aus der
Fehlerberechnung dieses Beispiels ersichtlich. Denn fiir
die ersten 10 Zeilen der Matrix, die mur zu 50 % mit
Nullen besetzt sind, ist der ausgewlesene Zeilenfehler
in den meisten Fillen um ein Vielfaches grosser als in
den letzten 90 Zeilen, die zu fast 95 % mit Nullen be-
setzt sind.

In der folgenden Tabelle 15 wird ein abschliessender Uber-
blick uber die bei den verschiedenen Rechnungen ausge-
wiesenen Pehler gegeben.



Tabelle 15 :  Obersicht iiber die ausgewiesenen Pehler.
Alle Pehlerangaben sind mit 107 su multiplizieren.

,I&X

) (2) (3) (4) (5) (6) m
60~ 60~ 50 32 19 1,7 9,6 5,3 1,8
40-100~ 50 82 15 5,5 24 5,1 4,7
100- 50-100 34 n 1,1 9,9 8,4 1,2
40-100-100 16 Ts5 2,1 91 2,6 3,5
80-500~ 50 447 135 3,3 123 43 2,9
100~500~ 10 ® 45 = el 3,9 -

(3) und (6) 1 Diese Spalten enthalten dus schlechteste Ergebnis eines Iaufes sus einer Serie mit
ausschliesslich kinstlichen TP. Einzige Ausnahme ist des Beispiel B 80-500-50, bei
dem der Lauf mit einem {iberfliasigen Zyklus in diesem Zusammenhang nicht gewertet

wurde.

-9 -
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Die Spalten (4) und (7) zeigen, un das Wievielfache die bei
der normalen Simplex-Methode ausgewiesenen Pehler grosser
sind, als die entsprechenden Fehler des schlechtesten Dekom-
positionslaufes. Die Tabelle zeigt, dass das Dekompositions—
Test-Programm in den Pdllen nur zu einer geringen Verbes-
serung der Genauigkelt fiihrt, in denen gilt n < m.

Aber einmal ist diese Bedingung bei praktischen Problemen
fast nie gegeben und zum anderen ist das mur ein Mangel des
Testprogramms, welches keine Dekomposition des KOP ermog-
licht, und kein Mangel des Dekompositionsverfahrens.

3.2.4, Die maximale Matrixgrisse

Ee s0ll in diesem Abschnitt noch gezeigt werden, wie gross
bei den einzelnen Beispielen fiir jeden Rechenlauf mit mur
kinstlichen TP das grosste im Verlauf der Rechnung zu be-
Technende KOP war. Da jedes KOP genau m Restriktionen hat,
ist in Tabelle 16 nur die Anzahl der KOP-Variablen des je—
weils grossten KOP eines Rechenlaufes angegeben. An einigen
Testbeispielen kann man verfolgen, wie diese Anzahl von
der Zahl der kinstlichen TP abhingt. Nur fiir Rechenliufe
mit susschliesslich kiinstlichen TP werden diese Angaben
hier gezeigt. Bir Rechenliufe mit extern eingeteilten TP
fallen diese Werte ceteris paribus i.a. um 10 # bis 50 %
hoher aus.

Anhand der Tabelle 16 sieht man, dass das maximale KOP nie
weniger als r Variablen hatte. Dabei ist r die Anzahl der
eigentlichen primalen Variablen, die sich in der optimalen
UP-L3sung befinden. Die Anzahl der KOP-Variablen geht nur
einmal fiber r+Z hinaue, sonst bleibt sie oft noch erheblich
darunter. Wenn man bei praktischen Beispielen r einiger-
massen abschatzen kann, hat man damit einen guten Anhalts—
punkt fir die zu erwartende maximale Anzahl von KOP-Variablen.
Sie liegt i.a. zwischen r und r+Z. Daher kann man wohl ver-
muten, dass die Vorteilhaftigkeit dieses (einstufigen) Ver-
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Tabelle 16 : Maximale Anzanl von KOP-Variablen verschie-
dener Rechenliufe mit ausschliesslich kinst-

lichen TP
Testbeisplel Nr. B

s0- | 40- | 100~ s0-|  so-| 100-

anganl 60~ | 100~ 50- 100-f 500-] 500-
™ 50 so | 100 100 | 100~} 1o
@ retg |21 |re12 [ 112 | reiz [ re6t
2 20 - 14 13 = w
3 20 22 16 1 - -
4 2 23 - " - -
5 - 22 15 - - -
6 23 2 - 15 - =
7 - 2 " - - -
8 - 25 - 1 e .
10 28 24 17 16 - -
13 - 23 19 21 - -
15 - 23 - - - -
17 - 23 23 - - -
20 - 26 - 20 49 -

25 - 29 25 31 50 66
34 - 34 - 34 - -

42 - - - = = 76
50 - 50 - 50 - -
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fahrens ceteris paribus um so grosser ist, je grosser die
Differens n-r ist.

Wenn man das KOP jeweils in internen Speichern einer Rechen—
anlage unterbringen will, so kann man mus diesen Angaben
Riickschliisse ziehen beziiglich des Bedarfs an internen Spei-
chermiglichkeiten fiir Daten bei einstufiger oder zweistu-
figer Dekomposition.

3.2.5. Die Konvergenz des Zielfunktionswertes zum
Optimalwert.

Hinsichtlioh der Konvergenz des Zielfunktionswertes zum Opti~
malwert unterscheldet sich das Verfahren wohl kewn von ande-
ren LP-Algorithmen. Die Anndherung an den optimalen Wert der
Zielfunktion wird von Zyklus zu Zyklus tendenziell sehr viel
geringer. Tabelle 17 demonstriert anhand einiger Beispiele,
zu welchem Prozentsatz der optimale Wert der Zielfunktion
nach jedem Zyklus realisiert wurde.

Tabelle i8 : Stand der Anndherung an den optimalen Wert der
Zielfunktion nach jedem Zyklus in relativen
zahlen (Optimalwert = 100); alle Beispiele mit
25 (ausschliesslich) kiinstlichen TP

Testbeispiel Nr.
Zykius | 40- 40~ 100~ 80- 100-
N, | 100- 100~ 50 500- 500~

50 100~ 100 50 10

1 93,5 | 11,0 | 107,1 1,3 48,5
2 98,5 | 101,0 | 101,1 90,0 64,0
3 99,6 { 100,5 | 100,8 95,5 80,7
4 100,0 | 100,1 100,0 98,2 92,0
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Fortsetzung Tabelle 18

Testbeispiel Nr.
40~ 40~ | 100- so- | 100~
Zrclus | 400 | 100~ so- | s00- | 500~
Ar. 50 100- | 100 50 10
5 3 100,1 - 99,6 | 91,6
6 E 100,0 - 99,8 | 99,2
7 - - - 99,98 | 99,9
8 - - - 99,99 | 99,96
9 - - - 100,0 | 99,98
10 = 2 = = 100,0

In vielen Fillen wird dis letzte Halfte der Anzahl der
Zyklen darzu benotigt, die Anniherung um den letzten Prozent—
punit an den optimalen Zielfunktionswert herauszurechnen.

Dennoch kann man die Schrittweite der Anniherung en das
Optimum bei praktischen RBechmungen nicht direkt als brauch-
bares Abbruchkriterium fir die Rechnung benutzen, da sich
gelegentlich auch im wait suboptimalen Zustand der akiuel-
len IOsung der Zielfunktionswert iber mehrere Zyklen nicht
#ndert.

Ganz anders verhilt sich der maximale Wert der aktusllen
Zielfunktion des UP mach jedem Zyklva. Er wird vom Zyklus
zu Zyklus tendenziell sunichet zGgernd und dann progressiv
Kleiner und kann sich zwischendurch auch mal wieder stwas
erhhen. Im letsten Zyklus ist er bei den berechneten Bei-
splolen stets suf weniger als 1/10 000 seines Wertes im
vorhergehenden Zyklus gesunken. Da diese Grisee sich so ab-
Tupt ihrem optimalen Endpunkt nahert, kann sie ebenfalls
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schlecht als Kriterium fir den vorzeitigen Abbruch einer
Rechnung im optimumnahen Zustand benutzt werden.

¥ill man die Rechnung in der Nihe des Optimums abbrechen,
um Rechenzeit zu sparen, so kinmte man vielleicht folgendes
Abbruchkriterium anwenden : Man breche die Rechnung ab,
falls sich iiber x Zyklen der Zielfunktionswert stets veran-
dert hat (und somit ein Abbruch infolge Degeneration ausge-
schlossen ist) und der gleitende Durchschnitt der Verdnde-
rungen des Zielfunktionswertes fir die letzten x Zyklen
einen bestimmten Wert y unterschreitet. Pur x konnte man

3 bis 4 setzen und fiir y 1 oder 1/2 Prozent des erwarteten
optimalen Zielfunktionswertes.

4. Schlussbemerkungen

Der hier beschrisbene Dekompositions-Algorithmus ist dem
einfachen Simplex-Verfahren in den meisten Féllen in jeder
Hinsicht i{iberlegen. Eine Ausnahme stellen mit Sicherheit
jene LP-Probleme dar, fiir die m = n = r gilt. Wenn diese Be-
dingung anndhernd erfillt ist, wie etwa bei einem Glei-
chungssystem mit fast quadratischer Koeffizientmatrix, dann
wire das maximale, zu berechnende KOP etwa so gross wie

das UP und die Anwendung dieses Verfahrens kionnte gegeniiver
der einfachen Simplex-Methode mur Nachteile bringen.

Soll dieses Verfahren mit Vorteil anwendbar sein, so muss
von den folgenden zwei Bedingungen zumindest eine erfillt
sein :

2>r und

m>r.
Ist lediglich die erste Bedingung erfiillt, so kann man durch
Dekomposition der ersten Stufe Variablen aussondern, die im
KOP nicht mitberechnet werden.

Ist lediglich die zweite Bedingung erfiillt, so sollte man
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auf eine Dekomposition der ersten Stufe verzichten und direkt
das TP wie ein KOP 1n der zweiten Stufe dekomponieren. Simd
beide Bedingungen erfillt, so kann man von beiden Dekomposi-
tionsatufen Gebrauch machen.

Wie gross dieser Unterachied zwischen n und r oder m und r
sein sollte, ist vermutlich von der erforderlichen Menge an
Arbeit abhingig, die z.B. die einfache Simplex-Methode fiir
die Losung eines LP-Problems aufwenden misste, und von den
speziellen, numerischen Schwierigkeiten, die bei der LGsung
des Problems auftauchen. Bel gegebenen Relationen zwischen
(% und r) und (n und r) diirfte sich die Anwendung des De-
kompositionsverfahrens um so eher lohnen, je grosser die er—
forderlich Arbeitsmenge ist und je grosser die numerischen
Schwierigkeiten sind.

Diesws Dekompositionsverfahren zieht zwar such einen Vorteil
aus der Tatsache, dass die anfingliche Koeffizientenmatrix
mit vielen Nullen besetzt ist. Es ist in seiner Vorteilhaf-
tigkeit aber nicht wie die revidierte Simplex-Methode davon
abhingig. kann dae tionsverfahren im
Gegensatz zur revidierten Simp: such bei Probl
vorteilhaft sein, fiur die gilt : m = n.

Ein weiterer Punit sollte noch erwihnt werden. Aus der Tat—
sache, dass bei den herechneten Beispielen durch die externe
Einteilung grosserer (nicht~kiinstlicher) TP nur selten, und
mr geringe Vorteile erzielt werden kxonntem, darf man nooch
nicht schliessen, dass sich das bei allen LP-Problemen so
verhillt, Dewn praktisch relevante Probleme weisen in ihrer

Koetfi meistens 1 Struktur auf, die
man sich durch ignet lung mogli -
nutze machen kann. Ob die mit der Einteilung grosserer TP

t wieder i werden -kann

duroh eine Verringerung der Zyklenzhl kann mur an sehr
grossen Problemen getestet werden.
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