
Munich Personal RePEc Archive

On Stability and Efficiency in School

Choice Problems

Alcalde, Jose and Romero-Medina, Antonio

University of Alicante

13 February 2011

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/28891/

MPRA Paper No. 28891, posted 21 Feb 2011 01:26 UTC



❖♥ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❊✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❙❝❤♦♦❧ ❈❤♦✐❝❡

Pr♦❜❧❡♠s∗

❏♦sé ❆❧❝❛❧❞❡† ❆♥t♦♥✐♦ ❘♦♠❡r♦✲▼❡❞✐♥❛‡

❋❡❜r✉❛r② ✶✸✱ ✷✵✶✶

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ✇❛② t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ st✉❞❡♥ts t♦ s❝❤♦♦❧s s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♥❝✐❧✐❛t❡s
P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❡ r❡❝❡♥t r❡❢♦r♠
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦st♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ❈♦♠♠✐tt❡❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
t♦ r❡❛❝❤ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡❞❡✜♥❡ ❤♦✇ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t♦
❛❧❧♦✇ s❝❤♦♦❧s t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts ❛♥ t❤❡♥ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥
♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ r❡st✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❝♦r❡ ❜❛s❡❞ ♣r✐♦r✐t②
r❛♥❦✐♥❣ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❇♦st♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ st❛❜❧❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❙❝❤♦♦❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡rs✿ ❈✼✶✱ ❈✼✷✱ ❉✼✶✳

∗❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❙❛❧✈❛❞♦r ❇❛r❜❡rà✱ ❏♦s❡♣ ❊✳ P❡r✐s ❛♥❞ P❛❜❧♦ ❘❡✈✐❧❧❛ ❢♦r t❤❡
♠❛♥② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧
s✉♣♣♦rt ❜② t❤❡ ■♥st✐t✉t ❱❛❧❡♥❝✐à ❞✬■♥✈❡st✐❣❛❝✐♦♥s ❊❝♦♥ò♠✐q✉❡s✱ ❋❊❉❊❘ ❛♥❞ t❤❡ ❙♣❛♥✐s❤
▼✐♥✐st❡r✐♦ ❞❡ ❊❞✉❝❛❝✐ó♥ ② ❈✐❡♥❝✐❛ ✉♥❞❡r ♣r♦❥❡❝ts ❙❊❏✷✵✵✼✲✻✹✻✹✾ ✭❆❧❝❛❧❞❡✮ ❛♥❞ ❊❈❖◆✷✵✵✽✲
✵✷✼✵✸✽ ✭❘♦♠❡r♦✲▼❡❞✐♥❛✮✳

†❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❆✉t❤♦r✳ ■❯❉❊❙P✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆❧✐❝❛♥t❡✳ ❥♦s❡✳❛❧❝❛❧❞❡❅✉❛✳❡s
‡❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈❛r❧♦s ■■■ ❞❡ ▼❛❞r✐❞✳ ❛r♦♠❡r♦❅❡❝♦✳✉❝✸♠✳❡s



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ t❤❡ s❝❤♦♦❧ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❡ ✇❛② ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥✲
str✉♠❡♥t t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ st✉❞❡♥t t♦ s❝❤♦♦❧s ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥ts
t❤❡ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ♣r✐♦r✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❜r❡❛❦ t❤❡
t✐❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛r❡♥ts✬ ✐♥t❡r❡sts ❢♦r t❤❡
s❝❤♦♦❧s✳ ■♥ t❤✐s ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❤♦♦❧s✬ ♣r✐♦r✐t②
❧✐sts ❛r❡ ❜✉✐❧t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛❣❡♥ts✬ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t s♦❧✈❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✲❡q✉✐t② tr❛❞❡ ♦✛ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐t② str✉❝t✉r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡
❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✳

▼✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r✐♦r✐t② ❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r✱ ♦t❤✲
❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✱ ❝❡♥t❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♣r✐♦r✐t✐❡s t♦
st✉❞❡♥ts ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜r❡❛❦ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t t✐❡s t❤❡ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦
✉s❡ ❛ s♦rt ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ t✐❡s✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❝❤♦♦❧s t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ st✉❞❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❡✣❝✐❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t♦ ♠❛t❝❤ st✉❞❡♥ts ❛♥❞
s❝❤♦♦❧s✬ ♣❧❛❝❡s✱ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ s❝❤♦♦❧s✬ ♣❧❛❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ st✉❞❡♥ts✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛✐♥❧② ✜♥❞ t✇♦ s②st❡♠s✿ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♦♥❡s✱ t❤❛t
❢♦❝✉s ♦♥ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♦♥❡s✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇♦st♦♥ ❛r❡❛✱ ❢r♦♠ ✷✵✵✺✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❇♦st♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❛r❡❛ ✉♥t✐❧ t❤❛t ❞❛t❡✱ ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r
❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡② ❜② ❙ö♥♠❡③ ❛♥❞ Ü♥✈❡r
✭✷✵✵✾✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲❖♣t✐♠❛❧ ❙t❛✲
❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✭❙❖❙▼ ❤❡♥❝❡ ❢♦r✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡rr❡❞ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ st✉❞❡♥ts s❡♥❞ ♣r♦♣♦s❛❧s t♦ t❤❡ s❝❤♦♦❧s✳
❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❛❧❡ ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✻✷✮✱ ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝ts ❛ st❛✲
❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts ✭✇❡❛❦❧②✮ ♣r❡❢❡r t❤✐s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥②
♦t❤❡r st❛❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉s❡✱ st✉❞❡♥ts ❤❛✈❡
♥♦ ✐♥t❡r❡st ♦♥ ❛❝t✐♥❣ str❛t❡❣✐❝❛❧❧②✳

❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦st♦♥ ❛r❡❛ t❤❡ r❡❞❡s✐❣♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
♠❛r❦❡ts ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❙❖❙▼ ❛s t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥ ❢♦r s❝❤♦♦❧ ♠❛r❦❡ts✱ ✐✳❡✳ ❢♦r
♦♥❡ s✐❞❡❞✲♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❤❛s tr♦✉❜❧❡ s❝❤♦❧❛rs ✭s❡❡ ❑❡st❡♥✱ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉✱
P❛t❤❛✱ ❛♥❞ ❘♦t❤✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦st ❞✉❡ t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ❙❖❙▼ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♥❞s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤✐s ❛tt❡♠♣ts ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛♥② ♣r❡❡①✐st✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② str✉❝✲
t✉r❡ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛① s♦♠❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❡✣❝✐❡♥❝② ✭s❡❡ ❑❡st❡♥✱ ✷✵✶✵✮ ♦r ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❣❡♥ts t♦ tr❛❞❡ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧❧② st❛❜❧❡
❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❥✉st✐✜❛❜❧② ♦❜❥❡❝t❡❞ ❜②
❛♥② st✉❞❡♥t ✭s❡❡ ❆❧❝❛❧❞❡ ❛♥❞ ❘♦♠❡r♦✲▼❡❞✐♥❛✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ ❛♥② ♦❢ t❤♦s❡ ❛tt❡♠♣ts
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♦r✐t② str✉❝t✉r❡ ✐s✱ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❡✐t❤❡r ♠♦❞✐❢② ♦r ✐❣♥♦r❡❞✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡ ✐t s❡❡♠ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s✐❣♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r✐♦r✐t② str✉❝t✉r❡ t❤❛t
r❡❝♦♥❝✐❧❡s ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♠♣♦s❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♠♣♦s❡
❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦st ♦r✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❧❛① ♦r ✐❣♥♦r❡✳

✶



❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ st✉❞❡♥ts ✐♥ ♠♦st s❝❤♦♦❧ ❞✐str✐❝ts t♦ ❡st❛❜❧✐s❤
♣r✐♦r✐t✐❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❝♦r✐♥❣ r✉❧❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡r♠s t❤❡ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ st✉❞❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ❛ s❝♦r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧✳ ❚❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ st✉❞❡♥t ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ t❤❡ st✉❞❡♥t✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡
♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥② s❝❤♦♦❧✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✜rst✱ ❛r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞❡♥t✬s
r❡s✐❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s❝❤♦♦❧❀ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❜❧✐♥❣s✱ ❛❧r❡❛❞② ❛tt❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s❝❤♦♦❧✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡
st✉❞❡♥t✬s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✐③❡ ♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❤❡❛❧t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r ♠♦r❡✱
t❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t❡
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ s❝❤♦♦❧ ✐s ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ✐s tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✏❛tt❡♥❞❛♥❝❡ ❛r❡❛
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✑ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❝❤♦♦❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡r ❛❞❞r❡ss✳ ❇② ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❆tt❡♥❞❛♥❝❡ ❆r❡❛ P♦❧✐❝✐❡s
❛ss✐❣♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝♦r❡ t♦ st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❢♦r❝❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
r❡❧❛② ♦♥ ❛ ❧♦tt❡r② ❞r❛✇♥ t♦ ❜✉✐❧❞ str✐❝t ♣r✐♦r✐t② ❧✐st✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ st✉❞❡♥ts ❛♥❞✴♦r s❝❤♦♦❧s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s❝❤♦♦❧s✬ ♣r✐♦r✐t② ❧✐sts ♥❡❡❞ ♥♦t
t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ♠✐❣❤t ❡①❤✐❜✐t ❛♥② ♣r✐♦r✐t② ❧✐st✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ✐s ❢r❡❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ✐t ♣r✐♦r✐t✐③❡s
t❤❡ st✉❞❡♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤
s❝❤♦♦❧ ❛tt❡♥❞❛♥❝❡ ❛r❡❛ ❛s s❝❤♦♦❧s ❧✐♠✐t❡❞ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ t❤❡ st✉❞❡♥ts✳ ■♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r✐♦r✐t② ❧✐sts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡
s❝❤♦♦❧ ❧✐sts✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❤♦♦❧✱ ✐ts ♣r✐♦r✐t② ❧✐st ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ ✭❛t
♠♦st✮ ❛s ♠✉❝❤ st✉❞❡♥ts ❛s ✐t ❝❛♥ ❛❝❝❡♣t✳ ❚❤❡s❡ st✉❞❡♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r
❛♥② ♦t❤❡r st✉❞❡♥t✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❝♦♠♠✐tt❡❡✬s ❧✐st✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣❛♣❡r ✐s t♦ r❡str✐❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐ts
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❛t t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❙❝❤♦♦❧ ❈♦♠♠✐tt❡❡s ✇♦✉❧❞ ❞♦ ✐s t♦
r❡❞❡s✐❣♥ t❤❡✐r s❝❤♦♦❧ ❛tt❡♥❞❛♥❝❡ ❛r❡❛s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧✐❡s ♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ st✉❞❡♥ts✬ str❛t❡❣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❲❤❛t ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r s❝❤♦♦❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✐s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝♦♠❜✐♥❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ str❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss✳
▲❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐t② ❧✐sts t❤❛t s❝❤♦♦❧s ❝❛♥ ♣r♦✲
♣♦s❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❇♦st♦♥
❆r❡❛ ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝ts st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❢✉❧❧②
str❛t❡❣②✲♣r♦♦❢✶✱ ✐✳❡✳ ♥♦t ♦♥❧② st✉❞❡♥ts ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥t❡r❡st ♦♥ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡✐r
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t s❝❤♦♦❧s ❞♦ ♥♦t ♣r✐♦r✐t✐③❡ st✉❞❡♥ts
✐♥ ❛ ✇r♦♥❣ ✇❛②✳✷

✶❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❆❧❝❛❧❞❡ ❛♥❞ ❇❛r❜❡rà ✭✶✾✾✹✮
✷■♥ ❱❛❧❡♥❝✐❛✱ ❙♣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❇♦st♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ s❝❤♦♦❧s

♣r✐♦r✐t✐③❡ st✉❞❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❧❛✇✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ s❝♦r❡ t❤❛t ❛ s❝❤♦♦❧ ❛ss✐❣♥s t♦ ❛ st✉❞❡♥t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❝❤♦♦❧✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ♠♦♥✐t♦r❡❞
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❆s ❊r❣✐♥ ✭✷✵✵✷✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t r❡❝♦♥❝✐❧❡s st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❛r❡t♦
❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❡ ✈❡r② str✐♥❣❡♥t ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦❢
❛❣❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ✐s ❢r❡❡ t♦ r❛♥❦
❛♥② s❝❤♦♦❧ ❛s ❤❡r ❜❡st s❝❤♦♦❧✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♥♦♥✲s❝❛r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❤❛✈✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡s✲
t❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ♥❛t✉r❛❧
♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t
♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❊r❣✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❧❛tt❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❜②
❊❧❤❡rs ❛♥❞ ❊r❞✐❧ ✭✷✵✶✵✮ ✳ ❚❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣r✐♦r✐t② str✉❝t✉r❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠
t❤❡✐rs ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦♣♦s❡ s❝♦r❡ ❜❛s❡❞ ♣r✐♦r✐t②
r❛♥❦✐♥❣s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❡①♣❧♦r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛❣❡♥ts✬ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ st❛❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❡①✐st✳ ❖✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② t♦
❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ ❜♦t❤ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❛❞✈✐❝❡s ✉s t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ s❤✐❢t t❤❡ ❢♦❝✉s
♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❛ r❡❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ s❝❤♦♦❧s ❣✐✈❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s t♦ t❤❡ st✉❞❡♥ts✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ s②st❡♠
s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣♦✐♥ts ♦✉t
❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❇♦st♦♥ s②st❡♠ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡✲r❡❢♦r♠❡❞✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞
t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ r❡❧❡❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✷ ❚❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❢❛❝❡s t✇♦ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❡♠♣t②
❞✐s❥♦✐♥t ❛❣❡♥ts t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❙t✉❞❡♥ts ❛♥❞ ❙❝❤♦♦❧s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❙t✉❞❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② S✱ ❛♥❞ ❤❛s n ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐✳❡✳ S = {s1, . . . , si, . . . , sn}✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❙❝❤♦♦❧s ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② C✱ ❛♥❞ ❤❛s m ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ C = {c1, . . . , cj , . . . , cm}✳

❊❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛ts ✭♦r ♣❧❛❝❡s✮✱ t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡
st✉❞❡♥ts✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t②✳ ▲❡t qcj ≥ 1 ❞❡♥♦t❡ s❝❤♦♦❧ cj ✬s ❝❛♣❛❝✐t②❀
❛♥❞ ❧❡t Q =

{

qc1 , . . . , qcj , . . . , qcm
}

t❤❡ ✈❡❝t♦r s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ s❝❤♦♦❧s✬ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳
❙❝❤♦♦❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡♥❞♦✇❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts✳
▲❡t πcj ∈ ℜn ❜❡ t❤❡ st✉❞❡♥ts✬ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r s❝❤♦♦❧ cj ❛♥❞ Π t❤❡ (m× n)✲♠❛tr✐①
s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ πcj ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ {1, . . . , n} t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ st✉❞❡♥t si ❢♦r ✇❤✐❝❤
πcjsi = k❀ ❣✐✈❡♥ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ j✲t❤ r♦✇ ❢♦r ♠❛tr✐① Π ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ✈❡❝t♦r
πcj ✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ♦✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♥♦ s❝❤♦♦❧ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st✉❞❡♥t t♦ ❜❡
✐♥❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✐✈❡ ♥♦r♠s ✐♠♣♦s❡ s✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ s❝❤♦♦❧s r❛♥❦ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ st✉❞❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ st✉❞❡♥t t♦ ❜❡ ✐♥❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛t ❛ ❧♦✇

❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❝❤♦♦❧s t♦ ❢❛✈♦r s♦♠❡ st✉❞❡♥ts✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❜② s♦♠❡ s❝❤♦♦❧s ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✳
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❝♦st✿ ❥✉st ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st✉❞❡♥t✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ❤❛s ❧✐♥❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ s❝❤♦♦❧s✱
s♦ t❤❛t ♥♦ st✉❞❡♥t ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤♦♦❧s ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭♦r ✐♥❞✐✛❡r✲
❡♥t✮✱ ❛♥❞ ♥♦ s❝❤♦♦❧ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❜② ❛♥② st✉❞❡♥t✳ ▲❡t
ρsi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❝❤♦♦❧s✬ r❛♥❦✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② st✉❞❡♥t si✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱✸ ❛♥❞ Φ
t❤❡ (n×m)✲♠❛tr✐① s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡s❡ r❛♥❦✐♥❣s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s
t❤❛t ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ s❝❤♦♦❧ ❛s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳✹ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❧s♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡
s❝❤♦♦❧s ❛s ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐st✐♥❣ t❤❡ ❡❧✲
❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡✿ SAP = {S, C; Φ,Π, Q}✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥
Pr♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦♥✲s❝❛r❝❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ♣❧❛❝❡s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ st✉✲
❞❡♥ts

∑

cj∈C

qcj ≥ n.

●✐✈❡♥ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ SAP✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
µ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s st✉❞❡♥ts ❛♥❞ s❝❤♦♦❧s✬ ♣❧❛❝❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r SAP✱ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ✐s ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ S ∪ C ✐♥t♦ ✐ts❡❧❢✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

(a) ❋♦r ❡❛❝❤ si ✐♥ S✱ ✐❢ µ (si) 6= si✱ t❤❡♥ µ (si) ∈ C❀

(b) ❋♦r ❡❛❝❤ cj ✐♥ C✱ µ (cj) ⊆ S✱ ❛♥❞ |µ (cj)| ≤ qcj ❀
✺ ❛♥❞

(c) ❋♦r ❡❛❝❤ si ✐♥ S✱ ❛♥❞ ❛♥② cj ✐♥ C✱ µ (si) = cj ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ si ∈ µ (cj)✳

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s st❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ❞❡✲
✜♥❡❞ ❜② ❇❛❧✐♥s❦✐ ❛♥❞ ❙ö♥♠❡③ ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❤✐s st❛❜✐❧✐t② ♥♦t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡
♣❛✐r✲✇✐s❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❛❧❡ ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✻✷✮✳ ❯♥❞❡r ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② st✉❞❡♥t ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✱ st❛❜✐❧✐t②
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r SAP✱ s❛② µ✱ ✐s s❛✐❞ st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st✉❞❡♥t✲
s❝❤♦♦❧ ♣❛✐r (si, cj) s✉❝❤ t❤❛t

(a)µ (si) = si✱ ♦r ρsicj < ρsiµ(si)❀ ❛♥❞

(b) |µ (cj)| < qcj ✱ ♦r πcjsi < πcjsh ❢♦r s♦♠❡ sh ∈ µ (cj)✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ρsiµ(si) = m+ 1 ✇❤❡♥❡✈❡r
µ (si) = si✳

✸■✳❡✳✱ ρsicj = 3 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t st✉❞❡♥t si ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t cj ✐s ❤❡r t❤✐r❞✲❜❡st s❝❤♦♦❧✳
✹❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❦❡ ❧❡❣✐s❧❛t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t s❝❤♦♦❧ ❛tt❡♥❞❛♥❝❡ ✐s

❝♦♠♣✉❧s♦r② ❢♦r t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❛❣❡s✳
✺❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r |T | ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ s❡t T ✳

✹



❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝♦♠❡s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❥✉st✐✜❡❞ ❡♥✈②✳ ✭❙❡❡
❍❛❡r✐♥❣❡r ❛♥❞ ❑❧✐❥♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ µ✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡
t❤❛t st✉❞❡♥t si ♣r❡❢❡rs t♦ st✉❞② ❛t s❝❤♦♦❧ cj r❛t❤❡r t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❤❡r ❡❞✉❝❛t✐✈❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❤❡r ❛❝t✉❛❧ s❝❤♦♦❧ µ (si)✳ ■❢ si ❤❛s ❛ ♣r✐♦r✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st✉❞❡♥ts ❛tt❡♥❞✐♥❣ s❝❤♦♦❧ cj ✱ ♦r t❤✐s s❝❤♦♦❧ ✐s st✐❧❧ ❤❛✈✐♥❣
s♦♠❡ ✈❛❝❛♥t✱ s❤❡ ♠✐❣❤t ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❢❛✐r✳

❆ s❡❝♦♥❞ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❛t ♦❢
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ ❧❡t ✉s r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡
♦♥❧② r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ s❝❤♦♦❧s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ s❡r✈✐❝❡s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞❡♥ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❛❧✐♥s❦✐ ❛♥❞ ❙✁✬♦♥♠❡③
✭✶✾✾✾✮ ❢♦r t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❢r♦♠ t❤❡ st✉❞❡♥ts✬ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ●✐✈❡♥ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ SAP✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ♠❛t❝❤✐♥❣
µ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ µ′ t❤❡r❡ ✐s ❛ st✉❞❡♥t✱ s❛② si✱ s✉❝❤
t❤❛t

ρsiµ(si) < ρsiµ′(si).

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥✲s❝❛r❝❡ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✴♦r
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ µ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t si✱ µ (si) ∈ C✳

❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡❛❝❤ ❙❝❤♦♦❧
❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ M
✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✐❢✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝ts ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥❡✈❡r ✐ts
♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛❧✇❛②s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ✐♥♣✉t✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❛❧❡ ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✻✷✮ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ st❛❜❧❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
♥♦✇✲♦r✲♥❡✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❧❝❛❧❞❡ ✭✶✾✾✻✮ ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝ts ❛ P❛r❡t♦
❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ st✉❞❡♥ts✳✻

■t ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦ t♦ ❝♦♥❝✐❧✐❛t❡
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛
st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❡❡❦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ Φ ❛♥❞ Π ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡✐♥❣ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✳

✸ ❖♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❛r❡t♦
❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t s❡t ♦❢
st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❤❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❡①tr❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ st✉❞❡♥t✲♣r♦♣♦s✐♥❣ ❞❡❢❡rr❡❞ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

✻❚❤❡ ♥♦✇✲♦r✲♥❡✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇♦st♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❇♦st♦♥ s❝❤♦♦❧ ❞✐str✐❝t✳

✺



✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ✐s
t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙t✉❞❡♥t✲❖♣t✐♠❛❧ ❙t❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♦♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ s❝❤♦♦❧ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❜♦t❤
t❤❡ ✉s❡s ♦❢ s❝❤♦♦❧ ❞✐str✐❝ts ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♠❛tr✐❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ st✉❞❡♥ts
♦♣t✐♠❛❧ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛❧✇❛②s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡
❛❜♦✈❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ s❝❤♦♦❧s✬ ♣r✐♦r✐t✐❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s❝❤♦♦❧s✬ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♠❛tr✐① Π s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈♦♠✲

♠♦♥ Pr✐♦r✐t✐❡s ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✱ ❈P❈ ✐♥ s❤♦rt✱ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✭✜①❡❞✮
r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ st✉❞❡♥ts✬ ♣r✐♦r✐t✐❡s✱ π = (πs1 , . . . , πsi , . . . , πsn)✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤
s❝❤♦♦❧ cj✱ ❛♥❞ ❵♣r❡❢❡rr❡❞ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts✬ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s❝❤♦♦❧✱ Sj ⊆ S✱ ✇✐t❤
∣

∣Sj
∣

∣ ≤ qsj ✱ ✐ts ♣r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s✿

(a) πcjsi ≤ qcj ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ si ∈ Sj❀ ❛♥❞

(b) πcjsi =
∣

∣Sj
∣

∣+
∣

∣

{

sh ∈ S \ Sj : πsh ≤ πsi

}
∣

∣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t si /∈ Sj✳

▲❡t ✉s ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t st✉❞❡♥ts ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❤♦♦❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞❡♥ts✬ r❡s✐❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s❝❤♦♦❧✱ ♥❡✐t❤❡r ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
st✉❞❡♥ts ❤❛✈❡ ♦r ♥♦t ❛♥② s✐❜❧✐♥❣ ❛t t❤❡ s❝❤♦♦❧✱ ♦r ❛♥② s✐♠✐❧❛r ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❝❡
s✉❝❤ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞✱ ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ✐t ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣
✐ts ✐❞❡❛❧ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts✱ ✇❤♦s❡ s✐③❡ ♠✉st ❜❡ ♥♦t ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ r❡st ♦❢ ✭❵♥♦♥✲✐❞❡❛❧✬✮ st✉❞❡♥ts ♠✉st ❜❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ▲❡t SAP ❜❡ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ■❢ Π s❛t✐s✜❡s ❈P❈✱
t❤❡♥ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡✐♥❣ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✳

❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❈P❈✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ st✉❞❡♥ts✬ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ ❈❘❈✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ st✉❞❡♥ts✬ r❛♥❦✐♥❣s ♠❛tr✐① Φ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈♦♠✲

♠♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❈❘❈ ✐♥ s❤♦rt✱ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✜♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ s❝❤♦♦❧s C✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ρ =
(

ρc1 , . . . , ρcj , . . . , ρcm
)

✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t✱ si✱ ❛♥❞ s❝❤♦♦❧ cj✱

ρsicj (si) =

{

1 + ρcj ✐❢ ρck < ρcj
ρcj ✐❢ ρck > ρcj

✇❤❡r❡ ck ✐s s✉❝❤ t❤❛t ρsick = 1✳

❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❈❘❈✱ ❧❡t ✉s ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❛♠✲
❜✐❣✉♦✉s ✇❛② t♦ ♦r❞❡r t❤❡ s❝❤♦♦❧s ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ s♦♠❡ q✉❛❧✐t② ✐♥❞❡①
t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✮✱ ❜✉t ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ❤❛s ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ s❝❤♦♦❧ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡
s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ st✉❞❡♥t✬s r❡s✐❞❡♥❝❡ ❛❞✲
❞r❡ss❀ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ ❤❛s s♦♠❡ s✐❜❧✐♥❣ ❛tt❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❛t s❝❤♦♦❧❀ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡r

✻



♣❛r❡♥ts st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❛t s❝❤♦♦❧❀ ❡t❝✳✮ ❈❘P s❛②s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts ✇✐❧❧ s❤❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❞✐✛❡r ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡r ✐❞❡❛❧ s❝❤♦♦❧ ✐s✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s t❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦✉t✱ ❛ r❡s✉❧t s✐♠✐❧❛r t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✺ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❥✉st ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t st✉❞❡♥ts✬ r❛♥❦✐♥❣ s❛t✐s✜❡s ❈❘❈✳ ❲❡
♥❡❡❞ ❛♥ ❡①tr❛ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts s❤❛r❡ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♦♥
✇❤✐❝❤ ❤❡r ✐❞❡❛❧ s❝❤♦♦❧ ✐s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤r❡❡ st✉✲
❞❡♥ts ❛♥❞ t✇♦ s❝❤♦♦❧s✱ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ✈❛❝❛♥t ❡❛❝❤✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞
♣r✐♦r✐t✐❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡

Φ =





1 2
2 1
2 1



 ❀ ❛♥❞ Π =

[

2 3 1
1 3 2

]

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ s❛t✐s✜❡s ❈❘❈✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s µ✱ ✇❤❡r❡ µ (s1) = c2❀ µ (s2) = c1❀ ❛♥❞ µ (s3) =
s3✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❤❛t t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ✐s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥ ❡①✲
✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❙❝❤♦♦❧
❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐s s❝❛r❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❏✉st t♦ s❤♦✇ ✐t✱ ❧❡t ✐s
✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡✇ s❝❤♦♦❧✱ c3 ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

Φ′ =





1 2 3
2 1 3
2 1 3



 ❀ ❛♥❞ Π′ =





2 3 1
1 3 2
3 2 1





◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② qc3 ≥ 1✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s µ′✱ ✇❤❡r❡ µ′ (s1) = c2❀
µ′ (s2) = c1❀ ❛♥❞ µ′ (s3) = c3✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ♣r♦♣♦s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ st✉❞❡♥ts✬ r❛♥❦✲
✐♥❣s✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ▲❡t SAP ❜❡ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ■❢ Φ s❛t✐s✜❡s ❈❘❈✱
❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦✐♥❣✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❈❘❈ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❧❝❛❧❞❡ ❛♥❞ ❇❛r❜❡rà ✭✶✾✾✹✮
❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
str❛t❡❣②✲♣r♦♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳✼ ■t ✐s
❛❧s♦ ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ✭❢♦r♠❛❧✮ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧
❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛rr✐❛❣❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ❈P❈ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢
❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ❜② t❤❡ s❝❤♦♦❧s✬ ❞❡❝❧❛r❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭♦r ♣r✐♦r✐t✐❡s✮✳

✼❆ ♠❛rr✐❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ●❛❧❡ ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✻✷✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❙❝❤♦♦❧
❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡s ❤❛✈❡ ❥✉st ❛ ✈❛❝❛♥t ♣♦s✐t✐♦♥✳

✼



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ▲❡t Ri ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❦✐♥❣s ❢♦r st✉❞❡♥t si✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
Ri s❛t✐s✜❡s ❙t✉❞❡♥t ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ cj ❛♥❞ ck ✐♥ C✱ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦
r❛♥❦✐♥❣s ρsi ❛♥❞ ρ′si ✐♥ Ri ✐❢ ρsicj < ρsick ❛♥❞ ρ′sick < ρ′sicj t❤❡♥

{

ch ∈ C : ρsich ≤ ρsicj
}

∩
{

ch ∈ C : ρ′sich ≤ ρ′sick
}

= ∅.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ▲❡t cj ∈ C ❜❡ ❛ s❝❤♦♦❧✱ ✇✐t❤ ❛❞♠✐ss✐♦♥ q✉♦t❛ qcj ✱ ❛♥❞ Pj ❜❡ ❛
s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❢♦r s✉❝❤ ❛ s❝❤♦♦❧✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Pj s❛t✐s✜❡s ❙❝❤♦♦❧ ❚♦♣
❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts Sj ⊂ S✱ ✇✐t❤

∣

∣Sj
∣

∣ ≤ qcj − 1 ✱ s✉❝❤ t❤❛t
❢♦r ❡❛❝❤ si ❛♥❞ sf ✐♥ S✱ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ♣r✐♦r✐t✐❡s πcj ❛♥❞ π′

cj
✐♥ Pj ✐❢ πcjsi < πcjsf

❛♥❞ π′
cjsf

< π′
cjsi

t❤❡♥

{

sh ∈ S : πcjsh ≤ πcjsi

}

∩
{

sh ∈ S : π′
cjsh

≤ π′
cjsf

}

⊆ Sj .

❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t s❝❤♦♦❧s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❢r❡❡❞♦♠ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ♦r❞❡r t❤❡✐r ❝❤♦s❡♥ st✉✲
❞❡♥ts ✐s ❜❡❤✐♥❞ ❙❝❤♦♦❧ ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❇✉t s✉❝❤ ❛ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧ r❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ st✉❞❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡✬s q✉♦t❛
✭✐✳❡✳ πcjsi = qcj ✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ st✉❞❡♥ts ✐s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t ✉s ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ qj = 1 ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ cj ✱ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❚♦♣
❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❆❧❝❛❧❞❡ ❛♥❞ ❇❛r❜❡rà ✭✶✾✾✹✮✳

❚❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦✉t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ❈P❈ ❛♥❞✴♦r ❈❘❈ ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✽✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✶ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤r❡❡ st✉✲
❞❡♥ts ❛♥❞ t❤r❡❡ s❝❤♦♦❧s✱ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ✈❛❝❛♥t ❡❛❝❤✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t s❝❤♦♦❧s
♣r✐♦r✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❛tr✐①✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❙❝❤♦♦❧ ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡✱

Π =





3 2 1
2 1 3
1 3 2





◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts ❛❣r❡❡ t❤❛t s❝❤♦♦❧ c2 ✐s t❤❡✐r ✇♦rst
♦♣t✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❙t✉❞❡♥t ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿

(a) ❆❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦✐♥❣✱ ❛♥❞

(b) ❙t✉❞❡♥ts ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦♣✐♥✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ r❛♥❦ s❝❤♦♦❧s c1 ❛♥❞ c3✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❤♦❧❞s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡
✭❛ss♦rt❛t✐✈❡✮ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ✐t
✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣s ♠❛tr✐① ♠✐❣❤t ❜❡

Φ =





1 3 2
3 1 2
3 1 2





✽



❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ✐s ♥♦t P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ st✉❞❡♥ts ❡①❤✐❜✐t r❛♥❦✐♥❣s s❛t✐s❢②✐♥❣
❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♦♥ r❛♥❦✐♥❣ s♦♠❡ s❝❤♦♦❧ ❛s t❤❡
❜❡st ♦♥❡ ✭♦r t❤❡ ✇♦rst ♦♥❡✮ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿

(i) ■❢ ✇❡ ❛❞❞ ❛♥ ❛♥♦♥②♠✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛s ❆❧❝❛❧❞❡ ❛♥❞ ❇❛r❜❡rà ✭✶✾✾✹✮ ♣r♦♣♦s❡❞✱
t♦ t❤❡ ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐❞❡❛✱ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts ✇✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦✲
✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✭❛ss♦rt❛t✐✈❡✮ st❛❜❧❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳

(ii) ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♥♦♥②♠✐t② ✐s ♥♦t ❞❡♠❛♥❞❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ✇❛② t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❤♦✇ st✉❞❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞✳ ❆s
✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② st✉❞❡♥t ❛♥❞
❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ♦❜t❛✐♥s
❞✐✛❡r❡♥t s❝♦r❡s ❢r♦♠ t✇♦ s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ ❛ss✐❣♥s ❞✐✛❡r❡♥t
s❝♦r❡s t♦ ❛♥② t✇♦ st✉❞❡♥ts✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡② ❛r❡
♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥② s❝❤♦♦❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s❝♦r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t
♦❜t❛✐♥✱ ❢r♦♠ ❛ s❝❤♦♦❧✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜rst s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✐ts s❝♦r❡ ❜② t❤❛t
s❝❤♦♦❧❀✽ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❝♦r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❛♥② s❝❤♦♦❧✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❝♦r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲♦❝❛❧
❙❝❤♦♦❧ ❈♦♠♠✐tt❡❡✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t✇♦ s❝♦r✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ CS✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❙❝♦r✐♥❣
❋✉♥❝t✐♦♥✱ LS✳

❚❤❡ ❧❛st q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s s❝♦r❡✲❜❛s❡❞ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞
s❝❤♦♦❧s✬ ♣r✐♦r✐t② ❧✐st✱ ❧✐❡s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
▲♦❝❛❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ●❧♦❜❛❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛
❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❙❡❛tt❧❡ ❙❝❤♦♦❧ ❇♦❛r❞✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤
s❝❤♦♦❧✱ ✐ts Pr✐♦r✐t② st✉❞❡♥ts ❛s t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥
✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡✐r s❝♦r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❙❝♦r❡ ❢♦r ❛♥ st✉❞❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳✾

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ▲❡t S ❛♥❞ C ❜❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ st✉❞❡♥ts ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❙❝♦r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥
CS : S ×C → ℜ+❀ t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥ LS : S → ℜ+❀ ❛♥❞ t❤❡ Pr✐♦r✐t②

✽▲❡t ✉s r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ s❝♦r❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❙❝❤♦♦❧ ❈♦♠♠✐tt❡❡s✱ ❛♥❞
❛❧s♦ t❤❛t s❝❤♦♦❧s ❞♦ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ♣r✐♦r✐t② ❧✐sts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

✇❤❡♥ s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❝❤♦♦❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❝♦r❡✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ t♦
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞✉❡ t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❛❜✉s❡✳

✾❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ●❧♦❜❛❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❜②✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❛t ✐t ✐s r❡❧❡✲
✈❛♥t t♦ r❡❛❝❤ ♦✉r ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐♥❞✉❝❡s s❝❤♦♦❧s ♣r✐♦r✐t✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❈P❈✳

✾



❋✉♥❝t✐♦♥ P : C → 2S ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ GS : S × C → ℜ+ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤
st✉❞❡♥t✲s❝❤♦♦❧ ♣❛✐r t❤❡ ✈❛❧✉❡

GS (si, cj) =







LS (si) + CS (si, cj) ✐❢ si ∈ P (cj)

LS (si) ♦t❤❡r✇✐s❡

❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡①t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ▲♦❝❛❧ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ LS✱ ❧❡t M
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ st✉❞❡♥t✱

M = max
si∈S

LS (si) ✭✶✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ▲❡t S ❛♥❞ C ❜❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ st✉❞❡♥ts ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❛♥❞ ❧❡t Q ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ s❝❤♦♦❧✬s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❙❝♦r✐♥❣
❋✉♥❝t✐♦♥s LS✱ CS❀ ❛♥❞ P ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥ GS✱ s❛t✐s✜❡s t❤❡
▲✐♠✐t❡❞ ❋r❡❡❞♦♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✱ ▲❋❈ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✐❢ ✐t ❢✉❧✜❧❧s✿

(a) ❋♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ cj✱ ❛♥❞ st✉❞❡♥t si✱

CS (si, cj) > M.

(b) ❋♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ cj✱

|P (cj)| ≤ qcj ✱ ❛♥❞

(c) ❋♦r ❛♥② t✇♦ st✉❞❡♥ts si✱ sh✱ si 6= sh✱

LS (si) 6= LS (sh) ✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ▲❋❈✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❛ s❝❤♦♦❧✱ ✐❢ ✐t ❝❤♦♦s❡s
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❈❙✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❝❤♦♦❧ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐ts ❜❡st st✉❞❡♥ts ❛r❡✱ t♦ ❢✉❧✜❧❧
✐ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❝❡ s♦♠❡ st✉❞❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝❧❛r❡❞ ♥♦t t♦
❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ qcj ✲t♦♣ st✉❞❡♥ts✱ t❤❡ s❝❤♦♦❧✬s ♦♣✐♥✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ s✉❝❤ ❛ st✉❞❡♥t✬s ♣r✐♦r✐t②✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧
❡❛❝❤ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ❛❧❧♦✇s t❤❛t s♦♠❡ st✉❞❡♥ts✱ ✐♥ t❤❡
qcj ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥s✱ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♦r✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢❛❝t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐❢ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛❧❧ t❤♦s❡ st✉❞❡♥ts
❛r❡ ❡q✉❛❧❡❞ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡r t♦ ❊❤❧❡r ❛♥❞ ❊r❞✐❧ ✭✷✵✶✵✮ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❊✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ▲❡t S ❛♥❞ C ❜❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ st✉❞❡♥ts ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞
❧❡t Q ❜❡ t❤❡ s❝❤♦♦❧✬s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❙❝♦r✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥ GS t❤❛t
s❛t✐s✜❡s ▲❋❈✱ ❛♥❞ ❛♥② SAP = {S, C; Φ,Π, Q}✱ ✇❤❡r❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
GS✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

✶✵



◆♦t❡ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t ▲❋❈ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❛r❡t♦
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ st✉❞❡♥ts ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❡♠♣❧♦② ♦❢ s♦♠❡ s❝♦r✐♥❣ r✉❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❥✉st t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥ts✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❤♦♦❧s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❧✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❤♦♦❧✳
❚❤✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❤❛♣❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
✶✸✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ ❛ r❡s✉❧t ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣
♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐❢ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ✐s ❢r❡❡ t♦ r❛♥❦ ❛♥② s❝❤♦♦❧ ❛s ❤❡r ❜❡st s❝❤♦♦❧✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐✲
❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♥♦♥✲s❝❛r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳
❏✉st✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t st✉❞❡♥ts r❛♥❦✐♥❣s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ cj t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ st✉❞❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s s❝❤♦♦❧ ✐s t❤❡ ✜rst✲r❛♥❦❡❞✱ ✐✳❡✳ ρsicj = 1✱ ✐s ♥♦t
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ qcj ✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛tr✐① Π ✐s✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ❤❡r ❜❡st s❝❤♦♦❧ ✐s ❜♦t❤ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐t ✐s ✈❡r②
❤❛r❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

✹ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

▲❡t ✉s st❛rt t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② q✉♦t✐♥❣ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳
❘❡❝❡♥t ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❙❡❝t✐♦♥✳

✏❆ ♠❡♠♦r❛♥❞✉♠ ❢r♦♠ ❙✉♣❡r✐♥t❡♥❞❡♥t P❛②③❛♥t ✐♥ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✹
st❛t❡s t❤❛t ❇P❙ ♣❧❛♥s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ♣r♦❝❡ss ✉s❡❞ t♦
❛ss✐❣♥ st✉❞❡♥ts t♦ s❝❤♦♦❧s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❛s❦✲❢♦r❝❡ r❡♣♦rt r❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❡❞ t❤❛t ❇P❙ ❛❞♦♣t t❤❡ ❚❚❈ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❙❝❤♦♦❧
❈♦♠♠✐tt❡❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞
✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡
❇♦st♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ♣❤✐❧♦s♦♣❤✲
✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳✑

❚❤✐s ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❇♦st♦♥ ❆r❡❛✱ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❏✉❧② ✷✵✵✺✱ s❡❡ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳
❆s t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ♠❡♥t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❛❞♦♣t ❛ ❞❡❢❡rr❡❞ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s str❛t❡❣②✲♣r♦♦❢✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s r❡❢♦r♠✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❡♠♣❧♦② ♦❢ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t st❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐ss✉❡✳ ■❢✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜❡st
t❤❛t ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❞♦ ✐s t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡✐r tr✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❛s t❤❡ ❇♦st♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ❞✐❞✱ t❤❛t t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲❖♣t✐♠❛❧
❙t❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳

✶✶



❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛②s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✲
❡q✉✐t② ❞✐❧❡♠♠❛✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❧❛st r❡❢♦r♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❇♦st♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ❈♦♠♠✐tt❡❡✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ r❡❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ s❝❤♦♦❧s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❝♦r✐♥❣ r✉❧❡s t❤❛t✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞❡♥ts✬ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❢✉❧✜❧❧ ♦✉r
▲✐♠✐t❡❞ ❋r❡❡❞♦♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

❆♣♣❡♥❞✐①

■✳ Pr♦♦❢ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✽✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✽✱ ❧❡t ✉s st❛rt
❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛✐♠s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣s✳

❈❧❛✐♠ ✶✺ ▲❡t SAP ❜❡ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡♥ ✐t ❤❛s✱ ❛t ♠♦st✱ ♦♥❡
st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❛rtí♥❡③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢
st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❤❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rtí♥❡③
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ t♦ ♣r♦✈❡ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❥✉st t❤❡ st✉❞❡♥ts✬ r❛♥❦✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡
s❝❤♦♦❧s✬ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ µ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r SAP✱ ✐t ♠✉st
❜❡ t❤❡ st✉❞❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❈❧❛✐♠ ✶✻ ▲❡t SAP ❜❡ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ µ ❜❡ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❢♦r ✐t✳ ❚❤❡♥ µ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✭♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢
st✉❞❡♥ts

{

s1, . . . , si, . . . , sk
}

⊆ S✱ s✉❝❤ t❤❛t

(a) µ
(

si
)

∈ C ❢♦r ❛❧❧ si ∈ S✱ ❛♥❞

(b) ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t si r❛♥❦s ❤❡r ♠❛t❡ ❛s ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❤❡r ♥❡①t✲✐♥✲t❤❡✲♦r❞❡r st✉✲
❞❡♥t✬s ♠❛t❡✱

ρsiµ(si+1) < ρsiµ(si) ❢♦r ❡❛❝❤ i < k✱ ❛♥❞ ρskµ(s1) < ρskµ(sk).

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✶✻✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚♦ s❡❡
t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ µ✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥str✉❝t µ′ s✉❝❤ t❤❛t µ′ (si) = µ (si) ❢♦r ❡❛❝❤
si /∈

{

s1, . . . , si, . . . , sk
}

❛♥❞ ❢♦r ❛♥② st✉❞❡♥t si ✐♥ s✉❝❤ ❛ s❡t✱ µ′
(

si
)

= µ
(

si+1
)

✱
♠♦❞✉❧♦ k✳ ◆♦t❡ t❤❛t µ′ P❛r❡t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡s µ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡
t❤❛t µ ✐s ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❛t ❢❛✐❧s t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛♥♦t❤❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ µ′ t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡s µ✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛② t❤❛t µ′ 6= µ
❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t si s✉❝❤ t❤❛t µ′ (si) 6= µ (si)✱ ρsiµ′(si) < ρsiµ(si)✳ ▲❡t s

1 ❜❡ ❛
st✉❞❡♥t s✉❝❤ t❤❛t µ′

(

s1
)

6= µ
(

s1
)

✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▲❡♠♠❛✱✶✵

✶✵❙❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ●❛❧❡ ❛♥❞ ❙♦t♦♠❛②♦r ✭✶✾✽✺✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ▼❛rtí♥❡③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧ts ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✶✷



❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t µ ✐s st❛❜❧❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t µ
(

s1
)

6= s1✳ ▲❡t ❞❡♥♦t❡
µ′

(

s1
)

= c1 ∈ C✳ ❙✐♥❝❡ µ ✐s st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ρs1c1 < ρs1µ(s1)✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
∣

∣µ
(

c1
)∣

∣ = qc1 ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ st✉❞❡♥t✱ s❛② s2 ∈ µ
(

c1
)

\ µ′
(

c1
)

✳
❙✐♥❝❡ µ′ P❛r❡t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡s µ✱ ❛♥❞ µ

(

s2
)

6= µ
(

s2
)

✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ s❝❤♦♦❧✱
s❛② c2 s✉❝❤ t❤❛t µ′

(

s2
)

= c2✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ µ
(

s1
)

= c2 t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ st✉❞❡♥t✱ s❛② s3 ∈ µ

(

c2
)

\ µ′
(

c2
)

✳ ▲❡t ✉s ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ✐❢ µ′

(

c3
)

= µ
(

c1
)

✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts
✐s ✜♥✐t❡✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✽✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

▲❡t SAP ❜❡ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Π s❛t✐s✜❡s ❈P❈✳
❇② ❈❧❛✐♠ ✶✺ ✇❡ ♥♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✐t
♠✉st ❜❡ µSO✱ t❤❡ st✉❞❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ µSO ✐s st❛❜❧❡✱ ❧❡t ✉s
❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡♥✱ ❜② ❈❧❛✐♠ ✶✻✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ µ′✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢
st✉❞❡♥ts✱ s❛②

{

s1, . . . , si, . . . , sk
}

= S ′✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ si ∈ S ′✱ ρsiµ′(si) <

ρsiµSO(si)✱ ✇✐t❤ µ′
(

si
)

= µSO
(

si+1
)

❢♦r ❡❛❝❤ i ≤ k− 1✱ ❛♥❞ µ′
(

sk
)

= µSO
(

s1
)

✳
❙✐♥❝❡ µS ✐s st❛❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t si ∈ S ′✱

(a) πµSO(si+1)si > qµSO(si+1)❀ ❛♥❞

(b) πµSO(si+1)si > πµSO(si+1)si+1 ✳

✇❤❡r❡ sk+1 = s1✳
❇② ❈P❈✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦r❞❡r π s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤♦♦❧ cj ∈ C✱

❛♥❞ ❛♥② t✇♦ st✉❞❡♥ts si✱ sh s✉❝❤ t❤❛t min
{

πcjsi , πcjsh

}

> qcj ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

[

πcjsi < πcjsh

]

⇔ [πsi < πsh ] .

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❈P❈ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ µ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

πs1 < · · · < πsi < πsi+1 < · · · < πsk < πs1 ,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❛t π ♠✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦r❞❡r✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳

▲❡t SAP ❜❡ ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Φ s❛t✐s✜❡s ❈❘❈✱
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ρ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ st✉❞❡♥ts ❡①❤✐❜✐t✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✳
❚❤✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✇❛②✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
ct ∈ C t❤❡ t✲t❤ ❝♦❧❧❡❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ρ✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(1) µS
(

c1
)

= {si ∈ S : πc1si ≤ qc1}❀

✶✸



(2) µS
(

c2
)

✐s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ qc2 ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ st✉❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ πc2 ✱
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ µS

(

c1
)

❀ . . .

(t) µS (ct) ✐s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ qct ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ st✉❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ πct ✱
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ µS

(

ch
)

❢♦r ❛♥② h < t✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❜♦t❤ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t✳

■■✳ Pr♦♦❢ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❝❤♦♦❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❵s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✬ GS : S ×C → ℜ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s
♠❛tr✐① Π✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛② t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ cj ∈ C✱ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦
st✉❞❡♥ts si ❛♥❞ sh ✐♥ S✱ πcjsi < πcjsh ✇❤❡♥❡✈❡r GS (si, cj) > GS (sh, cj)✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t GS s❛t✐s✜❡s ▲❋❈✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s LS : S →
ℜ+✱ P : C → 2S ✱ ❛♥❞ CS : S × C → ℜ+ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ GS ❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳

❋♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ LS ❣✐✈❡♥✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❵❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r✐t②✬ π ❛s

πsi = |{sh ∈ S : LS (sh) ≥ LS (si)}| .

❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ GS s❛t✐s✜❡s ▲❋❈✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ cj ∈ C✱ πcj ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ▲❋❈✱ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Π s❛t✐s✜❡s ❈P❈ r❡❧❛t❡❞ t♦ π✳ ❚❤✉s✱ ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❡st❛❜❧✐s❤❡s✱
SAP ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉✱ P✳❆✳ P❛t❤❛❦ ❛♥❞ ❆✳❊✳ ❘♦t❤ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss
✈❡rs✉s ❊✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ■♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ ❘❡❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ◆❨❈
❍✐❣❤ ❙❝❤♦♦❧ ▼❛t❝❤✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ P❛♣❡rs ❛♥❞ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱
✾✾✱ ✶✾✺✹✕✶✾✺✽✳

❬✷❪ ❆✳ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉✱ P✳❆✳ P❛t❤❛❦✱ ❆✳❊✳ ❘♦t❤ ❛♥❞ ❚✳ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡
❇♦st♦♥ P✉❜❧✐❝ ❙❝❤♦♦❧ ▼❛t❝❤✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ P❛♣❡rs ❛♥❞ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✾✺✱ ✸✻✽✕✸✼✶✳

❬✸❪ ❆✳ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉✱ P✳❆✳ P❛t❤❛❦✱ ❆✳❊✳ ❘♦t❤ ❛♥❞ ❚✳ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ ❇♦st♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ❈❤♦✐❝❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✿ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss ❛s ❊q✉❛❧ ❆❝✲
❝❡ss ✱ ♠✐♠❡♦❣r❛♣❤❡❞✳ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❬✹❪ ❏✳ ❆❧❝❛❧❞❡ ✭✶✾✾✻✮✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ▼❛rr✐❛❣❡ ▼❛r❦❡ts✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✻✾✱ ✷✹✵✕✷✺✹✳

❬✺❪ ❏✳ ❆❧❝❛❧❞❡ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛r❜❡rà ✭✶✾✾✹✮✳ ❚♦♣ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ P♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
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