
Munich Personal RePEc Archive

Congestion pricing, infrastructure

investment and redistribution

Russo, Antonio

Toulouse School of Economics - GREMAQ

15 February 2011

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/28932/

MPRA Paper No. 28932, posted 16 Feb 2011 21:09 UTC



❈♦♥❣❡st✐♦♥ Pr✐❝✐♥❣✱ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ■♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✲Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥✲

❆♥t♦♥✐♦ ❘✉ss♦∗

❋❡❜r✉❛r② ✶✺✱ ✷✵✶✶

❆❜str❛❝t

❲❡ st✉❞② ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❜② ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ❤❛s r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧

✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✐✛❡r ✐♥ ✭✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦♠✲

♠♦❞✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❡✳❣✳ r♦❛❞s✱ ■♥t❡r♥❡t✮✳ ❲❡ ✜♥❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❛t

✇❤❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r ♣♦st✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✱ ❧♦✇

❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s t❤❛♥ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② ♦♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❞✉❝✐♥❣

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭❜② r❛✐s✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ♦r ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✮ ❡♥❛❜❧❡s ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t ♠❡❛♥s t❡st❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❏❊▲ ❈♦❞❡✿ ❘✹✶✱ ❍✷✸✱ ❍✷✶✱ ❍✹✶✱ ❍✺✹

❑❡②✇♦r❞s✿ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✱ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✱ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② s❡r✐♦✉s ✐ss✉❡✱ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s✱ ❢r♦♠ tr❛♥s♣♦rt ♥❡t✇♦r❦s ✭❡✳❣✳

r♦❛❞s✮ t♦ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡t✇♦r❦s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② s✉❣❣❡st❡❞ r❡♠❡❞✐❡s

t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s

∗❚♦✉❧♦✉s❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭❛♥t♦♥✐♦✳r✉ss♦❅ts❡✲❢r✳❡✉✮✳ ■ t❤❛♥❦ ●❡♦r❣❡s ❈❛s❛♠❛tt❛✱ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ▲♦③❛❝❤♠❡✉r✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧
❚❤✐❜❛✉❧t ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❍❡❧♠✉t❤ ❈r❡♠❡r ❢♦r ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❡rr♦rs ❛♥❞ ♦♣✐♥✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛r❡ ♠✐♥❡ ❛❧♦♥❡✳

✶



✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳✶ ●♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛♥❞ ✜r♠s ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② r❡❝❡♣t✐✈❡

t♦ t❤✐s ✐❞❡❛✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡♠❡s

r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐t✐❡s ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✱ ❙t♦❝❦❤♦❧♠ ❛♥❞ ▼✐❧❛♥✳ ❚❡❧❡❝♦♠ ✉t✐❧✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❆❚✫❚ ❛♥❞ ❱❡r✐③♦♥

✐♥ t❤❡ ❯❙ ❛♥❞ ❇❚ ✐♥ t❤❡ ❯❑✱ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♣♦s❛❧s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r

■♥t❡r♥❡t ❛♥❞ ❞❛t❛ s❡r✈✐❝❡s ♦♥ t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✏t✇♦✲t✐❡r✑ ■♥t❡r♥❡t ❛♥❞ ❡♠❛✐❧ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡

❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥❣❡st❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❛♥t❡❞ ♦♥❧② t♦ ❝✉st♦♠❡rs ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❛ ♣r❡♠✐✉♠✱

✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❣❡st❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ s✐ ❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞❡rs ♦❢

♥❡✇❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ ✹● ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❧♦♦♠✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♠❛❥♦r ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛s ✐♥

t❤❡ ❯❙ ✭s✉❝❤ ❛s ◆❡✇ ❨♦r❦ ❈✐t② ❛♥❞ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✮✳✷

❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♠♦♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐sts ♦♥ t❤❡ ♠❡r✐ts ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝②

st❛♥❞♣♦✐♥t✱ ✐ts r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s st✐❧❧ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❞❡❜❛t❡❞✳✸❚❤❡r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ❛r❡ str♦♥❣ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♠♦♥❣

t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✱ r❡❣✉❧❛t♦rs ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs ❛❜♦✉t ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❣r❡ss✐✈✐t②✳ ❆ r❡❝✉rr❡♥t ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❛t s✐♥❝❡

❣♦♦❞s ❧✐❦❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❛r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❢♦r ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡

❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧ ♦✛ ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡✮✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❤✉rt t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✭❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st r❛✐s✐♥❣ ❢✉❡❧ t❛①❡s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t✐♠❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧

♠♦st❧② t♦ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤♦s❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ t✐♠❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞❧② ❤✐❣❤❡r✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s ✇❡r❡✱

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t♦❧❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ▼❛♥❤❛tt❛♥

✭r❡❝❡♥t❧② ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❙t❛t❡ ❆ss❡♠❜❧②✮✹✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ♦t❤❡r ❝✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ▼❛♥❝❤❡st❡r ♦r ❊❞✐♥❜✉r❣❤✳

❆s ❢♦r t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❋❈❈ ❛♥❞ t❤❡ ❖❜❛♠❛ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❯❙ ❤❛✈❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♣r♦♣♦s❛❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐❧❧ t♦ ♣r♦t❡❝t

❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❝✉st♦♠❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✏♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✑✳✺

✶s❡❡✱ ❡✳❣✱ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♥❡t✇♦r❦s✳ ▼❛❝❑✐❡✲▼❛s♦♥ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥ ✭✶✾✾✺✮ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢
♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱ ❞❡❞✐❝❛t✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐ss✉❡s✳

✷❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✏■s ✷✵✶✵ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♥❣❡st✐♦♥❄✑✱ ▼❙◆❇❈✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠s♥❜❝✳♠s♥✳❝♦♠✴✐❞✴✸✹✻✸✹✺✼✶✴♥s✴t❡❝❤♥♦❧♦❣②❴❛♥❞❴s❝✐❡♥❝❡✲
t❡❝❤❴❛♥❞❴❣❛❞❣❡ts✴

✸❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❡q✉✐t② ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ r♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣ ✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ▲❡✈✐♥s♦♥ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ❞❡s✐❣♥✐♥❣ r♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣
s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❛❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ ❦❡② ❛s♣❡❝t ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✐s t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s
t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❆♥②✇❛②✱ ❤❡ r❡♣♦rts ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t s✉❣❣❡st ❛ r❡❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❛❝t✳

✹■♥ ❛ r❡❝❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡✇ t♦ t❤❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❚✐♠❡s✱ ◆❨ ❆ss❡♠❜❧②♠❛♥ ❘✐❝❤❛r❞ ▲✳ ❇r♦❞s❦② s❛✐❞ ❤❡ ♦♣♣♦s❡❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ✏❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ♣✉t t❤❡ ❜✉r❞❡♥ ❢♦r ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡s ♦♥ ❜❧✉❡❜❧♦♦❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡
❝♦❧❧❛r ❛❧✐❦❡✑ ✭s❡❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❚✐♠❡s✱ ✏❈♦♥❣❡st✐♦♥ Pr✐❝✐♥❣✿ ❏✉st ❆♥♦t❤❡r ❘❡❣r❡ss✐✈❡ ❚❛①❄✑ ✇✇✇✳♥②t✐♠❡s✳❝♦♠✮

✺■♥ ❛ r❡❝❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡✇✱ ❋❈❈ ♠❡♠❜❡r ▼✐❝❤❛❡❧ ❏✳ ❈♦♣♣s st❛t❡❞ t❤❛t ✏s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✬♠❛♥❛❣❡❞ s❡r✈✐❝❡✬ ❛♥❞
✬♣❛✐❞ ♣r✐♦r✐t②✬ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ s✉♣♣❧❛♥t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ■♥t❡r♥❡t s❡r✈✐❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✉s ❛❧❧✑

✷



●♦✈❡r♥♠❡♥ts✬ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t♦ ❝✉r❜ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✿ t❤❡② ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣♦s❡

❝❤❛r❣❡s ♦r t❤❡② ❝❛♥ r❡❣✉❧❛t❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ♥❡t✇♦r❦s ✭✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡② ❞✐r❡❝t❧② ♦✇♥ ❛t ❧❡❛st

❛ ♠✐♥♦r✐t② s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✉t✐❧✐t✐❡s✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛② ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣

✐♥str✉♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ✭♦r tr❛♥s❢❡rs✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ✐♥✈❡st ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡

❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿ ❤♦✇ s❤♦✉❧❞ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ✜s❝❛❧ ❛♥❞

r❡❣✉❧❛t♦r② ♣♦❧✐❝② ✇❤❡♥ ✐t ✇❛♥ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱

♣r♦t❡❝t ✐ts ❧❡ss ❢♦rt✉♥❛t❡ ❝✐t✐③❡♥s❄ ❈❛♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ♦♥ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧

❣r♦✉♥❞s ✭♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P✐❣♦✉✈✐❛♥ ♠♦t✐✈❡s✮✱ ♦♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② s❡t❄

❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s s❡❡♠ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❜✉t ♠♦r❡ s♦ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

✐ss✉❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s t❡st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❡❝❞♦t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❜♦✈❡✱

✐s ♦❢t❡♥ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♦❜st❛❝❧❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r tr✐❡s t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡s r❛✐s❡❞ ❛❜♦✈❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✐rr❧❡❡s ✭✶✾✼✶✮✳ ❲❡ ❧♦♦❦ ❛t ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❛s ♣❛rt

♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❛① s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✉s❡s ❜♦t❤ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✮ t❛①❡s✻✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❦❡② ❛s♣❡❝t ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✭s✉❝❤ ❛s ❡①♣❛♥❞✐♥❣

♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✱ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s r❡q✉✐r❡s t✐♠❡ ✭❛s ✐♥ ❇❡❝❦❡r ✭✶✾✻✺✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

s❝❛r❝❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦sts ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✭❡✳❣✳ ❝❛r tr✐♣s✱

♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧s✱ ❞❛t❛ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳✳✳✮ t❤❛t✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐ts

❝♦♥❣❡st✐❜✐❧✐t②✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❞✐✛❡r ✐♥ ❜♦t❤ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s

✭❜♦t❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❍✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡✱

✭✇✇✇✳✇❛s❤✐♥❣t♦♥♣♦st✳❝♦♠✴♣♦stt❡❝❤✴✷✵✶✵✴✶✷✴❢❝❝❝♦♣♣s❴♥❡t❴♥❡✉tr❛❧✐t②❴r❡q✉✳❤t♠❧✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❙❛✈❡ t❤❡ ■♥✲
t❡r♥❡t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ✭✇✇✇✳s❛✈❡t❤❡✐♥t❡r♥❡t✳❝♦♠✮✳ ❈♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✏♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t②✑ ❛❧s♦ r❡✈♦❧✈❡ ❛r♦✉♥❞ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢
♣r♦✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ st✐✢✐♥❣ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ ✜r♠s ♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡✐r st✉❞② ✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✻❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ t❤❡ s✐♠✲
♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ♣r✐❝❡s ❢❛❝❡❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❧❡✈✐❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❛t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ ❜② ❛ ♣✉❜❧✐❝ ✉t✐❧✐t② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❈r❡♠❡r ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✷✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ✐❢ ✐t ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷
❜❡❧♦✇ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✸



❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭✐✳❡✳ ✐t ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✮✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❡✛♦rt ✭❛♥❞ t✐♠❡✮ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ♠❛② ✈❛r② ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

♠❛♥② ■♥t❡r♥❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✈❡♥ ✏❝♦♥s✉♠❡r✑ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s❤♦♣♣✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮

❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ✏❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❦✐❧❧s✑ t❤❛t ❞✐✛❡r ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧

❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛ ❦❡② ❝♦♥tr✐❜✉t♦r t♦ ✏❞✐❣✐t❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✑ ✭✐✳❡✳ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❡❛s❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞

q✉❛❧✐t② ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭❉✐▼❛❣❣✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❡❛r❡❞ t♦ ✇✐❞❡♥ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s

❣r❡❛t❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ❞✐❣✐t❛❧✐s❡❞✳✼◆♦✇✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❦✐❧❧s ♠❛② ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤

❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥♥❛t❡ ✭✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ♠❛② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❝✐❡♥❝②✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳ ■t ♠❛② t❤✉s ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮

t♦ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳ ❙✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤❡♥ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛r❡s ❢♦r ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❡ss ❢♦rt✉♥❛t❡✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✜rst✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥❣❡st✐♦♥

❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ✭♦r ♣r✐❝❡✮ ❢❛❝❡❞ ❜② ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡r

♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ❢❛❝❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✉s✐♥❣

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣♦♦❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥

❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳ ❲❤❡♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛②

♦❝❝✉r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜② ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

r❡❧❛① t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐t ❢❛❝❡s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡ t♦ t❤❡ ❧❡ss ❛❜❧❡✳ ❚❤❡

✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛s t✐♠❡ s♣❡♥t ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ♣✉r❡ ❧❡✐s✉r❡ ❢♦r

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ t✐♠❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐t ❧♦✇❡rs t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❡✐s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇♦r❦ ♠♦r❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ✇♦✉❧❞✱ ♦✉t ♦❢

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜❡ ♠✐♠✐❝❦❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② t②♣❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡r ✭r❡s♣✳ ✇❡❛❦❡r✮ ✐❢ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❛ t❛① ♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

❣♦♦❞s ✭♦r ❛❝t✐✈✐t✐❡s✮ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ✏P✐❣♦✉✈✐❛♥✑ r❡❛s♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s

✼❋r❡❡s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❡❧❞❡r❧② ♣❡♦♣❧❡✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❦✐❧❧s ❛♥❞ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦
✉s❡ ■♥t❡r♥❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ s❦✐❧❧s ❡✈❡♥ ❛♠♦♥❣ ②♦✉♥❣❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❉✐▼❛❣❣✐♦ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✹✮✮✳

✹



r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ r❡❣r❡ss✐✈✐t② ❝♦♥❝❡r♥s ♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐r❞✱ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✿ ✐t ✐s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ t❤❛t✱ ❜②

r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤✉s

♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✏♠♦❞✐✜❡❞ ❙❛♠✉❧❡s♦♥✬s r✉❧❡✑ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t✳✽ ❆❣❛✐♥✱ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢

❝❛♣❛❝✐t② ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t

✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❤❡♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋♦✉rt❤✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧ts

❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣♦♦❞s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ♦r ❜❛❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥✮ ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡ ✐♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ t❛st❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❧♦❝❦ ❛❧❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

❝♦♠♠♦❞✐t② t❛①❡s ♦♥ ❣♦♦❞s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r P✐❣♦✉✈✐❛♥ t❛①❡s✮✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❝♦✉❧❞ t❛① ✐♥❝♦♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉r✈✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ q✉✐t❡ ❝❧❡❛r ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢❡❡s ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛s❦ t❤❡✐r ❝✐t✐③❡♥s t♦ ♣❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡

♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s❡r✈✐❝❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡ r♦❛❞✮✳ ❙✉❝❤ ❢❡❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ♠❡❛♥s

t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ✭❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✮ ✇✐t❤♦✉t r❡❝✉rr✐♥❣ t♦ ♠❡❛♥s t❡st❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡❧❢ s❡❧❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭ ♦♥❡ ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✏❝♦♥❣❡st✐♦♥✑ ❝♦♠♠♦❞✐t②✮✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❜♦t❤ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ▼❡❛♥s t❡st✐♥❣ ✇♦✉❧❞

❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥

t❤❡ ❢✉t✉r❡✖✲✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✮✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♠❡❛♥s t❡st✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✽❚❤✐s r❡❝❛❧❧s r❡s✉❧ts ✜rst ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇♦❛❞✇❛② ❛♥❞ ❑❡❡♥ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ❑r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❱❡r❞❡❧✐♥ ✭✷✵✵✾✮✳

✺



Pr❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡

❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ q✉✐t❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✳✾ ▼❛②❡r❡s ❛♥❞ Pr♦♦st ✭✶✾✾✼✮ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❝❛♥ ✉s❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐t② t❛①❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥✈❡st ✐♥ ❛❜❛t❡♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳✶✵ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡st t❤❛t t❛①❡s ♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t

✐♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❜❛t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ✭▼❛②❡r❡s

❛♥❞ Pr♦♦st✱ ✶✾✾✼✱ ❚❛❜❧❡ ✷❛✮✱ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧♦♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r

♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✉s❡s ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ♦♣❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡

r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❛①✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✉s❡s ♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s

✭❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡

✜♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧❧②

❞❡s✐❣♥❡❞ t❛① ❛♥❞ s♣❡♥❞✐♥❣ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣

t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣

❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳✶✶ ❈r❡♠❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✱ ✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❑❛♣❧♦✇ ✭✷✵✵✻✮✱ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❧❡✈✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✿ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡②

❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ q✉❛❧✐t② ✭t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ♥♦ t❛st❡ ❢♦r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t t❤❡② s✉✛❡r

❢r♦♠ ✐t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❦❡② r❡❛s♦♥ ✇❤②✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t t❤❡② ✜♥❞✱ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s✉r✈✐✈❡ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❑❧❡✈❡♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ❇♦❛❞✇❛② ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✼✮ ❤❛✈❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢

❝♦♠♠♦❞✐t② t❛①❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❡t✉♣s✱ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡❝❦❡r ✭✶✾✻✺✮✱

✾❙❡❡ ❇♦✈❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ●♦✉❧❞❡r ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✳
✶✵❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ▲❡✉t❤♦❧❞ ✭✶✾✼✻✮✳ ❙❤❡ ✜♥❞s t❤❛t✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥♥♦t r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✇❡❧❢❛r❡ ✇❡✐❣❤t ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✿ ❝❤❛r❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ P✐❣♦✉✈✐❛♥ ✜rst ❜❡st ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡
❢❛❝✐❧✐t② ✐s ✉s❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❜② t❤♦s❡ ❝♦♥s✉♠❡rs t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛♥ts t♦ ♣r♦t❡❝t✳

✶✶▼❛②❡r❡s ❛♥❞ Pr♦♦st✬s ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ ♦✉rs ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐❞❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✜r♠s ✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛✛❡❝t❡❞ ✭❛♥❞ ❛✛❡❝t✐♥❣✮ ❣♦♦❞✳ ❲❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳

✻



s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❡s✉❧ts ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳✶✷❖✉r ♣❛♣❡r ✐s ♦❜✈♦✉s❧② ✈❡r② ♠✉❝❤ r❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❣♦♦❞s ✭✐✳❡✳ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❖✉r ♣❛♣❡r ❡①t❡♥❞s

t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❖✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② r❡❧❛t❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❑r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❱❡r❞❡❧✐♥ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❤♦✱

✐♥ t✉r♥✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇♦❛❞✇❛② ❛♥❞ ❑❡❡♥ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥

♦♣t✐♠❛❧❧② ❛❞❥✉st ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙❛♠✉❧❡s♦♥✬s r✉❧❡

s✉❣❣❡st✐♥❣ ♦✈❡r♣r♦✈✐s✐♦♥ ✭✉♥❞❡r♣r♦✈✐s✐♦♥✮ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛ ❤✐❣❤❡r

✭❧♦✇❡r✮ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ t❤❛♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② ♦♥❡s✳ ■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ✈❡r✐✜❡❞

s✐♥❝❡✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✈❛❧✉❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

❣♦♦❞s ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✮ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② ♦♥❡s✱ ✇❤♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧❡ss ❧❛❜♦✉r✳✶✸

❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ❛r❡ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞

♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ✭♦r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣✮ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳

❈r❡♠❡r ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✷✮ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❣♦♦❞s ✭s✉❝❤ ❛s ❡♥❡r❣② ♦r t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✮

❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❧② s❡ts ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❣♦♦❞s ✐s

♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠❡❛♥s t❡st✐♥❣ ✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❣♦♦❞s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✉♥❞❡r s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❣♦♦❞✳ ❚❤❡②

♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦sts ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❞✐✛❡r ❢r♦♠

t❤❡✐rs ❞✉❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t♦ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥

❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s ♦♣t✐♠❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❧♦♦❦s ❛t

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥s t❡st✐♥❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✶✷❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ●❛❤✈❛r✐✬s ✭✷✵✵✼✮ ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① ❢♦r♠✉❧❛❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡✱ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❇♦❛❞✇❛② ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❑❧❡✈❡♥ ✭✷✵✵✹✮✳

✶✸❙❛♥❞♠♦ ✭✶✾✼✸✮ st✉❞✐❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ♦♥❡s
✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s t✐♠❡✮ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✳ ❍❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❍✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞✐st♦rt✐♦♥❛r② t❛①❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❊♥❣❡❧ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❲❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❛t ✐ss✉❡✳

✼



✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✽✷✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s i = 1, 2✳

❚❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ ✭✉♣ t♦✮ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ✐s ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r w ✇✐t❤

w2 > w1

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✿ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤

❣r♦✉♣s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♦♥❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✿ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ C ✭t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡✮ ❛♥❞ ❛ ✏♥❡t✇♦r❦✑

❝♦♠♠♦❞✐t② t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦ D ✭❡✳❣✳ ❝❛r tr✐♣s ❛❧♦♥❣ ❛ r♦❛❞✱ ♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧s ♦r ❞❛t❛ tr❛✈❡❧❧✐♥❣

♦♥ ❛ t❡❧❡❝♦♠ ♥❡t✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ■♥t❡r♥❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥

❧❛❜♦✉r ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r ✐s ♣❡r❢❡❝t❧②

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s♦ ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t② ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t✳✶✹

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢❛❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

Ci + qDDi ≤ wiLi + τ i i = 1, 2

✇❤❡r❡ qD t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ D ✭♣♦st t❛①✮✱ L ✐s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ τ ✐s t❤❡ ❧✉♠♣✲s✉♠

tr❛♥s❢❡r❭t❛① ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

❈♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ t✐♠❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s

✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡♠✮ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❞✐✛❡r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r t✇♦ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭❡✐t❤❡r

♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ✐s s✐♠♣❧② ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳✶✺ ❚❤❡

✶✹❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ♣r✐❝❡s ❢❛❝❡❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ❢♦r ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❣❡s ❧❡✈✐❡❞ ❜② t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥❞✉str✐❡s s✉❝❤ ❛s t❡❧❡❝♦♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
❛♥❞ ✜r♠s✱ t❤♦✉❣❤ r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ❞♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s ✐♥ ❈r❡♠❡r
❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✷✮✱ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❜❡✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ✜r♠ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts t❤❛t
✐s ❡✐t❤❡r ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ♦r ✇❤♦s❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ s❡t ❡♥t✐r❡❧② ✈✐❛ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞
❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞
❝❤♦♦s❡ ✐❢ ✐t ❝♦✉❧❞ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛r❣❡s ♦r r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳

✶✺■ ❛♠ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞✳

✽



s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♠❛tt❡rs ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣♦♦❞ D✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t② D ❜② t②♣❡ i r❡q✉✐r❡s ai
D i = 1, 2 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✐t t✐♠❡ ❝♦st ❢♦r

❝♦♥s✉♠✐♥❣ C ✐s ❡q✉❛❧ t♦ aC = 0 ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s✳✶✻ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤✉s ❢❛❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t

ai
DDi + Li + li ≤ 1 i = 1, 2

✇❤❡r❡ l ✐s ❧❡✐s✉r❡ ✭❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✏♣✉r❡✑✱ ♥♦ ♠❛r❦❡t ❣♦♦❞ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐ts ✏❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✑✮✳ ❲❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ t✐♠❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t t♦ ♦♥❡ ✭❛ss✉♠❡❞ ♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s✮✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ D ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ D ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

ai
D = θiϕ(D,K) i = 1, 2

✇❤❡r❡ ∂ϕ
∂D

, ∂2ϕ
∂D2 > 0✱ ✇✐t❤ D = D1 + D2✱ ❛♥❞ ∂ϕ

∂K
< 0✳ ❲❡ ❤❛✈❡ θ1 R θ2 i = 1, 2 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r

❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s

s✐♠♣❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡✱ θ1 = θ2 ❛♥❞ ❛♥❞ a1

D = a2

D = aD ❢♦r ❛♥② ϕ✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② K r❡❞✉❝❡s✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥s✉♠t♣✐♦♥ ♦❢ D✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡s✲

t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✉♥✐t ❝♦st p✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ t❛❦❡ ϕ ❛s ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣

❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ D t♦ ❝♦♥s✉♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s C ❛♥❞ D ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

U = U(C, D, l)

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② L = y
w

❛♥❞ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②

w✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ai
D ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t♦t❛❧ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ y ✐s✱ ✇❡

r❡✇r✐t❡✱ ❛s ❝✉st♦♠❛r② ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱

✶✻❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦sts ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣♦♦❞ D✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ❧❛❜♦✉r t✐♠❡✱ t❤✉s ❛ ♣✉r❡ ✇❛st❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t✐♠❡ t❤❛t ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t❡
❢♦r ❧❡✐s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ ✐ts❡❧❢✳ ❇♦❛❞✇❛② ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✻✮ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✳

✾



s❛t✉r❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛s

U i = U(Ci, Di, li) ≡ Ωi(Ci, Di, 1 − ai
DDi −

yi

wi
) i = 1, 2

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❣❡s ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✳✶✼■t ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② K✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s ❛

✭♣♦ss✐❜❧② t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝✮ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ pi
j ❢♦r ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ ❜②

pi
j = 1 + tij i = 1, 2 j = C, D

✇❤❡r❡ tij i = 1, 2 j = C, D ✐s t❤❡ ✭♣♦ss✐❜❧② t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝✮ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛r❣❡ r❛t❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦♥

❝♦♠♠♦❞✐t② j✳

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s

∑

i=1,2

(Ii − Ci − Di) ≥ pK + R

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✶✽

W = U1 + U2

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Ci✱ Di ❛♥❞ yi i = 1, 2✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞✐r❡❝t❧② ❝❤♦♦s❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚❛①❛t✐♦♥

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭❙t✐❣❧✐t③✱ ✶✾✽✷✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛♥ts t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t②

✶✼❚❤✐s r❡sts ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ D ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s✱
t♦❧❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ tr❛❝❦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝❝❡ss❡s ✭♦r ❛t ❧❡❛st t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❤♦✉s❡❤♦❧❞✮✳ ■♥ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✿ ✐♥❞❡❡❞ ♣r✐❝✐♥❣
s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❡❧❡❝♦♠ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ❆s ❢♦r C✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐t②✬s
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r✬s ♠✉st ❜❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✭❢♦r ✇❤✐❝❤
♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✭❛♥❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦r✮✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡②
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ D ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✉t✐❧✐t✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡✱ ❛s
✐♥ ❈r❡♠❡r ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✷✮✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛❜♦✉t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

✶✽❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❙❲ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ♦♥❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜✉t ✐s ♦❢ ♥♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡
r❡s✉❧ts✳

✶✵



✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✿ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✿

U2 ≥ U21 ✭✶✮

✇❤❡r❡ U21 = Ω(C1, D1, 1− a2

DD1 − I1

w2 ) ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✮ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t②♣❡✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥

♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

L =U1 + U2 + µ





∑

i=1,2

(Ii − Ci − Di) − R − pK



 + λ
(

U2 − U21
)

❚❤❡ ❋❖❈ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ✭✇❡ ♦♠✐t t❤♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✐♥❝♦♠❡ y ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t

t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✮

∂L

∂C1
= U1

C − µ − λU21

C = 0 ✭✷✮

∂L

∂C2
= U2

C − µ + λU2

C = 0 ✭✸✮

∂L

∂D1
= U1

D −
∂ϕ

∂D
θ1D1Ω

1

l −
∂ϕ

∂D
θ2D2Ω

2

l − µ − λU21

D + λ
∂ϕ

∂D
θ2D1Ω

21

l − λ
∂ϕ

∂D
θ2D2Ω

2

l = 0 ✭✹✮

∂L

∂D2
= U2

D −
∂ϕ

∂D
θ1D1Ω

1

l −
∂ϕ

∂D
θ2D2Ω

2

l − µ + λU2

D + λ
∂ϕ

∂D
θ2D1Ω

21

l − λ
∂ϕ

∂D
θ2D2Ω

2

l = 0 ✭✺✮

∂L

∂K
= −Ω1

l

∂ϕ

∂K
θ1D1 − Ω2

l

∂ϕ

∂K
θ2D2 − µp + λΩ21

l

∂ϕ

∂K
θ2D1 − λΩ2

l

∂ϕ

∂K
θ2D2 = 0 ✭✻✮

✇❤❡r❡ s✉❜s❝r✐♣ts ❞❡♥♦t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✐t❤❡r ❣♦♦❞s ♦r ❧❡✐s✉r❡ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

U i
j ≡ Ωi

j − ai
jΩ

i
l i = 1, 2 j = C, D

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i = 1, 2 ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❣♦♦❞ j = C, D✱ ♥❡t ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ t❤❡

t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ✐t✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥✐t t✐♠❡ ❝♦sts aj ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♥❡t ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s t♦ ❜❡

❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r

U i
l ≡ Ωi

l i = 1, 2

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♣✉r❡ ❧❡✐s✉r❡✳

✶✶



✸ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝♦♥✲

❝❡r♥s

✸✳✶ ❇❡♥❝❤♠❛r❦

▲❡t ✉s st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✮ ✐s ♥♦t ❜✐♥❞✐♥❣✱ s♦ t❤❛t λ = 0✳ ■♥

t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❖❈ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

tiC = 0 i = 1, 2 t1D = t2D = τ =
∑

i=1,2

∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

U i
C

t❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❝❡ ❜✐♥❞✐♥❣ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♠♦❞✐t② t❛①❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛r❡

♦♣t✐♠❛❧❧② s❡t✱ ❛r❡ ♦♥❧② P✐❣♦✉✈✐❛♥ t❛①❡s✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❤❛s ♥♦ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

✸✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ r❛t❡s ✇✐t❤ ❜✐♥❞✐♥❣ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✲

str❛✐♥ts

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❡♣s ♦❢ ❈r❡♠❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ✇❡ ❝❛♥✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇r✐t❡ t❤❡ ✭t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝✮ ♦♣t✐♠❛❧

t❛① r❛t❡s tij i = 1, 2 j = C, D ✭❢✉❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✶✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡s tij i = 1, 2 j = C, D ✇r✐t❡ ❛s

tiC = 0 i = 1, 2

t1D =
U1

D

U1

C

= k1 + τ + δ t2D =
U2

D

U2

C

= τ + δ

✇❤❡r❡

k1 ≡
λ

µ
U21

C

(

U21

D

U21

C

−
U1

D

U1

C

)

τ ≡
∑

i=1,2

∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

U i
C

δ ≡
λ

µ

∂ϕ

∂D
θ1D1

Ω21

C Ω1

C

U1

C

(

Ω1

l

Ω1

C

−
Ω21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

✶✷



❲❡ ✇✐❧❧ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❜❡❧♦✇ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥❧② t❤❛t k1 ❛♥❞

δ ❛r❡ ✏✐♥❝❡♥t✐✈❡✑ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥③❡r♦ ♦♥❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ✭λ > 0✮✳ ❚❤❡✐r r♦❧❡ ✐s

t♦ r❡❧❛① s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s

❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✮✳

❚❤❡ t❡r♠ τ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P✐❣♦✉✈✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛① ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✏♥❡t✇♦r❦✑ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❉ ✭t❤❡ s✉♠

♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦sts ♦❢ t✐♠❡✱ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

D✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ δ ✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣❧❛②s ✐♥ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥

❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

❆❙❙❯▼P❚■❖◆✿ ❲❡❛❦ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡

U i = U(Ci, Di, li) ≡ U

(

Ωi(Ci, Di), φ(1 − aDDi −
Ii

wi
)

)

i = 1, 2

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ Ω(.) ❛♥❞ φ(.) ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts

❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✿ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡s tiD i = 1, 2

✇r✐t❡ ❛s

k1 =
λ

µU1

C

a1

DΩ21

C Ω1

C

(

φ1

l

Ω1

C

−
φ21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

δ =
λ

µ

∂ϕ

∂D
θ1D1

Ω21

C Ω1

C

U1

C

(

φ1

l

Ω1

C

−
φ21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

s♦ t❤❛t

k1, δ T 0 ⇐⇒
φ1

l

Ω1

C

T φ21

l

Ω21

C

θ2

θ1

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t

❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐♥ ❛ ❝❧❡❛r ✇❛② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✮ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐❜❧❡

♥❡t✇♦r❦ ♣❧❛② ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ r♦❧❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡

❤❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❜❛❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✮

✶✸



❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s✱ ❛t ❧❡❛st ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧❧②

❛❞❥✉st❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❛①❡s ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✳✶✾ ❖✉r

r❡s✉❧ts ❣♦ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❛① s②st❡♠✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s

❝❛♥ ❤❡❧♣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡✱ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s

❤❛♣♣❡♥s t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜② t❤❡ ✜rst✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠ k1✿ t❤✐s ✐s ❛ t②♣❡✲s♣❡❝✐✜❝

✏❆t❦✐♥s♦♥✲❙t✐❣❧✐t③✑ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ D✱ t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❛① r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡

❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡♠ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② t②♣❡s ✭❙t✐❣❧✐t③✱ ✶✾✽✷✮✳ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✼✮✱ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♠♠♦❞✐t② t❛①❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✐s ❝♦st❧② ✐♥ t✐♠❡ t❡r♠s

✭✇✐t❤ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✮✱ s✉❝❤ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❡✈❡♥ ✐❢ ✉t✐❧✐t② ✐s

s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ❧❡✐s✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❡r♠ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ●❛❤✈❛r✐✬s ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦✇

❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣♦♦❞✳✷✵ ❲❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s t❤❛t t❤✐s t❡r♠ ✐s s✉r❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r

❛❧❧ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿✷✶ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ D ❢♦r ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② t②♣❡s ✐s

✇❛rr❛♥t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡

s♠❛❧❧❡r t❤❡ r❛t✐♦ θ2

θ1

✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ k1 ♠❛② ❜❡ r❡✈❡rs❡❞ ✐❢ ✭❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡r♠ δ✿ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s

❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ✭❛❣❣r❡❣❛t❡✮ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ D✱ r❡❞✉❝❡ ϕ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐t t✐♠❡ ❝♦st aD✳ ❚❤✐s ❛✛❡❝ts

t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡❧❛①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♦r ✐♥t ❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✶✾❙❡❡ ❈r❡♠❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✱ ✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❑❛♣❧♦✇ ✭✷✵✵✻✮✳
✷✵■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛❞ t❤❡ s❛♠❡ θ✱ t❤✐s t❡r♠ ✇♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ●❛❤✈❛r✐ ✭✷✵✵✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡ C ✐s ♥♦t ❝♦st❧② ✐♥ t✐♠❡ t❡r♠s✱ s♦ aC = 0✳ ●❛❤✈❛r✐
❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ s✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❞s t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❤❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s s✐❣♥✳

✷✶❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ s✉r❡❧② ❤❛✈❡
φ1

l

Ω1

C

>
φ21

l

Ω21

C

❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s

❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② t②♣❡ s✉♣♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛❜♦✉r✱ s♦ t❤❛t Ω1

C = Ω21

C ✇❤✐❧❡ φ1

l
> φ21

l
✳ ■❢ ❤✐❣❤ ✭❡❛r♥✐♥❣✮

❛❜✐❧✐t② t②♣❡s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❧❡ss t✐♠❡ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ D✱ t❤❡♥ t❤✐s ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♠❛❦✐♥❣ ❧❡✐s✉r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ❧♦✇ t❤❛♥
t♦ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② t②♣❡s ✭♠✐♠✐❝❦❡rs✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r θ2

θ1

< 1 ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳

✶✹



❛❜✐❧✐t② ✐s ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s δ > 0✮✳✷✷ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡✿ ❛ ❤✐❣❤ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② ❡❛r♥s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ❝♦♥s✉♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❣♦♦❞s

❜✉t ✭❤❛✈✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ❧❡ss ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❧❡ss t✐♠❡ ❝♦sts ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡

✏♥❡t✇♦r❦✑ ❣♦♦❞✮ ❡♥❥♦②s ♠♦r❡ ❧❡✐s✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡❞❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ ❣♦♦❞ ✭❡✳❣✳ ❞r✐✈✐♥❣ ❤♦♠❡ ❞✉r✐♥❣ r✉s❤ ❤♦✉rs ♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✮ ✐s ❧❡ss ✈❛❧✉❛❜❧❡

t♦ ❤✐♠ t❤❛♥ ✐t ✐s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦♠ ❤❡ ♠✐♠✐❝❦s ✭❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✮✳ ❆ r❡❧❛①❡❞ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t

❛❧❧♦✇s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♠♦✉♥ts t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs✿ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s ✐s ❧❡ss ❝♦st❧② ✐♥ t✐♠❡ t❡r♠s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

t❤❡ ♥♦♥ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t τ + δ ♦❢ t❤❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ D s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t str✐❝t❧② ❛❜♦✈❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✏P✐❣♦✉✈✐❛♥✑

t❛①✱ ❢♦r r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ r❡❛s♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ s❡❡♠✐♥❣❧② ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❤❛✈❡ ❛ r❡❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ δ ♠❛② ❜❡ r❡✈❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐✳❡✳ ✐❢ θ2

θ1

> 1✮✿ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥

❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t✿ ✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❧❡ss✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ s♣❡♥❞ ♠♦r❡ t✐♠❡

❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❣♦♦❞ D ✭❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❧❡✐s✉r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❡② ✇❛♥t t♦ ♠✐♠✐❝❦✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♠✐❣❤t t❤✉s t✐❣❤t❡♥ t❤❡ s❡❧❢

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

❈r❡♠❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t r❡❞✉❝✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✭❤❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ϕ✮ ♠❛②

❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥❧② t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡

❛♥② t❤❡♦r② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❖✉r ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r

✇❤② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✭♦r s✉❜st✐t✉t❡s✮✳ ❚❛❦❡ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ r♦❛❞s✿ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦sts ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ❧❛❜♦✉r

s✉♣♣❧②✳✷✸❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✉r♣♦s❡ ❢♦r ❝❛r tr✐♣s ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥✲

tr✐❜✉t♦r t♦ r♦❛❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ tr✐♣s✱ ❡✈❡♥ ❛t r✉s❤ ❤♦✉r✱ ❛r❡ ♥♦t

✷✷❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦❢ ❢♦♦t♥♦t❡ ✶✽ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥✱
t♦ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t θi ❡♥t❡rs ai

D ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡❧②✳ ■❢ ✇❡ ✉s❡❞ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ ai
D = θi + ϕ✮ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✛❡❝t ♠❛② ❞✐s❛♣♣❡❛r✱ ❜✉t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡

❛r❣✉♠❡♥t t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✐s t❤❛t a2

D ≤ a1

D✱ ❢♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ϕ✳
✷✸❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ P❛rr② ❛♥❞ ❇❡♥t♦ ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❈❛❧t❤r♦♣ ✭✷✵✵✶✮

❛ss✉♠❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②

✶✺



❢♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ❜✉t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❤♦♣♣✐♥❣✱ ✈✐s✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡s ♦r ❢r✐❡♥❞s✱ t❛❦✐♥❣ ❦✐❞s t♦ s❝❤♦♦❧✱ ❡t❝✳✳✳✷✹ ■t ✐s

♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r✱ t❤❡♥✱ t❤❛t ❧❡ss r♦❛❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❞✉❝❡✱ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢

❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r q✉❡st✐♦♥s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦♥ t❡❧❡❝♦♠

❛♥❞ ❞❛t❛ ♥❡t✇♦r❦s✿ ♠❛♥② ❝♦♥s✉♠❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✱ ❜✉t ❧♦♦❦ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛r② t♦ ❧❡✐s✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ✇❛t❝❤✐♥❣ ✈✐❞❡♦s✱ s❤♦♣♣✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡✱ ♣❧❛②✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ❣❛♠❡s✱ ❝❤❛tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❢r✐❡♥❞s✳ ❚❤❡

t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡r❡ ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ ❛♥② ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✭♦r s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧t②✮ ❜❡t✇❡❡♥

❣♦♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦r ❧❡✐s✉r❡ ✭♥❡✐t❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦r ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮✿ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✇❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✳ ■t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❤❛t ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ❧❡✐s✉r❡

❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♦✉r r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ r♦❧❡ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ϕ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ ❡♥t❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✉t✐❧✐t②✿ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ t❛st❡ ❢♦r ✐t✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ❈r❡♠❡r

❡t ❛❧✳✱ ✐❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ✇❡❛❦❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ❧❡✐s✉r❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

q✉❛❧✐t②✮✱ s✉❝❤ r♦❧❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t s✉r✈✐✈❡✱ δ = 0 ❛♥❞ P✐❣♦✉✈✐❛♥ t❛①❡s ✇♦✉❧❞ s✉✣❝❡ ✭❈r❡♠❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✺✮✳ ✷✺

✹ ❖♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ❛s ❛♥ ❛❜❛t❡♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✇❤♦s❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ ❝❛♣❛❝✐t② t❡r♠s✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ♥❡✇ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡

♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥

✐s ✇❤❛t ❝r✐t❡r✐❛ s❤♦✉❧❞ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛r✐♥❣ ❛❜♦✉t r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✮ ❢♦❧❧♦✇ ✇❤❡♥

✷✹❚❤❡ ✶✾✾✺ ◆❚P❙ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ♣✳✶✹✮ ❢♦r t❤❡ ❯❙ r❡♣♦rts t❤❛t ♦♥❧② ❛r♦✉♥❞ ✸✼✪ ♦❢ ❛❧❧ ♣❡❛❦ ❤♦✉r tr✐♣s ❛r❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ tr✐♣s ❜② ❝❛r✳
❚❤❡ ✷✵✵✶ ◆❍❚❙ ❢♦r t❤❡ ❯❙ r❡♣♦rts t❤❛t ♦♥❧② ❛r♦✉♥❞ ✷✼✪ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠✐❧❡s tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② ❝❛r ❛r❡ ❢♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ✭❍✉ ❛♥❞
❘❡✉s❝❤❡r✱ ✷✵✵✹✱ ❚❛❜❧❡ ✶✷✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ r✉s❤ ❤♦✉r tr✐♣s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ✐s ❛r♦✉♥❞ ❛ ❤❛❧❢ ✭❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢✱ ✷✵✵✼✮✳
❆s ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❞❛✐❧② ♣❡rs♦♥ tr✐♣s✱ ✇♦r❦ tr✐♣s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛r♦✉♥❞ ✷✵✪ ♦❢ t❤❡♠ ✭❍✉ ❛♥❞ ❘❡✉s❝❤❡r✱ ✷✵✵✹✱ ❚❛❜❧❡ ✶✶✮✳ ❚❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧
❚r❛✈❡❧ ❙✉r✈❡② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✾ ❢♦r t❤❡ ❯❑ s❤♦✇s t❤❛t ❛♠♦♥❣ t♦t❛❧ ❝❛r tr✐♣s✱ ♦♥❧② ✸✶✪ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦r ❜✉s✐♥❡ss tr✐♣s✱
✇❤✐❧❡ ✺✶✪ ❛r❡ ❧❡✐s✉r❡ ♦r s❤♦♣♣✐♥❣ tr✐♣s ✭❯❑ ❉❢❚✱ ✷✵✵✾✱ ❚❛❜❧❡ ◆❚❙✵✹✵✶✮✳ ❆ s✉r✈❡② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ▲♦♥❞♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛r♦✉♥❞ ✻✵✪ ♦❢
♠♦r♥✐♥❣ ♣❡❛❦ ❤♦✉r ❝❛r tr✐♣s ❛r❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ tr✐♣s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣ ♣❡❛❦ ❤♦✉r t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐s ✺✵✪ ✭▲❘❈✱ ✶✾✾✹✮✳

✷✺❑r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❱❡r❞❡❧✐♥ ✭✷✵✵✾✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✱ s✉❣❣❡st ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts✳
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❞❡❝✐❞✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✳✷✻

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡✱ ✇❡ ♠❛② st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❋❖❈ ✭✻✮ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s

❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✬s r✉❧❡ ✭❞❡r✐✈❛t✐♦♥s

❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✿

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✸✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r✉❧❡ ❢♦r ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② K ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✬s

r✉❧❡✿
∑

i=1,2

−
DiΩ

i
l

U i
C

∂ϕ

∂K
+ γ = p

✇❤❡r❡

γ = −
λ

µ

∂ϕ

∂K

D1Ω21

C Ω1

C

U1

C

(

Ω1

l

Ω1

C

−
Ω21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

s♦

γ T 0 ⇐⇒
Ω1

l

Ω1

C

T θ2

θ1

Ω21

l

Ω21

C

◆♦✇✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②

✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t❡r♠ γ✿ t❤✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t r❛✐s✐♥❣

❝❛♣❛❝✐t② ✭✇❤❡♥ t❛①❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② s❡t✮ ❤❛s ♦♥ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t γ = 0 ✐❢ λ = 0 s♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✬s r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ✐❢ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❜✐♥❞✐♥❣✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t❤❛t ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ϕ✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❢♦r t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ δ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞

❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✏♥❡t✇♦r❦✑ ❝♦♠♠♦❞✐t② D ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❛❝r♦ss

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✐s s✉r❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t r❛✐s✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①tr❛

s♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✉♣ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ γ ♠❛② ✐♥st❡❛❞ ❜❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ t❡r♠ δ

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇ t❤♦s❡ ♦❢ ❑r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❱❡r❞❡❧✐♥ ✭✷✵✵✾✮ ✇❤♦✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤♦s❡ ♦❢ ❇♦❛❞✇❛② ❛♥❞ ❑❡❡♥

✭✶✾✾✸✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙❛♠✉❧❡s♦♥✬s ❘✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✭❛s ✐s ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥

✷✻❖✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦♥❡② t♦ ♣r♦❞✉❝❡
❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞ ✭❉ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❙❛♥❞♠♦✬s ✭✶✾✼✸✮ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s
❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
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♦✉r s❡t✉♣✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐t✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❛❜✐❧✐t②

✭❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✮✳ ■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ s✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❝♦st❧② ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ✭❛ s❝❛r❝❡ r❡s♦✉r❝❡

❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮ ❛♥❞✱ ❛s s✉❝❤✱ ❝♦♠♣❡t❡s ❢♦r ✐t ✇✐t❤ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡✳ ❍✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t② r❡❞✉❝❡s s✉❝❤

t✐♠❡ ❝♦sts✱ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r ❛❝❝❡ss ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❧❛❜♦✉r t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐s ♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳✷✼

✺ ▼❡❛♥s t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣

❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✏✉s❡r ❢❡❡s✑ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ ❜❡ ❣r❛♥t❡❞ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛s❦ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛♥s✲t❡st❡❞✱ ❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡s

❧❡✈✐❡❞ ❜② ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t♦ ✜♥❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s❡r✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬

✐♥❝♦♠❡ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t✇♦

s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s T (I) ❛♥❞ P (D) ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝❛r ❞r✐✈✐♥❣ t❛①❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡♥

♠❡❛♥s t❡st✐♥❣ ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ τ(D, I) t❤❛t

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ D✿ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥s t❡st✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤✐s ♣❛rt ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱

s♦ a1

D = a2

D = aD✳ ❲❡ r❡t❛✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

U(C, D, l) = Ωi(Ci, Di, 1 − aDDi −
Ii

wi
) = Ω(Ci, Di) + φ(1 − aDDi −

Ii

wi
) i = 1, 2

h, g ❛♥❞ φ ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❛t

aC = 0✳

✷✼■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❑r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❱❡r❞❡❧✐♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡♥❡✜t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧✱
❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② ♦♥❡s✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t✐♠❡ ❢♦r ♦t❤❡r
❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ❢r♦♠ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✿ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ✉s❡❞ ✭✇❤❡t❤❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t ♦❢ s✉♣♣❧②✐♥❣ ❧❛❜♦✉r ♦r ♥♦t✮ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✿ ✇❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐s t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦✈✐s✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ✐t✱ ❢♦r ✇❤❛t❡✈❡r ♣✉r♣♦s❡✳

✶✽



❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛♥ts t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

ASB =
(

(I1 − (T 1 + P 1), D1, I1); (I2 −
(

T 2 + P 2
)

, D2, I2)
)

❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s T (I) ❛♥❞ P (D)✳ T i ❛♥❞ P i i = 1, 2 ❞❡♥♦t❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛②♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t❛①❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Ci = Ii − (T i +P i) i = 1, 2✳

■♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝❛❧❧s ❢♦r t②♣❡s ✶ ❛♥❞ ✷ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
(

(T 1, I1); (P 1, D1)
)

❛♥❞
(

(T 2, I2); (P 2, D2)
)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❛❝❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡♠✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ♠❛② ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❛

q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t② D ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡✐r

t②♣❡✳ ❖r t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♠✐♠✐❝❦ t❤❡ ♦t❤❡r✬s t②♣❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ✏r✐❣❤t✑ ❛♠♦✉♥t ♦❢ D✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✐♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ASB ❤❛s t♦

r❡s♣❡❝t s❡✈❡♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐✳❡✳ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✏❣❧♦❜❛❧✑ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✮ ❛♥❞ s✐① ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡

❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✏♣❛rt✐❛❧✑ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❘❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s✉r❡❧② s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ASB ✱

❡①❝❡♣t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥s✉r✐♥❣ ♥♦ ♣❛rt✐❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❜② t②♣❡ ✷ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ASB ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥s t❡st✐♥❣ ✐s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✇❤❡t❤❡r

✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✭✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦

❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐❧❧ s✉r❡❧② ❢❛✐❧ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜✉t q✉✐t❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡✱ t❤❛t ♦❢ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢

U(.)✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✿

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✹✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛♥t❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ASB

✇✐t❤ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s T (I) ❛♥❞ P (D)✳ ❚❤❡♥✿

• ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t♦♥ ❢♦r ASB t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✐♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s

✶✾



t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ P▼■✷ ❝♦♥str❛✐♥t✳

• ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s✉r❡❧② ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ U(.) = C +g(D)+φ(l)✱ ✐✳❡✳ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡

❛♥❞ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡♥✱ ♠❡❛♥s t❡st✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ ❢❛❝❡s s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦

t❤❡ st✐❧❧ ♦♣❡♥ ❞❡❜❛t❡ ♦♥ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞s ♣r❡✈✐♦✉s

❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛s ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

✭✐✳❡✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❛♣t✉r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❧❡✈❛♥t ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s

✏❞✐❣✐t❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✑ t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❡❛s❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ✉s✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧✐s❡❞

s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✜rst✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧❧② s❡t ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ✭♦r ♣r✐❝❡✮ ❢❛❝❡❞ ❜② ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞

❜❡ ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ❢❛❝❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣♦♦❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉♥❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞

❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳ ❲❤❡♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s

♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛② ♦❝❝✉r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

❜② ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡❧❛① t❤❡ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐t ❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡r ✭r❡s♣✳ ✇❡❛❦❡r✮ ✐❢

❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞ ❢❛❝❡

❛ t❛① ♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❣♦♦❞s ✭♦r ❛❝t✐✈✐t✐❡s✮ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ✏P✐❣♦✉✈✐❛♥✑ r❡❛s♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ r❡❣r❡ss✐✈✐t② ❝♦♥❝❡r♥s ♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥

❝❤❛r❣❡s t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❛♠♦♥❣ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡

❝♦❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦

❣♦♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ■♥t❡r♥❡t s❡r✈✐❝❡s✿ t❤✐s ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐❢✱ ❛s s❡❡♠s ❧✐❦❡❧②✱ ♠♦r❡ ✏s❦✐❧❧❡❞✑

✷✵



✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛r❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t ♥❡t✇♦r❦ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✱ t❤❡♥

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❣♦♦❞s ❢♦r ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤♦✉❧❞✱ ♣❡r❤❛♣s ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣

♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❜② r❛✐s✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ♦r ❜② ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❤❛s ❛♥

❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❡✛❡❝t ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❇♦t❤ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡

❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭s❡❝♦♥❞ ❜❡st✮ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛❜❧❡

t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ■❢ s✉❝❤ ❢❡❛t ✐s

❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♠❡❛♥s t❡st❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥

❝❤❛r❣❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ♠❡❛♥s t❡st❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡♣t❤✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❞✐s❝r❡t❡✱ t✇♦✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✭t❤♦✉❣❤ ♦✉r

r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ♥✲t②♣❡s s❡t✉♣s✮✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ❣♦♦❞s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞

❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❣♦♦❞s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✐✛❡r✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥

❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t②✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❛st❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r r❡s✉❧ts r❡st ♦♥ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t

❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞s

✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s

✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❛t ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❞♦ ✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝✉r❜✐♥❣ ❡①❝❡ss✐✈❡

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❡ss ❢♦rt✉♥❛t❡✱ ✐❢ ✐t ❢❛❝❡❞ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❡①❝❡♣t s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✮ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❥✉st✱ ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛②✳ ❚❤✐s ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s❡tt✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✳ ❘❡❧❛①✐♥❣ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛♥

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣❛t❤ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆t❦✐♥s♦♥ ❆✳ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③ ❏✳ ✭✶✾✼✻✮✱ ✏❚❤❡ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❚❛① ❙tr✉❝t✉r❡✿ ❉✐r❡❝t ✈❡rs✉s ■♥❞✐r❡❝t ❚❛①❛t✐♦♥✑✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✻ ✭✶✾✼✻✮✿ ✺✺✕✼✺✳
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❬✷❪ ❇❡❝❦❡r ●✳ ✭✶✾✻✺✮ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✼✺✱ ✹✾✸✕✺✶✼

❬✸❪ ❇♦❛❞✇❛② ❘✳ ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ❋✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❖♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ❛ ❧❡✐s✉r❡ ♦r ❧❛❜♦r s✉❜st✐t✉t❡✱

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾✵✱ ✶✽✺✶✕✶✽✼✽

❬✹❪ ❇♦❛❞✇❛② ❘✳ ❛♥❞ ❑❡❡♥ ▼✳ ✭✶✾✾✸✮✱ P✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✱ s❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✸✹✱ ✹✻✸✲✹✼✽

❬✺❪ ❇♦✈❡♥❜❡r❣ ▲✳ ❛♥❞ ●♦✉❧❞❡r ▲✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ✐♥ ❆✳ ❏✳ ❆✉❡r❜❛❝❤ ✫ ▼✳

❋❡❧❞st❡✐♥ ✭❡❞✳✮ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❝❤❛♣t❡r ✷✸✱ ✶✹✼✶✲✶✺✹✺✳

❬✻❪ ❈❛❧t❤r♦♣ ❊✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❖♥ s✉❜s✐❞✐③✐♥❣ ❛✉t♦ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✳ ❈❊❙■❢♦ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ◆✳✺✻✻

❬✼❪ ❈r❡♠❡r ❍✳✱ ●❛❤✈❛r✐ ❋✳ ❛♥❞ ▲❛❞♦✉① ◆✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❙❡❝♦♥❞ ❜❡st ♣♦❧❧✉t✐♦♥ t❛①❡s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱

❙♦✉t❤❡r♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻✽✲✷✱ ✷✺✽✲✷✽✵

❬✽❪ ❈r❡♠❡r ❍✳✱ ●❛❤✈❛r✐ ❋✳ ❛♥❞ ▲❛❞♦✉① ◆✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ❊①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s✱ ✼✵✱ ✸✹✸✲✸✻✹

❬✾❪ ❈r❡♠❡r ❍✳ ❛♥❞ ●❛❤✈❛r✐ ❋✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣✱ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① ♣♦❧✐❝②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✹ ✭✷✮✱ ♣♣✳ ✶✸✾✲✶✻✶

❬✶✵❪ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ❢♦r ❚r❛♥s♣♦rt ❯❑ ✭✷✵✵✾✮✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛✈❡❧ ❙✉r✈❡②✳

❬✶✶❪ ❉✐▼❛❣❣✐♦ P✳✱ ❍❛r❣✐tt❛✐ ❊✳✱ ❈❡❧❡st❡ ❈✳ ❛♥❞ ❙❤❛❢❡r ❙✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❉✐❣✐t❛❧ ■♥❡q✉❛❧✐t②✿ ❢r♦♠ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❝❝❡ss t♦

❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✉s❡✳ ■♥ ❑✳ ▼✳ ◆❡❝❦❡r♠❛♥ ✭❡❞✳✮ ❙♦❝✐❛❧ ■♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❘✉ss❡❧ ❙❛❣❡✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❬✶✷❪ ❊♥❣❡❧ ❊✳✱ ❋✐s❝❤❡r ❘✳ ❛♥❞ ●❛❧❡t♦✈✐❝ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❖♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ r♦❛❞s✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ❨❛❧❡

❯♥✐✈❡rs✐t②

❬✶✸❪ ❋r❡❡s❡ ❏✳✱ ❘✐✈❛s ❙✳ ❛♥❞ ❍❛r❣✐tt❛✐ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ■♥t❡r♥❡t ✉s❡ ❛♠♦♥❣ ♦❧❞❡r ❛❞✉❧ts✳ P♦❡t✐❝s✱

❱♦❧✉♠❡ ✸✹✱ ■ss✉❡s ✹✲✺✱ P❛❣❡s ✷✶✾✲✸✶✽ ✭❆✉❣✉st✲❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✻✮

❬✶✹❪ ●❛❤✈❛r✐ ❋✳✭✷✵✵✼✮✱ ❖♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐t② t❛①❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✾✱ ✶✲✷✼
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❬✶✺❪ ❍✉ P✳❙✳ ❛♥❞ ❘❡✉s❝❤❡r ❚✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ tr❛✈❡❧ tr❡♥❞s✱ t❤❡ ✷✵✵✶ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❚r❛✈❡❧ ❙✉r✈❡②✱

❯❙ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

❬✶✻❪ ❑❛♣❧♦✇ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✳ ❍❛r✈❛r❞ ▲❛✇ ❙❝❤♦♦❧

❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r ♥✳ ✺✹✼

❬✶✼❪ ❑❧❡✈❡♥ ❍✳ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❖♣t✐♠✉♠ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✽✱ ✺✹✺✲✺✺✼

❬✶✽❪ ❑r❡✐♥❡r ❈✳ ❚✳ ❛♥❞ ❱❡r❞❡❧✐♥ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✿ ❛ s②♥t❤❡s✐s✱ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ✐♥ ❚❤❡

❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❬✶✾❪ ▲❡✉t❤♦❧❞ ❏✳ ❍✳ ✭✶✼✾✻✮✱ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ ✇❤❡♥ ❡q✉✐t② ♠❛tt❡rs✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✹✸✱ ✼✼✲✽✷

❬✷✵❪ ▲❡✈✐♥s♦♥ ❉✳✭✷✵✵✾✮✱ ❊q✉✐t② ❊✛❡❝ts ♦❢ ❘♦❛❞ Pr✐❝✐♥❣✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇✳ ❚r❛♥s♣♦rt ❘❡✈✐❡✇s✳ ✸✵✭✶✮ ✸✸✲✺✼

❬✷✶❪ ▲♦♥❞♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ✭✶✾✾✹✮✱ ❚r❛✈❡❧ ✐♥ ▲♦♥❞♦♥✿ ▲♦♥❞♦♥ ❆r❡❛ ❚r❛✣❝ ❙✉r✈❡② ✶✾✾✶✳ ❍▼❙❖✱ ▲♦♥❞♦♥✳

❬✷✷❪ ▼❛❝❑✐❡✲▼❛s♦♥ ❏✳❑✳ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥ ❍✳❘✳ ✭✶✾✾✺✮✱ ✏Pr✐❝✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✑ ✐♥ ❇✳❑❛❤✐♥ ✫ ❏✳❑❡❧❧❡r✱ ❡❞s✱ P✉❜❧✐❝

❆❝❝❡ss t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ❊♥❣❧❡✇♦♦❞ ❈❧✐✛s✳

❬✷✸❪ ▼❛②❡r❡s ■✳ ❛♥❞ Pr♦♦st ❙✳ ✭✶✾✾✼✮✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❚❛① ❛♥❞ P✉❜❧✐❝ ■♥✈❡st♠❡♥t ❘✉❧❡s ❢♦r ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❚②♣❡ ♦❢ ❊①t❡r✲

♥❛❧✐t✐❡s✱ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✾✾✱ ◆♦✳ ✷ ✭❏✉♥✳✱ ✶✾✾✼✮✱ ♣♣✳ ✷✻✶✲✷✼✾

❬✷✹❪ ❙❛♥❞♠♦ ❆✳ ✭✶✾✼✸✮✱ P✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ❱♦❧✳ ✹✵✱

◆✳ ✹✱ ♣♣✳ ✺✶✼✲✺✷✽

❬✷✺❪ P❛rr② ■✳ ✭✷✵✵✽✮✱ Pr✐❝✐♥❣ ❯r❜❛♥ ❈♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❘❡s♦✉r❝❡s ❢♦r t❤❡ ❋✉t✉r❡ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r ◆✳ ✵✽✲✸✺✳

❬✷✻❪ P❛rr② ■✳ ❛♥❞ ❇❡♥t♦ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ❘❡✈❡♥✉❡ ❘❡❝②❝❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❲❡❧❢❛r❡ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❘♦❛❞ Pr✐❝✐♥❣✳ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❬✷✼❪ ❙♠❛❧❧ ❑✳ ❛♥❞ ❱❡r❤♦❡❢ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ✉r❜❛♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳ ❘♦✉t❧❡❞❣❡✳

❬✷✽❪ ❙t✐❣❧✐t③ ❏✳❊✳ ✭✶✾✽✷✮✱ ❙❡❧❢✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t t❛①❛t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✼✱ ✷✶✸✲✹✵

✷✸



❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✷

❙t❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❋❖❈ ✭✷✮✲✭✺✮ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣❡ t♦ ❣❡t t♦

U1

D

U1

C

=
1 + λ

µ
U21

D +
∑

i=1,2
∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

µ
− λ

µ
∂ϕ
∂D

θ2

(

D1U
21

l − D2U
2

l

)

1 + λ
µ
U21

C

♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❜② 1 + λ
µ
U21

C ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✇❡ ❣❡t

U1

D

U1

C

= 1 +
λ

µ
U21

C

(

U21

D

U21

C

−
U1

D

U1

C

)

+

∑

i=1,2
∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

µ
−

λ

µ

∂ϕ

∂D
θ2

(

D1U
21

l − D2U
2

l

)

✭✼✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❣❡t

U2

D

U2

C

= 1 +

∑

i=1,2
∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

µ
−

λ

µ

∂ϕ

∂D
θ2

(

D1U
21

l − D2U
2

l

)

❲❡ ♥♦✇ s❡t ♦✉t t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t❡r♠s τ ❛♥❞ δ t❤❛t ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ✐♥ t❤❡ t❛① ❢♦r♠✉❧❛s ❛❜♦✈❡✿ r❡✇r✐t❡
∑

i=1,2
∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

µ

❛s

∑

i=1,2
∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

µ
=

∂ϕ

∂D

(

D1θ1U
1

l U1

C

µU1

C

+
D2θ2U

2

l U2

C

µU2

C

+
λθ2D2U

2

l

µ
−

λθ2D1U
21

l

µ
−

λ

µ
θ2

(

D2U
2

l − D1U
21

l

)

)

♥♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❖❈ ✭✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡

∂ϕ
∂D

θ1D1U
1

l U1

C

µU1

C

=
∂ϕ
∂D

θ1D1U
1

l µ

µU1

C

+
∂ϕ
∂D

θ1D1U
1

l λU21

C

µU1

C

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❋❖❈ ✭✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡

∂ϕ
∂D

θ2D2U
2

l U2

C

µU2

C

=
∂ϕ
∂D

θ2D2U
2

l µ

µU2

C

−

∂ϕ
∂D

θ2D2U
2

l λU2

C

µU2

C

✷✹



s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡

∑

i=1,2
∂ϕ
∂D

θiDiU
i
l

µ
=

∂ϕ

∂D

(

θ1D1U
1

l

U1

C

+
θ2D2U

2

l

U2

C

+
λθ1D1U

1

l U21

C

µU1

C

−
λθ2D1U

21

l

µ
+

λ

µ
θ2

(

D1U
21

l − D2U
2

l

)

)

✜♥❛❧❧②✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✭✼✮ ✇❡ ❤❛✈❡

U1

D

U1

C

= 1 −
λ

µ
U21

C

(

U1

D

U1

C

−
U21

D

U21

C

)

+ τ +
λ ∂ϕ

∂D
θ1D1

µ
U21

C

(

U1

l

U1

C

−
U21

l

U21

C

θ2

θ1

)

❛♥❞

U2

D

U2

C

= 1 + τ +
λ ∂ϕ

∂D
θ1D1

µ
U21

C

(

U1

l

U1

C

−
U21

l

U21

C

θ2

θ1

)

✇❤❡r❡

τ ≡

∂ϕ
∂D

θ1D1U
1

l

U1

C

+
∂ϕ
∂D

θ2D2U
2

l

U2

C

✐s t❤❡ P✐❣♦✉✈✐❛♥ t❡r♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❈r❡♠❡r

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ■t ♥♦✇ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

U i
j ≡ Ωi

j − ajΩ
i
l i = 1, 2 j = C, D

❛♥❞

U i
l = Ωi

l i = 1, 2

t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱

λ ∂ϕ
∂D

θ1D1

µ
U21

C

(

U1

l

U1

C

−
U21

l

U21

C

θ2

θ1

)

=
λ

µ

∂ϕ

∂D
θ1D1

Ω21

C Ω1

C

U1

C

(

Ω1

l

Ω1

C

(

1 −
Ω21

l

Ω21

C

ac

)

−
Ω21

l

Ω21

C

θ2

θ1

(aC − 1)

)

t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t aC = 0 ②✐❡❧❞s ❤♦✇❡✈❡r

λ

µ

∂ϕ

∂D
D1

Ω21

C Ω1

C

U1

C

(

Ω1

l

Ω1

C

(

1 −
Ω21

l

Ω21

C

ac

)

−
Ω21

l

Ω21

C

θ2

θ1

(aC − 1)

)

=
λ

µ

∂ϕ

∂D
θ1D1

Ω21

C Ω1

C

U1

C

(

Ω1

l

Ω1

C

−
Ω21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ δ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

✷✺



❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ k1 ✐♥ t❤❡ t❛① ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ t②♣❡ ✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡

λ

µ
U21

C

(

U21

D

U21

C

−
U1

D

U1

C

)

=
λ

µU1

C

((

Ω21

D − a2

DΩ21

l

) (

Ω1

C − aCΩ1

l

)

−
(

Ω1

D − a1

DΩ1

l

) (

Ω21

C − aCΩ21

l

))

✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

λ

µU1

C

[

Ω1

CΩ21

C

(

Ω21

D

Ω21

C

−
Ω1

D

Ω1

C

)

+ Ω1

l Ω
21

D

(

a2

D

Ω21

C

Ω21

D

− aC

)

− Ω21

l Ω1

D

(

a2

D

Ω1

C

Ω1

D

− aC

)

+ aC

(

a2

D − a1

D

)

Ω21

l Ω1

l

]

❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✉s❡❞ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡

❛s ✐♥ t❤❡ ❆❙❙❯▼P❚■❖◆ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❚❤❡♥

Ω1

C

Ω1

D

=
Ω21

C

Ω21

D

s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❣✐✈❡s

λ

µU1

C

[

a1

DΩ1

CΩ21

C

(

Ω1

l

Ω1

C

−
Ω21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

+ aCΩ1

DΩ21

D

(

Ω21

l

Ω21

D

−
Ω1

l

Ω1

D

)

+ aC

(

a2

D − a1

D

)

Ω21

l Ω1

l

]

♥♦✇✱ ✉s✐♥❣ aC = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

λ

µU1

C

[

a1

DΩ1

CΩ21

C

(

Ω1

l

Ω1

C

−
Ω21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)]

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ k1 ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸

❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙❛♠✉❧❡s♦♥✬s r✉❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✱ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❋❖❈ ✭✻✮ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛♥❞ s✉❜str❛❝t

t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

λ
∂ϕ

∂K
D1U

21

C

U1

l

U1

C

s♦ t❤❛t ✭✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

−
(

U1

C − λU21

C

)

(

∂ϕ

∂K
D1

U1

l

U1

C

θ1

)

+(1 + λ) U2

C

(

−
∂ϕ

∂K
θ2D2

U2

l

U2

C

)

+λU21

C

(

∂ϕ

∂K
D1

U21

l

U21

C

θ2 −
∂ϕ

∂K
D1

U1

l

U1

C

θ1

)

−µp = 0

✷✻



♥♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✮✲✭✸✮✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛s

−µ

(

∂ϕ

∂K
D1

U1

l

U1

C

θ1

)

+ µ

(

−
∂ϕ

∂K
D2

U2

l

U2

C

θ2

)

+ λU21

C

(

∂ϕ

∂K
D1

U21

l

U21

C

θ2 −
∂ϕ

∂K
D1

U1

l

U1

C

θ1

)

− µp = 0

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∑

i=1,2

−
DiΩ

i
lθi

U i
C

∂ϕ

∂K
−

λ

µ

∂ϕ

∂K
D1U21

C

(

U1

l

U1

C

θ1 −
U21

l

U21

C

θ2

)

= p

♥♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛s

−
λ

µ

∂ϕ

∂K
D1U21

C

(

U1

l

U1

C

θ1 −
U21

l

U21

C

θ2

)

= −
λ

µ

∂ϕ

∂K

D1

U1

C

(

θ1U
1

l Ω21

C − aCθ1Ω
21

l Ω1

l + θ2Ω
21

l aCΩ1

l − θ2Ω
21

l aCΩ1

C

)

=

= −
λ

µ

∂ϕ

∂K

D1

U1

C

Ω21

C Ω1

C

((

φ1

l

Ω1

C

−
φ21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

+ ac

Ω21

l Ω1

l

Ω21

C Ω1

C

(

1 −
θ2

θ1

))

✜♥❛❧❧② ✉s✐♥❣ aC = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

−
λ

µ

∂ϕ

∂K

D1

U1

C

Ω21

C Ω1

C

(

φ1

l

Ω1

C

−
φ21

l

Ω21

C

θ2

θ1

)

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❡r♠ γ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✬s r✉❧❡ ♦❜t❛✐♥s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t t❤❡♥✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹

❲❡ ❞❡✜♥❡ P 1 = r1 ❛♥❞ P 2 = P 1 + r2 t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s D1

❛♥❞ D2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤ t❤❛t ❤❡ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ✭❣✐✈❡♥ ❤❡ ❤❛s ❝❤♦♦s❡♥ t❤❡ ✏r✐❣❤t✑ ♣♦st✲t❛① ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧✮ ❜❡t✇❡❡♥

❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ D ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❤✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭♦r ♥♦♥❡ ❛t

❛❧❧ ✐❢ ❤❡ ✐s t②♣❡ ✶✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ r1 ✐s s✉❝❤ t❤❛t

Ω(I1 − T 1 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −
I1

w1
) = Ω(I1 − T 1, 0) + φ(1 −

I1

w1
) ✭✽✮

✷✼



❛♥❞ r2 ✐s s✉❝❤ t❤❛t

Ω(I2 − T 2 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −
I2

w2
) = Ω(I2 − T 2 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −

I2

w2
) ✭✾✮

❲❡ t❤❡♥ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥s✿

• D2 > D1

• r2 > 0

• I2 > I1

• I2 − T 2 > I1 − T 1

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ s❡✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❙❇ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ASB ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜✐❧✐t② ✐♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛①

❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

• ●❧♦❜❛❧ ■❈

Ω(I2 − T 2 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −
I2

w2
) ≥ Ω(I1 − T 1 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −

I1

w2
) ✭✶✵✮

✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛t ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ASB ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ❜✐♥❞✐♥❣✳

• ✏P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✑ t②♣❡ ✷✿

Ω(I2 − T 2 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −
I2

w2
) ≥ Ω(I2 − T 2, 0) + φ(1 −

I2

w2
) ✭✶✶✮

t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t②♣❡ ✷ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ q✉❛♥t✐t② D2 r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥♦t

❝♦♥s✉♠❡ ❛♥② D ❛t ❛❧❧✳

✷✽



• ✏P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✑ t②♣❡ ✶✿

Ω(I1 − T 1 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −
I1

w1
) ≥ Ω(I1 − T 1, 0) + φ(1 −

I1

w1
) ✭✶✷✮

s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t②♣❡ ✶✳

• P❛rt✐❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ■✱ t②♣❡ ✷✿

Ω(I2 − T 2 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −
I2

w2
) ≥ Ω(I1 − T 1 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −

I1

w2
) ✭✶✸✮

• P❛rt✐❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ■✱ t②♣❡ ✶✿

Ω(I1 − T 1 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −
I1

w1
) ≥ Ω(I2 − T 2 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −

I2

w1
) ✭✶✹✮

• P❛rt✐❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ❉✱ t②♣❡ ✷✿

Ω(I2 − T 2 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −
I2

w2
) ≥ Ω(I2 − T 2 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −

I2

w2
) ✭✶✺✮

• P❛rt✐❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ❉✱ t②♣❡ ✶✿

Ω(I1 − T 1 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −
I1

w1
) ≥ Ω(I1 − T 1 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −

I1

w1
) ✭✶✻✮

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r1 ❛♥❞ r2 t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t

❡q✉❛❧✐t② ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ASB ✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❧s♦ ✭✶✶✮ ✐s s✉r❡❧② s❛t✐s✜❡❞✱ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧♦♥❣

❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s Ω ❛♥❞ φ s❛t✐s❢② st❛♥❞❛r❞ ■♥❛❞❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✶✺✮ ✐♠♣❧✐❡s ✭✶✹✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥

♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✶✸✮ ✐♠♣❧✐❡s ✭✶✻✮✳ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t

❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐s ✭✶✸✮✿ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛t ASB ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ASB ✇✐t❤ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✷✾



❱❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✭✶✸✮ ❛t ASB ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t

Ω(I2 − T 2 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −
I2

w2
) = Ω(I1 − T 1 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −

I1

w2
) ✭✶✼✮

❛t ASB ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✭✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

Ω(I1 − T 1 − P 1, D1) + φ(1 − aDD1 −
I1

w2
) ≥ Ω(I1 − T 1 − P 2, D2) + φ(1 − aDD2 −

I1

w2
) ✭✶✽✮

❛ss✉♠❡✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

f(C) + g(D) + φ(l)

✇✐t❤ ❛❧❧ s✉❜❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✭♥♦♥str✐❝t❧②✮ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✶✽✮

r❡✇r✐t❡s ❛s

f(I1 − T 1 − P 1) − f(I1 − T 1 − P 2) ≥ g(D2) − g(D1) + φ(1 − aDD2 −
I1

w2
) − φ(1 − aDD1 −

I1

w2
)

♥♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ❉ ❢♦r t②♣❡ ✷ ✭✶✺✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

g(D2) − g(D1) = f(I2 − T 2 − P 1) − f(I2 − T 2 − P 2) + φ(1 − aDD1 −
I2

w2
) − φ(1 − aDD2 −

I2

w2
)

✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛❜♦✈❡✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡✇r✐t❡ ✭✶✽✮ ❛s

(

f(I2 − T 2 − P 2) − f(I1 − T 1 − P 2)
)

−
(

f(I2 − T 2 − P 1) − f(I1 − T 1 − P 1)
)

≥ ✭✶✾✮
(

φ(1 − aDD1 −
I2

w2
) − φ(1 − aDD2 −

I2

w2
)

)

−

+

(

φ(1 − aDD2 −
I1

w2
)φ(1 − aDD1 −

I1

w2
) − φ(1 − aDD2 −

I1

w2
)

)

♥♦✇✱ ❜② ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ❜♦t❤ f(.) ❛♥❞ φ(.)✱ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛❦❡ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐❢ f(.) ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✭✐✳❡✳

✸✵



t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ φ(.)✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✈❡rs❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥❝♦♠❡

❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❜s❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ f(.) ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✾✮ ✐s s✉r❡❧② ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞✳

Pr♦♦❢ t❤❛t ✭✶✸✮ ✐❛ ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛t ASB ✐❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r

❙t❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✶✾✮ ❛s ❞♦♥❡ ❛❜♦✈❡✳ ❆ss✉♠❡ f(C) = αC α > 0✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❡✈✐❞❡♥t❧②✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ φ(.)✱ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✾✮

✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ✭✶✸✮ ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞✳

✸✶


