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@ %� ��� ���	 ���� �
 <��;� �
� ��
��
	�� - ##!/)
9>�� �)2) �����
 -$..$/" *		��	
� - ##$/" 6���2 �
� �����
 - ##:/" ����
	 �
� �	
������ - ##9/)
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*� ������ ���� ��� ������ ���� �	
���� 	� 
��;���� 	
�,��
�	� �	
��) ��� 
	��
�� ����� Bt
	� �
�,	�,��
�	� ������ ���� ���
 ��	���� ���	
��
2 �	 ��� �	��	��
2 ��� 	� �	��	
5

Bt = (1 + it−�)Bt−� + PtGt − τ tPtYt, -$/

���
� τ t �� ��� ���
� 	� 
���	
�� �
	���� Yt ���� �� �	������� �� ��� 2	��

��
� �
 ��
�	� t" �
�

2	��

��
� ��
������ Gt �
� �
����� �� ��	2�
	���� 2���
 �
� ����,�
��
��
�) Pt �� �22
�2���

�
��� ����� �
� it �� �
��
��� 
��� 	
 �	
��) ��� 
���	
�� �
�	�� ���
���� ������

Yt = Ct +Gt - /

���
� Ct �� �
����� �	
������	
) �	
 �
�������� �	
��
��
�� �� �
�
	���� ��� 
��� ����� 	� ����

�� ����
��� Bt = (1+it−�)Bt−�/Pt−�, 	���
��� �� ��� ��2�

�
2 	� ��
�	� t" �	 ���� -$/ ���	���

Bt�� = (1 + it)

�
Bt

Pt−�
Pt

− τ tYt +Gt

�
. -8/

*� ������ ���� 3���� ����	
����� 	��
��� ���� ������ �����
����� �������; 
��� ���� 
������

��� ��� 
��� τ t �
� Bt

τ t = τo

�
Bt
Bo

����
��

, -@/

���
� τo �
� Bo �
� ������ ����� ������ 	� ��� 
��� �
� 
��� ���� �	

���	
��
2��)

�	2,��
��
�C�
2 -8/ �
� -@/ ������

bt�� =
Bo
Yo

ιt +
1

β

�
(1− �τo) bt −

Co
Yo

τoct −
Bo
Yo

πt

�
, -9/

���
� bt =
B�
Y�
ln
�
B�
B�

�
" ct = ln

�
C�
C�

�
" ιt = ln

���i��
���i��

�
� �����
��� o ��
	��� ������ ����� ������

	� �	

���	
��
2 ��
������ �
 C�
	 �
D���	
 ������ �����) ��� �
����� ����	
1� ����	�
� ����	


β = 1/(1 + io)) �	 ��;� ��� �	��� ��
������
�� ������ �� ������ Bo = 0, ����� �����
����

��� 3
��,	
��
 �4��� 	� ��� �
��
��� 
��� �
� �
D���	
 	
 ����" �
� 	����
 ��� 3
�� ��
��	
 	�

��
��
�C�� ���� ����������	
 �&����	
5

bt�� = ρbt − ηct -:/

���
� ��� ��
�����
 ρ = (1− �τo) /β �� � ��
���	
 	� ��� ��� 
���) �
	� ��� ��3
���	
 	� ρ

�	��	�� ���� ��� ��2��
 ��� 3���� �������; ��
�����
 � ��� �����
 ���� �� �������C��) ��
�����


η = Coτo/ (βYo) ����
���� ��� ��
�������� 	� ���� �	 ��� ��� ����)

@



��� ��
�����	
 	� ��� ���
	�
���� �������� ��
�� ���� ����
���� ����	,���� �
���,�����
2 ��,

����	
� 	� �	
	�	���������� �	��������� 3
�� �� ���
��
� -<�
�2
	 �
� *		��	
� - ##8/" >��)

=)9/ �
� ��
2�
�� �	�� �� � ��
���	
 	� 	����� �
� �����) = �	2,��
��
�C���	
 	� ��� �22
�2���

������ 
�����	
���� �
	�
� ��� C�
	,�
D���	
 ������ ����� ������ ��� �	��	��
2 -����
��
�����/

+�� ���
����
 �������� ��
��

πt = βπt�� + ζ

��
1

σ
+

θ

ψ

�
ct +

τo
(1− τo)

τ t

�

���
� ζ �� ��� ��	�� 	� �������� ��
��" τ t = ln
�
τ �
τ�

�
�
� σ �
� ψ �
� ��
�����
� 	� ��� �
�����

����	
 ������� ��
���	
" �
� θ = Co/Yo. >���������
2 �
 ��� �	2,��
��
�C�� - / �
� -@/ ������

πt = βπt�� + κct + νbt, -E/

���
� ν = �κτo/ (1− τo) �
� λ = κ (1/σ + θ/ψ) .

��
����" ��� �	��� �� ����
���� �� ��	 �&����	
�" ��� ���� ����������	
 �&����	
 -:/ �
�

�������� ��
�� -E/) ��� �22
�2��� �2�
��1 ������	
 ��
����� �� �
D���	
" πt, �
� �� ������ ����

��� �	���� ��;�
 ��		��� �	
������	
 ct) 6��� bt �� ��� �22
�2��� �
�����
��
�� ����� ��
�����

�
 ��
�	� t) ��� ��	
	�� ��	���� ���	
��
2 �	 -:/ �
� -E/ �
� ��� �
����� ����� 	b �� ;
	�
 �	 ���

�2�
��) %
 �	
�
��� �	 ��� ���
��
� +� �	��� �	���� ct �4���� ��� �
�����
��
�� ����� bt��)

��� �
��
,����	
�� �����
� �
���
�	
 	� ��� �	���� ��;�
 �� ��3
�� �� ��� &���
���� �	��

��
���	
:

L =
1

2

∞�

t��

βt
�
π�t + λc�t

�
. -!/

��� �	���� ��;�
 ;
	�� ��� ���� 	� �	��	
 -:/,-E/ 	� ��� �22
�2��� ��	
	�� �
� ��;�� ����

�
�	 ���	�
� ���
 �	
������
2 �	����)

� �������
������ ���������
 �
� ��������
�

*� ����� �	���
� ��� ��
����� 	� ��� �	��� �
��
 &����,�	������
� �	���� ���� ��
�����

�
��
 ��� ��	 ������
2 �����" ����
���	
 �
� �	������
�)E ���� >����	
 2���� ��� 
������
�

��3
���	
� �
� �
���
�� �	����	
� �	 ����� ��	 ������
2 ����� �
 � �	���
���� �	
�)

:��� �
���
�	
 �� ��
���� �
��
 ��� ��������	
 	� ������ ����� ���	�
 �������) ��
� ��
�����
 α �� � ��
���	
 	�
�	��� ��
�����
�" α � θλ/ǫ, �
� ǫ �� ��� ���������� 	� ����������	
 ������
 �
� ���
 	� �	
	�	���������� �
	�����
2		��)

E %
 ���� �����	
 �� ��
2��� �	��	� ��� ���
	��� �
� 
������ �
 <��;� �
� ��
��
	�� - ##!/ �
� �
 ��
��
	��
�
� *
�
,����� - #$$/" ��� �
���
� 
������ � ��� �	
� �	
��
��
� �	
 	�
 ��
�	���)
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%
 ���� �
� ��� 
��� >����	
 �� ����� �	
; ���� ��� ����
��
����� ��
��	
 	� ��� �	���) =���


����
2 �	���� ��� ����
��
����� ��
��	
 	� ��� �' (� �	��� �� �� ���� �	 
��
����� ��� ��	�������

�	��	
�
��) +	�� ���� ������� 	� ��� ��
���
�� �&������
�� 
����� ��� ��
����� 	� ��� ��	
	��

�� ����� ����
��
�� �� ��� ����
��
����� ��
�)

��� ���������
��� ������

�
��
 ����
���	
 ���
� �� � ��&��
�� 	� �	���� ��;�
�5 ���� ��
�	� � 
�� �	���� ��;�
 �

����

�
 	G��) ��� 
�� �	���� ��;�
 ��		��� ��� ���� �	���� ;
	��
2 ���� �� ����� �
 	G�� �	
 	
��

	
� ��
�	� �
� ��� 
���,��
�	� �	���� ��;�
 ���� 
�,	�����C� �2��
)! ��� ��� 	� �	��	
 	�

��� �22
�2��� ��	
	�� -:/,-E/ �� ;
	�
 �� ��� �	���� ��;�
 �
� ��;�
 �
�	 ���	�
� ���
 ��

�	
������� ��� 	������ �	����) ��
���
�	
�" ��� �	���� ��;�
 3
�� ��� ���� ����	
 ���
� ��
�	�

�
� ;
	�� ���� ����
� �	���� ��;�
� ���� ��� �
���	� �	 ���
2� �	����" ��� ���� ����� ��� ����

������	
 �
	����) =� ���
� �	�
� �
 ���� t ��� ������	
 
���� 	� ���� �2�
� �
� ��
��
 ��
���	
�

	� ��� ��

�
� �����

ct = cbbt, -./

πt = πbbt. -$#/

+	�� ���� �
	�

πt��
eq.����
= πbbt��

eq.���
= πb (ρbt − ηct)

eq.�	�
=

1

β
πt −

κ

β
ct −

ν

β
bt,

�� �	��	�� ���� ��� �
����� ����	
1� ������	
 ��
 ���	 �� �
����
 ��

πt = (βρπb + ν) bt + (κ− βηπb) ct. -$$/

��� �	���� ��;�
 �	��� 3
�� �����
 ���� ��
�	� �
� ��� �
����� ����	
 	���
��� ��� ����	
 	�

��� �	���� ��;�
) ����" ��� �
����� ����	
 ��;�� �
�	 ���	�
� ��� 0�
���
��
�	��1 �
D��
�� 	�

��� �	���� ��	��� �����
�� �� (κ− βηπb) .

*� ��
 2��� 
	� � �	
� �
����� ��3
���	
 	� ����
���	
�
� �	����5 = �	���� ����
��
�� ��

-./ �� ���������	
�� �� ��� �	���� ��;�
 �	�� �� �
���
� �	 �	��	� �� ���
� ��
�	� s > t" 2���
 ���

�
����� ����	
 -�/ 	���
��� ��� ��

�
� �	����" -��/ ;
	�� ���� ����
� �	���� ��;�
� 
�,	�����C�

�
� ��� ��� ���� ������	
 �
	����" -���/ ������� �	���� -./ ���� �� �������
��� �
 ��� ����
�

��
�	��)

!H�
 ��3
���	
 	� ����
���	
�
� �	���� �� ���
��
� �
� �	��	�� H���C �
� >���� -$.!9/" <��;�� �
� 6
�G��
-$.!:/" ��� ���	 ���
��� �� ��) -$.../)

:



*� ��
 �
��� ��� �
���
�	
 �	
 	��������� ��

Sb�t = min
c�

��
π�t + λc�t

�
+ βSb�t��

�
, -$ /

���J��� �	 �	
��
��
�� -:/ �
� -$$/)

H
� ��
 �	��� ��� �
	���� ���
2 ��2
�
2� ���������
�) ��� ��2
�
2��
 ��
 �� �
����
 ��

Ldt =
1

2

�
π�t + λc�t

�
+β

1

2
Sb�t��+ξt�� (ρbt − ηct − bt��)+φt�� (πt − κct − νbt − βπbbt��) . -$8/

���� ���
	��� ����	��� ��� �
��
����	
�� 
��
���
����	
 -:/,-E/ �	2����
 ���� ��� �
��
���
2

��������	
 ���� �
����� ����	
 ���������	
� ��	�� ��� 	�
 ����
� ������	
� ���� �� 
������
��� �

��
���	
 	� ��� ����
� �����" ����� �� πt�� = πbbt�� �	
 	�
 �	���)

H
�� ��

�
� ��
�	� �	
��
��
�� �����
 �	
 ��� �	���� ��;�
 �
� ��� 3
�� 	
��
 �	
����	
�

��
 �� �
����
 ��

0 = βSbt�� − ξt�� − βπbφt��, -$@/

0 = πt + φt��, -$9/

0 = λct − ηξt�� − κφt��, -$:/

0 = ρbt − ηct − bt��, -$E/

0 = βπbbt�� + κct + νbt − πt. -$!/

����� �	
����	
� ����� ��� ��
��
 ������	
 
��� �	
 ��� �	���� ��;�
5

ct = −
((βρπb + ν) (κ− πbηβ)− βρηS)�

(κ− βηπb)
� + λ+ βη�S

� bt = cbbt. -$./

��� �	�G���
� cb �
 -$./ ����
��
�� ��� 	������ �	���� �������; 	
 ��� �
�����
��
�� �����

��
�����" bt" ���
� ��� �������; �	�G���
� �� � ��
���	
 	� S) S ��
 �� �	�
� �
	� ��� 	���������

�
���
�	
 -$ /5

S =
((βρπb + ν) + (κ− βηπb) cb)

� + λc�b�
1− β (ρ− ηcb)

�
� . - #/

��
�� ��� 3
�� 	
��
 �	
����	
� -$$/" -$./ �
� - #/ ��3
� cb, πb �
� S.

*� ��
 	����
 ��� �	����	
� �
 ��� �	��	��
2 ���) >���	�� ��� �	���� ��;�
 2������ ���


���	
�� 	� ��� �
����� ����	
 �	 ��� �����" πb. ���
 ��� 	������ ����
���	
�
� �	���� �� 2���
 ��

��� ���
 -$./ �
� - #/) I���
 cb ��� 	������ 
���	
�� π∗b 	� ��� �
����� ����	
 �� 2���
 �� -$$/)

���
��	
�" �	
 ���
� F 
	� 
������
��� 	������ F πb �� ��
 �	����� � �
�&�� π∗b �
� ��	� ���

E



����
��
�� π∗b (πb) , ��� ��� 3
�� ��
�� �
 ��2�
� $) ����
��" �� πb = π∗b �� ���� � �	����	
 �	 ���

����
���	
�
� �
	����)

�	
 	�
 ���� ��
� �����
���	
 ��� 2
��� 	� π∗b (πb) �
��
����� ��� 45
o ��2
�� ��
� �
 ��
�� �	�
��

�������� A" B �
� C" �	 �� ���� ��
�� ����
���	
�
� �	���� �&�����
��). = �	��
��� �
D���	
"

��� �� ��� 3
�� �
 
���	
�� �	 � 2���
 ���� �����" πb" �
�
����� ��� ��
2�
�� 
���

 �	 � �	����

������	
 ���� �
�
����� �	
������	
 �
 
���	
�� �	 ���� ����� 	� ����" cb) ��2��
 �	
������	



����� ����
� �
� 3
�� ���� �
�
���� ����
 
���	
�� �	 ����" π∗b . ���� �	������
��
��� �
��
��

�����
��� 	� π∗b (πb) �
� ��
�� �&�����
�� �
���)

��� ��������
� ������

�
��
 ��� ���� �	������
� �	���� ��� �	���� ��;�
 	�����C�� 	
�� 	
��" �
 ��� �
����� �	��
�)

%� ��		��� � �	
��
2�
�� ���
" ����� �� ���
 ������� �
��3
����� ��� ��
 �� �������
��� ��&��
,

������) %� ���
� �� � ���
2� 	� �	���� ��;�
�" ��� �����&��
� �	���� ��;�
 �	
��
��� ��� �	���� 	�

��� �
�������	
A ���
��	
� �� ��
 ������ ���� ���
� �� 	
�� 	
� �	���� ��;�
 ����� ��;�� 	G��

�
 ��
�	� C�
	 �
� ����� �
3
�����)

*��
 	�����C�
2" ��� �	���� ��;�
 �
��

���C�� ��� �4��� 	� ��� ��	��� 	
 �
����� ����	
1�

���������	
� �
� �	���� ��� �	��	��
2 ��2
�
2��


Lc =
∞�

t��

βt
�
1

2

�
π�t + λc�t

�
+ ξt�� (ρbt − ηct − bt��) + φt�� (πt − κct − νbt − βπt��)

�
.

��� �	

���	
��
2 3
�� 	
��
 �	
����	
� �
�5

0 = −ξt + ρβξt�� − νβφt��, - $/

0 = πt + φt�� − φt, -  /

0 = λct − ηξt�� − κφt��, - 8/

0 = ρbt − ηct − bt��, - @/

0 = βπt�� + κct + νbt − πt, - 9/

�	
 t ≥ 0; ���� �
����� �	
����	
� b� = 	b �
� φ� = 0, �
� ��� �
�
���
������ �	
����	
 limt→∞ bt <

∞.

%� ��� ������ -:/,-E/ �� �	
�
	������" ���
� ������ ������ � �
�&�� ���� {ct, πt, bt}t≥� �����

-�/ �����3�� ������ - $/,- 9/ �
� ��� �
����� �	
����	
� �
� -��/ ��� ��2�
������ 	� ��� 
������
2

.��� ��
����
; �����
���	
 �	��	�� >�������
2 �
� ������	��� - ##E/ �
� <��;� �
� ��
��
	�� - ##!/) ���
�	���1� �
�&��
�� �� &��
��
��) ��� ���J������ ����	�
� 
��� β �� ��� �	 #).." ��� 2	��

��
� ���
� 	� �	��� 	�����
�− ρ �� #) 9) ��� ���������� 	� �
��
����	
�� ����������	
 σ �� $K " ��� �
���� ���������� 	� ���	
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