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✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r ♠❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✶ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ s❤❡❡r ❝♦st
♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ■▼❋ st❛✛ r❡♣♦rt s❤♦✇s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
✉♣♦♥ t❤❡ ②❡❛r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦st ♦❢ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ❊❣②♣t ✐♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✵s r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❛❧♠♦st ❢♦✉r t♦ s❡✈❡♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ●❉P✳
❆♥♦t❤❡r ■▼❋ st❛✛ r❡♣♦rt s❤♦✇s t❤❛t tr❛♥s❢❡rs t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦✇♥❡❞ ♣❡tr♦❧❡✉♠
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✐♥ ✜s❝❛❧ ②❡❛r ✷✵✵✽✳ ❙❛✐❞ ❛♥❞ ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✻✮ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s
✐♥ ✷✵✵✺ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ✇❛s ❛❧♠♦st
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♦✐❧ ♣r✐❝❡s t♦ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✜❢t② ♣❡r❝❡♥t ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡
✉♥❝♦♠♠♦♥✳

●✐✈❡♥ t❤❡✐r ❝♦st ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ s✉❜s✐❞✐❡s ❤❛✈❡
✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❝❤♦♦s❡ t♦ ❡♥❛❝t
t❤❡♠✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛s❦s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❛✛❡❝t t❤❡
♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠② ♦❢ ❛ s♠❛❧❧✱ ♦✐❧✲✐♠♣♦rt✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳
❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t s❤♦✇
❤♦✇ t❤❡s❡ s✉❜s✐❞✐❡s ❞✐st♦rt t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧
t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❝✉rr❡♥❝② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛♥❞ ✜r♠ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ♦✐❧
♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ❛ s✉❜s✐❞② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡ ♦❢ t❤♦s❡
♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❋♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✱ ■
♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧❡❛r
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s✉❜s✐❞✐❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢t❡♥ s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞r✐✈❡
t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❤❡♥ ❤❡❧♣ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♥♦♥✲tr❛❞❡❞
❣♦♦❞s✳

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r t♦ s✐♠♣❧② ♣r♦♠♦t❡ ♦✈❡r✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ s✉❜s✐✲
❞✐❡s ❤❛✈❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts ❞r✐✈❡♥ ❜② ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t
❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❞r✐✈❡ ✉♣ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ✇❛❣❡s✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲❡♠♣❤❛s✐s
♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ ❞✐st♦rt t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❛①❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉♥❞ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ ❛ ✬❝r♦✇❞✐♥❣ ♦✉t✬ ♦❢ ♥♦♥✲♦✐❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜②♣r♦❞✉❝ts t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ♦❢ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤✐s
♣❛♣❡r ❥♦✐♥s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❛t ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❞❡❛❧s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❢✉❡❧ s✉❜s✐✲
❞✐❡s✳ ❇♦✉❛❦❡③✱ ❘❡❜❡✐✱ ❛♥❞ ❱❡♥❝❛t❛❝❤❡❧❧✉♠ ✭✷✵✵✽✮ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②
❉❙●❊ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♥♦♠✐♥❛❧ r✐❣✐❞✐t✐❡s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ✐♥ ❛
✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s❡♥s❡✱ ♦❢ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ t♦ ✇♦r❧❞
♦✐❧ ♣r✐❝❡s t♦ ❞♦♠❡st✐❝ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s✳ ❇♦t❤ ❈♦❛❞②✱ ❊❧✲❙❛✐❞✱ ●✐❧❧✐♥❣❤❛♠✱ ❑♣♦✲
❞❛r✱ ▼❡❞❛s✱ ❛♥❞ ◆❡✇❤♦✉s❡ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❞❡❧ ●r❛♥❛❞♦✱ ❈♦❛❞②✱ ❛♥❞ ●✐❧❧✐♥❣❤❛♠
✭✷✵✶✵✮ ✉s❡ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t t❛❜❧❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡
❧♦ss❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞✉❝✐♥❣ s✉❜s✐❞✐❡s ♦♥ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳

❲❤❡r❡❛s ❇♦✉❛❦❡③✱ ❘❡❜❡✐✱ ❛♥❞ ❱❡♥❝❛t❛❝❤❡❧❧✉♠ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧
♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲
r✉♥ ✐♠♣❛❝ts t❤❛t ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❤❛✈❡ ♦♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❆s ♦♣✲
♣♦s❡❞ t♦ ❈♦❛❞②✱ ❊❧✲❙❛✐❞✱ ●✐❧❧✐♥❣❤❛♠✱ ❑♣♦❞❛r✱ ▼❡❞❛s✱ ❛♥❞ ◆❡✇❤♦✉s❡ ✭✷✵✵✻✮
❛♥❞ ❞❡❧ ●r❛♥❛❞♦✱ ❈♦❛❞②✱ ❛♥❞ ●✐❧❧✐♥❣❤❛♠ ✭✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✱ ❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♣t✉r❡ ❛ r✐❝❤❡r s❡t ♦❢ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✜r♠ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡
s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t✱
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡♥❤❛♥❝❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ s✉❜s✐❞✐❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❛❝r♦❡✲
❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✐♥tr♦✲

✷



❞✉❝❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s
♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❜s✐✲
❞✐❡s ♦♥ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ❛❞❞s ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❆ Pr✐♠✐t✐✈❡ ▼♦❞❡❧

❚♦ ❜❡❣✐♥✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥❧② ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡
tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜②
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡st ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ♦✐❧ ❢r♦♠ ✇♦r❧❞ ♦✐❧ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡
❡❝♦♥♦♠② ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❛t ✐t ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞
❣♦♦❞ ♦r t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ■ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❉♦✐♥❣ s♦ ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦
❞❡r✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧❡❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ dX ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ Ẋ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ X✱ X̄ ✐s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ X✱ ❛♥❞ X̂ ✐s t❤❡ ❧♦❣✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ X✱ ✐✳❡✳ X̂ = dX/X✳

✷✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❞❡r✐✈❡s ❞✐s✉t✐❧✲
✐t② ❢r♦♠ ✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❤♦❧❞✐♥❣s ♦❢ r❡❛❧ ♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
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e−ρsds,

✭✶✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ r❡❛❧ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✱

A = m+ b+ F, ✭✷✮

❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t

Ȧ = W TLT + (i− χ)b− CT
− P sOh

− T − χm. ✭✸✮

✸



CT ✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳ PPP ❤♦❧❞s s♦ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡
♦❢ CT ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s P̃ ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P̃ = eP T ,

✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ P T ✐s t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞
❣♦♦❞ ✐♥ ❞♦❧❧❛rs✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ♦❢
❞♦♠❡st✐❝ ❝✉rr❡♥❝② ♣❡r ♦♥❡ ❞♦❧❧❛r ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

χ =
ė

e
.

❈♦r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ P̃ ✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s π ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

π = χ+ πT .

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞
❣♦♦❞✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P T ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t πT ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ■ ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r
t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡ ❛♥❞ ❞❡✢❛t❡ ❛❧❧ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② e✳

❚❤❡ ❛❣❡♥t ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ Oh✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡
♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦♥ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P o✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❞♦ ♥♦t ♣❛②
t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❢❛❝❡ ❛ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♣r✐❝❡✱ P s✳ ❆s ✇✐t❤
tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ✐s r❡❛❧ ♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞ F
t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❝✉rr❡♥❝②✳ ❚❤❡ t❡r♠ PCPI ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡
✐♥❞❡① ✭❈P■✮ ❞❡✢❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r
PCPI ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

PCPI =
(

1 + aσc

1 P s1−σc

)
1

1−σc . ✭✹✮

❇❡s✐❞❡s t❤❡ t✇♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❧s♦ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞♦♠❡st✐❝❛❧❧② tr❛❞❡❞
♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞✳ ❚❤✐s ❛ss❡t ♣❛②s ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦❢ i✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❛❧ ✈❛❧✉❡
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② b✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ❜♦♥❞ ✐s ✐♥ ♥❡t✲③❡r♦ s✉♣♣❧②✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs τ ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts ✐s σc✱ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❝✉rr❡♥❝② ✐s σm✳

✹



■♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❧❛❜♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② W TLT ✱ ✇❤❡r❡ W T ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡
tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ❛♥❞ LT = L ✐s ❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t
❛❧s♦ ♣❛②s t❛①❡s ✐♥ t✇♦ ❢♦r♠s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❜② T ✳ ■♥❝♦♠❡ ❧♦st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡r♠ χm✳

❉❡✜♥❡ λ1 ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡

(

CT
σc−1

σc + a1O
h

σc−1

σc

)( σc
σc−1

)(1− 1

τ )−1

CT−

1

σc = λ1, ✭✺✮

(

CT
σc−1

σc + a1O
h

σc−1

σc

)( σc
σc−1

)(1− 1

τ )−1

a1O
h−

1

σc = P sλ1 ✭✻✮

κ1L
1

µ = W Tλ1, ✭✼✮

κ2b1F
−

1

σm

(

m
σm−1

σm + b1F
σm−1

σm

)( σm
σm−1

)(1− 1

τ )−1

λ1 (PCPI)1−
1

τ

= (i− χ), ✭✽✮

κ2m
−

1

σm

(

m
σm−1

σm + b1F
σm−1

σm

)( σm
σm−1

)(1− 1

τ )−1

λ1 (PCPI)1−
1

τ

= i, ✭✾✮

ρ+ χ− i =
λ̇1

λ1

. ✭✶✵✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮ s❡t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ s❡ts t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢
✇♦r❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐s✲✉t✐❧✐t② ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮
s❡ts t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ✉♥✐t ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ i✳ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✽✮ ❞♦❡s ❧✐❦❡✇✐s❡ ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❜♦♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ i−χ
❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❣♦♥❡ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❤♦❧❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝✉rr❡♥❝②✳

✷✳✷ Pr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣
✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❊❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

QT =

[

(

ATLT
)

σT−1

σT + c1
(

OT
)

σT−1

σT

]

σT
σT−1

, ✭✶✶✮

✺



✇❤❡r❡ AT ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ c1 ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ OT ✐s ♦✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡❞
❜② t❤❡ ✜r♠✱ ❛♥❞ σT ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♦✐❧
❞❡♠❛♥❞❡❞✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✜r♠ ♣❛②s t❤❡ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♦✐❧✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡

QT
1

σT

(

ATLT
)

−

1

σT AT = W T , ✭✶✷✮

QT
1

σT c1
(

OT
)

−

1

σT = P s. ✭✶✸✮

❚❤❡s❡ s❡t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ P s < P o✱ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ✜r♠s ✐♥t❡r❡st t♦ ♦✈❡r✉s❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦✐❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r✱ t♦ ❛❧s♦ ♦✈❡r✉s❡ ❧❛❜♦r✳

✷✳✸ ❚❤❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉❜s✐❞② ♦♥ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❡❛r♥s r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠
❧❡✈②✐♥❣ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛①✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥✲
♠❡♥t ♣✉r❝❤❛s❡s ♦✐❧ ❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ P o ❛♥❞ t❤❡♥ s❡❧❧s ✐t ❛t t❤❡ s✉❜s✐❞✐③❡❞
♣r✐❝❡ P s✱ ✇✐t❤ P s ≤ P o✳

■♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✇♦r❧❞✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❢❛❧❧ ♠♦st
❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ❦❡r♦s❡♥❡ ❛♥❞ ❞✐❡s❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❤❡❛t✐♥❣
♦✐❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
❛♥❞ ✜r♠s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s✐❞✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t
❝♦♥str❛✐♥t ✐s

ṁ = (P o
− P s)

(

Oh +OT
)

− T − χm. ✭✶✹✮

■♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s

T̄ + χ̄m̄ =
(

P̄ o
− P̄ s

) (

Ōh + ŌT
)

,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥✲
♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ❧♦✇❡r✐♥❣ P s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡✈❡♥✉❡s ❜② ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s ✭r❛✐s✐♥❣ T̄ ✮✱ ♦r ❜②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡✐❣♥✐♦r❛❣❡ r❡✈❡♥✉❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t❡
♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭r❛✐s✐♥❣ χ̄✮✳✷

✷■♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✱ π✱ ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧
t♦ χ s♦ r❛✐s✐♥❣ χ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ r❛✐s✐♥❣ π✳

✻



✷✳✹ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❚❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❉❡❝✐s✐♦♥s

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r❡✈❡♥✉❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❛t✐♦♥✱ T ✱ ❛♥❞ ❢r♦♠
s❡✐❣♥✐♦r❛❣❡ r❡✈❡♥✉❡✱ χm✳ ❆♥② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s✉❜s✐❞✐❡s ♠✉st ❜❡
✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤♦s❡ s♦✉r❝❡s✳
■♥❝r❡❛s❡❞ t❛①❡s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡
✐♥❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ❜② ❞✐st♦rt✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ♠❛❦❡ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

▲✉♠♣ s✉♠ t❛①❛t✐♦♥✱ ❜② ✐ts ✈❡r② ♥❛t✉r❡✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st♦rt t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ■t ❞♦❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❞✐s♣♦s❛❜❧❡
✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ ❛t ❛ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s

C̄T + P̄ sŌh = W̄ T L̄T
− T̄ − χ̄m̄.

❍♦❧❞✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛ r✐s❡ ✐♥ T r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜❡ s♣❡♥t
♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✉♠❡s
❛♥❞✱ t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s
❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ✇♦r❦✳

❋✐♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s✉❜s✐❞② t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❡✐❣♥✐♦r❛❣❡ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✲
❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t✱ ✐t ❞✐st♦rts t❤❡ ❛❣❡♥t✬s
❤♦❧❞✐♥❣s ♦❢ m ❛♥❞ F ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ ❞♦♠❡st✐❝
❝✉rr❡♥❝②✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛ st❡❛❞② st❛t❡
r❡❛❞s

ī = ρ+ χ̄.

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛① ♠❡❛♥s r❛✐s✐♥❣ χ̄✱ ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡s ✉♣ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✱ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❢♦r m✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣
❞♦♠❡st✐❝ ❝✉rr❡♥❝② s♦ ✇❤❡♥ ✐t ❣♦❡s ✉♣ t❤❡ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡✲❛❧❧♦❝❛t❡ ❤✐s
❤♦❧❞✐♥❣s ♦❢ m ❛♥❞ F ✳

✷✳✺ ❚❤❡ ❈✉rr❡♥t ❆❝❝♦✉♥t

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t t♦ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥
❝✉rr❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ♦✉t W tLT ✉s✐♥❣ t❤❡
③❡r♦✲♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✳ ❉♦✐♥❣ s♦ ❣✐✈❡s

Ḟ = QT
− CT

− P o(Oh +OT ). ✭✶✺✮

✼



❚❤✐s st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❢♦r❡✐❣♥ ❛ss❡ts ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❡❝♦♥✲
♦♠② ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ t❤❛♥ ✐t ❝♦♥s✉♠❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞
❛♥❞ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❣✐✈❡s

Q̄T = C̄T + P̄ o
(

Ōh + ŌT
)

.

■♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ tr❛❞❡ ♠✉st ❜❛❧❛♥❝❡ s♦ ❛♥② s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ tr❛❞❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✱ ♠✉st ❜❡ ♠❡t
❜② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳

✷✳✻ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉❜s✐❞②

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤♦✇ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ P s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s st❡❛❞② st❛t❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ✭✻✮✱ ✭✼✮✱ ✭✶✶✮✱
✭✶✷✮✱ ✭✶✸✮✱ ❛♥❞ ✭✶✺✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r PCPI ✱ CT ✱ Oh✱ L✱ QT ✱ W ✱ OT ✱
❛♥❞ λ1✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❞✉❡ t♦
t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❛①❛t✐♦♥ ✐♥
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❲✐t❤ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❤♦✇ m✱ F ✱ i✱ ❛♥❞ T ♦r χ
✈❛r② ✇❤❡♥ P s ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✮✱ ✭✾✮✱ ✭✶✵✮✱ ❛♥❞
✭✶✹✮✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❛❣❡♥t ❢❛❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r Oh ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜r♠ ❢❛❝❡s
❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦st ❢♦r OT ✳ ■t ♣❛②s ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ t❤♦✉❣❤✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛✛❡❝ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚♦
❞♦ t❤✐s✱ ■ ✜rst s♦❧✈❡ ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣❛②s t❤❡ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♣r✐❝❡
❜✉t t❤❡ ✜r♠ ♣❛②s t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧✳ ■ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣❛②s t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ❜✉t t❤❡ ✜r♠ ♣❛②s t❤❡ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♣r✐❝❡✳

✷✳✻✳✶ ❙✉❜s✐❞② ❇❡♥❡✜ts ❖♥❧② ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❇❡❣✐♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜r♠✱ ✇❤✐❝❤
❛❧✇❛②s ♣❛②s P o ❢♦r ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ✇♦r❧❞ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s✱ ♦♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✜♥❞s t❤❛t

Ŵ T = 0. ✭✶✻✮

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦✐❧ t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

ÔT = L̂T ,

✽



❛ r❡s✉❧t ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ t♦ ❧❛❜♦r r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r CT ✱ Oh✱ λ1✱ ❛♥❞ LT ♠✉st ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❥♦✐♥t❧②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t
❛❝❝♦✉♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s

L̂T =
θct

1− θot
ĈT +

θoh
1− θot

Ôh,

✇❤❡r❡

θct =
C̄T

Q̄T
,

θot =
P̄ oŌT

Q̄T
,

θoh =
P̄ oŌh

Q̄T
.

❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r λ1 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ Oh ❛♥❞ CT ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞✬s ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r LT ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❥✉st ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r CT ❛♥❞ Oh ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡

Ôh = −
σc

1

τ
+ 1

µ

[

τγoh + σcγct
σcτ

+
θct

µ(1− θot)

]

P̂ s, ✭✶✼✮

ĈT = −
σc

1

τ
+ 1

µ

[

(τ − σc)γoh
σcτ

−
θoh

µ(1− θot)

]

P̂ s, ✭✶✽✮

✇❤❡r❡

γct =
C̄T

C̄T + P̄ sŌh
,

γoh =
P̄ sŌh

C̄T + P̄ sŌh
,

❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
st❡❛❞② st❛t❡✳

❆s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✱ ❢♦r Oh t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ P̂ s ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦
t❤❛t ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❢♦r CT ✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r

✾



♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ CT ❛♥❞ Oh ❛r❡ ❊❞❣❡✇♦rt❤ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣♦♦❞s✱ ♦r
❊❞❣❡✇♦rt❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❛s τ <=> σc✳ ❲❤❡♥ τ ≤ σc✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡
s✉❜st✐t✉t❡s ♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❧♦✇❡rs ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ τ > σc ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r✐s❡s ✐✛

µ >
θohσcτ

(1− θot)γoh(τ − σc)
.

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤✐s r❡s✉❧t ♠❛② s❡❡♠ ♦❞❞ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡♠❡♥ts ✇❤❡♥ τ > σc✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ s❛② t❤❛t ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ CT s❤♦✉❧❞ r✐s❡ s✐♥❝❡ P s ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦✇❡r❡❞✳ ❇✉t✱ t❤✐s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r CT ❝❛♣t✉r❡s ❜♦t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝ts
❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ P s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❛①❛t✐♦♥✳
■♥❝r❡❛s❡❞ s✉❜s✐❞✐❡s ✭❧♦✇❡r P s✮ r❡q✉✐r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❛①❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱
t❤❡ ❛❣❡♥t ♣❛②s ❢♦r ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ♠♦r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡
❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐s ✈❡r② ✐♥❡❧❛st✐❝✱ ✐✳❡✳ µ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦
r❡❞✉❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥ts✳

❇❡s✐❞❡s ❞✐st♦rt✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ Oh ❛♥❞ CT ✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ P s ❛❧s♦
❛✛❡❝ts t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥♣✉ts ❜② t❤❡ ✜r♠✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r Oh ❛♥❞ CT ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s

L̂T =
µ [−τγoh(1− θot) + σc(θctγoh − γctθoh)]

(1− τ)(1− θot)
P̂ s. ✭✶✾✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ γ ❛♥❞ θ t❡r♠s ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦♥ t❤✐s t❡r♠ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦ ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ❛❧✇❛②s ❜r✐♥❣s ❛❜♦✉t ❣r❡❛t❡r
❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞✳ ❆s ÔT = L̂T ✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡s✉❧t t❤❛t ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
P s ❛❧s♦ ❞r✐✈❡s ✉♣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ♦✐❧ ❜② t❤❡ ✜r♠✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜r♠ ❞♦❡s
♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s✐❞②✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ OT ❛♥❞ LT

✐♥❝r❡❛s❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t Q̂T ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
■♥❝r❡❛s❡❞ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡

s✉❜s✐❞② ❜② s♦♠❡✳ ❇✉t✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ✐s ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ s✉❜s✐❞② ❤❛s ❧❡❞ t♦ ♦✈❡r✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝ts
♠✉st ❜❡ tr❛❞❡❞ ❢♦r ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♦✉t♣✉t s❡❡♥✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♦❝❝✉r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❢ ❧❛❜♦r ✇❛s ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧②
s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❇✉t✱ ✐♥ t❤❛t s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t CT ✇♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝r♦✇❞❡❞ ♦✉t t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Oh✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
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❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✉❜s✐❞② ✐s ♥♦t ❛ ❢r❡❡ ❧✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✳
❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts
❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞✱ ♣♦ss✐❜❧②✱ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❧❡ss ♦❢ ♦t❤❡r
❣♦♦❞s✳

✷✳✻✳✷ ❙✉❜s✐❞② ❇❡♥❡✜ts ❖♥❧② ❋✐r♠s

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜s✐❞② ♦♥❧② ❜❡♥❡✜ts ✜r♠s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✇❛❣❡s ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ŵ T = −
αT
o

αT
l

P̂ s, ✭✷✵✮

✇❤❡r❡

αT
o =

P̄ sŌT

W̄ T L̄T + P̄ sŌT
,

αT
l =

W̄ T L̄T

W̄ T L̄T + P̄ sŌT
,

❛r❡ t❤❡ ❝♦st s❤❛r❡s ♦❢ ♦✐❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲♦✇❡r✐♥❣
P s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞r✐✈❡s ✉♣ ✇❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛s ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❞❡♠❛♥❞
❢♦r ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts ✇❤✐❝❤✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦✐❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r✱
❞r✐✈❡s ✉♣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❧❛❜♦r✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦✐❧ ✐s ♥♦✇ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ tr✉❡ ❝♦st ♦❢
s❛✐❞ ♦✐❧ ❛s P s < P o✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱

L̂T =
θct

1− θot
ĈT +

θoh
1− θot

Ôh +
σT

(

αT
o − θot

)

αT
l (1− θot)

P̂ s.

❆ P̂ s t❡r♠ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❡❛rs t❤✐s t✐♠❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ αT
l < θot✱ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

s✐❣♥✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ t♦ s♦❝✐❡t② ❛♥❞ t❤❡
❡①tr❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦✐❧ ❣❡♥❡r❛t❡s✱ ❛ ❣❛♣ t❤❛t ♠✉st ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ♣❛✐❞
❢♦r s♦♠❡❤♦✇✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r CT ❛♥❞ Oh ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r t❤♦s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

Ôh =
1

1

τ
+ 1

µ



−
σT

(

αT
o − θot

)

µαT
l (1− θot)

P̂ s + Ŵ T



 , ✭✷✶✮

ĈT = Ôh. ✭✷✷✮

✶✶



❲❤❡♥ t❤❡ s✉❜s✐❞② ♦♥❧② ❜❡♥❡✜ts ✜r♠s✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣✉❧❧❡❞ ✐♥
♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ Ŵ T t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ❞r✐✈❡s ✇❛❣❡s ✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤❡s ❢♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ P̂ s t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦♥ ✐t✱ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❛①❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❛♥❞
t❤❡ ❣❛♣ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ♣✉s❤ ❢♦r
❞❡❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ Ŵ T t❡r♠✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
s✐❣♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ t❡r♠✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐✛

µ >
σT

(

θot − αT
o

)

(1− θot)αT
o

.

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ❧❛❜♦r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡❧❛st✐❝ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ ♦❢
❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s✐❞②✳ ■♥❡❧❛st✐❝ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❧❡❛❞s t♦ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧
r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ LT ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ♠❛❦❡s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t♦ ♣❛② ❢♦r
t❤❡ t❛① ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r CT ❛♥❞ Oh r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❤♦✇
❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❧❛❜♦r ✐s s✉♣♣❧✐❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s

L̂T =
µσT

(

αT
o − θot

)

αT
l (τ + µ)(1− θt)

P̂ s +
1

1

τ
+ 1

µ

Ŵ T . ✭✷✸✮

❆❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ♦✉t Ŵ T ✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡
s♦ t❤❛t ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❧❛❜♦r ❜❡✐♥❣ s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ t♦ ❣✐✈❡

ÔT = L̂T
−

σt

αT
l

P̂ s,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t t❤❛t ÔT ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❛t
QT ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✇❤❡♥ P s ✐s ❧♦✇❡r❡❞✳

✷✳✻✳✸ ❙✉❜s✐❞② ❇❡♥❡✜ts ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❋✐r♠s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❥✉st ❞❡r✐✈❡❞ ❛♣♣❧② t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❜❡♥❡✜ts ❡✐t❤❡r
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦r ✜r♠s✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛t ♣❧❛② t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡

✶✷



❤♦✇ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❥✉sts ✇❤❡♥ P s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡
s✉❣❣❡sts t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ❜♦t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s✐❞②✳ ■♥
t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✐♠♣❛❝ts ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥
t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❚❛❜❧❡ ♦♥❡ s✉♠♠❛r✐③❡s ✇❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ s♦ ❢❛r ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ CT ✱ Oh✱ LT ✱
OT ✱ QT ✱ ❛♥❞ W T ✈❛r② ✇❤❡♥ P s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦① ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✲ s✐❣♥ ✐❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛ ✰ ✐❢ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❄ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❢❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ t❤❡ ✜r♠✱ ♦r ❜♦t❤
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❉❡✜♥✐t❡ ❛♥s✇❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥
❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞✱
♦✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② ✜r♠s✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❲❛❣❡s r❡♠❛✐♥
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦r r✐s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ ✇❛❣❡s✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r Oh ❛♥❞ CT ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥
t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡
❊❞❣❡✇♦rt❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❝r♦✇❞✐♥❣ ♦✉t
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♦✐❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞ ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ✐❢ µ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳

✷✳✻✳✹ ▼♦♥❡t❛r② ❛♥❞ ❋✐s❝❛❧ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❆s ♦❢ ♥♦✇✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s m✱ F ✱ i✱ T ♦r χ✳ ❲✐t❤ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❤❛♥❞✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t T ♠✉st r✐s❡ t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜s✐❞②✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t χ ✐s ✜①❡❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧
✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥✢❛t✐♦♥ t❛① ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ s♣❡♥❞✐♥❣✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t T ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t χ
❛♥❞ i r✐s❡ ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❡❛s✐❧② s✐❣♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r m
❛♥❞ F ✇❡r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ s✉❜s✐❞②
✐♠♣❛❝ts ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✶✸



✸ ❆♥ ❊❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ◆♦♥✲tr❛❞❡❞ ●♦♦❞s

❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐t ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧❡❛♥ ❝✉t✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❛✛❡❝ts ❝❡rt❛✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛✈❡❛t✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❛t ♠♦st ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s
❛r❡ ♥♦t ♥❡❛r❧② ❛s ♦♣❡♥ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ✐♥ t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦rt✐♦♥
♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ✐♥ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥♦♥✲
tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✲❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥
❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✉❜s✐❞②✳ ❆s ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s❤♦rt❧②✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥
❛s ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❞✐st♦rt r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
♣r♦❞✉❝❡s tr❛❞❡❞ ♦r ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳

✸✳✶ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t②
❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦

(

CT
σc−1

σc + a1O
h

σc−1

σc + a2C
n

σc−1

σc

)( σc
σc−1

)(1− 1

τ )

1− 1

τ

,

✇❤❡r❡ Cn ✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r PCPI

♥♦✇ r❡❛❞s

PCPI =
(

1 + aσc

1 P s1−σc + aσc

2 P n1−σc

)
1

1−σc ,

✇❤❡r❡ P n ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ t♦ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳
❆❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r ✐s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛s L = Ln + LT ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❢r♦♠
✇♦r❦✐♥❣ ✐s ♥♦✇ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

−κ1

(Ln + LT )1+
1

µ

1 + 1

µ

.

❚❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡ s♦ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡
❜✉t t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ♥♦✇ r❡❛❞s

Ȧ = W nLn +W TLT + (i− χ)b− CT
− P nCn

− P sOh
− T − χm,

✇❤❡r❡ W n ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ♣❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✱ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳

✶✹



❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞
s❡❝t♦r ♠❡r✐t s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

κ3L
1

µ = λ1W
n,

κ3L
1

µ = λ1W
T .

❆s ❧❛❜♦r ✐s ❢✉❧❧② ♠♦❜✐❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✱ ✇❛❣❡s
❛❝r♦ss s❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r✳ ■✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ❛s W ✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡♥ r❡❛❞s

κ3L
1

µ = λ1W.

■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠
♦♣❡r❛t✐♥❣ ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦✐❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛s ✐♥♣✉ts✳ ❚❡❝❤♥♦❧✲
♦❣② ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r ✐s

Qn =
[

(AnLn)
σn−1

σn + d1 (O
n)

σn−1

σn

]
σn

σn−1

,

✇❤❡r❡ An ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ d1 ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ On ✐s ♦✐❧ ❞❡✲
♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✜r♠✱ ❛♥❞ σn ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜♦r
❛♥❞ ♦✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✜r♠✱ ❞❡♥♦♠✐✲
♥❛t❡❞ ✐♥ ❞♦❧❧❛rs✱ ✐s

max
Ln,On

Qn
−

W n

P n
Ln

−
P s

P n
On.

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡

Qn
1

σn (AnLn)−
1

σn An =
W n

P n
, ✭✷✹✮

Qn
1

σn d1 (O
n)−

1

σn =
P s

P n
. ✭✷✺✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✇✐t❤ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝♦st✱ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ ❞♦❧❧❛rs✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ t❡r♠ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Cn = Qn, ✭✷✻✮

❛♥❞ ❤♦❧❞s ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳
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❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ❛❧s♦ ✉s❡s ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ❣♦✈✲
❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧②
♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

ṁ = (P o
− P s)

(

Oh +OT +On
)

− T − χm. ✭✷✼✮

Ḟ = QT
− CT

− P oOh
− P oOT

− P oOn. ✭✷✽✮

✸✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❡❛r❧✐❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❞✐st♦rts
t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❤✐❧❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❡♥❞ ✉♣ ❜❡✐♥❣ t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t✱ t❤❡r❡ ❛r❡
s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✇❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s✐❞② ♦♥❧② ❜❡♥❡✜ts ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ t♦ ❞❡r✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r CT ❛♥❞ Oh✳

✸✳✷✳✶ ❙✉❜s✐❞② ❇❡♥❡✜ts ❖♥❧② ❋✐r♠s

❚❤❡ ❢♦✉r ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦
s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ W ❛♥❞ P n ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
✜r♠s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❜✉t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞♦ ♥♦t✱ t❤❡ r❡s✉❧ts st❛t❡ t❤❛t

Ŵ = −
αT
o

αT
l

P̂ s, ✭✷✾✮

P̂ n =
αn
o − αT

o

αT
l

P̂ s, ✭✸✵✮

✇❤❡r❡ αn
o ✐s t❤❡ ❝♦st s❤❛r❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r

Ŵ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ✇❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r P n ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦st s❤❛r❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥
t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ♦r t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ■❢ ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r
t❤❡♥ P n ❢❛❧❧s ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ❦❡② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤② t❤✐s ❤♦❧❞s ✐s t♦
r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ P s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝♦sts ✐♥ t❤❡ t✇♦
s❡❝t♦rs✳ ❲❛❣❡s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ r✐s❡ ✇❤❡♥ P s ❢❛❧❧s✱ ❜✉t t❤❡ ❡①❛❝t ❛♠♦✉♥t
❜② ✇❤✐❝❤ W r✐s❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❤♦✇ ♦✐❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ✐s✳ ❚❤❡
r✐s❡ ✐♥ ✇❛❣❡s ❞r✐✈❡s ✉♣ ❝♦sts ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ❜✉t t❤✐s ✐s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱

✶✻



♦✛s❡t ❜② ❧♦✇❡r ❝♦sts ❢♦r ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ■❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
♠♦r❡ ♦✐❧✲✐♥t❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✱ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡
♦❢ ♦✐❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❜r✐♥❣ ❛❜♦✉t ❧♦✇❡r ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ✜r♠✳ ❚❤✐s
r❡✢❡❝ts ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✈❡rr✐❞❡ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ✇❛❣❡s
❛♥❞ ❝♦sts r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡s ✉♣ P n✳

❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r P n r✐s❡s ♦r ❢❛❧❧s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❞♦❡s ❝❤❛♥❣❡ ♠❡❛♥s
t❤❡ s✉❜s✐❞② ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐♥t❡♥❞❡❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ P n ❝r❡❛t❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t t❤❛t ✇✐❧❧ ❞✐st♦rt ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐① ♦❢ tr❛❞❡❞ t♦ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❣♦♦❞s✳ ■❢ P n r✐s❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ♣✉s❤❡s ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❛✇❛②
❢r♦♠ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲tr❛❞❡❞
❣♦♦❞s✱ t❤✐s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✱ ❛s ✇❡❧❧✳

✸✳✷✳✷ ❙✉❜s✐❞② ❇❡♥❡✜ts ❖♥❧② ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❲❤❡♥ t❤❡ s✉❜s✐❞② ♦♥❧② ❢❛❧❧s ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠♣❧❡✱

Ŵ = 0, ✭✸✶✮

P̂ n = 0. ✭✸✷✮

❲✐t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ❝♦♥st❛♥t ✇❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦sts ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✱
r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❆s ❝♦sts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r
s❡❝t♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ ✐s ❛❧s♦ ✜①❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❆s P n ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

Ôh = −
σc

1

τ
+ 1

µ

[

τγoh + σc(1− γoh)

σcτ
+

η(θct + θcn)

(1− θot)µ
+

1− η

µ

]

P̂ s, ✭✸✸✮

ĈT = −
σc

1

τ
+ 1

µ

[

(τ − σc)γoh
τσc

−
ηθoh

µ(1− θot)

]

P̂ s, ✭✸✹✮

Ĉn = ĈT , ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ η = L̄T

L̄
✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛❜♦r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ♦✉t ♦❢ t♦t❛❧

❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❲❤❡♥ η = 1 t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✱ ❛s θcn = 0✳
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❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❡①tr❛ t❡r♠s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①✲
❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ▲♦✇❡r✐♥❣ P s ❛❧✇❛②s
✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ❜✉t ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❝r♦✇❞✐♥❣
♦✉t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧②✱ ❛s ❜❡❢♦r❡ ✐❢ τ ≤ σc t❤❡ t❤r❡❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❊❞❣❡✇♦rt❤ s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥s✉♠❡r r❡❞✉❝❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Cn ❛♥❞ CT ✳ ■❢ τ > σc t❤❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
r✐s❡s ✐✛

µ >
ηθohτσc

(1− θot)(τ − σc)γoh
,

✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❣❛✐♥ ❜❡✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞
t❛①❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✸ ❙✉❜s✐❞② ❇❡♥❡✜ts ❜♦t❤ ❋✐r♠s ❛♥❞ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢❛✐r❧② s♣❛rs❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ■♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s✐❞② ✇❡ ❝❛♥ r❡st ❛ss✉r❡❞ t❤❛t ❧♦✇❡r✐♥❣ P s ❝❛✉s❡s ✇❛❣❡s t♦ r✐s❡
✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ●✐✈❡♥ ❝♦st✲s❤❛r❡s ❢♦r ♦✐❧ ✐♥ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠❛❦❡
❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳ ❇❡②♦♥❞ t❤✐s ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ❢♦r s✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ♠♦✈❡✳

✸✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ■ t✉r♥ t♦ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❤❡❧♣ ✜❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣❛♣✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ❢♦r P̂ s✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❤♦✇ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ✜♥❛♥❝❡s t❤❡
s✉❜s✐❞②✳

■ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ♠❛t❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧
♦✐❧✲✐♠♣♦rt✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② t❤❛t ❤❛s ❤❛❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❈❛♠❜♦❞✐❛✱ ❇❛♥❣❧❛❞❡s❤ ♦r ❍♦♥❞✉r❛s✳ ❘❡❛❧ ●❉P ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✉♥✐t②
s♦ t❤❛t ●❉P r❛t✐♦s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✐❞❡ ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s
❢♦r µ✱ σc✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦rs✳
❚❛❜❧❡ t✇♦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r r❡❝♦r❞s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✽



❙♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦❛❞②✱ ❊❧✲❙❛✐❞✱ ●✐❧❧✐♥❣❤❛♠✱ ❑♣♦❞❛r✱ ▼❡❞❛s✱
❛♥❞ ◆❡✇❤♦✉s❡ ✭✷✵✵✻✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡s ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❡r❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✸ t♦ ✻✳✺ ♣❡r❝❡♥t✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❛t r❛♥❣❡ ❛s ✇❡❧❧✱ s♦
■ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛t ✺ ♣❡r❝❡♥t ♦❢
●❉P✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❧✐tt❧❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ♣✐♥ ❞♦✇♥
s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts ❜② t❤❡ tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛ ■ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ■ s❡t t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦✐❧ ♣r♦❞✲
✉❝ts ❜② ❜♦t❤ s❡❝t♦rs ❡q✉❛❧ t♦ ✺ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ●❉P✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡❞✉❝❛t❡❞ ❣✉❡ss
♠❛❞❡ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✇❤❛t t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇❛s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡♥
t❤❡② ✇❡r❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡♥s✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳✺ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ●❉P ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❯♥✲
❞❡r ♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ■ s❡t s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✶
♣❡r❝❡♥t ♦❢ ●❉P ✇❤✐❧❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✹ ♣❡r❝❡♥t✳
❆♥♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡ts s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r t♦ ✹ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ●❉P
❛♥❞ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ❛t ✶ ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇
♠❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦✐❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❡❛r❧✐❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ µ✳ ❆ ❜❛s❡❧✐♥❡
❝❛s❡ s❡ts µ t♦ ✶ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❧♦✇✲❡❧❛st✐❝✐t②
♦❢ ✶✴✽✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σc ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♣r✐❝❡✲❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❢✉❡❧
♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞✱ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ τ ✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✳ ■ s❡t τ ❡q✉❛❧ t♦ ✳✺✵ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r s❡tt✐♥❣s ♦❢ ✳✷✺ ❛♥❞ ✳✼✺
❢♦r σc✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r s❡ts t❤❡ ❣♦♦❞s ❛s ❊❞❣❡✇♦rt❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❧♦✇ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s❡ts t❤❡ ❣♦♦❞s ❛s ❊❞❣❡✇♦rt❤
s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦♥ t❤❡
❤✐❣❤ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❤❛t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✜♥❞✳

■♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r P̂ s✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② P s = P o ❛♥❞ t❤❡♥
❛s❦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✇❤❡♥ P s ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ❜② ✶✵ ♣❡r❝❡♥t✳ ❋♦r
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ✉s❡❞✱ t❤✐s ✉s✉❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✉❜s✐❞② t❤❛t ❝♦sts r♦✉❣❤❧② ✶
♣❡r❝❡♥t ♦❢ ●❉P ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣♦❧❛r ❝❛s❡s✿ ♦♥❡
✇❤❡r❡ χ ✐s ❤❡❧❞ ✜①❡❞ ❛♥❞ T ❛❞❥✉sts t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ♦♥❡
✇❤❡r❡ T ✐s ❤❡❧❞ ✜①❡❞ ✇❤✐❧❡ χ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✳

❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❛t✐♦♥ ❛❞❥✉sts
t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ σc ✐s s❡t t♦ ✳✷✺ s♦ t❤❛t t❤❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❊❞❣❡✇♦rt❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡♥ ❝♦❧✉♠♥s
✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r♦✇ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✇❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s

✶✾



❜❡✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s s❡t µ t♦ ✶ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts
❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✐❧ ✉s❛❣❡✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r s♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ♦✐❧ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✱ ❝♦❧✉♠♥ ✸ ❡q✉❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✹ ❤✐❣❤❡r
s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❈♦❧✉♠♥s ✺ ✲ ✼ ✐s ❢♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❧♦✇❡r
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ µ✳

❙❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠✐rr♦r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❘❡❛❞✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤❡
r♦✇ ❢♦r W ✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✇❛❣❡s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉s❛❣❡ ♦❢
♦✐❧ ❜② t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❝❤❛♥❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ✉s❛❣❡ ❜②
t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P n ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
r❡s✉❧t ❞❡r✐✈❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ♦✐❧ ✐s ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r
❛♥❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ✇❤❡♥ ♦✐❧ ✐s ✉s❡❞ ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ CT ❛♥❞ Cn ❛r❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ s♦♠❡t✐♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② ❝❤❛♥❣❡s t♦ P s

❛♥❞ P n✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❛①❛t✐♦♥ s❡❡♠ t♦
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✇❛s❤ ♦✉t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♥♦♥✲♦✐❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ µ ❜r✐♥❣s ❛❜♦✉t s♠❛❧❧❡r ✐♥❝r❡❛s❡s
✐♥ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ♣❛② ❢♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❛①❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✷ ❛♥❞ ✺✱ ✸ ❛♥❞ ✻✱ ❛♥❞ ✹ ❛♥❞
✼✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛❜♦✉t ✳✷✺ ♣❡r❝❡♥t ❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ s❡tt✐♥❣ ♦❢ µ✳
❋♦r ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♦✐❧
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ❛r❡ s♠❛❧❧✳

❘♦✇s ✹ ✲ ✻ s❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥
✐♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs✳ ❚♦t❛❧ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② r✐s❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r s❡❡✐♥❣ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ❣r❡❛t❡r ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❲❤❡♥ µ ✐s ❧♦✇ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❧❛❜♦r
✢♦✇ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r QT ❛♥❞ Qn ♠✐rr♦r t❤❡ ✐♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r LT ❛♥❞ Ln ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❧❛r❣❡r r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠
t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ♦✉t♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ▲♦✇✲
❡r✐♥❣ P s ❝❛✉s❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉s❡ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ♣❛✐❞ ❢♦r ♠❛✐♥❧② t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳

❚❛❜❧❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ T ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛❞❥✉sts✱
❜✉t σc ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✳✼✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✳✷✺✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❊❞❣❡✲
✇♦rt❤ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❛s σc > τ ♥♦✇✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞r✐✈❡♥

✷✵



❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✶✵ ♣❡r❝❡♥t ❞r♦♣ ✐♥ P s ♥♦✇ ❝r❡❛t❡s ❛ ❧❛r❣❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡✛❡❝t t♦✇❛r❞s Oh ❛✇❛② ❢r♦♠ CT ❛♥❞ Cn✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡
♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♦✐❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ Oh✱ ✐t ❛❧s♦ ❜r✐♥❣s ❛❜♦✉t ❣r❡❛t❡r ✐♥✢♦✇s ♦❢
❧❛❜♦r t♦ t❤❡ tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ✈❡rs✉s t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❧❡❛❞s t♦
r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❛❜❧❡s ✺ ❛♥❞ ✻ r❡♣❡❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st✐♥❣ t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t
❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛① ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦
✜♥❛♥❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s CT ❛♥❞ s♦ ♦♥ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r r♦✇s ✶ ✲ ✶✷ ✭CT t♦ P n✮ ❛r❡ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ ✺✱ ❛♥❞ ✐♥ ✹ ❛♥❞ ✻✳

❉✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s m ❛♥❞ F ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❤♦✇♥ ✐♥ r♦✇s ✶✸ ❛♥❞ ✶✹✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛❞❥✉st✐♥❣ χ t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❞✐st♦rts
t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❤♦❧❞✐♥❣s ♦❢ m ❛♥❞ F ✳ ■♥ t❛❜❧❡s ✸ ❛♥❞ ✹✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r m ❛♥❞ F ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❡♥t✐r❡❧② ❜② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
s♣❡♥❞✐♥❣✱ CT+P nCn+P sOh✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢❛✐r❧② ❜♦r✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
♠♦r❡ ❞r❛♠❛t✐❝✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❤❡♥ χ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ s♣❡♥❞✐♥❣✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s✉❜s✐❞②✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ r✐s❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥
t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ ❛r♦✉♥❞ ✶✻ ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❛♣✐t❛❧ ✢✐❣❤t ❛♥❞ ❛
❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞r✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛① ✐s ✉s❡❞
t♦ ✜♥❛♥❝❡ ✶✵✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❋♦r s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛①✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ χ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✢✐❣❤t r❡❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳

✹ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ❛♥
♦✐❧✲✐♠♣♦rt✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s
st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② r❡❞✉❝❡❞
❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s
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❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❜❡②♦♥❞ ❥✉st ♣r♦♠♦t✐♥❣ ♦✈❡r✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳

❋♦r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥❧② tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ s✉❜s✐❞② ❞r✐✈❡s ✉♣ ✇❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤
❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞ t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r✲
❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✐❧✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♥♦♥✲♦✐❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝r♦✇❞❡❞ ♦✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ❤♦✇ ❡❧❛st✐❝ ❧❛❜♦r ✐s s✉♣♣❧✐❡❞✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡s ♥♦♥✲
tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❞r✐✈❡s ✉♣ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦✈❡r
s✉♣♣❧② ♦❢ ❧❛❜♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❞✐st♦rts t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❞❡❞
❛♥❞ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ s❡❝t♦rs✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞s t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤✐s
♦❝❝✉rs r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞
r✐s❡s ♦r ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛① ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡
s✉❜s✐❞②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐♠♣❛❝ts ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜s✐❞✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐❣✲
♥♦r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ♦❢ ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✳
❲❤✐❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❡①tr❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts✱
t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦st ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ♠♦r❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦✇❛r❞s t❤❡
tr❛❞❡❞ s❡❝t♦r✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❢✉❡❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❤❛✈❡
❢♦r ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡s
❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ❢♦❝✉s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛
s✉❜s✐❞② ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s✉❜s✐❞② ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦♥❡ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✬s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡ ❜r♦✉❣❤t
❛❜♦✉t ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
❣❛✐♥s✴❧♦ss❡s ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s✐❧❡♥t ♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❡①t❡♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ✐♥ t❤❡✐r
✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞✱
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✇❤♦ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s✐❞✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❧❡❢t
❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❙❡❧❡❝t ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❱❛r✐❛❜❧❡ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❋✐r♠ ❇♦t❤
P s − − −

CT ? ? ?
Oh + ? ?
LT + + +
OT + + +
QT + + +
W T 0 + +

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❱❛❧✉❡s

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❱❛❧✉❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❱❛❧✉❡
τ ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ .50 −

σc ❊❧❛s✐t✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮ .25 .75
σm ❊❧❛s✐t✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭▼♦♥❡②✮ .75 −

ρ ❘❛t❡ ♦❢ ❚✐♠❡ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ .04 −

χ ■♥✢❛t✐♦♥ ❘❛t❡ .06 −

σT ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❚r❛❞❡❞ ❙❡❝t♦r✮ .50 −

σn ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭◆♦♥✲tr❛❞❡❞ ❙❡❝t♦r✮ .50 −

µ ❲❛❣❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ▲❛❜♦r ❙✉♣♣❧② 1 1

8

m ❘❛t✐♦ ♦❢ ❘❡❛❧ ▼♦♥❡② ❇❛❧❛♥❝❡s t♦ ●❉P .15 −

F ❘❛t✐♦ ♦❢ ❙t♦❝❦ ♦❢ ❋♦r❡✐❣♥ ❈✉rr❡♥❝② t♦ ●❉P .15 −

P sOh ❖✐❧ t♦ ●❉P ❘❛t✐♦ ✭❍♦✉s❡❤♦❧❞s✮ .05 −

P sOT ❖✐❧ t♦ ●❉P r❛t✐♦ ✭❚r❛❞❡❞ ❙❡❝t♦r✮ .025 .01, .04
P oOn ❖✐❧ t♦ ●❉P ❘❛t✐♦ ✭◆♦♥✲tr❛❞❡❞ ❙❡❝t♦r✮ .025 .04, .01

✷✸



❚❛❜❧❡ ✸✿ P❡r❝❡♥t ❈❤❛♥❣❡ ❆❝r♦ss ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡s ✇❤❡♥ T ❆❞❥✉sts✱ σc = .25

µ = 1 µ = 1 µ = 1 µ = 1

8
µ = 1

8
µ = 1

8

Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04 Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04

CT 0.28 0.20 0.13 0.03 −0.04 −0.12
Cn 0.13 0.21 0.29 −0.11 −0.03 0.04
Oh 2.95 2.87 2.80 2.70 2.63 2.55
L 0.35 0.35 0.35 0.10 0.10 0.10
LT 0.60 0.59 0.58 0.36 0.35 0.33
Ln 0.08 0.08 0.08 −0.16 −0.16 −0.16
W 0.80 0.48 0.19 0.80 0.48 0.19
OT 3.49 3.40 3.31 3.24 3.15 3.06
On 2.95 2.87 2.80 2.70 2.63 2.55
QT 0.80 0.71 0.62 0.56 0.47 0.38
Qn 0.13 0.21 0.29 −0.11 −0.03 0.04
P n 0.58 −0.05 −0.64 0.58 −0.05 −0.64
m 0.11 −0.20 −0.49 −0.13 −0.44 −0.73
F 0.11 −0.20 −0.49 −0.13 −0.44 −0.73

PCPI −0.22 −0.53 −0.82 −0.22 −0.53 −0.82
χ 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

✷✹



❚❛❜❧❡ ✹✿ P❡r❝❡♥t ❈❤❛♥❣❡ ❆❝r♦ss ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡s ✇❤❡♥ T ❆❞❥✉sts✱ σc = .75

µ = 1 µ = 1 µ = 1 µ = 1

8
µ = 1

8
µ = 1

8

Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04 Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04

CT 0.16 −0.08 −0.30 −0.09 −0.33 −0.55
Cn −0.27 −0.04 0.18 −0.52 −0.29 −0.07
Oh 8.39 8.14 7.90 8.12 7.87 7.63
L 0.36 0.36 0.36 0.11 0.11 0.11
LT 1.02 0.84 0.69 0.77 0.59 0.43
Ln −0.33 −0.17 −0.02 −0.58 −0.42 −0.27
W 0.80 0.48 0.19 0.80 0.48 0.19
OT 3.93 3.66 3.42 3.66 3.40 3.16
On 2.54 2.62 2.69 2.28 2.36 2.43
QT 1.22 0.96 0.73 0.97 0.71 0.48
Qn −0.27 −0.04 0.18 −0.52 −0.29 −0.07
P n 0.58 −0.05 −0.64 0.58 −0.05 −0.64
m 0.10 −0.21 −0.50 −0.15 −0.46 −0.76
F 0.10 −0.21 −0.50 −0.15 −0.46 −0.76

PCPI −0.23 −0.54 −0.84 −0.23 −0.54 −0.84
χ 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

✷✺



❚❛❜❧❡ ✺✿ P❡r❝❡♥t ❈❤❛♥❣❡ ❆❝r♦ss ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡s ✇❤❡♥ χ ❆❞❥✉sts✱ σc = .25

µ = 1 µ = 1 µ = 1 µ = 1

8
µ = 1

8
µ = 1

8

Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04 Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04

CT 0.28 0.20 0.13 0.03 −0.04 −0.12
Cn 0.13 0.21 0.29 −0.11 −0.03 0.04
Oh 2.95 2.87 2.80 2.70 2.63 2.55
L 0.35 0.35 0.35 0.10 0.10 0.10
LT 0.60 0.59 0.58 0.36 0.35 0.33
Ln 0.08 0.08 0.08 −0.16 −0.16 −0.16
W 0.80 0.48 0.19 0.80 0.48 0.19
OT 3.49 3.40 3.31 3.24 3.15 3.06
On 2.95 2.87 2.80 2.70 2.63 2.55
QT 0.80 0.71 0.62 0.56 0.47 0.38
Qn 0.13 0.21 0.29 −0.11 −0.03 0.04
P n 0.58 −0.05 −0.64 0.58 −0.05 −0.64
m −41.88 −42.18 −42.46 −42.08 −42.38 −42.66
F 19.55 19.26 18.98 19.30 19.01 18.74

PCPI −0.22 −0.53 −0.82 −0.22 −0.53 −0.82
χ 16 16 16 16 16 16

✷✻



❚❛❜❧❡ ✻✿ P❡r❝❡♥t ❈❤❛♥❣❡ ❆❝r♦ss ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡s ✇❤❡♥ χ ❆❞❥✉sts✱ σc = .75

µ = 1 µ = 1 µ = 1 µ = 1

8
µ = 1

8
µ = 1

8

Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04 Ōn = .01 Ōn = .025 Ōn = .04

CT 0.16 −0.08 −0.30 −0.09 −0.33 −0.55
Cn −0.27 −0.04 0.18 −0.52 −0.29 −0.07
Oh 8.39 8.14 7.90 8.12 7.87 7.63
L 0.36 0.36 0.36 0.11 0.11 0.11
LT 1.02 0.84 0.69 0.77 0.59 0.43
Ln −0.33 −0.17 −0.02 −0.58 −0.42 −0.27
W 0.80 0.48 0.19 0.80 0.48 0.19
OT 3.93 3.66 3.42 3.66 3.40 3.16
On 2.54 2.62 2.69 2.28 2.36 2.43
QT 1.22 0.96 0.73 0.97 0.71 0.48
Qn −0.27 −0.04 0.18 −0.52 −0.29 −0.07
P n 0.58 −0.05 −0.64 0.58 −0.05 −0.64
m −42.66 −42.90 −43.15 −42.86 −43.10 −43.35
F 20.07 19.74 19.45 19.81 19.49 19.19

PCPI −0.23 −0.54 −0.84 −0.23 −0.54 −0.84
χ 17 17 17 17 17 17
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