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����;�
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	� �� 
�����
�� ����
��� ��� σ�) �� �
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 ��
	�
�� 	���
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�����(� -	 ����

�����	 + ����( �� %
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	� AS �	 ���� �����	� ' �� ��
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��� <
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	� <�?
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ei = 0?� ��+%�) �� �
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�/� ��� 	�� ��	%�� �� ,�� �� �� ����� �	���� 
� ��

�
����;�
�� ����
��� θ̂LS,i �� ��	 	�� ��	����	��

������ % �$	� �� �������� �� %��	���
��� &� <�? �� �*� �� ��	%��	� �	 <
? �� ξi,nηi,n
�	 �
� n�/�ξ−�i,n �� ���	�� <
	 �	�	�����	� �
� 
� 	��� 
��%?D �� n�/�ξ−�i,n →∞) �� �*� ��

��	%��	� �	 <
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	 exp
�
−cnξ−�i,n

	
/
�
n�/�ξ−�i,n

	
��� ��� ����
�� c > 0 �*	��	�

�	 θi/σ�
<��? �� �*� �� ��	%��	� �	 <�? �� exp

�
−0.5nη�i,n

	
/
�
n�/�ηi,n

	
� -	 <�? �� �*� ��

��	%��	� �� ��%	 �( �� �
� 
� +���� n�/�ηi,n 
**��
��� ei�
E1�� �� 
��% ������ + �
% �
� �� �� :��
 M--�$�" �	 1��� <$=78?�F

������ & 1�� θ ∈ Rk�n� �� An(θ) = {i : 1 ≤ i ≤ k(n), θi �= 0}� ��	 <�? ��� %�( i ∈ An(θ)

Pn,θ,σ
�
θ̂i = 0

�
≤ Pn,θ,σ




�

j∈A��θ�


θ̂j = 0

�


 ≤
�

j∈A��θ�

Pn,θ,σ
�
θ̂j = 0

�
.

 �**�� 	�+ ��
� �� 	���� �� θ �� 	�� ��
	� +��� n <
������� �� ���	���	 �� θ �
( �*	�
�	 n?�$ ��	) ��%	 ��
� card(An(θ)) �� ���	�� <���� ��	� �	 *
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���	��?) �� *���
�����( �� �	������ 	�	�������	 �� 
� �
�� �	 	�	,�� ��I��	� ��	%���
�� 0 �� 
	� �	�( �� ξi,nηi,n → 0 
� n → ∞ ��� %�( i ∈ An(θ)� E-� card(An(θ)) �� �	���	��

��	 ���� *���
�����( ��	%��� �� 0) ���) �� ξi,nηi,n → 0 
	� n�/�ξ−�i,n →∞ 
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i ∈ An(θ) 
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	�
�
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�
−cnξ−�i,n

	
/
�
n�/�ξ−�i,n
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%

Pn,θ,σ
�
θ̂i = 0

�
≥ Pn,θ,σ




�

j /∈A��θ�


θ̂j = 0

�


 = 1− Pn,θ,σ




�

j /∈A��θ�


θ̂j �= 0

�




≥ 1−
�

j /∈A��θ�

�
1− Pn,θ,σ

�
θ̂j = 0

��
.
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�
��� 
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−0.5nη�i,n

	
/
�
n�/�ηi,n
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<���? -	 �
� X′X �� ��
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��
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�
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��
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��
�
	 � ������( 2*���� �	 ���� �� *������� �� Pn,θ,σ

�
θ̂i = 0

�
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1− Pn,θ,σ
�
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�
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��� 
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θ 
� +�� 
� σ �� �*	� �	 �
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� �	�( �	 �� �
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���� θ̂i 
� 	�� %	 ��	����	� ��� θi 
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 ��	�;�	� �� ���*������	 A)
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��� ����� $6 ���+� ��%	 �� ��	�����	 ξi,nηi,n → 0) + ��
�� ��	 �����	����� ��+	

�� �
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	� �� �
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	� �� �
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ξi,nηi,n → 0 ��� n�/�ηi,n → ei ��� 0 ≤ ei ≤∞�

��� ����� ei < ∞� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
�� θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ Rk� ���
σn ∈ (0,∞) ��
���� n�/�θi,n/(σnξi,n)→ νi ∈ �R� #��

lim
n→∞
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�
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= Φ(ri).

-	 
 .2��*
�
��� 
�(�*����� 
	
�(���) +���� �	 ���*������	 C �����*�	�� �� �� �
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� ∞
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=

� ∞
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=

� ∞
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����� n � ��� 

��� � ������� ��� ��!���
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�� �	�() ��	� �( ���*
��	��
�� N ∪ {∞} + �
	 
�+
(� 
���� <*������( 
��� *
���	� �� ����;�	��? ��
� n− k ��	%���
�	 N ∪ {∞}�

������� �� $�		�� 
��
 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n) ��� ���� ����� n � ���
ξi,nηi,n → 0 ��� n�/�ηi,n → ei ��� 0 ≤ ei ≤∞�

��� ����� ei < ∞� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
�� θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ Rk� ���
σn ∈ (0,∞) ��
���� n�/�θi,n/(σnξi,n)→ νi ∈ �R�

��'� +� n− k �� ��
����� ����
��
 ,��� 
� m" ���" 
��

lim
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
=

� ∞

�

(Φ (−νi + sei)−Φ(−νi − sei)) ρm(s)ds.

��(� +� n− k →∞ �����" 
��

lim
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
= Φ(−νi + ei)−Φ(−νi − ei) .

��� ����� ei = ∞� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
�� θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ Rk� ���
σn ∈ (0,∞) ��
���� θi,n/(σnξi,nηi,n)→ ζi ∈ �R�

��'� +� n− k �� ��
����� ����
��
 ,��� 
� m" ���" 
��

lim
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
=

� ∞

|ζ�|

ρm(s)ds = Pr(χ
�
m > mζ�i ).

��(� +� n− k →∞ �����" 
��

'� |ζi| < 1 ��	��� limn→∞ Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
= 1�

(� |ζi| > 1 ��	��� limn→∞ Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
= 0�

$$



)� |ζi| = 1 ��� n�/�ηi,n/ (n− k)�/� → 0 ��	��

lim
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
= Φ(ri)

	������ ri,n := n�/�
�
ηi,n − ζiθi,n/(σnξi,n)

	
→ ri ��� ��� ri ∈ �R�

&� |ζi| = 1 ��� n�/�ηi,n/ (n− k)
�/� → 2�/�di ��
� 0 < di <∞ ��	��

lim
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
=

� ∞

−∞

Φ(dit+ ri)φ(t)dt

	������ ri,n → ri ��� ��� ri ∈ �R� -.�
 
��
 
� ��
���� �� 
� ���� ���	��� ����� 
� 1 ��
ri =∞" ��� 
� 0 �� ri = −∞�/

0� |ζi| = 1 ��� n�/�ηi,n/ (n− k)�/� →∞ ��	��

lim
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
= Φ(r′i)

	������
�
n�/�ηi,n/ (n− k)�/�

�−�
ri,n → 2−�/�r′i ��� ��� r′i ∈ �R�

����� $" ���+�) �	 *
������
�) ��
� 
��� �	 �� �	�	�+	�%
��
	� �
� �� ��	%��	�
�� �� %
��
�� ������	L�����	 *���
������� �� ���� ������ �	 
 .2��*
�
��� 
�(�*�����
��
�+��� �� 	�� ���
��( �	����� �	 θi� -	 �� �
� �� ��	��%
��% ��	�	� �� ����� ���������
���+� ��
� �� ����� �� �� %
��
�� ������	L�����	 *���
������� �	 �� �	�	�+	�%
��
	� �
�
�� �� �
� 
� �	 �� �	�+	�%
��
	� �
� �� �� ���� �� ����� n−k �� �� �	.	��( <	�
���	�
��
� �� �����������	 �� σ̂/σ ��	�	��
�� ��� 
	� ��� 
���	� 1?D �� n−k �� %	��
��( ��	��
	�)
�� ����� ���	� ��� �� � 
 ��2��� �� �� �	�+	�%
��
	� �
� ������ <+��� σ �*�
�� �( sσ?)
�� ��2��� ��	� +��� ��*�� �� �� �����������	 �� σ̂/σ� E' 	�� ��
� �	 �� ���+�
�
�	�	�����	� �
� ei = 0 ���� ��2��� 
��� ����� �� �� �
� ����� 
� �	 �� �	�+	�%
��
	�
�
��F '��� ���� ����� �� 
� �	 +���� 2*��) �� ����
���	 �� ��/�	� 
	� ��� ����� �	 ��
�
� �� ��	����	� ��	�	�5 -� n− k → ∞ �� ������ 
� �� �
� 
� �	 �� �	�+	�%
��
	� �
�
�� |ζi| < 1 �� |ζi| > 1 �����) 	
��( 1 
	� 0) ��*���%�(� ��+%�) �	 �� H���	�
�(H �
�
|ζi| = 1 �� �
� 
� +���� n − k ��%��� �� �	.	��( ����� ��%
	�� -� �� ��%��	� �� �
��

	���� �	 �� �	� ��
� n�/�ηi,n/ (n− k)
�/� → 0) 
�
�	 �� �
� ����� 
� �	 �� �	�+	�%
��
	�

�
�) 	
��( Φ(ri)) �� ���
�	�D ��� �� n − k ��%��� �� �	.	��( ��� ���+�() 
 ��/�	� �����

���� <+����) ���) �	 �
� A �� �
�� <�"? �� ���
�	� �( 
%�
��	� Φ(ri + 	) +��� ��*�� �� 

����
�� �����������	?� �� �
� +�� �� ���� �� ����� n− k �� %	��
��( ��	��
	� �����
%�( ���� ��/�	� ���� �� �	�+	�%
��
	� �
� 
	� 
�
�	 ��� 
%�
��	� +��� ��*�� �� ��
�����������	 �� σ̂/σ �
�� *�
�� &�� ��
� �	 ���� �
� �� ������	� %
��
�� �����	 *���
�������

� 1 
	� 0) ��*���%�() �	�( �� ζi = 0 
	� |ζi| = ∞) ��*���%�() +���� �� �	 ��	��
�� �� ��
�	�+	�%
��
	� �
� <
	� �� �	�	�+	�%
��
	� �
� +��� n− k →∞?�

������ �� @� �	 �� �	�+	�%
��
	� �
�) �� ��	%��	� ��	�����	� �	 �� %
����� ;�
	�����
�	%��%�	� θi,n 
	� σn �	 ����� $" 
� ��	��
��( ������� ��� �� �
� �
��	� 
� ��%	 �	
��
�� =� ����� $" ���� *��%��� 
 ���� ��
�
����,
���	 �� 
�� *������ 
������
���	 *��	��
�� �� %
��
�� ������	L�����	 *���
������� �	 �� �	�	�+	�%
��
	� �
��

@� 4��� ��������) �	 �� �
� �� ��	��%
��% ��	�	� + �� �� �
� ������	� ��
%��� �	��
��%�	��*
�
��� 
�(�*������ �	 �� �	�+	�%
��
	� 
	� �	 �� �	�	�+	�%
��
	� �
� 
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	( �;�	� �� *
�
���� *�����( �� n − k → ∞ �� ei = 0 <+���� �	 �� ��	��%
��%�(
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��	� �
� �
	 ;��%
�	��( � ��
�� 
� n�/�ηi,n/ (n− k)�/� → 0?� -	 �� �
� �� ��	����	�
��	�	� �� �
� ���	���	� �� ������ ������ *�����( �� n − k → ∞ �
�� 	���� ���� ��
�

n�/�ηi,n/ (n− k)�/� → 0� ���� �� 	�� 
����	�
� ��� 
 ��	�;�	� �� �� �����+�	� �
��5

���"������
 �# $�		�� 
��
 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n) ��� ���� ����� n �
��� n�/�ηi,n(n− k)−�/� → 0 �� n→∞� #��

sup
θ∈R�,�<σ<∞

���Pn,θ,σ
�
θ̂i = 0

�
− Pn,θ,σ

�
θ̃i = 0

����→ 0 ��� n→∞.

' 	�� ��
� ����� $" ���+� ��
� �� ��	�����	 n�/�ηi,n(n − k)−�/� → 0 �	 �� 
��%
*��*������	 �
		�� � +
�	��

# !�
�����
�+, *
�-��� !�
�����
�+, �
� ��
���. !�
 

/��0�
�� ����

1�� *��*��� �� ���*
����	 + ��
�� +��� �� �����+�	� ��%���� *��*������	) +���� �����
��(
�����+� ���� �� ����%
���	 ��
� θ̂LS,i �� N(θi, σ

�ξ�i,n/n)������������

���"������
 �$ ��� ��� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n) ��� ���� ����� n � ��� 
�
��������� 

��� ξi,n/n
�/� → 0 �� � ������� ��� ��!���
 �����
��� ��� θ̂LS,i 
� � ������
�
 ��� θi" 
�

�������� ��
 ���� ξi,n/n
�/��

��� $�		�� ξi,n/n
�/� → 0� #�� θ̂LS,i �� ��������� ������
�
 ��� θi �� 
� ��� 
��
 ���

��� ε > 0

lim
n→∞

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
����θ̂LS,i − θi

��� > σε
�
= 0.

+� ���
" θ̂LS,i �� ��������� n�/�/ξi,n�������
�
 ��� θi �� 
� ��� 
��
 ��� ��� ε > 0 
��
���
� � ��� ����� M > 0 ���� 
��


sup
n∈N

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
��

n�/�/ξi,n

� ���θ̂LS,i − θi

��� > σM
�
< ε.

-.�
 
��
 
� 	��������
�� �� 
� ���	���� ���� �� ���
 ��
�� �	�� �� θ ��� σ� +� 	��
������"

� ������ �� 
� ���� ���	���� ,��� 2Φ(−εn�/�/ξi,n) ��� 2Φ(−M)" ��	�
�����/

�� �����*�	��	� ����� ��� �� ����
���� θ̃H,i) θ̃S,i) �� θ̃AS,i 
	� ���� �	�
���� ���	���

*
��� θ̂H,i) θ̂S,i) �� θ̂AS,i �� 	�+ 
� �����+��

������� �% �
 θ̃i �
��� ��� ��� �� 
� �
���
��� θ̃H,i" θ̃S,i" �� θ̃AS,i� #�� ��� ��� i ≥ 1
��
������� i ≤ k = k(n) ��� ���� ����� n � ��� 
� ��������� 

��� θ̃i �� ������
�
 ��� θi �� ��� ���� �� ξi,nηi,n → 0 ��� ξi,n/n
�/� → 0�

��� $�		�� ξi,nηi,n → 0 ��� ξi,n/n
�/� → 0� #�� θ̃i �� ��������� ������
�
 �� 
� ���


��
 ��� ��� ε > 0

lim
n→∞

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
����θ̃i − θi

��� > σε
�
= 0.

���
�����" θ̃i �� ��������� ai,n�������
�
 ��
� ai,n = min
�
n�/�/ξi,n, (ξi,nηi,n)

−�
	

�� 
� ���

��
 ��� ��� ε > 0 
�� ���
� � ��� ����� M > 0 ���� 
��


sup
n∈N

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
�
ai,n

���θ̃i − θi

��� > σM
�
< ε.

$>



��� $�		�� ξi,nηi,n → 0 ��� ξi,n/n
�/� → 0 ��� bi,n ≥ 0� +� ��� ��� ε > 0 
�� ���
� �

��� ����� M > 0 ���� 
��


lim sup
n→∞

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
�
bi,n

���θ̃i − θi

��� > σM
�
< ε <6?

�����" 
�� bi,n = O(ai,n) ��������� ������

��� �
 θ̂i �
��� ��� ��� �� 
� �
���
��� θ̂H,i" θ̂S,i" �� θ̂AS,i� #�� 
� ����
� �� ������� ����

���� ��� θ̂i�

�� *����	� ����� ���+� ��
� �� ���������	� ����
���� θ̃H,i) θ̃S,i) 
	� θ̃AS,i <
� +��

� ���� �	�
���� %����	�? 
� �	������( ai,n���	����	� 
	� ��
� ���� �
� �� ��
�* 
	� �
		��
� ��*��%�� -	 *
������
�) �� �� ��	�	� �� ��	��%
��% ��� ����
���� 
� �	������( n�/�/ξi,n�
��	����	�) +���� �� �� ���
� �
� �	 2*��� �� .	� �	 
 ��	
� �������	 ���� 
� ��	�����
��� ��+%�) �� ��	����	� ��	�	� �� �*��(�) �� *����	� ����� ���+� ��
� ��� ������
����	� ����
���� 
� ��	 �	�( �	������( (ξi,nηi,n)

−����	����	�) ���) �
% 
 ���+� ��	��
2
��	%��	� �
� ��
	 �� �
����;�
�� <�
2���� ���������? ����
��� <�� �� ��	��%
��%�(
��	� ���������	� ����
���� ��� ��
� �
���?� 1�� 
 ���������	 �� �� *��	�+�� ��	%��	�
�
� �  ����	 6�A�

������ �& -� n�/�ηi,n → ei = 0) ��	 θ̃i �� 
�(�*�����
��( ;��%
�	� �� θ̂LS,i �	 �� �	� ��
�
��� %�( ε > 0

lim
n→∞

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
��

n�/�/ξi,n

�
|θ̃i − θ̂LS,i| > σε

�
= 0.

@ �����
� ��
��	� ����� ��� θ̂i� 1�� θ̃i ���� �����+� �����
��( ���� <"8? �	  ����	 C 
	� ��

�
�� ��
� �� �
���( �� �����������	� �����*�	��	� �� ρn−k �� �����D ��� θ̂i ���� �����+� ���� ��

��
���	
���θ̂i − θ̂LS,i

��� ≤ σξi,nηi,n�

������ �' <�? @ %
��
���	 �� �� *���� �� ����� $6 ���+� ��
� �	 �
� �� ��	����	� ��	�	�
��� �� �	�
���� ����
���� 
������	
��( 
���

lim
n→∞

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
�
ai,n

���θ̂i − θi

��� > σM
�
= 0

����� ��� %�( M > 1) 
	� ��
� ��� �� �
���� ����
����

lim
n→∞

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
�
ai,n

���θ̃i − θi

��� > σM
�
= 0

����� ��� %�( M > 1 *��%��� ��
� n− k →∞�
<��? -	�*����	 �� �� *���� ���+� ��
� �� ��	������	 �� ����� $6<�? ��	��	�� �� ���� ��

�� ��*���� �%� Rk �� �*�
�� �( �� ��*���� �%� 
	 
�����
���( ��
�� 	���������� �� 0

	� σ �� ��� .2� 
� 
	 
�����
�( *�����% %
���

<���? -� σε 
	� σM 
� �*�
�� �( ε 
	� M ) ��*���%�() �	 �� ���*�
(� �	 ���*������	 $7

	� ����� $6 
� +�� 
� �	 ��
�� $8) �� ������	� ��
��	�� ��
�	 ��� *��%��� ��
��*��
 �%� 0 < σ < ∞ 
� �*�
�� �( ��*��
 �%� 0 < σ ≤ c) +�� c > 0 �� 
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�
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' 	2� *��	� �� .	����
�*� �����������	� �� �� �	�
���� ���������	� ����
����� -� +���
���	 ��� �� � ��	%	�	� �� ��% �� ������ ��� ��
�� %����	�) +�� �� ��
��	� �
���� αi,n ��

 *�����% �
� 	����) ��� �� ����+�� 
�����
�(� .�
 
��
 ���� � ��		��� 
� �	����
�� 
� ���
����
��� ����
���� �� 
� 
���������� �
���
��� �� 
� ������� �,��� αi,n �� 
�
��
�
���� 1��������) ����% ��
� �� .	����
�*� �����������	� �*	� �	 θ �	�( �������
θi�

���"������
 �( #� ��� HiH,n,θ,σ := HiH,η���,n,θ,σ �� σ−�αi,n(θ̂H,i − θi) �� ���� ��

HiH,n,θ,σ(x) = Φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)

�
�
���α−�i,nx+ θi/σ

�� > ξi,nηi,n
	

+Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + ηi,n

	�
�
�
0 ≤ α−�i,nx+ θi/σ ≤ ξi,nηi,n

	

+Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− ηi,n

	�
�
�
−ξi,nηi,n ≤ α−�i,nx+ θi/σ < 0

	
, <8?

��" ,������
��"

dHiH,n,θ,σ(x) =

Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + ηi,n

	�
−Φ

�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− ηi,n

	��
dδ−α���θ�/σ(x)

+
�
n�/�/(αi,nξi,n)

�
φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)

�
�
���α−�i,nx+ θi/σ

�� > ξi,nηi,n
	
dx <C?

��� δz ���
� 	���
���� �
 z�

���"������
 �) #� ��� HiS,n,θ,σ := HiS,η���,n,θ,σ �� σ−�αi,n(θ̂S,i − θi) �� ���� ��

HiS,n,θ,σ(x) = Φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n) + n�/�ηi,n

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ ≥ 0

	

+Φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)− n�/�ηi,n

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	
, <=?

��" ,������
��"

dHiS,n,θ,σ(x) =

Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + ηi,n

	�
−Φ

�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− ηi,n

	��
dδ−α���θ�/σ(x)

+
�
n�/�/(αi,nξi,n)

�
φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n) + n�/�ηi,n

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ > 0

	
<$#?

+φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)− n�/�ηi,n

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	�
dx.

���"������
 �� #� ��� HiAS,n,θ,σ := HiAS,η���,n,θ,σ �� σ−�αi,n(θ̂AS,i − θi) �� ���� ��

HiAS,n,θ,σ(x) = Φ
�
z
���
n,θ,σ(x, ηi,n)

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ ≥ 0

	
+Φ

�
z
���
n,θ,σ(x, ηi,n)

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	
,

<$$?

��� z
���
n,θ,σ(x, y) ≤ z

���
n,θ,σ(x, y) �� ���� ��

0.5n�/�ξ−�i,n(α
−�
i,nx− θi/σ)± n�/�

��
0.5ξ−�i,n(α

−�
i,nx+ θi/σ)

	�
+ y�.

$7



��" ,������
��"

dHiAS,n,θ,σ(x) =

Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + ηi,n

	�
−Φ

�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− ηi,n

	��
dδ−α���θ�/σ(x)

+(0.5n�/�/(αi,nξi,n))

φ
�
z
���
n,θ,σ(x, ηi,n)

�
(1 + tn,θ,σ(x, ηi,n))�

�
α−�i,nx+ θi/σ > 0

	

+ φ
�
z
���
n,θ,σ(x, ηi,n)

�
(1− tn,θ,σ(x, ηi,n))�

�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	�
,

��� tn,θ,σ(x, y) = 0.5ξ
−�
i,n

�
α−�i,nx+ θi/σ

	
/
�
(0.5ξ−�i,n

�
α−�i,nx+ θi/σ

	
)� + y�

	�/�
.

�� .	����
�*� �����������	� �� θ̂H,i) θ̂S,i) 
	� θ̂AS,i 
� �	 �� � 	�	�	���
�� ��( 
�
�
� �* �� �+� ���*�		��) �	 ��	� 
 �����*� �� *��	��
�� 
� −αi,nθi/σ 
	� �� ���� �	
��	� 
�������( ��	��	���� +��� 
 �	���( ��
� �� �	�
��( �����
�� 1�� ��� ���������	 
	�
��� ��
*���
� �������
���	� �	 
 �*��
� �
� � ������� 
	� :� <"##=? 
	� ������� 
	�
 ��	��� <"##=?�

������ �� -	 �� �
� +�� X ′X �� ��
��	
�) �� ����
���� �� �� ���*�		�� θi 
	� θj
��� i �= j 
� �	�*	�	� 
	� �	� �� 
��% ������ �����
��( 
���+ �	 �� �����	 ��
.	����
�*� �����������	� �� �� 	��� %����� θ̂H ) θ̂S ) 
	� θ̂AS� -	 *
������
�) ���� *��%���
�� .	����
�*� �����������	 �� �� :
��� θ̂L 
	� �� 
�
*��% :
��� θ̂AS �	 �� ��
��	
� �
�
<��� ��
��� $ 
	� "?�

$�� *
�
��
 �����
�� !���

�� .	����
�*� �����������	� �� θ̃H,i) θ̃S,i) θ̃AS,i 
� ���
�	� 	2�� �� �
� ��
�� �	 ��
��
��	� 
� �	 �� *�%���� �����	 
**��� ���

���"������
 �� #� ��� Hi�H,n,θ,σ := Hi�H,η���,n,θ,σ �� σ−�αi,n(θ̃H,i − θi) �� ���� ��

Hi�H,n,θ,σ(x) = Φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)

�� ∞

�

�
���α−�i,nx+ θi/σ

�� > ξi,nsηi,n
	
ρn−k(s)ds <$"?

+

� ∞

�

Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + sηi,n

	�
�
�
0 ≤ α−�i,nx+ θi/σ ≤ ξi,nsηi,n

	
ρn−k(s)ds

+

� ∞

�

Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− sηi,n

	�
�
�
−ξi,nsηi,n ≤ α−�i,nx+ θi/σ < 0

	
ρn−k(s)ds.

��" ,������
��"

dHi�H,n,θ,σ(x) =

� ∞

�


Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + sηi,n

	�
<$>?

−Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− sηi,n

	��
ρn−k(s)dsdδ−α���θ�/σ(x) + n�/�α−�i,nξ

−�
i,n

×φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)

�� ∞

�

�
���α−�i,nx+ θi/σ

�� > ξi,nsηi,n
	
ρn−k(s)dsdx.
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���"������
 �# #� ��� Hi�S,n,θ,σ := Hi�S,η���,n,θ,σ �� σ−�αi,n(θ̃S,i − θi) �� ���� ��

Hi�S,n,θ,σ(x) =

� ∞

�

Φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n) + n�/�sηi,n

�
ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ ≥ 0

	

+

� ∞

�

Φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)− n�/�sηi,n

�
ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	

= Tn−k,−n���x/�α���ξ����

�
n�/�ηi,n

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ ≥ 0

	

+Tn−k,−n���x/�α���ξ����

�
−n�/�ηi,n

�
�
�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	
. <$A?

��" ,������
��"

dHi�S,n,θ,σ(x) =

� ∞

�


Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + sηi,n

	�
<$7?

−Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− sηi,n

	��
ρn−k(s)dsdδ−α���θ�/σ(x) + n�/�α−�i,nξ

−�
i,n

×
�� ∞

�

φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n) + n�/�sηi,n

�
ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ > 0

	

+

� ∞

�

φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)− n�/�sηi,n

�
ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	�
dx.

���"������
 �$ #� ��� Hi�AS,n,θ,σ := Hi�AS,η���,n,θ,σ �� σ−�αi,n(θ̃AS,i − θi) �� ���� ��

Hi�AS,n,θ,σ(x) =

� ∞

�

Φ
�
z
���
n,θ,σ(x, sηi,n)

�
ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ ≥ 0

	

+

� ∞

�

Φ
�
z
���
n,θ,σ(x, sηi,n)

�
ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	
. <$6?

��" ,������
��"

dHi�AS,n,θ,σ(x) =

� ∞

�


Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + sηi,n

	�
<$8?

−Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− sηi,n

	��
ρn−k(s)dsdδ−α���θ�/σ(x) + (0.5n

�/�/(αi,nξi,n))

×
�� ∞

�

φ
�
z
���
n,θ,σ(x, sηi,n)

�
(1 + tn,θ,σ(x, sηi,n))ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ > 0

	

+

� ∞

�

φ
�
z
���
n,θ,σ(x, sηi,n)

�
(1− tn,θ,σ(x, sηi,n))ρn−k(s)ds�

�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	�
dx.

@� �	 �� �	�+	�%
��
	� �
� �� �����������	� 
� 
 ��	%2 �����	
���	 �� *��	��
�� 
	�

	 
�������( ��	��	���� *
��� -	 �
� �� �
������������	�) �� 
%�
��	� +��� ��*�� �� ��
�	���( ρn−k ������� �� �	���
��� ��	����	� �
��	� �� 
 ��	��	���� �	���( ��	����	 ��� ��

�������( ��	��	���� *
�� <+��� �	 �� �	�+	�%
��
	� �
� �� �	���( ��	����	 �� �	�( *���
+�� ��	��	����) ��� 1���� $ �	 ������� 
	� :� <"##=??� ���� �� 	�� �� ��� ��������������	�

	� 
�
*��% ��������������	�) +�� �� 
%�
��	� +��� ��*�� �� �� �	���( ρn−k ��� 	��

/�� �� �	���
��� ��	����	� �	%��%�D �� �� ��
* �� �� �����������	 �� ;�
���
��%�( �� �
�

� �	 �� �	�+	�%
��
	� �
� <1���� " �	 ������� 
	� :� <"##=? 
	� 1���� $ �	 �������

	�  ��	��� <"##=??�
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������ �% -	 �� �
� +�� X′X �� ��
��	
�) �� .	����
�*� �����������	� �� �� 	���
%����� θ̃H ) θ̃S) 
	� θ̃AS �
	 � ���	� ���� �� �����������	� �� θ̂H ) θ̂S) 
	� θ̂AS <� ��
�� ""?
�( ��	�����	�	� �	 σ̂ = sσ 
	� �	���
��	� +��� ��*�� �� ρn−k(s)� -	 *
������
�) ���� *��%���

�� .	����
�*� �����������	� �� �� :
��� θ̃L 
	� �� 
�
*��% :
��� θ̃AS �	 �� ��
��	
� �
�
<��� ��
��� $ 
	� "?�

% 3��0� ���"�� 2���������
�

' 	2� ���% �� 
�(�*����� �����������	� �� �� ���������	� ����
���� �	�� 
 ��%�	��
*
�
��� <
	� 	�� �	�( �	�� 
 .2��*
�
���? ��
�+��� ��	� �� �� +����	�+	 ��
� 
�(�*�
������ �
�� �	�( �	 
 .2��*
�
��� ��
�+��� ���	 �
� �� ����
��	� ��	������	� ��
���	�
�� *�����
	� �� �� ����
���� <��� 
��� �� ���������	 �	  ����	 6�A?�

%�� ��� �
��
 �����
�� !���

' .��� ��	���� �� �	�
���� %����	� �� �� ���������	� ����
�����

���"������
 �& $�		�� 
��
 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n) ��� ���� ����� n �
��� ξi,nηi,n → 0 ��� n�/�ηi,n → ei ��� 0 ≤ ei ≤∞�

��� ����� ei <∞� $
 
� ������� ���
�� αi,n = n�/�/ξi,n� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
��

θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ R
k� ��� σn ∈ (0,∞) ��
���� n�/�θi,n/(σnξi,n) → νi ∈ �R� #��

Hi
H,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� 
� ���
����
��� ��
� ���

Φ(x)� (|x+ νi| > ei) + Φ (−νi + ei)� (0 ≤ x+ νi ≤ ei) + Φ (−νi − ei)� (−ei ≤ x+ νi < 0) ,


� �����	������ ����� ����

{Φ(−νi + ei)−Φ(−νi − ei)} dδ−ν�(x) + φ (x)� (|x+ νi| > ei) dx. <$C?

-#��� ���
����
��� ����� 
� � �
������ ������ ���
����
��� �� ��� |νi| =∞ �� ei = 0�/

��� ����� ei = ∞� $
 
� ������� ���
�� αi,n =
�
ξi,nηi,n

	−�
� $�		�� 
��
 
� 
��

	����
�� θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ Rk� ��� σn ∈ (0,∞) ��
���� θi,n/(σnξi,nηi,n)→ ζi ∈ �R�

'� +� |ζi| < 1" 
�� Hi
H,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� δ−ζ��

(� +� |ζi| > 1" 
�� Hi
H,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� δ��

)� +� |ζi| = 1 ��� n�/�
�
ηi,n − ζiθi,n/(σnξi,n)

	
→ ri" ��� ��� ri ∈ �R" 
�� Hi

H,n,θ���,σ�
������� ��1�� 
�

Φ(ri)δ−ζ� + (1−Φ(ri))δ�.

���"������
 �' $�		�� 
��
 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n) ��� ���� ����� n �
��� ξi,nηi,n → 0 ��� n�/�ηi,n → ei ��� 0 ≤ ei ≤∞�

��� ����� ei <∞� $
 
� ������� ���
�� αi,n = n�/�/ξi,n� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
��

θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ R
k� ��� σn ∈ (0,∞) ��
���� n�/�θi,n/(σnξi,n) → νi ∈ �R� #��

Hi
S,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� 
� ���
����
��� ��
� ���

Φ(x+ ei)� (x+ νi ≥ 0) + Φ(x− ei)� (x+ νi < 0) ,


� �����	������ ����� ����

{Φ(−νi + ei)−Φ(−νi − ei)} dδ−ν�(x)+{φ (x+ ei)� (x+ νi > 0) + φ (x− ei)� (x+ νi < 0)} dx.
<$=?

$C



-#��� ���
����
��� ����� 
� � N(− sign(νi)ei, 1)����
����
��� �� ��� |νi| =∞ �� ei = 0�/

��� ����� ei = ∞� $
 
� ������� ���
�� αi,n =
�
ξi,nηi,n

	−�
� $�		�� 
��
 
� 
��

	����
�� θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ Rk� ��� σn ∈ (0,∞) ��
���� θi,n/(σnξi,nηi,n) → ζi ∈ �R�

#�� Hi
S,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� δ− �	
��ζ���	���,|ζ�|��

���"������
 �( $�		�� 
��
 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n) ��� ���� ����� n �
��� ξi,nηi,n → 0 ��� n�/�ηi,n → ei ��� 0 ≤ ei ≤∞�

��� ����� ei <∞� $
 
� ������� ���
�� αi,n = n�/�/ξi,n� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
��

θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ R
k� ��� σn ∈ (0,∞) ��
���� n�/�θi,n/(σnξi,n) → νi ∈ �R� #��

Hi
AS,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� 
� ���
����
��� ��
� ���

Φ

�
0.5(x− νi) +

�
(0.5(x+ νi))

�
+ e�i

�
� (x+ νi ≥ 0)

+Φ

�
0.5(x− νi)−

�
(0.5(x+ νi))

� + e�i

�
� (x+ νi < 0) <"#?

�� ��� |νi| <∞" 
� �����	������ ����� ����

{Φ(−νi + ei)−Φ(−νi − ei)} dδ−ν�(x)

+0.5

�
φ

�
0.5(x− νi) +

�
(0.5(x+ νi))

� + e�i

�
(1 + t(x))� (x+ νi > 0)

+ φ

�
0.5(x− νi)−

�
(0.5(x+ νi))

� + e�i

�
(1− t(x))� (x+ νi < 0)

�
dx,

��� t(x) = (x+ νi) /

��
(x+ νi)

� + 4e�i

�
� +� ��� |νi| = ∞" 
� ��� Hi

AS,n,θ���,σ�
�������

��1�� 
� Φ" ���" 
� � �
������ ������ ���
����
���� -+� ��� ei = 0 
� ����
 ������ ����� 
�
� �
������ ������ ���
����
����/

��� ����� ei = ∞� $
 
� ������� ���
�� αi,n =
�
ξi,nηi,n

	−�
� $�		�� 
��
 
� 
��

	����
�� θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ Rk� ��� σn ∈ (0,∞) ��
���� θi,n/(σnξi,nηi,n)→ ζi ∈ �R�

'� +� |ζi| < 1" 
�� Hi
AS,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� δ−ζ��

(� +� 1 ≤ |ζi| <∞" 
�� Hi
AS,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� δ−�/ζ��

)� +� |ζi| =∞" 
�� Hi
AS,n,θ���,σ�

������� ��1�� 
� δ��

0���% ��
� �� ��
��	� �
����� αi,n ��� �	 �� 
��% *��*������	� 
� 2
���( �� �� �
�
���� 
� ai,n �	 �� �
� �� ��	��%
��% 
� +�� 
� �	 �� �
� �� ��	����	� ��	�	� 
	� ���� ����
��*�	� �� �� ��	��
2 �
� �� ��	%��	� �	 ���� �
��� -	 �� �
� �� ��	��%
��% ��	�	� ��
������	� �����������	� �
% ��	��
��( �� �
� ���� 
� �� .	����
�*� �����������	�) ���	�
���
��	� ��
� �� ��%�	��*
�
��� 
�(�*����� ��
�+��� �
*���� �� .	����
�*� ��
%���
�� �� ����
���� �	 
 �
����
����( +
(� -	 ��	��
��) 
 .2��*
�
��� 
�(�*����� ��
�+���)
+���� �����*�	�� �� ����	� θi,n ≡ θi 
	� σn ≡ σ �	 �� 
��% *��*������	�) ����*��	�� ��
.	����
�*� *��*���� �� �� ���������	� ����
���� +�	%� θi �= 0 ��� ��
��) 
� �� .2��
*
�
��� ������	� �����������	 �� G �	 �
� �� �
������������	� 
	� 
�
*��% ��������������	�
G ��	 
�+
(� N(0, 1)) ��
����� �� �� ��, �� θi� 1�� ��������������	� + 
��� ����% 
 ����	�
�����*
	�( ��+	 �� .	����
�*� �����������	 
	� �� .2��*
�
��� ����� ��� θi �= 0 +����
�� ��%	 �( N(− sign(θi)ei, 1)� -	 *
������
�) �� 
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������� ��1�� 
� δ− �	
��ζ���	���,|ζ�|��

">



������� �' ����	
�� ���
�
���������� ��
� ������
�
 
������ $�		�� 
��
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ξi,nηi,n

	−�
� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
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√
|xζ�|
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� ���
����
��� ��
� ���
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ρm(s)ds� (0 ≤ x < −ζi) + � (x ≥ −ζi)
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�� ��� −∞ < ζi < 0� ���
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����
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ρm(s) = Pr(χ�m > mζ�i ) �
 x = −ζi ��� ��

�
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� δ−ζ�"

(� 1 < |ζi| <∞ ��	��� 
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��� ������	� �����������	� ��� 
�� ��� ����
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���	 �� �+� *��	��
���) +��� +�����
��
� 
� �	 �	�
� ��/�	� ���� �� �	�+	�%
��
	� �
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� ��� ��������������	� �� .2��*
�
��� ������	� �����������	 ��
δ� �	�( ��� θi = 0 
	� ����+�� �
� 
 *�� ��%	 �( ρm(− sign(θi)x) <
� ���*
�� �� 
 ����� ��
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� 	� ��	�� �����
����
��( ���	�� �	 
 ��%�	��*
�
��� ��
�+���
<��� ���
�	 �;�	�� �� *
�
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 �( �
 0 < σ <∞ � ����� $�		�� 
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 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n)
��� ���� ����� n � ��� ξi,nηi,n → 0 ��� n�/�ηi,n →∞�

��� σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̃H,i − θi

�
�� ��� �� σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̂H,i − θi

�
������ �� ���
����
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N(0, 1) ��� θi �= 0" ��� 
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��� σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̃AS,i − θi
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	� �� �� ��	�	�

*
�
��� �� H��� �
��H �	 �� �	� ��
� n�/ξ
�/�
i,n ηi,n →∞� �� �
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� �� ��
�����( �� �� .2��*
�
��� 
�(�*����� ������ �	�� 
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 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k = k(n)
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��
 F i

H,n,θ���,σ�
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� ����
 ����� 
� � �
������ ������ ���
����
����/

���"������
 #� ����	
�� ���
�
����������� $�		�� 
��
 ��� ���� i ≥ 1 ��
������� i ≤ k =
k(n) ��� ���� ����� n � ��� ξi,nηi,n → 0 ��� n�/�ηi,n →∞� $�		�� 
��
 
� 
�� 	����
��

θ�n� = (θ�,n, . . . , θk�,n) ∈ Rk� ��� σn ∈ (0,∞) ��
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� ��������� ���� +� −∞ < ζi < 0"

�� �� ζi = 0 ��� n�/�θi,n/(σnξi,n) → −∞" �� �� ζi = −∞ ��� n�/�η�i,nξi,nθ
−�
i,nσn → −∞" 
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� +�� �� �
��� ��	�����	 �
��� �� �����

%�$ �������

������ ## <�? �� ��	%��	� ��	�����	� �	 �� %
����� ;�
	����� �	%��%�	� θi,n 
	� σn �	
�� *��*������	� �	  ����	� 6�$ 
	� 6�A 
� +�� 
� �	 �� ������ �	  ����	 6�> 
� ��	��
��(
������� ��� �� �
� �
��	 
� 2*�
�	� �	 ��
�� =�

<��? ' 	�� ��
� 
�� *������ ����� �� �� ��%�	��*
�
��� ������	� �����������	� �	 ��
������ �	 ���� �����	 
��
�( 
��� ��� �;�	�� θi,n ���	��	� �� 
	 
�����
���( ��
�� 	�������
���� �� ,�� <
	� +��� σ > 0 .2�?� 3�	�;�	��() �� 	�	��	�������( �	 �� ��	%��	� �� ��
.2��*
�
��� ������ �� �� 
 ���
� 	
����

& 8������� ���+

@� �
� �	 �������� �	 ��
��� $ 
	� " �	  ����	 ") �� ��������������	� ����
��� ���	����
+��� �� :
���) 
	� �� 
�
*��% ��������������	� ����
��� ���	���� +��� �� 
�
*��% :
���
�	 �
� �� �������	
� ����	� @ 	
���
� ;�����	 	�+ �� �� �� �����������	
� ������ ��� ��
<
�
*��%? ��������������	� ����
��� ���%� �	 ���� *
*� 
� �	 
	( +
( �	���
��% ��� ��
�����������	 �� �� <
�
*��%? :
��� �	 �
� �� 	�	��������	
� ����	� -	 ���� �� �
�	 ���
�	����� �	�� ���� + *��%�� 
 �����
���	 ����( �� ���*
� �� .	����
�*� �����������	� �� ��
��*���% ����
�����

' �����
� �� :
��� ����
��� 
� �.	� �	 ��
�� $ <+��� η′i,n = ηi,nξ
−�
i,n 
	� ηi,n = ηn

	�� �*	��	� �	 i? 
	� �� 
�
*��% :
��� ����
��� 
� �.	� �	 ��
�� " <+��� η′i,n = ηn
	�� �*	��	� �	 i? 
	� ���+ �������
�� �� n�/�σ−�ξ−�i,n

�
�θi − θi

	
+�� �θi ��
	�� ��� �� i���

���*�		� �� :
��� �� 
�
*��% :
���� E�� ��
��	� ��� �� �� ����	 �	 �� �
��� ��
� +���
���� ��
��	� �� i��� ���*�		� �� �� �
����;�
�� ����
��� �� ��
	�
�� 	���
��( �����������F

' �� n = 8 
	� k = 4) ������	� �	 n− k = 4 ���� �� ������ �+� ��/�	� �(*� ��
����	� 
� ��	�����5 ��� ����	 - + �� X′X = n (ρ) +���  (ρ)i,j = ρ|i−j|� ��� ��	����()
X �� *
������	� �	�� d = n/k = 2 ������ �� ��, k × k 
	� 
�� �� ��� ������ �� �� ;�
� ��
k�/�L +��� LL′ =  (ρ)) �� 3�����( �
�����,
���	 ��  (ρ)� �� %
�� �� ρ �� �� ;�
� �� 0.3)
0.5) 
	� 0.9) ��*�(�	� ��	�����	 	����� ��� X ′X �� 2.7) 5.6) 
	� 57.0) ��*���%�(� ����	
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n�/�ηi,n

�
−1− θi,n/(σnξi,nηi,n)

	�
→ Φ(ri).

�� �
� ζi = −1 �� �
	��� 
	
�������(� �

����- �- ���"������
 ��4 ' *��% �
�� <�? .���� 0���% ��
�

Pn,θ,σ

�
θ̃i = 0

�
=

� ∞

�

�
Φ
�
n�/�sηi,n

�
−Φ

�
−n�/�sηi,n

��
ρn−k(s)ds

= Tn−k

�
n�/�ηi,n

�
− Tn−k

�
−n�/�ηi,n

�
.

�( 
 ����;�	� 
����	� �� ��I�� �� *��% �� ����� �	�� �� 
����*���	 ��
� n − k =
n − k(n) ��	%��� �	 N ∪ {∞}� -� �� ����� �� .	��) ��	 n − k(n) �� %	��
��( ��	��
	� 
	�
�� ����� �����+� ��	� %�( t������������	 �
� �	���	�� ��**���� -� n− k →∞ ��	

Φ
�
n�/�ηi,n

�
−Φ

�
−n�/�ηi,n

�
− 2 �Tn−k −Φ�∞

≤ Pn,θ,σ

�
θ̃i = 0

�
≤ Φ

�
n�/�ηi,n

�
−Φ

�
−n�/�ηi,n

�
+ 2 �Tn−k −Φ�∞ ,

+�� �	�∞ �	��� �� ��*���� 	����  �	� �Tn−k −Φ�∞ → 0 �� n − k → ∞ �( ���(
K�
�����) �� ����� �����+�� �
�� <�? �� *��%� 
	
�������(�

' 	2� *��% �
�� <
?� 0���% ��
� �� ��������	 �� �����������	� �����*�	��	� ��
{ρm : m ∈ N} �� ����� �	 (0,∞)) �
	�	� ��
� ��� %�( 0 < δ < 1 ��� 2��� 0 < c∗(δ) <

c∗(δ) < ∞ ���� ��
� supm∈N
� c∗�δ�
� ρmds < δ 
	� supm∈N

�∞
c∗�δ� ρmds < δ� &�� ��
� �� �
*

A$



s �→ Pn,θ,σ
�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
�� ��	���	��
��( 	�	���
��	�� �	�)

(1− δ)Pn,θ,σ
�
θ̂i(c∗(δ)ηi,n) = 0

�
≤

� ∞

c∗�δ�

Pn,θ,σ
�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
ρn−k(s)ds

≤ Pn,θ,σ
�
θ̃i = 0

�
=

� ∞

�

Pn,θ,σ
�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
ρn−k(s)ds

≤ Pn,θ,σ
�
θ̂i(c

∗(δ)ηi,n) = 0
�
+ δ.

 �	� ξi,nc∗(δ)ηi,n <ξi,nc
∗(δ)ηi,n) ��*���%�(? ��	%��� �� ,�� �� 
	� �	�( �� ξi,nηi,n ��� ��)

�
�� <
? �����+� ���� ���*������	 A 
**��� �� �� ����
���� θ̂i(c∗(δ)ηi,n)
	� θ̂i(c
∗(δ)ηi,n)� �

����- �- ������� ��4 <
?  � Pn(s) = Pn,θ���,σ�

�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
��� s > 0� �( ���*������	

C + �
% ��
� Pn(s) ��	%��� �� P (s) ��� 
�� s > 0) +�� P (s) = Φ (−νi + sei)−Φ(−νi − sei)
��� s > 0�  �	� Pn(s) 
� +�� 
� P (s) 
� ��	��	���� ��	����	� �� s) 
� ��	���	��
��( 	�	��
��
��	� �	 s) 
	� �
% �� *��*��( ��
� ���� ������ ��� s→ 0 
� 0 +��� �� ������ ��� s→∞

� 1) �� �����+� ���� ���(
K� ����� ��
� �� ��	%��	� �� �	����� �	 s� ��� ��	 ���	� <7?
��%�

����Pn,θ���,σ�
�
θ̃i = 0

�
−
� ∞

�

(Φ (−νi + sei)−Φ(−νi − sei)) ρn−k(s)ds

����

≤ sup
s>�

|Pn(s)− P (s)|
� ∞

�

ρn−k(s)ds = sup
s>�

|Pn(s)− P (s)| → 0


� n→∞� ���� ���*��� �� *���� �	 �
� n−k =m %	��
��(D �	 �
� n−k →∞ ����% ��
��∞
� (Φ (−νi + sei)−Φ(−νi − sei)) ρn−k(s)ds ��	 ��	%��� �� Φ(−νi + ei) − Φ(−νi − ei) 
�
�� �����������	 �����*�	��	� �� ρn−k ��	%��� +
��( �� *��	��
�� 
� s = 1 
	� �� �	���
	�
�� ���	�� 
	� ��	��	�����

<�? 0���% ��
� Pn,θ���,σ�

�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
��	%��� �� 1 ��� s > |ζi| 
	� �� 0 ��� s < |ζi|

�( ���*������	 C 
**��� �� �� ����
��� θ̂i(sηi,n)� &�+ <7? 
	� ����	
�� ��	%��	� ���%�
�� ����� �	 <�$?�

&2� ��	���� <�"?5  �**�� .��� ��
� |ζi| < 1� 3���� ε > 0 ��
�� 	���� ���� ��
�

|ζi|+ ε < 1� ��	) ��
���	� ��
� Pn,θ���,σ�

�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
�� ��	���	��
��( 	�	���
��	� �	 s)

;� <7? ��%�

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
≥

� ∞

|ζ�|�ε

Pn,θ���,σ�

�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
ρn−k(s)ds

≥ Pn,θ���,σ�

�
θ̂i((|ζi|+ ε) ηi,n) = 0

�� ∞

|ζ�|�ε

ρn−k(s)ds.

&�+ �� �	���
� �	 �� ������ ��	%��� �� 1 ��	� |ζi| + ε < 1) 
	� �� *���
�����( �	 ��

������ ��	%��� �� 1 �( ���*������	 C 
**��� �� �� ����
��� θ̂i((|ζi|+ ε) ηi,n)� ���� ���*���
�� *���� ��� �� �
� |ζi| < 1� &2� 
���� ��
� |ζi| > 1� 3���� ε > 0 ��
�� 	���� ���� ��
�
|ζi| − ε > 1 ������ ��	 ���� <7? + �
%

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
≤

� |ζ�|−ε

�

Pn,θ���,σ�

�
θ̂i(sηi,n) = 0

�
ρn−k(s)ds+

� ∞

|ζ�|−ε

ρn−k(s)ds

≤ Pn,θ���,σ�

�
θ̂i((|ζi| − ε) ηi,n) = 0

�
+

� ∞

|ζ�|−ε

ρn−k(s)ds

A"



��	� Pn(s) �� ��	���	��
��( 	�	���
��	� �	 s 
	�
� |ζ�|−ε
� ρn−k(s)ds �� 	�� �
��� ��
	 1�  �	�

|ζi| − ε > 1 
	� n− k →∞ �� ���	� ��� �	 �� ������ ��� �� ,��) +��� �� .��� ��� ���

�� ,�� �( ���*������	 C 
**��� �� �� ����
��� θ̂i((|ζi| − ε) ηi,n)�
&2� + *��% >�PA� 
	� 
���� ζi = 1 .���� ��	 ���	� ;� <7? 
	� *������	� �� �������

�����	 s−1 = (2 (n− k))
−�/�

t + ���
�	 <��
���	� ��
� ρn−k �� ,�� ��� 	�
��% 
����	�� 
	�

���	� �� 
���%�
���	� ri,n = n�/�
�
ηi,n − θi,n/(σnξi,n)

	

	� r∗i,n = n�/�

�
−ηi,n − θi,n/(σnξi,n)

	
?

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�

=

� ∞

−∞

�
Φ
�
ri,n + n�/�ηi,n (2 (n− k))−�/� t

�
−Φ

�
r∗i,n − n�/�ηi,n (2 (n− k))−�/� t

��

× (2 (n− k))
−�/�

ρn−k((2 (n− k))
−�/�

t+ 1)dt

=

� ∞

−∞

�
Φ
�
ri,n + n�/�ηi,n (2 (n− k))−�/� t

�
−Φ

�
r∗i,n − n�/�ηi,n (2 (n− k))−�/� t

��

×φ(t)dt+ o(1).

�� �	���
�� ��� �	 �� 
��% ���*�
( �� o(1) �( �� :��
 �	 �� @**	��2 
	� ��
�� ��
2*�����	 �	 ��
���� �	��� �� �	���
� �� ���	�� �( 1�  �	� ri,n → ri 
	� r∗i,n → −∞) ��
�	���
	� ��	%��� �� Φ(ri) �	�� >� 
	� �� Φ(ri + dit) �	�� A� �� ����	
�� ��	%��	�
����� ��	 ���*��� �� *����� �� �
� ζi = −1 �� ��
�� �����
��(�

-� ��
�	� �� *��% 7� @�
�	 
���� ζi = 1 .���� �.	 r′i,n = 2�/�n−�/�η−�i,n (n− k)
�/�

ri,n


	� r′′i,n = 2
�/�n−�/�η−�i,n (n− k)�/� r∗i,n 
	� �+��� �� 
��% ���*�
( 
�

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�

=

� ∞

−∞

�
Φ
�
n�/�ηi,n (2 (n− k))

−�/� �
r′i,n + t

	�
−Φ

�
n�/�ηi,n (2 (n− k))

−�/� �
r′′i,n − t

	��

×φ(t)dt+ o(1).

0���% ��
� r′i,n → r′i 
	� r′′i,n → −∞� �� 2*�����	 �	 ��
���� �	��� �� �	���
� �	�
��	%��� �� 1 ��� t > −r′i 
	� �� 0 ��� t < −r′i� �( ����	
�� ��	%��	� �� �	���
� ��	%���
��
�∞
−r′�

φ(t)dt = Φ(r′i)� �� �
� ζi = −1 �� ��
�� �����
��(� �

����- �- ���"������
 �#4 0���% ��
�

���Pn,θ,σ
�
θ̂i = 0

�
− Pn,θ,σ

�
θ̃i = 0

����

≤
� ∞

�

���Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + ηi,n

	�
−Φ

�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + sηi,n

	����

+
���Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− ηi,n

	�
−Φ

�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− sηi,n

	����
�
ρn−k(s)ds. <"6?

�( 
 ���%�
� ����.�
���	 �� :��
 $> �	 ������� 
	�  ��	��� <"#$#? + ��	���� ��
� ���
%�( ε > 0 ��� 2���� 
 �
� 	���� c = c(ε) > 0 ���� ��
�

�

|s−�|>�n−k�−���c

ρn−k(s)ds < ε

A>



��� %�( n > k� ���	� �� �
��) ��
� Φ �� ����
��( :�*�����, +��� ��	��
	� (2π)−�/�) ���� ��%�

sup
θ∈R�,�<σ<∞

���Pn,θ,σ
�
θ̂i = 0

�
− Pn,θ,σ

�
θ̃i = 0

����

≤ 2

�

|s−�|>�n−k�−���c

ρn−k(s)ds

+2(2π)−�/�n�/�ηi,n

�

|s−�|≤�n−k�−���c

|s− 1| ρn−k(s)ds

≤ 2ε+ 2(2π)−�/�n�/�ηi,n(n− k)−�/�c

+���� *��%� �� ����� ��	� ε �
	 � �
� 
�����
���( ��
��� �

'�� ����-� -�� ������
 #

����- �- ������� �%4 <
? 0���% ��
�
���θ̃i − θ̂LS,i

��� ≤ σ̂ξi,nηi,n <"8?

����� ��� 
	( �� �� ����
����� �	�) ��	����	�( �� θ̃i �	�� ξi,nηi,n → 0 
	� ξi,n/n
�/� → 0

�����+� �����
��( ���� ���*������	 $7<
? ��	� �� �����������	� �� σ̂/σ 
� ������ 3�	%���()

��**�� θ̃i �� ��	����	�� ��	 ��
��( Pn,θ,σ
�
θ̃i = 0

�
→ 0 +�	%� θi �= 0 ���� ����) +����

��*��� ξi,nηi,n → 0 �( ���*������	 $$<
?� ���� ��	 	�
��� ��	����	�( �� θ̂LS,i �( <"8? 
	�

�����	�� �� �� �����������	� �� σ̂/σD ���� �	 ���	 ��*��� ξi,n/n
�/� → 0 �( ���*������	 $7<
?�

<�?  �	� ai,n → ∞) �� ��I�� �� *��% �� ���	� ��
�� �	 <�?� &�+ ��� %�( �
� M > 0
+ �
%

Pn,θ,σ

�
ai,n

���θ̃H,i − θi

��� > σM
�

= Pn,θ,σ

�
ai,n

���θ̂LS,i − θi

��� > σM,
���θ̂LS,i

��� > σ̂ξi,nηi,n

�

+� (ai,n |θi| > σM)Pn,θ,σ
����θ̂LS,i

��� ≤ σ̂ξi,nηi,n

�

≤ Pn,θ,σ

�
ai,n

���θ̂LS,i − θi

��� > σM
�
+ � (ai,n |θi| > σM)Pn,θ,σ

����θ̂LS,i
��� ≤ σ̂ξi,nηi,n

�

≤ Pn,θ,σ

��
n�/�/ξi,n

� ���θ̂LS,i − θi

��� > σM
�
+ � (ai,n |θi| > σM)Pn,θ,σ

����θ̂LS,i
��� ≤ σ̂ξi,nηi,n

�
.

���� ��%�

sup
n∈N

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ

�
ai,n

���θ̃H,i − θi

��� > σM
�

≤ sup
n∈N

sup
θ∈R�

sup
�<σ<∞

Pn,θ,σ
��

n�/�/ξi,n

� ���θ̂LS,i − θi

��� > σM
�

+sup
n∈N

sup
�<σ<∞

sup
θ∈R��|θ�|>σM/a���

Pn,θ,σ
����θ̂LS,i

��� ≤ σ̂ξi,nηi,n

�

+�� �� .��� ��� �	 �� ������ �
	 � �
� 
�����
���( ��
�� �	 %�+ �� ���*������	 $7<�? �(
������	� M �
�� 	����� �� ���	� ��� �	 �� ������ �
	 � +����	 
� <��� <7??

sup
n∈N

sup
�<σ<∞

sup
θ∈R��|θ�|>σM/a���

� ∞

�

Pn,θ,σ

����θ̂LS,i
��� ≤ sσξi,nηi,n

�
ρn−k(s)ds

≤ sup
n∈N

sup
�<σ<∞

� ∞

�

sup
θ∈R��|θ�|>σM/a���

Pn,θ,σ

����θ̂LS,i
��� ≤ sσξi,nηi,n

�
ρn−k(s)ds.

AA



1�� ε > 0 ����� c∗(ε/2) 
� �	 �� *���� �� ���*������	 $$� ���	� ��	��	���( �� Φ 
	� �� �
��
��
� �� *���
�����( 
**
��	� �	 �� ������ 
��% �� ��	���	��
��( �	��
��	� 
� |θi| 
**��
���
σM/ai,n ���� 
��%) ���� �
	 � ������ ���	�� �(

≤ sup
n∈N

� ∞

�

Φ
�
sn�/�ηi,n −Ma−�i,nn

�/�/ξi,n

�
ρn−k(s)ds

≤ ε/2 + sup
n∈N

� c∗�ε/��

�

Φ
�
sn�/�ηi,n −Ma−�i,nn

�/�/ξi,n

�
ρn−k(s)ds

≤ ε/2 + sup
n∈N

Φ
�
n�/�ξ−�i,na

−�
i,n

�
c∗(ε/2)ξi,nηi,nai,n −M

	�
≤ ε/2 + Φ(c∗(ε/2)−M) ,

�� �
�� �	;�
���( �����	� ��� M > c∗(ε/2) 
	� ��	� n�/�ξ−�i,na
−�
i,n ≥ 1 
	� ξi,nηi,nai,n ≤ 1�

3�����	� M ��I��	��( �
�� <�*	��	� �	 ε? ���*��� �� *���� ��� θ̃H,i� &2� ����% ��
�

ai,n

���θ̃H,i − θ̃S,i

��� ≤ σ̂min
�
n�/�ηi,n, 1

�
≤ σ̂


	� �����
��( ai,n

���θ̃H,i − θ̃AS,i

��� ≤ σ̂ �����  �	� �� �� �� �����������	� �� σ̂/σ <���) �� �� ��

�����������	� �����*�	��	� �� ρn−k? �� ����� 
� 
��
�( 	���) ���� *��%� <�? ��	 
��� ��� θ̂S,i

	� θ̂AS,i�

<�? �( 
 ����;�	� 
����	� + �
	 ���� �� 
����	� �� �� �
� +�� n�/�ηi,n →
ei ∈ �R 
	� n − k ��	%��� �	 N ∪ {∞}�  �**�� .��� ��
� ei = ∞5 0���% ��
� ��	
ai,n = (ξi,nηi,n)

−� %	��
��(� 3���� θi,n 
	� σn ���� ��
� θi,n/
�
σnξi,nηi,n

	
= ζi) +�� ζi

��� 	�� �*	� �	 n 
	� 0 < |ζi| < 1 �����) 
	� �� �� ���� ������	
�� �� θ�n� �� 
�����
�(
%
��� <���) ;�
� �� ,��?� 0���% ��
� ��� 2���� 
 ��	��
	� δ > 0 ���� ��
�

lim inf
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
> δ <"C?

�����5 -� n − k ��	%��� �� 
 .	�� �����) ���) �� %	��
��( ��	��
	�) �� ��
�� �����+� ����
����� $"<�$?D �� n − k → ∞) ��	 �� ����� $"<�"?� �( <6? + �
% ��� ε = δ 
	� 

����
�� M ��
�

δ > Pn,θ���,σ�

�
bi,n

���θ̃i − θi,n

��� > σnM
�
≥ Pn,θ���,σ�

�
bi,n

���θ̃i − θi,n

��� > σnM, θ̃i = 0
�

= Pn,θ���,σ�

�
|bi,nθi,n| /σn > M, θ̃i = 0

�

= � (|bi,nθi,n| /σn > M)Pn,θ���,σ�

�
θ̃i = 0

�
> δ� (|bi,nθi,n| /σn > M)

��� 
�� n ��I��	��( �
��� ��� ���� �� �	�( *������ �� bi,nξi,nηi,n ≤M/ |ζi| <∞ ����� %	��
��()
��*�(�	� ��
� bi,n = O(ai,n)� &2� ��	���� �� �
� +�� 0 < ei <∞5 0���% ��
� ��	 ai,n
�� �� �� �
� ���� 
� n�/�/ξi,n� ��	 �.	 θi,n 
	� σn ���� ��
� n�/�θi,n/

�
σnξi,n

	
= νi)

+�� νi ��� 	�� �*	� �	 n 
	� 0 < |νi| < ∞ �����) 
	� �� �� ���� ������	
�� �� θ�n�

�� 
�����
�( %
��� <���) ;�
� �� ,��?� 0���% ��
� ��	 <"C? 
��� �����) �	 %�+ �� �����
$"<
$? �	 �
� n− k �� %	��
��( ��	��
	�) 
	� �	 %�+ �� ����� $"<
"? �	 �
� n− k →∞�
�� ��� �� �� *���� �� ��	 �����
� 
� ����� -� ��
�	� �� ��	���� �� �
� ei = 05 -� �����+�
���� <"8?) �� 
����*���	� �	 ξi,n 
	� ηi,n) ���� ei = 0) 
	� ���� �� ����%
���	 ��
� θ̂LS,i ��

N(θi, σ
�ξ�i,n/n)�����������) ��
� n�/�ξ−�i,nσ

−�
�
θ̃i − θi

�
��	%��� �	 �����������	 �� 
 ��
	�
��

	���
� �����������	 ��� 
�� .2� θi 
	� σ� �	�) �����
���� ���	��	�� �� σ−�bi,n

���θ̃i − θi

���

��� 
�� θi <
	� 
 �������� <6?? 	���
���( ��*��� ��
� bi,n = O(n�/�ξ−�i,n) = O(ai,n)�
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<�? �� *���� ��� θ̂i �� �����
� 
	� �	 �
�� ���*��5 	�� ��
� 	�+
���θ̂i − θ̂LS,i

��� ≤ σξi,nηi,n
����� 
	� ��
� �	 �� *���� �� <�? �� �	���
���	 �%� s �
	 ���*�( � �*�
�� �( %
��
���	 
�
s = 1� 1�� <�? �	 ��� ���*������	 C �	��
� �� ����� $"� �

'�� ����-� -�� ������
 $

����-� �- ���"������
� �(, �), �
� ��4 0���% ��
�

θ̂H,i/(σξi,n) =
�
θ̂LS,i/(σξi,n)

�
�

����θ̂LS,i/(σξi,n)
��� > ηi,n

�


	� ��
� θ̂LS,i/(σξi,n) �� N
�
θi/(σξi,n), 1/n

	
� 1��������) + �
%

HiH,n,θ,σ(x) = Pn,θ,σ
�
σ−�αi,n(θ̂H,i − θi) ≤ x

�

= Pn,θ,σ
�
n�/�(θ̂H,i − θi)/(σξi,n) ≤ n�/�α−�i,nξ

−�
i,nx

�
.

-�	���(�	� θ̂LS,i/(σξi,n) 
	� θi/(σξi,n) +��� �y 
	� θ �	 ������� 
	� :� <"##=? 
	� �
��	�

�� �� ;� <A? �	 ��
� ���	� �����
��( ��%� �� ����� ��� dHiH,n,θ,σ� �� ����� ��� H
i
H,n,θ,σ

��	 �����+� ���� ��	�
�( �
����
���	��
�� ����� ��� dHiS,n,θ,σ �����+� �����
��( �( �
��	� �� �� ;� <7? �	��
� �� ;� <A? �	 �������


	� :� <"##=?� �� ����� ��� HiS,n,θ,σ ��	 �����+� ���� ��	�
�( �
����
���	��

�� ������ ��� dHiAS,n,θ,σ 
	� HiAS,n,θ,σ �����+ �����
��( �( �
��	� �� �� ;�� <=?�<$$? �	
������� 
	�  ��	��� <"##=?� �

����-� �- ���"������
� ��, �#, �
� �$4 ' �
%

Hi�H,n,θ,σ(x) =

� ∞

�

Pn,θ,σ

�
σ−�αi,n(θ̃H,i − θi) ≤ x | σ̂ = sσ

�
ρn−k(s)ds

=

� ∞

�

HiH,sη���,n,θ,σ(x)ρn−k(s)ds,

+�� + �
% ��� �	�*	�	� �� σ̂ 
	� θ̂LS,i 
���+�	� �� �� �*�
� σ̂ �( sσ �	 �� ��%
	�
������
) ��� :� 
	� ������� <"##>) *� $$#?�  ���������	� <8?) +��� ηi,n �*�
�� �( sηi,n) �	��

�� 
��% ;�
���	 ��%� <$"?� �*��	��	� HiH,sη���,n,θ,σ(x) 
� 
	 �	���
� �� dHiH,sη���,n,θ,σ
��%	 �	 <C? 
	� 
**�(�	� 1���	�K� ����� ��	 ��%� <$>?�

 ����
��() + �
%

Hi�S,n,θ,σ(x) =

� ∞

�

HiS,sη���,n,θ,σ(x)ρn−k(s)ds.

 ���������	� <=?) +��� ηi,n �*�
�� �( sηi,n) �	�� �� 
��% ;�
���	 
	� 	���	� ��
�
�∞
�
Φ(a+

bs)ρν(s) ds = Tν,−a(b) ��%� <$A?� ���	�
�( �
����
���	� ��	 (��� <$7?�
1�	
��() + �
%

Hi�AS,n,θ,σ(x) =

� ∞

�

HiAS,sη���,n,θ,σ(x)ρn−k(s)ds.

 ���������	� <$$?) +��� ηi,n �*�
�� �( sηi,n) �	�� �� 
��% ;�
���	 ��%� <$6?� ���	�
�(
�
����
���	� ��	 (��� <$8?� �
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'�# ����-� -�� ������
 %

����- �- ���"������
 �& 4 �� *���� �� <
? �� ���*���( 
	
������ �� �� *���� �� �����
A �	 ������� 
	� :� <"##=?) +��
� �� *���� �� <�? �� 
	
������ �� �� *���� �� ����� $8
�	 �� �
� ���	�� �

����- �- ���"������
 �' 4 �� *���� �� <
? �� ���*���( 
	
������ �� �� *���� �� �����
7 �	 ������� 
	� :� <"##=?) +��
� �� *���� �� <�? �� 
	
������ �� �� *���� �� ����� $C
�	 �� �
� ���	�� �

����- �- ���"������
 �( 4 �� *���� �� <
? �� ���*���( 
	
������ �� �� *���� �� �����
A �	 ������� 
	�  ��	��� <"##=?) +��
� �� *���� �� <�? �� 
	
������ �� �� *���� �� �����
6 �	 �� �
� ���	�� �

����- �- ������� �)4 0���% ��
� �� ���
� %
��
���	 ����
	� ��+	 �+� ���� ��
���	�� �( �� ��� �� �� ���
� %
��
���	 ����
	�� ��+	 �� �����*�	��	� ������ 
	�
��	��	���� *
���� 1��������) ��
�� ��
� �� ���
� %
��
���	 ����
	� ��+	 �� 
�������(
��	��	���� *
��� �� ���	�� ���� 
��% �( �� L������
	� �� �� �����*�	��	� �	������ �	�)
���� <C? 
	� <$>? + ���
�	

��HiH,n,θ,σ −Hi�H,n,θ,σ
��
TV

≤ A+B

+��
A =

���Pn,θ,σ
�
θ̂H,i = 0

�
− Pn,θ,σ

�
θ̃H,i = 0

����


	�

B =

� ∞

−∞

� ∞

�

���
���α−�i,nx+ θi/σ

�� > ξi,nηi,n
	

−�
���α−�i,nx+ θi/σ

�� > ξi,nsηi,n
	�� ρn−k(s)dsn

�/�α−�i,nξ
−�
i,nφ

�
n�/�x/(αi,nξi,n)

�
dx

=

� ∞

�

� ∞

−∞

����
����u+ n�/�θi/

�
σξi,n

	��� > n�/�ηi,n

�

−�
����u+ n�/�θi/

�
σξi,n

	��� > sn�/�ηi,n

����φ(u)duρn−k(s)ds

=

� ∞

�

� ∞

−∞

�

�
n�/�ηi,n(s ∧ 1) <

���u+ n�/�θi/(σξi,n)
��� ≤ n�/�ηi,n(s ∨ 1)

�
φ (u) duρn−k(s)ds

=

� ∞

�

�
Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + ηi,n(s ∨ 1)

	�
−Φ

�
n�/�

�
−θi/(σξi,n) + ηi,n(s ∧ 1)

	��

+
�
Φ
�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− ηi,n(s ∧ 1)

	�
−Φ

�
n�/�

�
−θi/(σξi,n)− ηi,n(s ∨ 1)

	���
ρn−k(s)ds,

+�� + �
% �
� �� �� 1���	�K� ����� 
	� *������ 
	 ��%���� �����������	� �( 
 ���%�
�
����.�
���	 �� :��
 $> �	 ������� 
	�  ��	��� <"#$#? + ��	���� ��
� ��� %�( ε > 0
��� 2���� 
 �
� 	���� c = c(ε) > 0 ���� ��
�

�

|s−�|>�n−k�−���c

ρn−k(s)ds < ε <"=?
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��� %�( n − k > 0� ���	� �� �
��) ��
� Φ �� ����
��( :�*�����, +��� ��	��
	� (2π)−�/�) ����
��%�

sup
θ∈R�,�<σ<∞

B ≤ 2

�

|s−�|>�n−k�−���c

ρn−k(s)ds

+2(2π)−�/�n�/�ηi,n

�

|s−�|≤�n−k�−���c

|(s ∨ 1)− (s ∧ 1)| ρn−k(s)ds

≤ 2ε+ 2(2π)−�/�n�/�ηi,n(n− k)−�/�c.

�� ������ 	�+ ��	%��� �� 2ε ��
�� n�/�ηi,n(n− k)−�/� → 0�  �	� ε > 0 +
� 
�����
�() ����
���+� ��
� supθ∈R�,�<σ<∞B ��	%��� �� ,��� &�� 
��� ��
� supθ∈R�,�<σ<∞A �
� 
��
�( �	
���+	 �� ��	%�� �� ,�� �	 ���*������	 $A� ���� ���*��� �� *���� ��� �� �
������������	�
����
����

'��� �� �
� 
����	� 
� 
��% + ���
�	
��HiS,n,θ,σ −Hi�S,n,θ,σ

��
TV

≤ A+B,

+��
A =

���Pn,θ,σ
�
θ̂S,i = 0

�
− Pn,θ,σ

�
θ̃S,i = 0

����


	�

B = n�/�α−�i,nξ
−�
i,n

� ∞

−∞

� ∞

�

���φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n) + n�/�ηi,n

�

−φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n) + n�/�sηi,n

���� ρn−k(s)ds�
�
α−�i,nx+ θi/σ > 0

	
dx

+n�/�α−�i,nξ
−�
i,n

� ∞

−∞

� ∞

�

���φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)− n�/�ηi,n

�

−φ
�
n�/�x/(αi,nξi,n)− n�/�sηi,n

���� ρn−k(s)ds�
�
α−�i,nx+ θi/σ < 0

	
dx

+�� + �
% ��� <$#? 
	� <$7?� &�+)

B ≤
� ∞

�

(B�(s) +B�(s)) ρn−k(s)ds

+��

B�(s) =

� ∞

−∞

���φ
�
u+ n�/�ηi,n

�
− φ

�
u+ n�/�sηi,n

���� du,

B�(s) =

� ∞

−∞

���φ
�
u− n�/�ηi,n

�
− φ

�
u− n�/�sηi,n

���� du,


	� +�� + �
% ��� 1���	�K� ����� 
	� 
	 ��%���� �����������	� -� �� ��	�
�( �� %���(
��
�

B�(s) = B�(s) = 2
���Φ(n�/�ηi,n(s− 1)/2)−Φ(−n�/�ηi,n(s− 1)/2)

��� ,


	� ��
� B�(s) ≤ 2 ������ 3�	�;�	��() ���	� <"=? + ���
�	

B ≤ 4

�

|s−�|>�n−k�−���c

ρn−k(s)ds+

�

|s−�|≤�n−k�−���c

(B�(s) +B�(s)) ρn−k(s)ds

≤ 4ε+ 4(2π)−�/�n�/�ηi,n

�

|s−�|≤�n−k�−���c

|s− 1| ρn−k(s)ds

≤ 4ε+ 4(2π)−�/�n�/�ηi,n(n− k)−�/�c,
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+�� + �
% 
�
�	 ��� �� �
�� ��
� Φ �� ����
��( :�*�����, +��� ��	��
	� (2π)−�/��  �	�
n�/�ηi,n(n − k)−�/� → 0 
	� ε > 0 +
� 
�����
�() �� *���� ��� ��������������	� �� ���*��)
��
�� supθ∈R�,�<σ<∞A ��� �� ,�� �( ���*������	 $A�

1�	
��() ���� <$$? 
	� <$6? + ���
�	

��HiAS,n,θ,σ −Hi�AS,n,θ,σ
��
∞

≤
� ∞

�

sup
x∈R

���Φ
�
z
���
n,θ,σ(x, ηi,n)

�
−Φ

�
z
���
n,θ,σ(x, sηi,n)

����ρn−k(s)ds

+

� ∞

�

sup
x∈R

���Φ
�
z
���
n,θ,σ(x, ηi,n)

�
−Φ

�
z
���
n,θ,σ(x, sηi,n)

���� ρn−k(s)ds

= :

� ∞

�

C�(s)ρn−k(s)ds+

� ∞

�

C�(s)ρn−k(s)ds.

0���% ��
� �	 �� �	 �
	� C�(s) 
	� C�(s) 
� ���	�� �( 1) 
	� ��
� �	 �� ���� �
	�)
���	� �� :�*�����,�*��*��( �� Φ 
	� �� �
	�%
�� �����)

|C�(s)| ≤ (2π)−�/� sup
x∈R

���z���n,θ,σ(x, ηi,n)− z
���
n,θ,σ(x, sηi,n)

���

= (2π)−�/� sup
x∈R

����n
�/�

��
0.5ξ−�i,n(α

−�
i,nx+ θi/σ)

	�
+ η�i,n

−n�/�
��
0.5ξ−�i,n(α

−�
i,nx+ θi/σ)

	�
+ s�η�i,n

����

≤ (2π)−�/�n�/�η�i,n |s− 1| sup
x∈R

����
��
0.5ξ−�i,n(α

−�
i,nx+ θi/σ)

	�
�s−� + η�i,n

�−�/����� ,

+�� �s �� 
 �
	�%
�� ��+	 s 
	� 1 +���� �
( �*	� �	 x� �� ��*���� �%� x �	 ��
������ �� 	�+ ��
��( 
����� ��� x = −αi,nθi/σ) ������	� �	 �� ���	�

|C�(s)| ≤ (2π)−�/�n�/�ηi,n |s− 1| .
�� �
� ���	� �� ���
�	� ��� C� �	 2
���( �� �
� +
(� 3�	�;�	��() ���	� <"=? + ���
�	

sup
θ∈R�,�<σ<∞

��HiAS,n,θ,σ −Hi�AS,n,θ,σ
��
∞

≤ 2

�

|s−�|>�n−k�−���c

ρn−k(s)ds

+2(2π)−�/�n�/�ηi,n

�

|s−�|≤�n−k�−���c

|s− 1| ρn−k(s)ds

≤ 2
�
ε+ (2π)−�/�n�/�ηi,n(n− k)−�/�c

�
.

 �	� n�/�ηi,n(n− k)−�/� → 0 
	� ε > 0 +
� 
�����
�() �� *���� �� ���*��� �

����- �- ������� ��4 <
? �� 
����� *
�� �� dHi�
H,n,θ���,σ�


� ��%	 �	 <$>? ��
��(

��	%��� +
��( �� �� 
����� *
�� �� <"$? �	 %�+ �� ����� $"<
$? 
	� �� �
�� ��
�
αi,nθi,n/σn = n�/�θi,n/(σnξi,n)→ νi �( 
����*���	D 
��� 	�� ��
� �� 
����� *
�� ��	%��� ��
�� ,�� �
��� �	 �
� |νi| =∞ �� ei = 0 
� ��	 �� ���
� �
�� �� �� 
����� *
�� ��	%���
�� ,��� ' ���	 �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� 	2�� 1�� �
�� �� + 	�� ��
� +�
� �
�
�	 ��
������ �� �
� 
��� ��*��� ��
� �� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� ��	�
%��� �� �� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �� �� �����) ��	� �� �� 
�( �� � ��
�
�� ������	� �����������	 ��%	 �	 �� ����� �
� ���
� �
�� 1� �� �	���( �� �� 
�������(
��	��	���� *
�� �� <$>? �
�� �� ����

φ (x)

� ∞

�

�

����x+ n�/�θi,n/(σnξi,n)
��� > sn�/�ηi,n

�
ρn−k(s)ds.

A=



0���% ��
� ��� ��%	 x ∈ R) �� �	���
��� ��	����	 �	 �� 
��% ���*�
( ��	%��� ��
� (|x+ νi| > sei) ��� :���� 
����� 
�� s� E-� ei = 0) ���� �� 	���
���( ��� �	�( ��� x ∈ R +���
x �= −νi�F  �	� n−k = m %	��
��() + �� ���� �� ����	
�� ��	%��	� ����� ��
� ��

��% ���*�
( ��	%��� �� φ (x)

�∞
� � (|x+ νi| > sei) ρm(s)ds ��� %�( x ∈ R <��� %�( x ∈ R

+��� x �= −νi �	 �
� ei = 0?) +���� �� �� �	���( �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �	 <"$?�
 �	� �� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �� *���%� �	 �� ����� 
� ���+	 
��%)
�� *���� �� ���*��� �(  ��/QK� :��
�

<�? 1����+� �����
��( ���� ���*������	 "8 
	� ����� >#� �

����- �- ������� �#4 <
? �� 
����� *
�� �� dHi�
S,n,θ���,σ�


� ��%	 �	 <$7? ��	%���

+
��( �� �� 
����� *
�� �� <""? �	 %�+ �� ����� $"<
$? 
	� �� �
�� ��
� αi,nθi,n/σn =
n�/�θi,n/(σnξi,n) → νi �( 
����*���	D 
��� 	�� ��
� �� 
����� *
�� ��	%��� �� �� ,��
�
��� �	 �
� |νi| = ∞ �� ei = 0 
� ��	 �� ���
� �
�� �� �� 
����� *
�� ��	%��� ��
,��� ' ���	 �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� 	2�� 1�� �
�� �� + 	�� ��
� +�
� �
� �	
��
������ �� �
� 
��� ��*��� ��
� �� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� ��	%���
�� �� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �� �� �����) ��	� �� �� 
�( �� � ��
�
�� ������	� �����������	 ��%	 �	 �� ����� �
� ���
� �
�� 1� �� �	���( �� �� 
�������(
��	��	���� *
�� �� <$7? �
�� �� ����

� ∞

�

φ
�
x+ sn�/�ηi,n

�
ρn−k(s)ds�

�
x+ n�/�θi,n/(σnξi,n) > 0

�

+

� ∞

�

φ
�
x− sn�/�ηi,n

�
ρn−k(s)ds�

�
x+ n�/�θi,n/(σnξi,n) < 0

�
.

0���% ��
� ��� ��%	 x ∈ R) �� ��	����	� φ
�
x± sn�/�ηi,n

	
��	%�� �� φ (x± sei)) ��*���%�()

��� 
�� s�  �	� n−k = m %	��
��() + ��	 �� ���� �� ����	
�� ��	%��	� ����� ��
�
�� 
��% ���*�
( ��	%��� ��

� ∞

�

φ (x+ sei) ρm(s)ds� (x+ νi > 0) +

� ∞

�

φ (x− sei) ρm(s)ds� (x+ νi < 0)

��� %�( x�= −νiD �� �
�� ���*�
( �� *�����( �� �	���( �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �	
<""?�  �	� �� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �� *���%� �	 �� ����� 
� ���+	

��%) �� *���� �� ���*��� �(  ��/QK� :��
�

<�? 1����+� �����
��( ���� ���*������	 "C 
	� ����� >#� �

����- �- ������� �$4 <
? 0���% ��
�

Hi�
AS,n,θ���,σ�

(x) =

� ∞

�

Φ
�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�
ρn−k(s)ds�

�
x+ n�/�θi,n/(σnξi,n) ≥ 0

�
<>#?

+

� ∞

�

Φ
�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�
ρn−k(s)ds�

�
x+ n�/�θi,n/(σnξi,n) < 0

�

+�� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) 
	� z

���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) ���� ��

0.5(x− n�/�θi,n/(σnξi,n))±
��
0.5(x+ n�/�θi,n/(σnξi,n))

	�
+ s�nη�i,n.

3�
��() Φ
�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�

� +�� 
� Φ

�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�
��	%�� ��� %�( s ≥ 0 ��

Φ

�
0.5(x− νi)−

�
(0.5(x+ νi))

� + s�e�i

�

7#




	�

Φ

�
0.5(x− νi) +

�
(0.5(x+ νi))

�
+ s�e�i

�
,

��*���%�() �� |νi| <∞) 
	� �� ����	
�� ��	%��	� ����� ���+� ��
� �� +����� �� ��
�	���
��� ��	����	� �	 <>#? ��	%�� �� �� �����*�	��	� +����� �	 <">?�  �	� n�/�θi,n/(σnξi,n)
��	%��� �� νi �( 
����*���	) �� �����+� ��
� ��� %�( x �= −νi + �
% ��	%��	� ��
Hi�
AS,n,θ���,σ�

�� �� ��� ��%	 �	 <">?� ���� *��%� *
�� <
? �	 �
� |νi| < ∞� -	 �
� νi = ∞)

+ �
% ��
� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) ��	%��� �� x �( 
	 
**���
���	 �� ���*������	 $7 �	 �������


	�  ��	��� <"##=?� 3�	�;�	��() �� ����� �� Φ
�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�
�� 	�+ Φ(x)� @�
�	


**�(�	� �� ����	
�� ��	%��	� ����� 
	� ����%�	� ��
� ��� 
�� x ∈ R + �
% ��
�
�
�
x+ n�/�θi,n/(σnξi,n) < 0

	
�� %	��
��( ,��) ���+� ��
� Hi�

AS,n,θ���,σ�
(x) ��	%��� �� Φ(x)�

�� �
� νi = −∞ �� *��%� 
	
�������(�
<�? 1����+� �����
��( ���� ���*������	 "= 
	� ����� >#� �

����- �- ������� �%4 0���% ��
�

σ−�n αi,n(θ̃H,i − θi,n) = −θi,n/(σnξi,nηi,n)�
�
θ̃H,i = 0

�

+(σnξi,nηi,n)
−�
�
θ̂LS,i − θi,n

�
�

�
θ̃H,i �= 0

�

= −θi,n/(σnξi,nηi,n)�
�
θ̃H,i = 0

�
+ n−�/�η−�i,nZn�

�
θ̃H,i �= 0

�

+�� Zn �� ��
	�
�� 	���
��( ����������� �� 2*�����	� �	 ���	� �� �� �	���
��� ��	����	�
	�+ ��	%�� �� −ζi 
	� 0) ��*���%�() �	 *���
�����( 
� n → ∞� -	�*����	 �� �� ��� ��
σ−�n αi,n(θ̃H,i − θi,n) ��	 ���+� ��
� ���� ��� ��	%��� +
��( ��

�
lim
n→∞

Pn,θ���,σ�

�
θ̃H,i = 0

��
δ−ζ� +

�
1− lim

n→∞
Pn,θ���,σ�

�
θ̃H,i = 0

��
δ�

�� |ζi| < ∞� �
�� <�? �� ����� $" ���*��� �� *���� �� ���� *
��� �� �� ����� �	 �
�
|ζi| <∞� -� |ζi| =∞ �� �
� ����� ���+� ��
� �� +
� ����� �� 	�+ δ�� �

����- �- ������� �&4 <
? �� 
����� *
�� �� dHi�
S,n,θ���,σ�


� ��%	 �	 <$7? ��	%���

+
��( �� �� 
����� *
�� ��%	 �	 <"A? �( ����� $"<�$?� �� �	���( �� �� 
�������(
��	��	���� *
�� �� dHi�

S,n,θ���,σ�
�
	 � +����	 
�

n�/�ηi,n

� ∞

−∞

φ
�
n�/�ηi,n (x+ s)

�
ρm(s)ds�

�
x+ θi,n/(σnξi,nηi,n) > 0

	

+n�/�ηi,n

� ∞

−∞

φ
�
n�/�ηi,n (x− s)

�
ρm(s)ds�

�
x+ θi,n/(σnξi,nηi,n) < 0

	

��
���	� �� ��	%	���	 ��
� ρm(s) = 0 ��� s < 0� &�� ��
� +��� ���� ��	%	���	 ρm ��
��	 
 ���	�� ��	��	���� ��	����	 �	 �� �
� ��	�  �	� n�/�ηi,nφ

�
n�/�ηi,n (x+ 	)

	

	�

n�/�ηi,nφ
�
n�/�ηi,n (x− 	)

	
��
��( ��	%�� +
��( �� δ−x 
	� δx) ��*���%�() �� �	���( ��

�� 
�������( ��	��	���� *
�� �� dHi�
S,n,θ���,σ�

�� �	 �� ��	%�� �� ρm(−x)� (x+ ζi > 0) +

ρm(x)� (x+ ζi < 0) ��� %�( x �= −ζi� @	 
**���
���	 ��  ��/QK� :��
 ��	 ���*��� ��
*����) 	���	� ��
� �� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �� dHi�

S,n,θ���,σ�
��	%��� ��

�� ���
� �
�� �� �� 
�������( ��	��	���� *
�� �� <"A? 
� �� �
� �� ��� ��� �� 
����� *
��
�	 %�+ �� ����� $"<�$? <
	� ��	� �� �����������	� �	%��%� 
�� �
% ���
� �
�� 1?�
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<�? �+��� σ−�n αi,n(θ̃S,i − θi,n) 
�

−θi,n/(σnξi,nηi,n)�
�
θ̃S,i = 0

�
+
�
Wn − (σ̂/σn) sign(Wn + θi,n/(σnξi,nηi,n))

	
�

�
θ̃S,i �= 0

�
,

+��Wn �� 
 �;�	� ��N(0, n
−�η−�i,n)����������� �
	��� %
��
���� 0���% ��
� θi,n/(σnξi,nηi,n)

��	%��� �� ζi 
	� ��
� Wn ��	%��� �� ,�� �	 Pn,θ���,σ��*���
�����(� &�+) �� |ζi| < 1) ��	

Pn,θ���,σ�

�
θ̃S,i = 0

�
→ 1 �( ����� $"<�"?) 
	� �	� σ−�n αi,n(θ̃S,i − θi,n) ��	%��� �� −ζi

�	 Pn,θ���,σ��*���
�����(� ���� *��%� �� ����� �	 �
� |ζi| < 1� -	 �
� |ζi| > 1 + �
% ��
�

Pn,θ���,σ�

�
θ̃S,i �= 0

�
→ 1


	�
Pn,θ���,σ�

�
sign(Wn + θi,n/(σnξi,nηi,n)) = sign(ζi)

	
→ 1. <>$?

3�
��() 
��� σ̂/σn ��	%��� �� 1 �	 Pn,θ���,σ��*���
�����( ��	� n − k → ∞� 3�	�;�	��()

σ−�n αi,n(θ̃S,i−θi,n) ��	%��� ��− sign(ζi) �	 Pn,θ���,σ��*���
�����() +���� *��%� �� �
� |ζi| > 1�
1�	
��() �� |ζi| = 1) ��	 <>$? ��	��	�� �� ���� 
	� + �
	 +���

σ−�n αi,n(θ̃S,i − θi,n) = (−ζi + o(1))�
�
θ̃S,i = 0

�
− (op(1) + (1 + op(1)) sign(ζi))�

�
θ̃S,i �= 0

�

= − sign(ζi) + op(1),

+�� op(1) ���� �� 
 ��� ��
� ��	%��� �� ,�� �	 Pn,θ���,σ��*���
�����(� ���� ��	 ���*���
�� *���� �� *
�� <�?� �

����- �- ������� �'4 <
? @���� .��� ��
� 0 ≤ ζi <∞ ������ &�� ��
� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)


	� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) 	�+ ���� ��

n�/�ηi,n

"
0.5(x− θi,n/(σnξi,nηi,n))±

��
0.5(x+ θi,n/(σnξi,nηi,n))

	�
+ s�

#
.

1����) ��� x > −ζi + � ��
� Hi�AS,n,θ���,σ�(x) %	��
��( ����� ��

� ∞

�

Φ
�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�
ρm(s)ds.

1��������) ��� x ≥ 0 + � ��
� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) → ∞ ��� 
�� s > 0 +��
� ��� −ζi <

x < 0 + �
% ��
� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) → ∞ ��� s >

$
−xζi 
	� z

���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) → −∞

��� s <
$
−xζi� @� 
 ��	�;�	�) + ���
�	 ���� �� ����	
�� ��	%��	� ����� ��
�

Hi�
AS,n,θ���,σ�

(x) ��	%��� �� 1 ��� x ≥ 0 
	� ��
�∞√

−xζ�
ρm(s)ds ��� −ζi < x < 0�  ��	�) ���

x < −ζi 	�� ��
� Hi�AS,n,θ���,σ�(x) %	��
��( ����� ��

� ∞

�

Φ
�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�
ρm(s)ds


	� ��
� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) → −∞ ��� 
�� s > 0 �	 ���� �
�� ���� ���+� ��
� ��� x < −ζi +

�
% ��
� Hi�
AS,n,θ���,σ�

(x) ��	%��� �� 0� ��� ���� *��%� �� ����� ��� �� �
� 0 ≤ ζi <∞� -	

�
� ζi =∞ �� �
� �
��	�	� ���+� ��
� 	�+ Hi�
AS,n,θ���,σ�

(x) %	��
��( ����� ��

� ∞

�

Φ
�
z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)

�
ρm(s)ds
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��� 
�� x) 
	� ��
� 	�+ ��� x > 0 + �
% z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n)→∞ ��� 
�� s > 0 +��
� ��� x < 0

+ �
% ��
� z
���

n,θ���,σ�
(x, sηi,n) → −∞ ��� 
�� s > 0� ���� ���+� ��
� Hi�

AS,n,θ���,σ�
��	%���

+
��( �� δ� �	 �
� ζi =∞� �� *���� ��� �� �
� ζi < 0 �� ���*���( 
	
�������
<�? �+��� σ−�n αi,n(θ̃AS,i − θi,n) 
�

−θi,n/(σnξi,nηi,n)�
�
θ̃AS,i = 0

�

+
�
σnξi,nηi,n

	−� �
θ̂LS,i − θi,n − σ̂�ξ�i,nη

�
i,n/θ̂LS,i

�
�

�
θ̃AS,i �= 0

�

= −θi,n/(σnξi,nηi,n)�
�
θ̃AS,i = 0

�
+
�
Wn −

�
σ̂�/σn

	
ξi,nηi,n/θ̂LS,i

�
�

�
θ̃AS,i �= 0

�

= −θi,n/(σnξi,nηi,n)�
�
θ̃AS,i = 0

�

+
�
Wn −

�
σ̂�/σ�n

	 �
Wn + θi,n/(σnξi,nηi,n)

	−��
�

�
θ̃AS,i �= 0

�

+��Wn �� 
 �;�	� ��N(0, n
−�η−�i,n)����������� �
	��� %
��
���� &�� ��
� θi,n/(σnξi,nηi,n)

��	%��� �� ζi �( 
����*���	� &�+) �� |ζi| < 1) ��	 Pn,θ���,σ�

�
θ̃AS,i = 0

�
→ 1 �( �����

$"<�"?) �	� σ−�n αi,n(θ̃AS,i − θi,n) ��	%��� �� −ζi �	 Pn,θ���,σ��*���
�����() ��
������	� ��
����� �	 ���� �
�� 1��������) ��� 1 ≤ |ζi| ≤ ∞ �+��� �� 
��% ���*�
( 
�

(−ζi + o(1))�
�
θ̃AS,i = 0

�
+
�
op(1)− (1 + op(1)) (ζi + op(1))

−�
�
�

�
θ̃AS,i �= 0

�

= (−ζi + o(1))�
�
θ̃AS,i = 0

�
+
�
−ζ−�i + op(1)

	
�

�
θ̃AS,i �= 0

�
,

+��� �� ��	%	���	 ��
� ζ−�i = 0 �	 �
� |ζi| = ∞� -� |ζi| > 1 <�	�����	� �� �
� |ζi| = ∞?

��	 Pn,θ���,σ�

�
θ̃AS,i �= 0

�
→ 1 �( ����� $"<�"?) 
	� �	� �� �
�� ���*�
( ���+� ��
�

σ−�n αi,n(θ̃AS,i − θi,n) ��	%��� �� −ζ−�i �	 Pn,θ���,σ��*���
�����() ��
������	� �� ����� �	 ����
�
�� 1�	
��() �� |ζi| = 1 �����) ��	 �� �
�� ��	 �	 �� 
��% ���*�
( ����� �� −ζi + op(1))
���*���	� �� *���� �� *
�� <�?� �

����- �- ���"������
 �(4 <
? �( 
 ����;�	� 
����	� + �
( 
���� ��
� n − k

��	%��� �	 N ∪ {∞}� @**�(�	� ����� $"<�? + ���
�	 ��
� Pn,θ,σ

�
θ̃H,i = 0

�
��	%��� ��

1 �	 �
� θi = 0) 
	� �� 0 �	 �
� θi �= 0� 0���% ��
�

σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̃H,i − θi

�
= −σ−�n�/�ξ−�i,nθi

����� �	 �� %	� θ̃H,i = 0) +���

σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̃H,i − θi

�
= σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̂LS,i − θi

�
=: Zn

����� �	 �� %	� θ̃H,i �= 0� �� ����� ��	 �����+� �	 %�+ �� �� �
�� ��
� Zn �� ��
	�
��

	���
��( ����������� �� *���� ��� θ̂H,i �� �����
� ���	� ���*������	 C<�? �	��
� �� �����
$"<�? <�� �� �	 �
�� ���*�� 
� �� ����;�	� 
����	� �� 	�� 	��?�

<�? @�
�	 + �
( 
���� ��
� n− k ��	%��� �	 N ∪ {∞}� �( �� �
� ���	� 
� �	 ��

*���� �� <
? + ���
�	 ��
� Pn,θ,σ

�
θ̃AS,i = 0

�
��	%��� �� 1 �	 �
� θi = 0) 
	� �� 0 �	 �
�

θi �= 0� &�+
σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̃AS,i − θi

�
= −σ−�n�/�ξ−�i,nθi

7>



����� �	 �� %	� θ̃AS,i = 0 
	� �� ��
�� ��� θi = 0 �����+� �����
��(� 0	 �� %	� θ̃AS,i �= 0
+ �
% ���� �� �.	����	 �� �� ����
���

σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̃AS,i − θi

�
= σ−�n�/�ξ−�i,n

�
θ̂LS,i − θi − σ̂�ξ�i,nη

�
i,n/θ̂LS,i

�

= Zn − (σ̂/σ)�
��

nη�i,n
	−�

Zn + σ−�ξ−�i,nn
−�/�η−�i,nθi

�−�
.

&�+) �� θi �= 0) ��	 �� %	� θ̃AS,i �= 0 �
� *���
�����( 
**��
���	� 1 
� ���+	 
��%� �	�)
+ �
% �	 %	�� ��
� �
% *���
�����( �	��	� �� 1

σ−�n�/�ξ−�i,n
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