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,��� ��& �� CF > � �� ��� ���� 4���� 4)55

CF �
�

�− z
f ′−�

�
� � i−

� � r

�− z

�
−−− �
�

%��� ���� CFr �
∂CF

∂r
< � 4��
�� f ′′ �.� > �5−−−−�
a�

�
� ��� ���
 �� CFz �
∂CF

∂z
�� ��������+−−−− �
b�
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�� �� ����
� �����

*� 
�� ���� ��� ���� �������� �
� ��� � ��� ����
� �����+ �
 ���� ����� ��� �
� �/���� �� ��

�
� ������� z �
� n ≤ N �� ��-����� Y O ������ �� Y F ≥ � �
� C ≥ nCF + ���
� �	� �� ��� �


���� ���� ��� �/���� ��-������

Y O � nzCF − P �z�K

s.t. g� �z, n� � −Y F ≤ �

g� �z, n� � nCF −C ≤ �

�
� g� �z, n� � n−N ≤ �

,�� ���� �
� 	����
���
 ��

L � nzCF − P �z�K � λ�Y
F � λ�

�
C − nCF

�
� λ� �N − n�

�
 �
 �
������ �0��������& ��� ):�� �
� ��� ��������
���� �����
��� ��
�����
� ��� �� �������+

Lz �
∂L

∂z
� nCF � nzCFz − P

′ �z�K � λ�Y
F
z − nλ�C

F
z � �−−−−��a�

Ln �
∂L

∂n
� zCF − λ�C

F − λ� � �−−−− ��b�

Lλ� �
∂L

∂λ�
� Y F ≥ �−−−− ��c�

λ�

�
∂L

∂λ�

�
� λ�Y

F � �−−−− ��d�

Lλ� �
∂L

∂λ�
� C − nCF ≥ �−−−− ��e�

λ�

�
∂L

∂λ�

�
� λ�

�
C − nCF

�
� �−−−− ��f�

Lλ� �
∂L

∂λ�
� N − n ≥ �−−−−− ��g�

λ�
∂L

∂λ�
� λ� �N − n� � �−−−− ��h�

%��� ���� �
 �
� 
�
.��� ��� �0�������� Y F > � �
� ���� ������� 4���� H�5 ���� λ� � �+ ��
�� ��

�� � ������� ���� N ��  ��� �����& �
 �0�������� n < N + ,��� ���
� λ� � � 4���� H�5+

�
 �0�������� C − nCF � �+ ,��� �� ������ �� ��� �������
� �����
+ �� C − nCF > � ���


��� �/���� ��
 �
������ ��� ����1 ������ � �
������
� n+ ,��������& C − nCF > � ��

�� ����� �


;



�0��������+ 3�
��& ��� �	
�	
� �
����	
� �� ��� ����
� ��
�����
� 4����� �� g� �.�5+ %��� ����

g�z �
∂g� �.�

∂z
� nCFz �
�

g�n �
∂g� �.�

∂n
� CF .

,�������� ��� ����
� ����� ��
�����
 ��� ��� ��-��������
 �� �� �������+

��

���������

Lzz Lzn −g�z

Lnz Lnn −g�n

−g�z −g�n �

���������

> �

!����� � �� ��� �� 
��� ���� ��� ���
� ���� �
�	�	
 �	�� �� ���	� 
�� 	� P ′′ �.� > � ���	��

�� ���� ������� � �� ��� ������

,��
 ���
� ��� ���� ���� λ� � � � λ� �
� ���� g� �.� � � �
 �0��������& �� ��� ��� �������
�

���� 4H�5 �� 4H�5+

nCF � n �z − λ��C
F
z − P

′ �z�K � �−−−−��a�

�z − λ��C
F � �−−−− ��b�

C � nCF −−− ��c�

���� 4A�5 �� 4A�5 �� ��
 ��� � ��� z& λ� �
� n+ ,��� ��& �� ���� ��� z �
� n �� ��
����
� �� i

4����� ��� ��
 �����
 � ��� �-����
� ��
����
��� �
 ��� 9��� �����5& C �
� r+ %��� ���� C �
�

r ��� �� �
 �-���
�����+

���� 4A5 �� ��� ���� z − λ� � �, ��
�� C
F > � 4�
 �
� 
�
.��� ��� �0��������5 + ,��� �������

4���� A� �
� A�5

C − P ′ �z�K � �−−−− ��� .

��
�� P ′ �.� �� � �������� ��
���
�� ��
����
& �� �� � �
 �0��������

z � P ′−�
�
C

K

�
−−−−���.

<



3�
�� �� �� �

zi �
∂z

∂i
� �−−−−− ��a�

zr �
∂z

∂r
� �−−−−��b�

zC �
∂z

∂C
�

�

KP ′′
�
P ′−�

�
C
K

		 �
�

KP ′′ �z�
−−−− ��c�

�
� zK �
∂z

∂K
� −

C

K�P ′′ �z�
−−−− ��d� .

�� �� ����� �����

*� 
�� ��� � ��� 9��� �����+ �
 ���� ����� ��� ����
�
� ��
����
��� ������� i �� ��-�����

YM � �i− g�
�
F �i�− n ��− z�CF

�
.

%��� ���� ���� ��� ����
� ����� �0�������� ��
�����
 �� �
�� ���� z � z
�
i, C, r

�
�
� nCF � C+

,�� ����
�
� ��
����
��� ���� ���� ���� �
�� �����
� 4���� � ���������� ������5 �� ��-�����

YM � �i− g�
�
F �i�− ��− z�C

�
.

,�� ��
�����
� ��� ��-��������
 ��� �� �������+ *� ��� 4E�5& 4E5 �
� 4E�5 �� ���� � ����+

YMi �
∂YM

∂i
� �i− g�F ′ �i� � F �i�−C ��− z� � �−−− ��a�

�
� YMii �
∂�YM

∂i�
� �i− g�F ′′ �i� � 	F ′ �i� < �−−��b�.

%��� ���� 4D5 �� ������ �����9�� ��
�� �� �� � ������� ���� F ′ �.� < � �
� F ′′ �.� ≤ �+

������ "������ �#������� %��� ���� �
 ��� ����� ��� ���������� ��� C& K& r �
� g+ ����

4A�5& 4<5 �
� 4D�5 �� ��
 ������� ��� ������ ������� �0��������  ����� �� i& z �
� n 4ieqm& zeqm

�
� neqm �������� ���5+ =�����
� �
 ���  ����� �� ieqm �
� zeqm �
 4G5 �� ���� ��� ��� �0��������

 ���� �� CF +

>� ���
� 4E�5& 4E5 �
� 4E�5 �
� 4D�5 �� ��� ��� �������
�+

YMir � C ��i− g� zir � zr� � �−−−−���a�

YM
iC

� − ��− z� �CzC � − ��− z� �
C

KP ′′ �z�
−−−−���b�

�
� YMiK � CzK � −
C
�

K�P ′′ �z�
−−−− ���c�
E



2��� 
��� ����

dieqm

dr
� −

YMir
YMii

−−−−���a�

dieqm

dC
� −

YM
iC

YMii
−−−−���b�

�
�
dieqm

dK
� −

YMiK
YMii

−−−− ���c� .

�
 �
� 
�
.��� ��� �0�������� ����� CF > � �
� z ∈ ��, �� �� ��� ��� �������
� ������+

"��$������
 � �	� ∂ieqm

∂r
� �� �		� ∂ieqm

∂C
< � ���	��� �	���� K 	� ����� �
��� ������� � C �

P ′′ �z� 	� ����� �
��� �	��� P �z� 	� ����	�
��� �
����� �			� dieqm

dK
< �.

"���� 4�5 %��� YMii < � 4D5 �
� YMir � � 4)(�5+ 3�
�� ���� 4))�5 �� ��� ���� ∂ieqm

∂r
� �+

4��5 ��
�� P ′′ �.� > � ���
 C
KP ′′�z� > �+ 3��� ��& �� K �� ����� �
���� �������� �� C ���
 C

K
��

��/���
��� �����+ ��
�� z < �& − ��− z� < �& �
� �� �� ��� ���� YM
iC
� − ��− z� � C

KP ′′�z� < � ���

� ��/���
��� ����� K+ ��� ���� � K �� �� � ∂ieqm

∂C
< �+ ��������� �� P ′′ �z� �� ����� �
���� ���


YM
iC
� − ��− z� � C

KP ′′�z� < �+ ,��� �
 ���
 ������� ���� ∂ieqm

∂C
< �+ 4���5 ��
�� YMii < � ��� �� �

������ ������� �������� ���� 4)(�5 �
� 4))�5+�

%����
� *� 
�� ��� �� ��� ��� ���� �
������
 ���
� ����������
 )+ �� r ��������� z ����


�� ���
�� �� �0�����
 4<5 ���� 
�� ��
���
 r+ ,��� ���
� ���� ��� �1���� � ����
� �� ������

������ �
������ �
�� ��� ������& C ��− z� �����
� �
�1����� ����� �
 ���
 ������� ���� ��� �
������

�
������ ����& i& �
 ��� 
�� �0�������� ���� �����
 �
���
���+

2
 �
������ �
 C& �
 ��� ��
�����& ���
��� z+ >�� ��� ��������
 �� ���
�� ���� ����
� �
 ���

��� ����� �� ��� P �.� ��
����
+ 2� P ′′ �.� > � �
 � ����� �0��������& z �����+ 3��� ��& ������ �� K

�� ��/���
��� ����� ������ � �� C �� �� P �.� �� ��/���
��� ��
 �-& ��� �
������ �
 z �� ����� 4������ � ��

��� �
������ �
 C5 �� ���� C��− z� �����+ �
 ���� ��������
 ���� i ����� �� ��� �-����
� ��
����
���?�

����
� ��� �
������ ������ �����+

�� ��� �� ��
��
� ������� �� �
�����������
 ������� �
 ��� ���� �� �
 �
������ �
 K& P ′ �z� ���

�� ���� 4��� �0�����
 ;5+ ��
��0��
���& z ���� �������� �
 � ����� �0��������+ �� ��������� ��

P ′′ �.� > �& ����� �
 ���
& ������� � ���� �
 C��− z�+ 2� � ��
��0��
��& ��� ����
� ��� �
������

������ �� ��� ����
�
� ��
����
��� ����� ����� ������� ��� �� ����� ��� �
������ �
������ ����& i+
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 neqm 4��� 
���� �� ���
�� ��
����
���� ���

�������� ��� ��� ������ �
 �0��������5+ ���� 4A�5 �� ��� ���� neqm � C
CF

+

,��������
dneqm

dr
� −

dCF

dr

�CF ��
−−−−��	a�

�
�
dneqm

dC
�

�

�CF ��



CF −C

dCF

dC

�
−−−−��	b�

��
�� zr � � 4���� E5 �
� CF � �
�−zf

′−�
�
� � i− ��r

�−z

	
4���� G5 �
� f ′′ �.� > � �� ��� ����

dCF

dr
< �.

,��������
dneqm

dr
� −

dCF
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�CF ��
> � −−−−��
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%��� ���� dzeqm

dC
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dCF
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�

��− z��
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��r
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�
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,�������� ���� 4)'5 �
� 4)H5 �� �� ����� ���� ��� ���
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eqm
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 ����� �� ��� �������
� ����������
+
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 � neqm ������ �	��� �	�� r� ������� ��� ����� � �
 	
������ 	
 C 
 neqm 	�

���	�����

%����
� �� ��� � 
���� ���� ����� ��� �1��� �� �
������
� C �
 ieqm �� ��������& ����

�����
��� ����������
� �
 ��� ���������� �� �� ������� �� �� � � ���
���� ����� neqm �
�������

���� C+ ,��� ���� � ����
 �
 �
 �-����� �����+

*� 
�� ��� ��� ���� ��������� � ������ �������+ �� ��� � 
���� ���� r& C �
� K ��� ���

���������� �� ��� �����+ ,�� ������� ��� �� �������+ ���� ��� ���������
� �� � �
� ���
� 4E�.E�5

�� ����
�

dY F

dr
� −CF −CF

�
�� � i�− f ′ �.�

� dz
dr
� −CF < �.

�

��� ����

dz
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� �

�

dY F

dC
� −CF �� � r�

dz

dC
< �.

�

��� ����

dz
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�
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dK
� −CF �� � r�

dz
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> �.

�
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< �

�
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������� �	�� � ���� 	
 r� �		� Y F 	
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������

	
 K� �		� Y F ����� ����	
� �
 	
������ 	
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2 �������� �
 ��� ������ �
������ ����& r& ������ ��� �������
��� ���� �� ������ �� � ��� ���
��

��
����
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 ���
 ������ ��� 
�� �
����+ >������& �
 �
������ �
 ��� �����  ����� �� ������

������& C& ������ ��� ���
� ����& z& ������� � ��� �
� �/���� ��� �
�� �� ������ ������ ��������

�� ��� 
�� ��
����
���� �� P ′′ �.� > � �
 ��� ����� �=8+ ,��� �1���� ����� ���9������� �� ������

�
� ������ ����� �
����+ ��
����& �
 �
�����������
 ������� �
 ��� �
� �/���� ������ z �
� ��
��

����� �� ���
�
�� �� ��� ���
�� ��
����
����+

#�1���
�����
� ��� �-�������
 ��� YM �
� ���
� �0�����
� 4E�.E�5 �� ��� ��� �������
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dYM

dr
� �i− g�C

dz

dr
� �

dYM

dC
� − �i− g�

�
d ��− z�C

dC

�
< �.



 %��� ���� d��−z�C
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> � �� K �� ��/���
��� �����

������ � �� C �� �� P �.� �� ��/���
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 �-+





dYM
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dz
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