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����� 	�	��	��� 	� 	� ����% 	� X −XC
t

�
 ��� 	���� �� ��� 	���	� ��
����� 	

���� �� 	�	����� 	��������
!
�� �
 ������� �� ����� ��� ��	���
 �� ��� 	�	����� 
��� At, ���
�

�� ��� 
������% 	

dA

dt
� XE

t − δAt @BA

����� XE
t �
 ��� ���

 ����
��� ���
���� ��� ��� ����% 	� δ �
 ��� ��#

�����	��� �	�� �� At.
�
 ���� ������
 	�� �� �� �������� ������� ��� 
��� #K�� ���	���
���
%

�<���� 	�	����� 	��������
 	� �	
�� �	����
 ��
� �� ������� ���� 	
����������	� 		��
�
! $� ������� 	

���� ��	� ��� 
������ 	��
 	� �	�#
���)� ��
������ 
���	� �� ������� ���� 
��� 
���	��� ���� ����)�! ���
��	��� ������)	��� ������� �	 �� 
�	��� 	
 ������
� 
����� �	���
 ���
��� ������ �	��	���
 XC

t
	� XE

t ��� t � �, . . . ,∞ 
� 	
 �� �	����)� ���
������	�

W �

� ∞

�

u�C,At,Mt�e
−ρtdt @1A

����� ρ �
 ��� ��
�	� 
���	� ��
���� �	�� 
��'���
 ��

dM

dt
≡ �M � It − vMt @:A

dA

dt
≡ �A � XE

t − δAt @-?A

It � hXC
t
− �X −XC�− vMt @--A

X � XC
t
�XE

t �
ǫ

�

�
XE
t

��
@-*A

3�	���% 	

���	��� ���� �	�� 
�	�� �	��	���
 ����� �
 	 
�	��� ����� λt ��� ���
�	
�� 
��� Mt 	� ψt ��� ��� 	�	����� 
��� At! ��� 	�����	�� �	��	��� �
�
 ��� +	��	��	 ���������� �� ��� ��
��	�� @-*A!

���
 ������� �
 �	������	��� 
����� �� ����
��	�� ��� ��� ������� ������
�
 	��������� 
��	�	��� @�������% -:B*( �����% -:B*A! ���������% �� G� 	
���
�� ���� 
������ �� 	

��� ��	�

u�Ct, At,Mt� � u�Ct� � u�At� � u�Mt� ≡ a
�
XC

t

�α
� bAβ − gMγ

���� � < α, β, γ < � �� 	

��� ���������!

>



��� ����������

��� ������ �	���� .	������	 �	 �
 ��� ����

H �

� �
a
�
XC

t

�α
� bAβ − gMγ

�
� λt

�
hXC

t
− �X −XC�− vMt

�
�

�ψt
�
XE
t − δAt

�
�
e−ρt

@-/A
	� ��� +	��	��	 �


L�

� �
a
�
XC

t

�α
� bAβ − gMγ

�
� λt

�
hXC

t
− �X −XC�− vMt

�
�

�ψt
�
XE
t − δAt

�
� �

	
X −XC

t
−XE

t −
ǫ
�

�
XE
t

��

�

e−ρt

@-=A
��� ��	
���
	���� �������
 	��

	
�
t→∞

e−ρtλtMt � � 	� 	
�
t→∞

e−ρtψtAt � �

������ ���� 
��
�����
% ��� �����	� 
������ ��
� 
	��
�� ��� �������� ��#
�����
 � ����
 �� ��� +	��	��	

LXC � � � aα
�
XC
�α−�

� λ�� � h�− � � � @-,A

⇒ XC �

�
�− λ�� � h�

aα

 �

α−�

@->A

LXE � � � ψ − �
�
� � ǫXE

�
� � @-BA

⇒ XE �
�

ǫ

�
ψ

�
− �


@-1A

����

� � � X−XC
t
−XE

t −
ǫ

�

�
XE
t

��
� � 	� �

	
X −XC

t
−XE

t −
ǫ

�

�
XE
t

��

� �

@-:A

−LA � ρψ � �ψ � −bβAβ−� � δψ � ρψ � �ψ @*?A

�⇒ ψ � bβ
Aβ−�

ρ� δ
�

�

ρ� δ
�ψ @*-A

B



−LM � ρλ � �λ � gγMγ−� � vλ� ρλ � �λ @**A

�⇒ λ � −gγ
Mγ−�

ρ� v
�

�

ρ� v
�λ @*/A

;��	�
� X �
 ��
�	� �� 	

������ �� ������
 ��	� � > � �
 ��������
�� ����!

��� ���������� �� ��� ������� ��
�����
�

�&�	��� @-,A 
�	��
 ��	� � �	�� ������ ��� �<���� ��
������ ���� ��
�� � ����� ��� �	���	� ������� �� ��
������ ��
� �� �&�	� �� ��� ���	�
����� �� ��
������! � �
 ��� �������� @G���A ���	� ����� �� ��� ��
�����

�������� �� ������� ��
������ ����
% ����� λ�� � h� �
 ��� ��� 
�	���

���	� ��
� �� ��� �	
�� 
��� ! ���
% ������� @-,A 
�	��
 ��	� 	 �	���	�
��� �� ��
������ ��
� �&�	� ��
 �	���	� 
���	� ��
�!

�&�	��� @-1A �
 	 �	��	� �� ��� �	����	� �	���	� ������� ��� �<�����!
�� 
�	��
 ��	� ��� 	 
������ ��� �����	� 	�	����� ���
���� �����
 � ���
��
� c � � �� 	 	������	� ��� �� 	�	����� ��
���
� 	� ��
 	�'�
���
��	� �	���	� �	��� ψ

�
�� 	 	������	� ��� �� ���
����! ������ q ≡ ψ

�
%

�&�	��� @-1A ������


XE �
�

ǫ
q − �� @*=A

� 
������ G�
 �����	� �� 
������ 	�	����� 	��������
 ��� q > �. H���
��	� ��� 	 
������% � ���
��� �� �	
��% ��� q �	��� �	�����
 ��� ��	��#��
������ 	�	����� 	��������
 	� �������� ��
������! �����% ��� ��	� q
�	��� �� 	 ��� �� 	�	����� ����
 �
 ������� �� ��� 
�	��� �	��� � �� ���
��
����� X! �� �
 ���������� �� ���	� ��	� ���
��� � ���������� �	���	�
�
 ������� ��� 	 
������ ��� ��� 
���	� 
�	��� �	��� q �
 ������ ��	 ���
������� �	��� �( ��
���
��� �
 �����	� � ��� ����
��� �	
�!

��� ���������� �� ������� ����� �� ������ �����

����� ����� ���������


�� �������� ��� 		��
�
 �� �	
�� 	������	���% ���J
 ����
 � �&�	��� @*/A!
�� ��
�����
 ��� ��� 
�	��� ����� λ �� 	������	��� �	
�� ����
 	��� ���
�<���� �	��! λ �&�	�
 ��� ���
�� �	��� �� ��� ��

 �� ����	�� 	��
�� ����

1



��� ���	�� �� 	 �	���	� ��� �� �	
�� ���
 ��� ���
�� �	��� �� ��
 �	��	���!
2������ ���� 
���
 �� λ �� ���

ρ� v � −gγ
Mγ−�

λ
�
�λ

λ
@*,A

����� 
�	��
 ��	� ��� 
���	� ��
� �� �	
�� −gγM
γ−�

λ
�

�λ
λ
��
� �� �&�	� �� ��


�
�� ��
�% ρ � v. � ����� ����
% 
��� ρ� v > � ��� 
�� �� ��� 
�	��� �����
λ ��
� �� ��	����% λ < �. ���
 ��
��� ��K���
 ��� ��
������� �� M.

�� ������� ����
�	� ���
 ��
���% ��
���� 	 
������ ��	� ��	�
 M � �
���
 �� �	
��! 8��	�� ��	� ��� 
�	��� �	��� �� �	
�� �
 λ% 	� ��
���� ���

������J
 ������ ������ �����	
�� ��� �	
�� 	� ������� �� ����� ��!
��� 
���	� ��	� ��
� �� �	
�� �
 −gγMγ−�λ ��� ��� ����! E ��� ����� �	�%
��� 
��� �� �	
�� �������
 ����� ��
���� �	
� K��
 �� ��� 
������! 3��
�%
�	��	��� ��� 
��� �� �	
�� 
������ ����
 �� ��� �	�
 �� ����� ������� ��
�� ������
 ��� �	
�� 	� �'�� ��� 
���	� �������
! ���
 �	
 	 
���	� ��
� �� ρλ
��� ��� ����! �����% ��� �	
�� �
 �����	
�� �� 	���	� ���	� 
� ��� 
������
��

�
 vλ ��� ��� ����  ����� ��
 
��� ��
�	� ���� ����! �� �����% ���

�	��� �	��� �� �	
�� �	� �� ��	��� ���� ����! �� ������
 ��� 
���	�
�������
 �� ��� 
���	� ��
� �� �	
�� �
 ��
�� 	� �� ��
�
 ��� 
���	� ����� �� ��

�	��� �
 �����	
��! ���
 �	��	��� �	
 	 ��
� �� − �λ ��� ��� ����! ������
���
� ����� �������
 ��������% −γgMγ−�λ � ρλ � vλ − �λ, �����
 ���

�������
 
���	� �
�� ��
� �� �	
��! H��� ��	� �� ρ�v ≶ −gγM
γ−�

λ
�

�λ
λ
I ��	� �


�� ��� 
���	� �
�� ��
� �� �	
�� �
 
�	���� @���	���A ��	 ��� �	���	� ��
�������
�� �	
�� ���
 ��
 ��
� ��	�� I 	 
������ �	 G� �� �����	� �� ����	
�
@�����	
�A ��� �	
�� 
��� ! � 
��	�� 
�	�� �� �	�� λ � −gγM

γ−�

ρ�v
, ��	� �


��� 
�	��� ����� �� �	
�� �&�	�
 ��� ��
������ �	��� �� 
���	� ��
�������!

����� �������
� �������

3�	���% �&�	��� @*-A �������
 ��� ����� �� ��� �	���	� �	��� �� 	�	�����
�	���	� A! H��% ���
 �&�	��� �	 �� ��#�����

�� �
�� ��� ������� q ≡ ψ

�
,

����� ������
 ψ ≡ q� 	� �ψ ≡ �q�. ���������% �&�	��� @*-A �	 �� ��������
	


q �
bβAβ−�

� �ρ� δ�
�

�

ρ� δ
�q @*>A

����������% ������� @*>A 
�	��
 ��	� ��� 	 
������ ��� ����	��)	��� �� ���
��
� �� �	
�� 	����
 �������� ��� 
���	� q �	��� �� ��� 	�	����� �	���	� ��

:



��� 
�	��� ����� �!
�� �
 ���	� 	��� ��	� ��� ������� ������� ��� �����	� �����	���

�� 	�	����� ���
���� ���� �	
�� ���

�� 
����� �� 
� 
����� � ����!
� �	������	�% ������� @*>A �	 �
 ��� ���� �� q ���� ���	�! ��� �	���	�

���	� �	��� q �� ��� 	�	����� ���
���� �
 �&�	� �� ��� ��
������ ���


�	��� �� ��� �	���	� ������� 	��
�� ���� 	 	������	� ��� �� ���
����%
bβAβ−�, ���
 ��� ��
������ �	��� �� ��
 �	���	� �	� �q! ���
% �� ������	�
������	��� �� ��� ����� �
 ��	� ��� � 	 �������� �������� ��� �	���	� q
�	��� �	�����
 	�� �����	��� �����	� �� ��� 
������J
 	�	����� ���
����
����
��!

�
 �� �	�� 
��% 	 
������ ���� ������ �� ����	
� ��
 
��� �� 	�	�����
�	���	� �� q �
 ������ ��	 ��
 
���	� ��
� �% 	� �� ������ �� �� q �
 �����
��	 �! � ����� ����
% 
������ ���
 �� ��� ��  �� 	����� 	���� ���
������ ����� ��	 ��� �����	��� ��	� �
 
���	��)�� � q � ����� �� �	 �
��
 ����
��! ��� ��� �� �&��������� �	��� �� q �	 ��������� �� �����

��
	


q∗ �
�

�

� ∞

�

bβA
β−�
t e−�ρ�δ�tdt @*BA

����� 
�	��
 ��	� q �
 ��� ���
�� 
���	� �	��� �� 	 	������	� ��� �� 	�	��#
��� �	���	�! � ���
 ���
�������% ��� q �	��� 
	�
 ��	� ��	� �
 �����	� ���
	 
������ �� ���
� � ����
��� �	���	� �
 ��� �� �	��� �� ��
 �	���	� �������
���� ��
���� �� A!

� �
�����
 ��� �����

E�� 
������ �������
 ��� ��	��� �������
% @*/A 	� @*>A ��
������ ���
��� 
�	��� �	���
 q 	� λ���� �������� ���� ����! ��� ��	���
 �� ��� 
�
#
��� ���
��
 ����	� ������	� ��<������
 ���	�
� ����� 	�� ��� 
�	�� �	��	���

@��� 	�	����� �	���	� 	� ��� 
��� �� �	
��A! .������% ���
� �&�	���

�	�� 	 �����
��� 
��������! ��� ��������	� �&�	��� ��� q ���
 �� ����� �
M % ��� ��� ��������	� �&�	��� ���M � @/-A �����
 ��������� � XE 	�
q! .���% �� ������ 	 ��� 
���
 ���������� �� ���� ��� 		��
�
 
������
��� ����������	� ���	���� �� A 	� q� 	�����	��
% �� ���� ������� �� 
����
��� 
�
��� ��� M 	� λ!

-?



��� !�
����� �
� ������ �����

$� 
�	�� 
������)�� ��� ��	��� ���������
 �� ��� 
�
��� @*>A 	� @-?A
�
�� 	 ��	
� ��	��	�! $� 	�� ��� �� 	� ��� �������� ��� ��������	�
�&�	���


�
�q � q �ρ� δ�− �

�
bβA

β−�
t

�A � �
ǫ
�q − ��− δAt

@*1A

��� ����	� 
������ ��� q �� ��� 
�
��� @*1A �


qt � C�e
κ�t � C�e

κ�t �
�

�

� ∞

�

bβA
β−�
t e−�ρ�δ�tdt @*:A

����� κ� > � 	� κ� < � 	�� ��� ����
 �� ��� ��	�	�����
��� �&�	��� ���	���
�� @*1A! ���������% �� �	�� �� 
�� C� � � � ����� �� 	���� 
�����	����
������
% 	� �� ��	�� ��� 
�	��� 	�� �������� �� ��� 
��	�� 
�	��

q∗ �
�

�

� ∞

�

bβA
β−�
t e−�ρ�δ�tdt �

bβAβ−�

� �ρ� δ�
@/?A

���
 �
 �� ����
� ��� �� �� ��������! � 	������% 
���% ��� �����	���� ��
q ���� ��
���� �� A �
 ��	���� qA < � ���	�
� β < �, ��� ���	��	���
����� �q � � �	
 	 ��	���� 
����! ���
 ����� �����	��
 ��� 
��
�� �� ����

� ��� 
�	�� �A, q� ����� ��� �	��	��� � &��
��� 	�� 
�	���	��% �����	
��
�� ����	
��! ����
 �� ��� ���	��	��� ����� 	�� ���� ���� ������� �

��	��� �����! ����������% � ��� ����� �� �q � � �� G� ��	� q > bβAβ−�

��ρ�δ�
,

������� �q > � �
 ��
�����! ��� ��
����� 
�� �� �q ��	
 ��	� ��� �	���	�

�	��� �	��� �� 	�	����� �	���	� ��
�
! �����	���% � ��� ���� �� ��� ����

�q � � ��� 
�� �� ��� �	��	��� �
 ��	����% �q < � 	� ��� �	���	� �	��� ��
��� 	�	����� �	���	� �����	
�
! .���% ���� ���� 
���� �� ���� � G����
@-A ��� 
�� 
�&���� �� �q �
 �−, �,��. ��� 	����
 � ��� ��	
� ��	��	�

���	��)� ���
 �����	���!

3�� ���������

% ���% �������% ��	�% �&�	��� @/?A ���
 �� �������
	 �������� 
������ ��� q∗ ���	�
� ��� ���� � ��� ����� �	� 
��� �� ���

�&�	��� �����
 � ������ �	��� �� A. ;��% ��� ������ 
��� �� 	�	�����
�	���	� �����
 � ��� ������ q �	���% ����� �
 ��� � �� �� 	�� ��� ��
���! ���
% ������� @/?A �������
 	 &�	���	���� 
������ ����� �	�����
 ���
����������	� ���	���
��� ������ q 	� A. ���	�% �� β � � ��� �	���	�

--
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�=�� �

�=�� �

3����� -� ��� 
	���� �	�� �� 	�	����� ���
����

���������� �� A ����� �� ��
�	� ���� ����% 	� ������� @/?A �����
������� ��� �������� 
������ ��� q.

� 
����	� ��	
��� 	����
 �� ��	� ��� 
��	�� 
�	�� ��� A 	� ��� ���	�#
�	��� ��� �A � �. ���� ��� ����
 �A � � ��� ���

 ���
���� XE �
 �&�	�
�� ��� �������	��� �	�� δA. ��� �&��������� �	��� �� ��� 	�	����� �	���	�
�
 A∗ � �

δ�ǫ
q∗ − �� .

�� �������� ��� 
���� �� ��� ����
 �A � � ��� ��� G�
� 	������ �
��� ����� �	� 
��� �� ��� 
���� �&�	��� � ��� 
�
��� @*1A �
 	 ����	
��
������ �� q, 
��� 	 ������ q ������
 	 ������ ���
���� ��� ��� �� ����!
H�������

% ��� ����� � �A �� 	 ������ �	��� �� A �
 	�������
! �� �

��	���� ��� ��� 
���� 	������ δA, ��� �� �
 ������	��� ��
����� ��� ���
G�
� 	������! $� 	

��� ��	� ���
 ��
����� ����� ����	��
 ��� G�
� ��%
��	� �
 ��� ����
 �A � � �	
 	 ��
����� ����	���! ���
% ��� q ������
 ���
����� ��	� �����
 �A � �, �� G� ��	� �

ǫ
�q − �� > δAt 	� A �
 ��
��! E

��� ����� �	�% ��� q �
 ��

 ��	 ���
 ����� �� G� ��	� �
ǫ
�q − �� < δAt

	� A �
 �	����! ���������% ���� ���� ��
� �� �	
� ��� 
�� 
�&���� �� �A
�
 ��, �,−�. ��� 	����
 � ��� ��	
� ��	��	� 
��� ��� �������� �� �����

-*



�� A!

��� ������� �������
� �������

3����� @-A ������
 ��� ���	��	��� ���
! ��� ��	��	� 
���
 ��� A 	�
q ��
� ���	�� �� 
	��
�� ��� 
�
��� @*1A! �� q > q∗

| �A��
, ��� 
������ ���
 ��

����	
� ��
 	�	����� �	���	�% ���
 �A > �. ;��% 
��� A �
 ���� 	� �	���	�
������� �
 ��������� ���% q �	 �� ���� ��� �� �� �
 �������� �� ��
�( ���
 �q �
 	�
�
��
�����! .���% A 	� q ���� �� �� ��� ����� � ��� ��	��	�! E�����
��% ���

�
 	 �������� ��	'������ ����� �����
 ��� ������ �	� 	�	� ���� ��� 
��	��

�	�� SS! �����G�	���% ��� 	 ���� ����� �� A ����� �
 	 ��&�� ����� �� q ��	�
�������
 	 
�	��� �	��! �� q 
�	��
 ����� ���
 ����� ��� ������ �����	���
���

�
 ��� ��� ����� ����� K 	� q 	�� ���� �	����! �����	���% �� q 
�	��

��� ���� ��� ������ �����	��� ����
 ��� ��� ����� ����� ���� K 	�
q 	�� ��
�� ���G�����! ���
% ��� ��&�� �&��������� �
 ��� q �� �&�	� ���
�	��� ��	� ���
 ��� ������ � ��� 
	���� �	�� 	� ��� ����� 	��� ���


	���� �	�� �� SS. ���
 
	���� �	�� �
 
��� � G���� -! ��� 
��	�� 
�	��
�
 ��	�	�����)�� �� �A � � 	� �q � �. ���������% ���� ��� ����� �	�	�����
%

������ �	
 �� ������� �� ��	�� ��
 	�	����� �	���	� 
��� !

��� ������� ����� ���������


�&�	��� @:A% @--A 	� @*/A �������� ��� �	��� �� M 	� λ, 	� ��� ��#
��� �� ��� 
�
��� � ��� ��	
� 
�	�� �M,λ� �
 ������� �� ��� ��������	�
�&�	���
 �

�M � I�q∗�− vM
�λ � �ρ� v�λ� gγMγ−� @/-A

3����� * ����
��	��
 ��� ���	��	��� ��� �� ��� ����
 M � I�q∗�
v
, 
��� ��	�

�M � �. ���� ���
 ����
% ��� �� ���

�� �� �	
�� �
 '�
� �	�	��� �� ���
�	�� 	� ����� �	
�� �
 ����	��� �� 	����% 
� ��	� 	������	��� �
 )���! �
	������% 
��� ��� ���	��	��� ��� �M � � ����� � λ, ���
 ����
 ���� ��
����	
��! �� 	� ���� 	���� �� ���
 ����
% ��� 
��� �� �	
�� ���� ����	
�

��� Mv < I�q∗�. ;��% 	� 	� ���� ����� ���
 ����
 ��� ���	� �� �	
��
�
 ������ ��	 ��
 �� 	L���� I�q∗�, 	� ��� 
��� �� �	
�� ���� �����	
�!
���������% ���� ���� ��
� �� �	
� ��� 
�� 
�&���� �� �M �
 ��, �,−�. ���
	����
 � ��� ��	
� ��	��	� 
��� ��� �������� �� ����� �� M !

-/
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λ �

�=�� �

�=λ� �
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3����� *� ��� 
	���� �	�� �� �	
�� 	������	���

-=



� G���� * �� �
 ����
��	��� ��� ���	��	��� ��� λ � −gγMγ−�

�ρ�v�
, ��G�� ��

�λ � �, ����� ��� 
�	��� 
���	� ��
� �� �	
�� �
 
�	���	��! �� 	� ����
� ��� ����� �� ���
 ����
 ��� ��
������ �	���	� ��
������� �� ��� 
��� ��
�	
��% −gγMγ−�

�ρ�v�
, ������
 ��� 
�	��� 
���	� ��
� −λ 	

���	��� ���� ��� 
��� 

�� �	
��% 	� �����	���� ��&����
 ��	� ���
 ��
� ���� �� �����	
��% − �λ < �.
���% 	� 	� ���� �� ��� ���� �� ���
 ����
% �����	���� ���

��	��
 ����	
��
��� 
���	� ��
� ��� �	
�� ���

��! .���% ���� ���� 
���� �� ���� � G����
* ��� 
�� 
�&���� �� − �λ �
 �−, �,��. ��� 	����
 � ��� ��	
� ��	��	�

���	��)� ���
 �����	���! � �����	� �	��% 
�	���� 	� 
��� ����	� 
�	��
�M,λ� 	� �������� �� ��� 
��	�� 
�	�� SS � 
��� � G���� *!

" #
����
��
��� ��������

��� ����� ��������� � ��� �������
 
�����
 �	 �� �
�� �� 	����

 �	�
�

��
 �� ��������	� �������
! ���
 
����� ��	���
 ��
 ������	���
 ���
��� �����
 � ��	��
 � 
��
����
 	� �	��
! � ���
 
����% ��� 
��
��� s
�
 	 ���	�� ����� ��
�
 ��� �	���	� �	��� �� 	 	������	� ��� �� �	���	�
A! $� 
����
� ��	� ��� 
��
��� s �
 G	��� ������� ��� ���������� �	��

� �	
�� ���
� �	��� �
 λ! � �	��% ��� ��
�	�� �	��	��� λ �	 �� 
�� 	
 	
�������	 �	� � �	
�� ���

��! ���
 �	���� �
 ��	���� ������ � ��� ���

�����! �� �
% �������% ������ ��	� ����� 	�� 
����	� ����
 	� ����� ������
	 ��������	� 
��
��� �� 	 �	� ����� �� 	������! ���
 ������ �����

� �	
�� �	����
! � ��	� ������
 �� 	

��� ��	� ��� 
��
��� s 	����
 ���
�	���	� �	��� �� ��� 	�	����� �	���	�% ����� λ �
 	 �	� � ���

��
!

"�� ��� �$���� �� ��������

;� ��% ����� ��	� ��� ����� �
 	 
��
��� s �� ���
 ����% ��� @
���	�A q
�	��� �	 �� ������ 	


q∗ �
b� s

�

βAβ−�

�ρ� δ�

���������% 	 ��
� �� s ���� ����	
� ��� 
���	� ���G� 	� 
�����	�� 
������ ��
��	��� ��� 
��� �� 	�	����� �	���	�! ��� ��
� �� s 
����
 ��� �q � � ����
 ��%
����� ��� ������ �� 	 �� ��� �� �&���������! ���� ���
 	�� ������%
��� 	 ���� �	���	� 
��� A% 
�	���� �	���	� �	�
 	�� ����� �� �� ������ ��
���	� 	������	� ���
 �� 	�	����� �	���	�! 3��� ��� 		��
�
 �� ��	
�

-,
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�=�� �

�=�� �

�����	
���� �=� �

�����	
���� �=� �

����

��
��
�

3����� /� ��� ����� �� 	 ����	�� 
��
���

��	��	�
% ��  �� ��� ����� �� 	 ������ 
��
���� q '���
 ������	���� �
��� �� 
	���� �	�� ��� 	 ���� �	���	� 
��� ! ���% A 	� q ���� ��� ���
�	�� �� ��� �� 
��	�� 
�	��!

"���� � �����
�
� ������

�

��� ��	� ��� 
��
��� �
  ��"�
�
�� ���� 	 ��	�� 
����
 ���� ��� ����


�q � � 	� �A � �. � �	��% 	��� ��� �q � � ����
 �� �	�� ��	� q∗ � b�s
�

βAβ−�

�ρ�δ�
.

���
 ������
 ��	� ��� �����	���� �� q ���� ��
���� �� s �
 ��
�����. ���������%
q ��
�
 ��� s ��
�
! �����	���% 	��� ��� ����
 �A � � ��� ����� �� 	 ����	
�
� s �
 ���� �� As �

�
δǫ
qs > �, 
� ��	� ��� ����� �� 	 ��	�� �� s � A

�
 ��
�����! +��J
 ����
 � ��� �	
� qs > As. ��� ��	
� ��	��	�% ���������%
��� 
 	
 ��� �� ��	� � G���� /!

3����� / 
�	��
 ��	� ����	��� �t < t�� 
������ �
 ���� ����	����� ���
�#
��� '�
� 
�<���� �� �	��	� ��
 	�	����� �	���	� 
��� Ass� . 3�������
��� ��
� � s ��� �	���	� q �	��� 	� ��� �����
����� �	�� �� ���
����
��
�
 �
�	�	���
�� �� 	 �� ������ �����% �	�
�� ��� 
������J
 	�	�����
�	���	� 
��� �� ��	��	��� ��
� �� ��� �� 
��	�� 
�	�� ����� Ass� . ;��% ���

->
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�����
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�����

�����

�����

3����� =� ��� ����� �� 	 
��
��� � q 	� A

��� �	�� ����� ��	�
 �� ��� �� 
��	�� 
�	��% ���� � ������ '���
 � q, �

��� �� 
�	��� �	��! ���������% q '���
 �
�	�	���
�� �� q� 	� �����	����
����
 ��� ��� 
�	��� �	��! ��� ���� �	��
 �� q 	� 	�	����� �	���	�

��� A ��������� ��� �� � ��� ��
 ��	� � G���� @=A!

��� ������� ����� ���
 ��
��� �
 
��	��������	��! � ����	�� 
��
���
s �	�
�
 ��� 	�	����� �	���	� 
��� ���
� �� ��� 
������! .������% � ���

���� �� 
��� ��� 	�	����� �	���	� 
��� A �	�� �� 	�'�
��� �
�	#
�	���
�� ���	�
� ��� 	������	� 
���	� ��
� c, ���
��� �	���	� �	�
 ���

	� 
� ��
 
�	��� �	��� q ��
�
 
������! ��� ������ 
�	��� �	��� 
����#
�	��
 
������ �� ���
� ��	���� ��� 	�	����� �	���	� 
��� ! ;��% ���� ���
	

������ �� �����	
�� �	���	� ������� �� A, ��� q �	��� �����	
�
 ����
���� ���� ��� 
�	��� �	���	� �	��� �� ��� �	���	� ��	���
 ��� �� ��� ��
�&��������� qSS� !

�� �
 ���	� 	��� ��	� ����	��� ��� q� �	��� 	� ��� 	

���	��� ���
����
'��� 	!���		��
� ��� �� ��� �� �&��������� �����
 	� ��� ��	��	���
�	�� �� ������� �� ��� 
��	�� 
�	��! ���
 �	���
 ���	�
� ����������	�
�����	���� ��&����
 ��	� 	� ��� ���� t� ��� ��	���
 �� ��� 
�
��� @*1A ��
�
�� � ��� 
	���� �	�� � ����� �� ������� ���	��
 ��� 
��	�� 
�	�� �������
��
��������! �����% �� ��� ��	���
 �� q ���� ��
�������
% �� �����
�� ����

���� �� ��G� �q, ������ ��� ���
���� �&�	��� �� ������� @*-A!
3�	���! �� �
 ���������� �� ��� ��	�% 	
 ��� ��	���� �� 	 ����	�� 
��
��� s

���
% 	�	����� ���
���� �
 ������ ��� s �	
 ������� ��
�
 ��	 ��� ��

-B



�	
 ��� ��� ��� 	 ������� ������! ���
 ���	�� �� ��� ��	�� � 
��
��� �
��� ����� �� 	�	����� ���
���� �	 �� �	������ 	
 ���������	� ����	�
�!

"���� � ��������� ������

H�� ��
���� 	 ����	
� � 
��
��� ��	� �
  �� �� �� ��" 	����! ���

�	
� �
 ����
��	��� � , ����� s ��
�
 � ��� 
���� ��% ��� �����	��� ���� ��	�
�	� �� ��
 ����	� ����� @
	� s � �A! �

��� ��	� ��� ������ ����
 	� ����
t� � ��� 
��	�� 
�	�� SS�. ����� ��� 
��
��� ����	
�% ����� �
 	 ���������
���	�� 
���� �� ��� �	���	� q( ��� ��� ��� ������ 	�����	��
 ��	� q ����
����� �� ��
 ����	� ����� 	� 
��� �	��� ���� T. ���  �� �
���� ����� �� G�
��� ����� �� ���
 ��	�� �
 ��	� ����� �	�� �� 	 	�����	��� '��� � q.
���������% 	� ���� T % ���� ��� �	��	���
 A 	� q ��
� �� � ��� 
	���� �	��
��	��� �	� �� ��� ����	� ���#�� �&���������� �� ���� ���� ��% q �����
�	�� �� '��� �� ��� �	� �� ��
 ���#�� �&���������! ;�� q �
 	 ������

������ 	� �	�� '��� ������ t� 	� T.

�������� ���
� �	��
 ���� �
 ��� ��� 
������ ��
���
 �� ��� ������	��

��
���! �� ���� t�% q '���
 ������	���� �� ��� ���� B 
��� ��	�% ����
��� ����	� �	���	�% q 	� A ��	�� ��� ��� 
	���� �	�� 	� ��	���� ���� T. ���

�
 
��� � , ����� q '���
 ���� ���� SS� �� ���� A 	� ��� ���� t� ���
��� 
��
��� �
 	������( ��� ���� ���� ��	��	��� �� ���� C, 	������ �����
	� ���� T ! 3�	���% ���� ���� �� ��� ��� 
��	�� 
�	�� SS�!

���
 		��
�
 �� ��� 
��
��� �	
 
����	� ������	���
! 3��
�% ������	��

��
��� ��
�
 	�	����� ���
����! �����% ����	��� G����
 / 	� ,
������
 ��	� q ��
�
 ��

 ��	 �� ���
 �� ��� ����	
� � 
��
��� �
 ����	#
��% 
� ��	� ���
���� ��
���
 ��

! 3�	���% G���� , 
���
 ��	� ��� �	��
�� A 	� q ���

�
 ��� ����
 �A � � ������ �� ��	���
 ��� ��� 
	���� �	��!
���������% 	�	����� �	���	� 
��� ����
 �� ������ ������ ������	�� 
��#

��� ����� �� ����	� ����� @	��� ��� ��� 
	���� �	��A! �����% ��� ���
	 ����� ������ �� ���� 
��
��� ���	�
% ��� 
������ G�
 �����	� �� ������
���
���� ������	���� 
��� �� �
 ��� ��
��� �� 	�'�
� �	���	� 
��� �	���!

���������% ��� �	� ������� �� ��� 		��
�
 �
 ��	� ��� ������	�� 
��#

��� ���
 �� ��	�� ��� ���#�� �&��������� �� ��� ������! � 	������% ��
�
 �� '�
� ������ 
��
���% ��� ��
 ����� �	�� ���� ���� ��	� 	���� 	�	�����
���
���� 	� �	���	� @	� ��
��������� �	
�� 	������	���A! 3�	���% ���
����	��
� �� ����	�� 	� ������	�� 
��
��� 
���
 ��	� 	�	����� �#
��
���� �
 ������ ��� 
��
��� �
 �������� �� �� ������ � ��� ������ ��	
��� �� ���
 ��! ���
% ������	���
 �� ���� 
��
��� � ��� ������ �	�
�
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3����� ,� ��� ����� �� 	 ������	�� ����	
� � 
��
���

������ 	�	����� ���
����% ������� �	
�� 	������	���!

"�� ��� �$���� �� ��%��

� ��������	� �	� �
 ���� �����
�� 	
 	 �	� �� 	��	� �	
�� �	����
!
� ��
� �������
% ��� ����	� ������ �� ������ �	
�� 	������	��� �	

��� ��� �
� �� ������ ������
 ���� ��������
% 	
 ��
����
 	�� � ��� 
����!
;��% � ��� ���
�� ����� �	
�� 	������	��� ���� 	�
� ����� � ��� 
�	���
�	��� �� 	�	����� ���
���� 	� ��� ����	��)�� �#���
����� �	�
�� �� ���
@��
�����A 	������	��� ����� �� ����
��� �	���	� ����
!

"���� &������� ������� ��%

�
 
	�� 	����% �&�	���
 @-,A 	� @-BA ���� ��� 
�	��� �� ����� � �� ��� �#
�������	� ��
����� X � ����
 �� ��
������ 	� 	�	����� ���
����!
�� �
 �
���� �� ������� ���
� �&�	���
 	


� � λ�� � h� � aα
�
XC
�α−�

@/*A

-:



	�

� �
ψ

� � ǫXE
@//A

���� 
�	�� ��	� ��� ���

 ����� � �� ��� ��������	� ��
����� X �&�	�

��� 
���	� ��
� �� �	
�� ���
 ��� ����	�� �	���	� ������� �� ��
������(
	� ��	� ��� ���

 ����� � ��
� �&�	� ��� �� ����	�� �	��� �� 	�	�����
���
����% ������� ��� 	�'�
���� ��
�% ������� ���� 	 	������	� ���
�� �	���	� ����
! E�% ���� 
�����% ��� �	���	� 
���	� �	��� �� ��������	�
��
����� X � ��
 	����	���� ����
 ��
� �� �&�	��� 
� ��	�

ψ

� � ǫXE
� λ�� � h� � aα

�
XC
�α−�

@/=A

�� ���� �� ������� �� ��	��	�� �&�	��� @/=A ��

λ �
ψ − aα

�
XC
�α−� �

� � ǫXE
�

�� � h� �� � ǫXE�
< � @/,A

$� �	 ��	� ���
 �&�	��� 
	��� ��	� � 	 ��������� �������� �	� ��%
����� 
���	� ��
�
 	� ���G�
 	�� ����	��)�� � �	� �� �����

% ��� ���


����� �� �	
�� λ @������	 �	�A �����
 � 
����	� ������� �������
� ���
����	�� 
�	��� �	��� ψ �� 	�	����� ���
����
( ��� ��
������� �� ��
���#

��� −aα
�
XC
�α−�

� ��� ��������	� �<����� �� ��� ��������� hXC ���#
����� ��
������ ����
( 	� ��� 	������	� ��������	� ��
�

�
� � ǫXE

�

�� �������� ��� 	�	����� �	���	�! ���������% �� �	 �������� λ 	
 ���
�	������ 	 ��"�� ��# ����� ����
 �	� �� ����� �� �	
�� ��� ��� ���� ���
�����	� 
���	� 	����	��� �� ��
�����
! H��� ��	� �� �	�	��
 	� ���G�
 	��
�� ����	��)��% ��� ����� λ �
 �� �<���� 	� ��� ����������	� 	����	���
�� ��� ��
�����
 �
 
�������	�!

8��	��% �������% ��	� ��� 
�
��� @/-A �������
 ��� 
��	�� 
�	�� �� �	
��
�����% � ����
 �� ��
 
���	� ��
�! .���% ��� ����� ������
 ��	� � ��� ���
�� �&��������� �� ��
� �� 
	��
G�� ��� �������

λ ≡ −
gγMγ−�

�r � v�
�
ψ − aα

�
XC
�α−� �

� � ǫXE
�

�� � h� �� � ǫXE�
@/>A

���
 ������� 
�	��
 ��	� 	� �	��	���
 �� ��� �	�	�����
 � ������� @/>A
�	�
�
 	 ��	����	��� �� ��� ��������	� ��
����� X ������ ��
������
	� 	�	����� ����
% 
������ ��� ������ ���	��
 ��� �� ���#�� �&��#
�������! ���������% �&�	��� @/>A �
 	 ���

	�� ������� ��� ��� �����	�

*?




������ �� ��� �	
�� �������! ��� �	��� �� λ �����
 � 
��� �	�	�����
!
H��� ��	� �� h � a � ǫ � �, ��� �������
 ������	 ������
 �� λ � ψ! ��
����
�	� ��� ��	�� �� ���
 �&�	���� ���	�� ��	� ψ �
 ��� 
�	��� ����� ��
	�	����� �	���	�! ���
% �� &�	��G�
 ��� 	���� �� 
���	� ������� �	�
 ���
	 ��� �� ��������	� ��
����� �
 �������� ���� �������� ��
������ ��
����
��� ����������! 3�	���% ��� ��	� 	� ��	��
 �� ��� �	������ ��
��� �	�	�����
 � �&�	��� @/>A 	����
 ��� �����	� �	��� �� �	�	��� λ. E��
����� �	 �� �
�� �� ���
���	�� ���
 �	����!

"���� � �����
�
� ���� �
 ��%

3�� 
���������% 	

��� ��	� ��� �	� λ ��
�
  ��"�
�
���! ��� q �	��� �
 ��
	������ �� 	 ��	�� �� λ! ;��% �&�	��� @->A 
�	��
 ��	� 	 ������ λ ����	
�

��� 
���	� ��	��� ��� �	
�� ���

��
% ���
��� 
������ �� ������ ��
������
	� ��� �
� �� ��� ���� XC @���	�� λ < � 	� �α− ��−� < �A! E�����
��%
���� ��� ��
��	�� @-*A XE ��
� ����	
�! ��� ��
� ��������� ��	���� ��
���
 ��	�� �
 ��� ��������� ��� ��� �	� λ �
 ���� ��� ����� �� 	�	�����
�	���	� A ���� �� ���� 	
 ����% ��� ��� �	
�� 
��� M ���� �� @���	������A ���!
+� ���
�% ��� ��� �	� λ �
 ��� ��� 	�	����� �	���	� A ���� �� ��� 	
 ����%
	� ��� �	
�� 
��� M ���� �� @���	������A ����! ���
 �	� 
��� ��))����

������ ����
 	 �	��� 	���� �� 	�	����� �	���	� ��� �	
�� �
 ���! $�
�	�� ���
 ��

#	����	��� �� ��� ��������	� ��
����� X 	
 �
!��	
"�
���

��
�"�� �
�$���
��� �� 
�� ���
 ��

������� 	
 
����� 	
 ��

����% ��� 	� ���
��	�� � G���� @>A! H��� ��	� ��� �� ����� �� 	 ��
� �� �	� λ �
 �� �����	
�
��� q �	���% ��
�� ��� �	���	� 
��� A � ��� ��� ��!

"���� � �������� ��%

H��% ��
���� 	 ��" 	���� ��
� �� �	� λ 	� ��
 ����� � �	
��! ��� ����	�
����� �� ���
 ��	�� �
 �� 
����% � ��� ��	
� 
�	�� �M,λ� , ��� ���	��	���
��� �λ � � � ��� ����! � 	������% ���� ��� �������
 
����� ��  ��
��	� 	 ����	
� �� λ ��
�
 XE ������� ��� �	���	� �	��� �� ��� 	�	�����
���
����% 
� ��	��� ��� 
	���� �	�� ����� �������
 �� ��� �&���������!
;��% ��� 	 ����	
� � �	� �
  �� �� �� ������	��% �� �
 	�
�  �� ��	�
��� 
�
��� ���� ����� �� ��
 ����	� �	�� 	� 
��� �	��� ���� T. � ��	����
�� ���
 ��	���
 �
 ����
��	��� � G���� B!

��� ������	�� ����	
� �� 	 ���������� �	� �	�
�
 �	
�� 
��� �� �	��
�� 	 ���� ����� ��� ��	���
 �� M 	� ��� �	� λ ���� ���� �	� ��
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3����� >� � ����	�� ��	�� � �	�

��� ��� 
	���� �	�� '�
� 	
 ��� �	��	��� �� �	� ������
! ���% ���� ����
���� �� ��	� 
	���� �	�� �	� �� ��� ����	� 
��	�� 
�	�� SS�. �
 ��� G����
B 
���
% λ ���
 �� �	�� 	�� ��� �	� �� ��
 �	��� � ��� �� 
	���� �	��!
���������% 	 ������	�� ��	�� �� λ �����	
�
 ��� 
���	� ��
� �� �	
�� ��


��	 	 ����	�	���� ����	�� �	� ���
! ��� ��	
� �
 ��	� ���	�
� ���
������	�� �	� ���
 �� ��	� �� 	 ����	�� �����	
� � ��
������% ��
�	�
�
 	 
�	���� �������� � ��� 
���	� ��
� 	

���	��� �� ��� ���
��� �	
��

��� !

3�	���% ��� ��	� ��� G���� @BA 
���
 ��	� ���� ��� ������	�� �	�%
��� 
���	� ��
� λ �� �	
�� �
 ��
�� � ��� �	��� �	�� �� ��� ������ ��	� ���
����	
� �� �	� �
 � �����% ��� ��� �	
�� �
 �����	
��! ���������% 	����
	 ����% ��� ���������� �	� ��	�
 �� 	 ������ 
���	� ��
� 	�% �����	���% ��
	 ������ �	
�� 	������	��� 	
 	�	����� �	���	� 
��� ����
 �� ������
������ ���������� �	� �����
 �� ���	�! � ����� ����
% 
������ 	�����	��

��	� ������ �	� ���� �����	
�% ��
�� ������ ��
������! �
 ������% ���
 ��
���
������
 ��	� �� �
 �� '�
� ������ ��������	� �	�% ��� ��
 ����� �	�� ����
���� ��	� 	����
 �	
�� 	� ���
���� 	������	���!
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� ���
 �	��� �� �	�� 
������ 	 ������ ������� �� �	
�� ���

�� 	� 	�	��#
��� ���
���� ���� G��� ��������	� ��
�����
! ��� ���	���� ���� ��
��� ����� �
 ��	� 	�	����� �	���	� �
 	

���� �� ���� ��� ����	�� ������
	
 	 ������ ����% ����	
��� ��� ��
������� �������� �� ��� �	
�� ���

��

@������ �	�A! ���������% ��� ����������	� �	����)	��� �� ����	�� ��&����

	 
���	� ����� �� �� 	

���	��� ���� ����
��� �	���	�% 	� 	 
���	� ��
� ��
�� 	

���	��� ���� �	
�� K��! ��� �������	��� ������ ��� 
�	��� �����
%
��� 
���	� ��
���� �	��% ��� ��������	� ���	� �	�� 	� ��� �������	��� �	��
�������� ��� �����	� 	����	��� �� ��������	� ��
�����
 ���� ����!

E�� ����� �	
 	 
����	� ��������� ��� �
� �� 
��
����
 �� ������� 	�	��#
��� ���
����% 	� ��� ���������� �� ���������� �	��
 �� ������ �	
��
���

��
 �	� �	�� 	�������
 ����� � ��� 	����	��� �� 	���	� ��
�����
!
�����% � ��
��
� �� 
��
����
 �� �	��
 	 
������ ����� 	������	�� ����

	�	����� �	���	� ��	 ��
������% 	������ ��� 
��� �� �	
�� �� ��
� � ���
��� ��! � 	������% 	
 �� �	�� 
���% ��� 	������ �� ������ ������	��

��
����
 �� ������	�� ���������� �	��
 �� �� ��	�� ��� ���#�� �&��#
������� �� ��� �������I��������	� 
�
���! �����% �� �
 �� '�
� ������

��
����
 �� �	��
% ��� ����� ����� �	�� ���� ���� ��	� 	���� 	�	����� �#
��
���� ����
��
 	� �	
�� 	������	���! ���
% ������	���
 	���� ���
��� ��� 
��
����
 	� �	��
 ����� �	
� �	�� 	 
����	� ���� � 	������ ����#

��� ���
���� ����
��
 	� �	
�� 	������	���!

��	�����	���% ��� ������ �� �	
�� 	� ��� 	������	��� �� 	�	�����
�	���	� ����
 �
� 	
 ������ 	 
�
��� �� �������	 �����
! E�� ������� ���#
���� 6�
��7 ��	���
 ����� 
����� �������� 	���	� ��
�����
 	� ��
 �
�
 ��#
�	��
 ��� 	����	���� 	��������
 ���
� �����	��� �� ��� 
������! � 
���	���
�����	� �	� �
 ������� 	
 ��� 
������ �� ��� ����������	� �������! �
 ��
�
 
���% ��� ���

 ����� �� �	
�� λ �����
 � ��� ����	�� 
�	��� �	���
�� 	�	����� ���
����% ��� ��
������� �� ��
������% ��� �<����� �� ���
��������� �� ������� ��
������ ����
% 	� ��� �#���	� �	���� �����#
�� ����� 
�������
 ��� 	������ �� 	�	����� ���
����
 �� 	�
��� �	
��
���

��
! .������% 	
 �� �
 ���	� ���� ��� �������
 ��
��

��% ��	��
 ��
��� 6�
��7 ��	��� �K���� �� ��� ��� 	������	��� �� �	
��% ��� 	�
� ���
��	��� �� ��� 	�	����� ���
���� ������� ��� �	���	� q �λ� �	��� ��
�	���	� ����� �
 �������� 	������ �� ��� ��
� �� �	
��! .���% �� ������	�
������	��� �� ��� ����� �
 ��	� �	
�� 	������	��� 	� ��
 
���	� ��
� 	����
��� �����	� �	���� �� ��� 	�	����� ���
����% 	������ ��
 �	���	� �	���

*=



������� ��� 	��������� 
���	� �	��
!
;	
�� � ���
� ��
����	���
% ��� ������ �	� ������� �� �	
�� 	�����#

�	��� �
 	���	��� ���� ���� ������� ��	 ��� �	� �� �
 �
�	��� ���
����!
���������% �� ������� ��	� ��� �

��
 �	�
�� � ���
 �	��� ��� �� �� �	 �
��� 	����� �� ������� 	 ��������
��� 		��
�
 �� ��� ����������	� ����#
���
 ���	��� �� �	
�� ���

�� 	� 	����	���� ��
����� �
�
! � �	��% ����
��� 		��
�
 �� �
 	��	��� ��	� ��� ��<������
 � ��
���� ��������	�
�������
 �� ����� �������� 	� ����	�� 	�� ����
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