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✐✐✐



❊❧❡♥❝♦ ❞❡❧❧❡ ✜❣✉r❡

✶✳✶ ♠❛♣♣❛ ❞❡❧ r❛t✐♥❣ ♣❡r ▼♦♦❞②✬s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✹✳✶ ❢✉♥③✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✹✳✷ ❡s❡♠♣✐♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ❩ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✺✳✶ ❜❛r♣❧♦t ♣❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✺✳✷ qq♣❧♦t ❞❡✐ r❡s✐❞✉✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✐✈



❘✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t✐

◆♦♥♦st❛♥t❡ s✐ tr♦✈✐♥♦ ❛❧❧✬✐♥✐③✐♦ ❞❡❧❧❛ t❡s✐✱ q✉❡st❡ ♣❛❣✐♥❡ s♦♥♦ st❛t❡ s❝r✐t✲

t❡ ♣❡r ✉❧t✐♠❡✳ ❋❛❝❝✐♦ ♥♦t❛r❡ ❝✐ò ♣❡r❝❤è ♠❡♥tr❡ ♣r❡♣❛r❛✈♦ ❧❡ ❛❧tr❡ ♣❛rt✐ ❤♦

♣r♦✈❛t♦ ♣✐ù ✈♦❧t❡ ❛❞ ✐♠♠❛❣✐♥❛r❡ ✐❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❛ ❧♦r♦ ❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡✱ ❛❝✲

❝♦♠♣❛❣♥❛t♦ ❞❛❧❧❛ ❝♦♥✈✐♥③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❡ss♦ s❛r❡❜❜❡ st❛t♦ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✳ ◆♦♥ ♠✐

s❜❛❣❧✐❛✈♦✿ q✉❛♥t♦ st❛t❡ ❧❡❣❣❡♥❞♦ è ✐♥❢❛tt✐ ❧❛ s❡♠♣❧✐❝❡ ❝♦♣✐❛ ❞✐ ✉♥ ❢♦❣❧✐♦ s❝r✐t✲

t♦ ❛ ♠❛♥♦ ♣♦❝❤✐ ♠✐♥✉t✐ ❞♦♣♦ ❧❡ ❝✐♥q✉❡ ❞✐ ✉♥ s❛❜❛t♦ ♥♦tt❡✳ ❉❛t❡ q✉❡st❡

♣r❡♠❡ss❡✱ s✐❝✉r❛♠❡♥t❡ ❝♦♠♣r❡♥❞❡r❡t❡ ❧✬❛❜❜❛♥❞♦♥♦ ❞❡❧❧♦ st✐❧❡ ✐♠♣❡rs♦♥❛❧❡

✉t✐❧✐③③❛t♦ ♥❡❧❧❛ t❡s✐ ✐♥ ❢❛✈♦r❡ ❞✐ ✉♥ t♦♥♦ ♣✐ù ❝♦❧❧♦q✉✐❛❧❡✱ ❝❤❡ ♠✐ ♣♦rt❡rà ❛

r✐♥❣r❛③✐❛r❡ ✏✐❧ ❜❛❜❜♦ ❡ ❧❛ ♠❛♠♠❛✑ ❛♥③✐❝❤è ✐ ❣❡♥✐t♦r✐ ♦♣♣✉r❡ ❛ ♣♦rr❡ ❧✬❛rt✐❝♦✲

❧♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐✈♦ ❞❛✈❛♥t✐ ❛✐ ♥♦♠✐ ❞✐ ♣❡rs♦♥❛ ❢❡♠♠✐♥✐❧✐✱ ❝♦♥s✉❡t✉❞✐♥❡ t❛♥t♦

s❝♦rr❡tt❛ q✉❛♥t♦ ❝❛r✐❝❛ ❞✐ q✉❡❧ ❢❛s❝✐♥♦ ❝❤❡ ❢♦rs❡ s♦❧♦ ♥♦✐ t♦s❝❛♥✐ ♣❡r❝❡♣✐❛♠♦✳

■❧ ♣r✐♠♦ r✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t♦ ✈❛ ❛❧❧✬❆r❡❛ ❘✐s❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡❧❧❛ ❇❛♥❝❛ ▼♦♥✲

t❡ ❞❡✐ P❛s❝❤✐ ❞✐ ❙✐❡♥❛✱ ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❧❧❛ q✉❛❧❡ è st❛t♦ ♣r♦❣❡tt❛t♦ ❡ r❡❛❧✐③③❛t♦

❧✬✐♥t❡r♦ ❧❛✈♦r♦✳ ❙❡❝♦♥❞❛r✐❛♠❡♥t❡ ✈♦❣❧✐♦ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛✉t♦r✐ ❞❡✐ ♥✉♠❡✲

r♦s✐ ♠❛♥✉❛❧✐ ▲❆❚❊❳ ❝❤❡ ✉♥ ✉t❡♥t❡ ✐♥❡s♣❡rt♦ ❝♦♠❡ ✐❧ s♦tt♦s❝r✐tt♦ ❤❛ ❞♦✈✉t♦

❝♦♥s✉❧t❛r❡ ❛♥❝❤❡ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛ st❡s✉r❛ ❞✐ q✉❡st✐ r✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t✐ ✭sì✱ è ♣r♦♣r✐♦

❝♦sì✮ ❡ ❝❤❡ ♠❡r✐t❡r❡❜❜❡r♦ ✉♥ r✉♦❧♦ ❞✐ ♣r✐♠♦ ♣✐❛♥♦ ♥❡❧❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛✜❛✳

●r❛③✐❡ ❛❧ ❜❛❜❜♦ ❡ ❛❧❧❛ ♠❛♠♠❛✱ ❛❧❧❛ ◆♦♥♥❛ ❚✐♥❛ ❡ ❛ ▲✉❝❤✐♥♦✱ s❡♠♣r❡

♣r❡s❡♥t✐ ❡ ❝♦♠♣r❡♥s✐✈✐✱ s♦♣r❛t✉tt♦ q✉❛♥❞♦✱ ❞♦♣♦ ❞✐❡❝✐ ♦r❡ ✜❧❛t❡ ❞✐ ❛❧❣♦r✐t♠✐

❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛③✐♦♥❡✱ ♠❛❣❛r✐ ♥♦♥ ❡r♦ ♣r♦♣r✐♦ ✐♥ s♣❧❡♥❞✐❞❛ ❢♦r♠❛✳ ❘✐♥❣r❛③✐♦

✐♥♦❧tr❡ t✉tt✐ ✐ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ❞❡❧❧❛ ♠✐❛ s♣❧❡♥❞✐❞❛✱ ♥✉♠❡r♦s❛ ❡ r✉♠♦r♦s❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛✱

s♣❛rs✐ ✐♥ ❣✐r♦ ♣❡r ❧❛ ❚♦s❝❛♥❛✱ ❧✬■t❛❧✐❛✱ ❧✬❊✉r♦♣❛✱ ✐❧ ♠♦♥❞♦✳

●r❛③✐❡ ❛✐ ❝♦♠♣❛❣♥✐ ❞✐ ✈✐❛❣❣✐♦✿ ❛❞ ❆❧❡ ❡ ●❛❜r✐✱ ❛❧❧✬♦❝❝♦rr❡♥③❛ ♠❛❡str✐✱

❛❧❧✐❡✈✐✱ ❝♦♥s✉❧❡♥t✐✳ ■❧ ▲❆✲P❆✲❉❖ ✐♥ t✉tt✐ q✉❡st✐ ❛♥♥✐ ♥♦♥ ❤❛ ❢❛❧❧✐t♦ ✉♥ ❝♦❧♣♦✱

t❛♥t✬è ❝❤❡ s❡ ♣♦t❡ss✐ t♦r♥❛r❡ ✐♥❞✐❡tr♦ ♥❡❧ t❡♠♣♦ ❧✐ s♦st✐t✉✐r❡✐ s♦❧t❛♥t♦ ❝♦♥ ❞✉❡

✈



♣❡rs♦♥❡ ✉♥ ♣♦✬ ♠❡♥♦ ❢❛♥❛t✐❝❤❡ ❞✐ ❍❛ttr✐❝❦✳ ▲❡ ♠❡③③✬♦r❡ ♣❛ss❛t❡ ❛❞ ❛s♣❡tt❛r❡

❝❤❡ ✜♥✐ss❡r♦ ❞✐ s❝❛♥♥❛rs✐ s✉❧❧❛ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♦ s✉❧❧❛ ❣❡st✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ s♣♦❣❧✐❛t♦✐♦

s♦♥♦ ✐♥❢❛tt✐ ❧✬✉♥✐❝❛ ❝♦s❛ ❝❤❡ ♣♦ss♦ r✐♠♣r♦✈❡r❛r❡ ❧♦r♦✳ ❆ P✐♣♣♦✱ ♠❛✐ ♣✉♥t✉❛❧❡

♠❛ s❡♠♣r❡ ❞✐s♣♦st♦ ❛ ❢❛rs✐ ✐♥ q✉❛ttr♦ ♣❡r ❛✐✉t❛rt✐ ❡✱ ❞✐ q✉❛❧s✐❛s✐ ❝♦s❛ t✉ t✐

♦❝❝✉♣✐✱ s❡♠♣r❡ ❝♦♥ ✐❧ ♣❛♣❡r ❝❤❡ ❢❛ ❛❧ ❝❛s♦ t✉♦✦ ❆ ◆✐❝❝♦✿ ✐❧ r❡❝❡♥t❡ t❡rr❡♠♦t♦

♥♦♥ è r✐✉s❝✐t♦ ❛ ❞✐str❛r♠✐ q✉❛♥t♦ ❛❧❝✉♥✐ ❞❡✐ s✉♦✐ ❝♦♠✐③✐✱ ♠❛ s♦❧♦ ❧✉✐✱ tr❛

❜❛♥❛♥❡ ❡ ❖●▼✱ s❛r❡❜❜❡ st❛t♦ ❝❛♣❛❝❡ ❞✐ ♣♦rt❛r❡ ✉♥❛ s✐♠✐❧❡ ✈❡♥t❛t❛ ❞✐ ❣❡♥✐♦✱

sr❡❣♦❧❛t❡③③❛ ❡ s✐♠♣❛t✐❛✳ ❆❧❧❛ ❈❤✐❛r❛ ❡ ❛❧❧❛ ❑❛t✐❛✱ ✉♥✐❝❤❡ ❡s♣♦♥❡♥t✐ ❞❡❧ ❣❡♥t✐❧

s❡ss♦✱ ♣❡r❝❤è ♥❡ss✉♥♦ s❛ ❝♦♠❡ ❛❜❜✐❛♥♦ ♣♦t✉t♦ s♦♣♣♦rt❛r❡ q✉❡st♦ ❜r❛♥❝♦ ❞✐

♠❛s❝❤✐❛❝❝✐✳ ■♥s✐❡♠❡ ❛ ❧♦r♦ ✈♦❣❧✐♦ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠✐❡✐ ❝♦♠♣❛❣♥✐

❞❡❧❧❛ ❧❛✉r❡❛ tr✐❡♥♥❛❧❡ ❡ ♠❛❣✐str❛❧❡✱ ♣❡r❝❤è ❛❧ ♠✐t✐❝♦ ✏❇❡♣♣❡ P❛r❡♥t✐✑ ✐♦ ♠✐

s♦♥♦ s❡♠♣r❡ s❡♥t✐t♦ ✉♥ ♣♦✬ ❛ ❝❛s❛✳

●r❛③✐❡ ❛❣❧✐ ❛♠✐❝✐ st♦r✐❝✐✱ ✐♥ ♣r✐♠❛ ✜❧❛ ✐♥ q✉❡st❛ ❝♦♠❡ ✐♥ ❛❧tr❡ ♠✐❧❧❡ ♦❝✲

❝❛s✐♦♥✐✿ q✉❡❧❧✐ ❝❤❡ s♦♥♦ ❞✐✈❡♥t❛t✐ ❡s♣❡rt✐ss✐♠✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡✱ ❞❡❝❧❛ss❛♠❡♥t✐

❡ tr✐♣❧❡ ❆ ❡ q✉❡❧❧✐ ❝❤❡ ✓❜❛❞❛ s❡ t✐ ♠♦✈✐ ❛ ❛❜❜❛ss❛r❡ ❧♦ s♣r❡❛❞✔✳ ➮ ✐♥✉t✐❧❡

❢❛r❡ ❞✐st✐♥③✐♦♥✐ ♦ ❡❧❡♥❝❤✐✿ ❝❤✐ ✐♥ ❝✉♦r s✉♦ s❡♥t❡ ❞✐ ❡ss❡r❡ ❝♦♠♣r❡s♦ ✐♥ q✉❡st♦

❣r✉♣♣♦ ♥❡ ❢❛ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛♠❡♥t❡ ♣❛rt❡✳

●r❛③✐❡ ❛❧❧❛ ●✐✉❧✐❛✱ ♣❡r❝❤è ❛♥❝❤❡ s❡ ❛❜❜✐❛♠♦ ✐♥✐③✐❛t♦ ❛ ❝♦♥❞✐✈✐❞❡r❡ tr❛✲

❣✉❛r❞✐ ❡❞ ❡♠♦③✐♦♥✐ q✉❛♥❞♦ ❝✬❡r❛ ❛♥❝♦r❛ ✐❧ ❝✐♥❡♠❛ ❆❞r✐❛♥♦ ❡❞ ❛ ♠❛❧❛♣❡♥❛

♠❡tt❡✈❛♠♦ ✐♥s✐❡♠❡ tr❡♥t✬❛♥♥✐ ✐♥ ❞✉❡✱ ✐♦ ♥♦♥ ♠✐ s♦♥♦ ❛♥❝♦r❛ st❛♥❝❛t♦✳ ◗✉❡✲

st❛ ✈♦❧t❛ ♥♦♥ ❝✬è st❛t♦ ❜✐s♦❣♥♦ ❞❡❧❧❡ r✐♣❡t✐③✐♦♥✐ ❞✐ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ✐t❛❧✐❛♥❛✱ ♠❛ ✐❧

s✉♦ r✉♦❧♦ è st❛t♦✱ ❝♦♠❡ ❛❧ s♦❧✐t♦✱ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳

■♥✜♥❡ ✈♦❣❧✐♦ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ t❡✱ ❝❤✐✉♥q✉❡ t✉ s✐❛✳ ❙❡ st❛✐ ❧❡❣❣❡♥❞♦ q✉❡st❡ r✐❣❤❡

s✐❝✉r❛♠❡♥t❡ ❛✈rò q✉❛❧❝❤❡ ❜✉♦♥ ♠♦t✐✈♦ ♣❡r ❢❛r❧♦✳

✈✐



■♥tr♦❞✉③✐♦♥❡

◆❡❣❧✐ ✉❧t✐♠✐ ❛♥♥✐ ✐ ♠❡r❝❛t✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐ ❤❛♥♥♦ ❝♦♥♦s❝✐✉t♦ ✉♥ r❛♣✐❞♦ s✈✐✲

❧✉♣♣♦✱ ❝❤❡ ❤❛ ❛✈✉t♦ ❝♦♠❡ ✐♥❡✈✐t❛❜✐❧❡ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❧✬✐♥tr♦❞✉③✐♦♥❡✱ ❞❛ ♣❛rt❡

❞❡❣❧✐ ❛♥❛❧✐st✐ ❝❤❡ ❧❛✈♦r❛♥♦ ♥❡❧ s❡tt♦r❡✱ ❞✐ str✉♠❡♥t✐ q✉❛♥t✐t❛t✐✈✐ s❡♠♣r❡ ♣✐ù

s♦✜st✐❝❛t✐✳ ■♥ t❛❧❡ ♦tt✐❝❛ s✐ ✐♥s❡r✐s❝❡ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✱ ✐❧ ❝✉✐ ♦❜✐❡tt✐✈♦ è ❧❛ st✐♠❛✱

♠❡❞✐❛♥t❡ ❛❞❡❣✉❛t✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ s❝♦r✐♥❣✱ ❞❡❧ ♠❡r✐t♦ ❝r❡❞✐t✐③✐♦ r❡❧❛t✐✈♦ ❛❞ ❛❧❝✉♥❡

r❡❛❧tà ♥♦♥ s❡♠♣r❡ ✈❛❧✉t❛t❡ ❞❛❧❧❡ ❛❣❡♥③✐❡ ❞✐ r❛t✐♥❣✳

■❧ ♣r✐♠♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ r✐❝❤✐❛♠❛ ✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ❝♦♥❝❡tt✐✱ s♦✛❡r♠❛♥❞♦s✐ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦✲

❧❛r❡ s✉❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❡ r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦✱ ❡ ✐♥q✉❛❞r❛ ❧✬♦♣❡r❛t♦

❞❡❧❧❡ ❛❣❡♥③✐❡ ✐❧❧✉str❛♥❞♦ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❡ ❧❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❛ ❡ss❡ ✉t✐❧✐③③❛t✐✳

◆❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ✈✐❡♥❡ ✐♥✈❡❝❡ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ✐❧ ❞❛t❛✲s❡t ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦✱ ❡❧❡♥❝❛♥❞♦ ❧❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐ ❡ s✈♦❧❣❡♥❞♦ ❧❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐ ❛♥❛❧✐s✐ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧

t❡r③♦ ❡s❛♠✐♥❛ ❛❧❝✉♥✐ ❛s♣❡tt✐ ❞❡❧❧❛ t❡♦r✐❛ ❞❡✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐✳ ●❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ s♦♥♦ q✉❡❧❧✐ ❢✉♥③✐♦♥❛❧✐ ❛❧ ❞✉♣❧✐❝❡ s❝♦♣♦ ❞✐ ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧✬❛♠♠✐ss✐❜✐✲

❧✐tà ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ r❛t✐♥❣ ❝♦str✉✐t♦ ❡ ❞✐ ♦❝❝✉♣❛rs✐ ❞❡❧❧❛

❢❛s❡ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❛♠❡♥t❡ ✭❝❛♣✐t♦❧♦ ✹✮ tr♦✈❛ s♣❛③✐♦ ❧❛ tr❛tt❛③✐♦♥❡

t❡♦r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ st❛t✐st✐❝✐ ✐♠♣✐❡❣❛t✐✳ ■❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ✺✱ ✐♥✜♥❡✱ ♣❛ss❛ ❛❧❧❛ ❞✐r❡t✲

t❛ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥❡ s✉❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ✉♥✐t❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❡ s✐

❝❤✐✉❞❡ st❛❜✐❧❡♥❞♦ ❧❡ t❡♠❛t✐❝❤❡ ❞❛ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r❡ ♦ r✐❝♦♥s✐❞❡r❛r❡ ♣❡r ❡✈❡♥t✉❛❧✐

s✈✐❧✉♣♣✐ ❢✉t✉r✐✳

✶



❈❛♣✐t♦❧♦ ✶

❘✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❡ r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦

✶✳✶ ▲❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❡ r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦

❆ ♣❛rt✐r❡ ❞❛❣❧✐ ❛♥♥✐ ✬✼✵ ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❡ r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦ è

st❛t❛ ❢♦♥t❡ ❞✐ ♥✉♠❡r♦s❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✐ tr❛ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝✐ ❡ st✉❞✐♦s✐✳ ❆❧❝✉♥❡ ❝♦rr❡♥t✐

❞✐ ♣❡♥s✐❡r♦ t❡♥❞❡✈❛♥♦ ✐♥❢❛tt✐ ❛ s❝✐♥❞❡r❡ ✐ ❞✉❡ ❝♦♥❝❡tt✐✱ ♠❡♥tr❡ ❛❧tr❡ ❡r❛♥♦

❝♦♥✈✐♥t❡ ❞❡❧❧❛ ❧♦r♦ s♦st❛♥③✐❛❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥③❛✳ ◗✉❡st❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥❡ ❡r❛ ✐♠♣✉t❛❜✐❧❡

❛❧❧❛ ♠❛♥❝❛♥③❛ ❞✐ r✐❣♦r♦s❡ ❞❡✜♥✐③✐♦♥✐ ❝❤❡ s♣❛③③❛ss❡r♦ ✈✐❛ ✐ ❞✉❜❜✐ ✐♥ ♠❡r✐t♦✳

❆tt✉❛❧♠❡♥t❡ ❝✬è ❧❛ s❡♥s❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❡ss❡r❡ ❣✐✉♥t✐✱ ♣✉r ♥♦♥ s❡♥③❛ ❞✐✣❝♦❧tà✱

❛❞ ✉♥❛ ❞✐st✐♥③✐♦♥❡ s✉✣❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❝♦♥❞✐✈✐s❛✿ ❝♦♥ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦

s✐ ✈✉♦❧❡ ❢❛r❡ s♣❡❝✐✜❝♦ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❛✐ ❝r❡❞✐t✐ ♠❛t✉r❛t✐ ♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞❡✐ ❣♦✈❡r♥✐

❝❡♥tr❛❧✐✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❛❜❜r❛❝❝✐❛ ✉♥❛ ♣✐ù ✈❛st❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐ ❛s♣❡tt✐✱

♣♦♥❡♥❞♦s✐ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ ✈❛❧✉t❛r❡ ❧✬❛✣❞❛❜✐❧✐tà ❞✐ ✉♥ ❣❡♥❡r✐❝♦ t✐♣♦ ❞✐ ✐♥✈❡st✐✲

♠❡♥t♦ ❛❧❧✬❡st❡r♦✳ ◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ è ♣✐ù ❝❤❡ r❛❣✐♦♥❡✈♦❧❡ ✐♣♦t✐③③❛r❡ ❧✬❡s✐st❡♥③❛

❞✐ ✉♥✬❛ss♦❝✐❛③✐♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❛ tr❛ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❡❞ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦✱ ✐♥ q✉❛♥t♦

✈❛r✐❛③✐♦♥✐ ❞❡❧ ❜✉s✐♥❡ss ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞✐ ✉♥ ♣❛❡s❡ s♦♥♦ s♣❡ss♦ ❛❝✲

❝♦♠♣❛❣♥❛t❡ ❞❛ ♠✉t❛♠❡♥t✐ ♥❡❧❧❛ st❡ss❛ ❞✐r❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ s♦❧✈✐❜✐❧✐tà ❞❡❧ ♣r♦♣r✐♦

❣♦✈❡r♥♦✳ ❚✉tt❛✈✐❛ t❛❧✐ r❡❧❛③✐♦♥✐ ♥♦♥ s♦♥♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❤❡✱ ♠♦t✐✈♦ ♣❡r ❝✉✐

r✐s✉❧t❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ t❡♥❡r❡ ❞✐st✐♥t❡ ❧❡ ❞✉❡ ♥♦③✐♦♥✐✳

❯♥ ❢♦rt❡ ✐♠♣✉❧s♦ ✐♥ q✉❡st♦ s❡♥s♦ è st❛t♦ ❞❛t♦ ❞❛❧❧✬✐♥t❡r✈❡♥t♦ ❞✐ ▼❡❧❞r✉♠✱

❝❤❡ ♥❡❧ ✷✵✵✵ ❤❛ ♣r♦♣♦st♦ ✉♥ ❡s❛✉r✐❡♥t❡ ✐♠♣✐❛♥t♦ ❞❡✜♥✐t♦r✐♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛♥❞♦ s❡✐

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡✱ ✉♥❛ ❞❡❧❧❡ q✉❛❧✐ ✐❞❡♥t✐✜❝❛❜✐❧❡ ♣r♦♣r✐♦ ❝♦♥ ✐❧

✷



r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦✳✶ ◗✉❡st❛ ♦♣❡r❛③✐♦♥❡ ❤❛ ❝♦♥tr✐❜✉✐t♦ ❛ st❛❜✐❧✐r❡ ❢♦rs❡ ❞❡✜♥✐✲

t✐✈❛♠❡♥t❡ ✉♥ ❝❤✐❛r♦ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ✐ ❞✉❡ ❝♦♥❝❡tt✐✳ ▼❡❧❞r✉♠ ❤❛ ✐♥q✉❛❞r❛t♦ ✐❧

r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❝♦♠❡

✏❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡✐ r✐s❝❤✐ ❝❤❡ ♥♦♥ s✐ s♦st❡♥❣♦♥♦ s❡ s✐ ❡✛❡tt✉❛♥♦ ❞❡❧❧❡

tr❛♥s✐③✐♦♥✐ ♥❡❧ ♠❡r❝❛t♦ ❞♦♠❡st✐❝♦ ♠❛ ❝❤❡ ❡♠❡r❣♦♥♦ ♥❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ✐♥

❝✉✐ s✐ ❡✛❡tt✉❛ ✉♥ ✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦ ✐♥ ✉♥ P❛❡s❡ ❡st❡r♦ ❬✳ ✳ ✳ ❪✑

❡❞ ❤❛ ❡❧❡♥❝❛t♦ ❧❡ s✉❡ s❡✐ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐✱ ❞✐ s❡❣✉✐t♦ ❜r❡✈❡♠❡♥t❡ ❞❡s❝r✐tt❡✿

• r✐s❝❤✐ ❡❝♦♥♦♠✐❝✐✿ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❧✬✐♥s♦r❣❡♥③❛ ❞✐ ❢❛tt♦r✐ ❝❤❡ ♣♦tr❡❜❜❡✲

r♦ ♥✉♦❝❡r❡ ❛❧❧✬✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡ ✭♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝✐✮ ♦ ✐♥❞✐r❡tt❛✲

♠❡♥t❡✱ ♦✈✈❡r♦ ♠♦❞✐✜❝❛♥❞♦ ❧❛ s✐t✉❛③✐♦♥❡ ❝♦♥❣✐✉♥t✉r❛❧❡ ♥❡❧ ♣❛❡s❡ ✭♠❛✲

❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝✐✮❀

• r✐s❝❤✐♦ ❞✐ tr❛s❢❡r✐♠❡♥t♦✿ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧✬❡✈❡♥t✉❛❧✐tà ❝❤❡ ❧❡ ❆✉t♦r✐tà ❞❡❧

♣❛❡s❡ ✐♥ ❝✉✐ s✐ ❡✛❡tt✉❛ ❧✬✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦ ❛♣♣❧✐❝❤✐♥♦ r❡str✐③✐♦♥✐ ❛✐ ♠♦✈✐♠❡♥✲

t✐ ❞✐ ❝❛♣✐t❛❧❡✱ ❢❛❝❡♥❞♦ s♦r❣❡r❡ ❞✐✣❝♦❧tà ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ♥❡❧❧❡ ♦♣❡r❛③✐♦♥✐

❞✐ r✐♠♣❛tr✐♦ ❞✐ ♣r♦✜tt✐ ❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✐❀

• r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ✢✉tt✉❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐♦✿ ♠✐s✉r❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà

❝❤❡ ✐❧ s✉❞❞❡tt♦ t❛ss♦ ✈❛r✐ ✐♥ ♠♦❞♦ s❢❛✈♦r❡✈♦❧❡ ❛❧❧✬✐♥✈❡st✐t♦r❡ ♦ ❝❤❡ ❝✐

s✐❛♥♦ ❝❛♠❜✐❛♠❡♥t✐ ♥❡❧ r❡❣✐♠❡ ✭❞❛ t❛ss✐ ✜ss✐ ❛ t❛ss✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♦ ✈✐❝❡✈❡rs❛✮❀

• r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❧♦❝❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❣❡♦❣r❛✜❝❛✿ ♣r❡♥❞❡ ✐♥ ❡s❛♠❡ ❧✬❛✈✈❡♥t♦ ❞✐

❝❛❧❛♠✐tà ♥❛t✉r❛❧✐ ♦ ❧❛ ❝r❡❛③✐♦♥❡ ❞✐ s✐t✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ t❡♥s✐♦♥❡ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛

r❛♣♣♦rt✐ ❞✐✣❝✐❧✐ ❝♦♥ ♣❛❡s✐ ❝♦♥✜♥❛♥t✐❀

• r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ♠❡r✐t♦ ❝r❡❞✐t✐③✐♦ ❣♦✈❡r♥❛t✐✈♦ ✭r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦✮✿ r✐✲

❣✉❛r❞❛✱ ❝♦♠❡ ❣✐à ❛❝❝❡♥♥❛t♦✱ ❡s❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ ❝❤✐ ✐♥✈❡st❡ ♥❡❧❧❡ ♦❜❜❧✐❣❛✲

③✐♦♥✐ ❣♦✈❡r♥❛t✐✈❡ ❡ ✈❛❧✉t❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥tà ❞❡❧ ❣♦✈❡r♥♦ ❝❡♥tr❛❧❡

❞✐ ❢❛r ❢r♦♥t❡ ❛❣❧✐ ✐♠♣❡❣♥✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐ ❛ss✉♥t✐❀

• r✐s❝❤✐♦ ♣♦❧✐t✐❝♦✿ ❝♦♠♣r❡♥❞❡ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ❡✈❡♥t✉❛❧✐ ❞❡❝✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ❣♦✲

✈❡r♥♦ ✭❡s♣r♦♣r✐✱ ❝♦♥✜s❝❤❡✱ ❞❛③✐ ❡❞ ❛❧tr✐ ❛tt✐ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧✐✮ ❝❤❡ ♣♦tr❡❜❜❡r♦

❞❛♥♥❡❣❣✐❛r❡ ❣❧✐ ✐♥✈❡st✐t♦r✐✳

◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ q✉❡st❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♥♦♥ ❢♦r♠❛♥♦ ❞❡✐ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t✐ st❛❣♥✐ ♠❛

r✐s✉❧t❛♥♦ ✐♥t❡r❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ❡❞ ✐♥✢✉❡♥③❛t❡ ❞❛ ❢❛tt♦r✐ ❝♦♠✉♥✐✳
✶❈❢r✳ ❬✼❪✳

✸



✶✳✷ ▲❡ ❛❣❡♥③✐❡ ❞✐ r❛t✐♥❣

◆❡❧ s✉❞❞❡tt♦ ❝♦♥t❡st♦ s✐ ❝♦❧❧♦❝❛♥♦ ❧❡ ❛❣❡♥③✐❡ ❞✐ r❛t✐♥❣✱ ✐❧ ❝✉✐ ❝♦♠♣✐t♦

è q✉❡❧❧♦ ❞✐ st❛❜✐❧✐r❡✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ ❞❡❧❧❡

❣r❛❞✉❛t♦r✐❡ ✐♥ ❝✉✐ ✐ ✈❛r✐ st❛t✐ s✐❛♥♦ ♦r❞✐♥❛t✐ ✐♥ ❜❛s❡ ❛✐ ❞✐✛❡r❡♥t✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐

r✐s❝❤✐♦ ❛ ❧♦r♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✳ ▲❡ ♥✉♠❡r♦s❡ ❛❣❡♥③✐❡ ❡s✐st❡♥t✐ ❤❛♥♥♦ ✜♥❛❧✐tà s✐♠✐❧✐

♠❛ ✈❡♥❣♦♥♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t❡ ✐♥ ❞✉❡ ❣r✉♣♣✐ s❡❝♦♥❞♦ ✉♥ ❝r✐t❡r✐♦ str❡tt❛♠❡♥t❡ ❧❡❣❛t♦

❛❧❧❛ ❞✐st✐♥③✐♦♥❡ tr❛ r✐s❝❤✐♦ ♣❛❡s❡ ❡ r✐s❝❤✐♦ s♦✈r❛♥♦✿

• ■❧ ♣r✐♠♦ ❣r✉♣♣♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥ ●❧♦❜❛❧ ❈♦✉♥tr② ❘✐s❦ ❘❛♥❦✐♥❣✱ ✐♥ ❝✉✐

❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐ st❛t✐ t✐❡♥❡ ❝♦♥t♦ ❞✐ t✉tt❡ ❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐ ❢♦♥t✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦

♣❛❡s❡✳ ◆❡ ❢❛♥♥♦ ♣❛rt❡ ♦r❣❛♥✐s♠✐ ❝♦♠❡ ✐❧ ❇✉s✐♥❡ss ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❘✐s❦

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❇❊❘■ ✮✱ ✐❧ ❈♦♥tr♦❧ ❘✐s❦ ●r♦✉♣ ♦ ❧❡ ❊①♣♦rt ❈r❡❞✐t ❆❣❡♥✲

❝✐❡s ✭❊❈❆✮✱ ♠❛ ❛♥❝❤❡ ❛❧❝✉♥❡ r✐✈✐st❡ s♣❡❝✐❛❧✐③③❛t❡ ❝♦♠❡ ❈♦♠♠❡r❝✐♦

■♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧❡✳

• ■❧ s❡❝♦♥❞♦ ❣r✉♣♣♦ s✐ ❝♦♥❝❡♥tr❛ ❡s❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ s✉❧ ❈♦✉♥tr② ❈r❡❞✐t

❘❛t✐♥❣ ♦ ❙♦✈❡r❡✐❣♥ ❘❛t✐♥❣✳ ■ s✉♦✐ ♠❡♠❜r✐ ❝❡r❝❛♥♦ ❞✐ q✉❛♥t✐✜❝❛r❡

✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❝❤❡ ✐ ❣♦✈❡r♥✐ ♥♦♥ r✐❡s❝❛♥♦ ❛ ❢r♦♥t❡❣❣✐❛r❡ ✐❧ ♣r♦♣r✐♦ ❞❡❜✐t♦✱

❞✐❝❤✐❛r❛♥❞♦ ❝♦sì ❞❡❢❛✉❧t ❡ ✈❡♥❡♥❞♦ ♠❡♥♦ ❛❣❧✐ ✐♠♣❡❣♥✐ ♣r❡s✐ ❝♦♥ ❣❧✐

✐♥✈❡st✐t♦r✐✳ ▲❡ ♣✐ù ♥♦t❡ ❛❣❡♥③✐❡ ❞✐ q✉❡st❛ ❝❛t❡❣♦r✐❛ s♦♥♦ tr❡✿ ▼♦♦❞②✬s✱

❋✐t❝❤ ❡ ❙t❛♥❞❛r❞✫P♦♦r✬s✳✷ ❙✐ ♦ss❡r✈✐✱ ♣❡r q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ❧❛ st✐♠❛

❞❡❧❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t✱ ❝❤❡ ❛❞ ❡ss❡r❡ ✈❛❧✉t❛t❛ ♥♦♥ è s♦❧t❛♥t♦ ❧❛

❝❛♣❛❝✐tà ❞✐ ♦♥♦r❛r❡ ✐❧ ❞❡❜✐t♦✱ ♠❛ ❛♥❝❤❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥tà ❞✐ ❢❛r❧♦❀ ❧✬❛✉t♦r✐tà ❞✐

❝✉✐ ❣♦❞♦♥♦ ❣❧✐ st❛t✐ s♦✈r❛♥✐ ❝♦♥s❡♥t❡ ✐♥❢❛tt✐ ❧♦r♦✱ ❝♦♥ ♠♦❞❛❧✐tà ♣r❡❝✐s❡

❡ ♥♦r♠❡ s♣❡❝✐✜❝❤❡ ❝❤❡ ♥♦♥ è ♦♣♣♦rt✉♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ✐♥ q✉❡st❛ s❡❞❡✱ ❞✐

♥♦♥ r✐♠❜♦rs❛r❡ ♦ r✐♠❜♦rs❛r❡ s♦❧♦ ♣❛r③✐❛❧♠❡♥t❡ ✐ ❝r❡❞✐t♦r✐✳

✶✳✷✳✶ ❙t❛♥❞❛r❞✫P♦♦r✬s✱ ▼♦♦❞②✬s ❡ ❋✐t❝❤

P❡r ❝♦♠♣r❡♥❞❡r❡ ♣✐ù ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t❛♠❡♥t❡ ✐❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❝❤❡ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛❧❧❛

❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❣r❛❞✉❛t♦r✐❡✱ ✈✐❡♥❡ ♣r❡s♦ ✐♥ ❡s❛♠❡ ❧✬♦♣❡r❛t♦ ❞❡❧❧❡ tr❡ ♣✐ù

❢❛♠♦s❡ ❛❣❡♥③✐❡ ❞✐ s♦✈❡r❡✐❣♥ r❛t✐♥❣✳ ■♥ t✉tt✐ ✐ ❝❛s✐ ❧❛ s❝❛❧❛ ❞❡✐ r❛♥❦✐♥❣ è

❝♦♠♣♦st❛ ❞❛ ✉♥ ❝❡rt♦ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ s✐❣❧❡ ❝❤❡ ✈❛♥♥♦ ❞❛❧ ❣✐✉❞✐③✐♦ ♠✐❣❧✐♦r❡ ✭❆❆❆

♣❡r ❙✫P ❡ ❋✐t❝❤✱ ❆❛❛ ♣❡r ▼♦♦❞②✬s✮ ❛ q✉❡❧❧♦ ♣❡❣❣✐♦r❡✱ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛❧❧❛

✷❉✬♦r❛ ✐♥ ❛✈❛♥t✐ ♣❡r ❜r❡✈✐tà ❝✐ s✐ r✐❢❡r✐rà ❛ q✉❡st❛ ❛❣❡♥③✐❛ ❝♦♥ ❧❛ s✐❣❧❛ ❙✫P✳

✹



❧❡tt❡r❛ ❉ ❝❤❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡ ❛❧ ❞❡❢❛✉❧t✳ ■ ❞❡❜✐t♦r✐ r✐t❡♥✉t✐ ♣✐ù ❛✣❞❛❜✐❧✐ s❛r❛♥♥♦

❛ss❡❣♥❛t✐ ❛❧❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡✱ q✉❡❧❧✐ ♣✐ù ❛ r✐s❝❤✐♦ ♥❡❧❧❡ ❢❛s❝❡ ♣✐ù ❜❛ss❡ ❡ ❝♦sì

✈✐❛✱ ❣✐✉♥❣❡♥❞♦ ✐♥✜♥❡ ❛❧❧❡ s✐t✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❛ ❧❡ tr❡

s❝❛❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❙✐ ♦ss❡r✈✐ ✐❧ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ r✉♦❧♦ ❞❡❧❧❛ s♦❣❧✐❛ ❇❇❇✲✱ ❝❤❡ ❞✐✈✐❞❡ ✐ ❝♦s✐❞❡tt✐

t✐t♦❧✐ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣r❛❞❡ ♦ ❞✐ q✉❛❧✐tà ❜❛♥❝❛r✐❛ ❞❛ q✉❡❧❧✐ ❞✐ ❧✐✈❡❧❧♦ ♣✐ù ❜❛ss♦✱

❞❡♥♦♠✐♥❛t✐ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❣r❛❞❡ ♦ ❤✐❣❤ ②✐❡❧❞ ✐♥ q✉❛♥t♦ ♦✛r♦♥♦ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣✐ù

❡❧❡✈❛t✐ ♣r♦♣r✐♦ ❛ ❝❛✉s❛ ❞❡❧ ♠❛❣❣✐♦r❡ r✐s❝❤✐♦ ❝❤❡ ✐❧ ❧♦r♦ ❛❝q✉✐st♦ ❝♦♠♣♦rt❛✳

▲✬✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❞✐ q✉❡st❛ s♦❣❧✐❛ è ❞♦✈✉t❛ ❛❧❧✬❡s✐st❡♥③❛ ❞✐ ♥♦r♠❡ ❞✐ ✈✐❣✐❧❛♥③❛ ❝❤❡

✐♠♣❡❞✐s❝♦♥♦ ❛❞ ❛❧❝✉♥✐ ♦♣❡r❛t♦r✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐ ✐st✐t✉③✐♦♥❛❧✐ ❞✐ ❛❝q✉✐st❛r❡ ✐ t✐t♦❧✐

❛♣♣❛rt❡♥❡♥t✐ ❛❧❧❛ s❡❝♦♥❞❛ ❝❛t❡❣♦r✐❛✱ ♣r♦♣r✐♦ ♣❡r❝❤è ♥♦♥ r✐t❡♥✉t✐ ❛❜❜❛st❛♥③❛

s✐❝✉r✐✳

❙❡❜❜❡♥❡ ❧❡ s❝❛❧❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❞❛❧❧❡ tr❡ ❛❣❡♥③✐❡ s✐❛♥♦ s✐♠✐❧✐✱ ✐ ❝r✐t❡r✐ ❞✐ ❝❧❛s✲

s✐✜❝❛③✐♦♥❡ ✉t✐❧✐③③❛t✐ ♣❡r st✐❧❛r❡ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐✈✐ ❣✐✉❞✐③✐ s✉❣❧✐ st❛t✐ ❞✐✛❡r✐s❝♦♥♦ ❧✐❡✲

✈❡♠❡♥t❡✿ ❙✫P ❞✐s❝r✐♠✐♥❛ s♦❧♦ s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t ✭PD✮

✐♥ ✉♥ ❛r❝♦ t❡♠♣♦r❛❧❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t❡ ❛❧❧❛ ❞✉r❛t❛ ❞❡✐ t✐t♦❧✐✱ ♠❡♥tr❡ ▼♦♦❞②✬s

✐♥❝❧✉❞❡ ♥❡❧❧❡ s✉❡ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥✐ ❛♥❝❤❡ ✐❧ t❛ss♦ st✐♠❛t♦ ❞✐ ♣❡r❞✐t❡ s✉✐ ❝r❡❞✐t✐ ✭❧♦ss

❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ♦ LGD✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✐❧ ♣r♦❞♦tt♦ PD ·LGD✳ ❋✐t❝❤ s✐ ♣♦♥❡ ✐♥

✉♥❛ s✐t✉❛③✐♦♥❡ ✐❜r✐❞❛✱ ❞❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❝❤❡ ✐ s✉♦✐ r❛t✐♥❣ ❝♦✐♥❝✐❞♦♥♦ ❝♦♥ q✉❡❧❧✐ ❞✐

❙✫P ♣r✐♠❛ ❝❤❡ ❛❝❝❛❞❛ ❧✬❡♣✐s♦❞✐♦ ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t ❡ ❝♦♥ q✉❡❧❧✐ ❞✐ ▼♦♦❞②✬s ❞♦♣♦ ✐❧

✈❡r✐✜❝❛rs✐ ❞✐ t❛❧❡ ❡✈❡♥t♦✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❞✐ ❛❧tr✐ ♦r❣❛♥✐s♠✐✱ ❧❡ tr❡ ❛❣❡♥③✐❡ ♥♦♥ ♣✉❜❜❧✐❝❛♥♦ ✐ ❧♦r♦ r✐✲

s✉❧t❛t✐ ❝♦♥ ❝❛❞❡♥③❛ r❡❣♦❧❛r❡✱ ♠❛ s♦❧♦ q✉❛♥❞♦ ❧♦ r✐t❡♥❣♦♥♦ ♣✐ù ♦♣♣♦rt✉♥♦❀

t✉tt❛✈✐❛ ❝✐ò ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛ ❝❤❡ ❧✬✐♥s♦r❣❡♥③❛ ❞✐ ♦❣♥✐ ♥✉♦✈❛ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❝♦♠✲

♣♦rt✐ ♥❡❝❡ss❛r✐❛♠❡♥t❡ ✉♥ r❡♣❡♥t✐♥♦ ♠✉t❛♠❡♥t♦ ❞❡✐ ❣✐✉❞✐③✐✳ ▲✬♦r✐❡♥t❛♠❡♥t♦

❞❡❣❧✐ ❛❞❞❡tt✐ ❛✐ ❧❛✈♦r✐ è r✐✈♦❧t♦ ♣r♦♣r✐♦ ♥❡❧❧❛ ❞✐r❡③✐♦♥❡ ♦♣♣♦st❛✿ ❧❛ ❝❛r❛t✲

t❡r✐st✐❝❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❛ ❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡ ♣✐ù ❛✉s♣✐❝❛❜✐❧❡ ♣❡r ✐ r❛t✐♥❣ è ✐♥❢❛tt✐ ❧❛

st❛❜✐❧✐tà ♥❡❧ t❡♠♣♦✳ ■♥ q✉❡st✬♦tt✐❝❛ ❣❧✐ ❛❣❣✐✉st❛♠❡♥t✐ ❝❤❡ ❛✈✈❡♥❣♦♥♦ ♥❡❧❧✬❛r✲

❝♦ ❞✐ ❞♦❞✐❝✐ ♠❡s✐ ❡ ❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥♦ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡✱ ✐♥ ❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ❞✐r❡③✐♦♥✐✱

❞✐ ❛❧♠❡♥♦ tr❡ ♥♦t❝❤❡s ✭♦✈✈❡r♦ ✐❧ r❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛ ❞✐ tr❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡✮ s♦♥♦ ❞❡✜♥✐t✐

❢❛❧❧✐♠❡♥t✐ ❞❡❧ r❛t✐♥❣✳✸

✸❈❢r✳ ❬✽❪✳ ◆♦♥ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ❢❛❧❧✐♠❡♥t✐ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛❣❣✐✉st❛♠❡♥t✐ ❞❛✱ ✈❡rs♦✱ ❡ ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦

❞❡❧❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡ ❈❈❈ ✭❈❛❛ ♣❡r ▼♦♦❞②✬s✮ ♦ ✐♥❢❡r✐♦r✐✿ ❧❛ ♠♦t✐✈❛③✐♦♥❡ ❞✐ t❛❧❡ s❝❡❧t❛ r✐s✐❡❞❡

♥❡❧❧❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛ ❝✉✐ s♦♥♦ s♦tt♦♣♦st✐ ✐ ❣✐✉❞✐③✐ ❛ q✉❡✐ ❧✐✈❡❧❧✐✳

✺



❚❛❜❡❧❧❛ ✶✳✶✿ s❝❛❧❛ ❞❡✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ r❛t✐♥❣

❙✫P ▼♦♦❞②✬s ❋✐t❝❤ ❈❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡

■♥✈❡st♠❡♥t ❣r❛❞❡

❆❆❆ ❆❛❛ ❆❆❆ ▼✐❣❧✐♦r❡ q✉❛❧✐tà✳

❆❆✰ ❆❛✶ ❆❆✰ ❆♠♣✐ ♠❛r❣✐♥✐ ❞✐

❆❆ ❆❛✷ ❆❆ ♣r♦t❡③✐♦♥❡ ❞✐

❆❆✲ ❆❛✸ ❆❆✲ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡ ✐♥t❡r❡ss✐✳

❆✰ ❆✶ ❆✰ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦✲❡❧❡✈❛t♦✳ ❇✉♦♥✐

❆ ❆✷ ❆ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ s✐❝✉r❡③③❛ ♣❡r

❆✲ ❆✸ ❆✲ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡ ✐♥t❡r❡ss✐✳

❇❇❇✰ ❇❛❛✶ ❇❇❇✰ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦✳ ▼❛r❣✐♥✐ ❞✐ ♣r♦t❡③✐♦♥❡

❇❇❇ ❇❛❛✷ ❇❇❇ ❛❞❡❣✉❛t✐ ♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❀ ❛❧❝✉♥✐

❇❇❇✲ ❇❛❛✸ ❇❇❇✲ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ ✐♥❝❡rt❡③③❛ ❢✉t✉r❛✳

❙♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❣r❛❞❡

❇❇✰ ❇❛✶ ❇❇✰ ❇♦♥❞ ❝♦♥ ❡❧❡♠❡♥t✐ s♣❡❝✉❧❛t✐✈✐✳

❇❇ ❇❛✷ ❇❇ ■❧ ❧♦r♦ ❢✉t✉r♦ ♥♦♥ ♣✉ò

❇❇✲ ❇❛✸ ❇❇✲ ❡ss❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦ ❛ss✐❝✉r❛t♦✳

❇✰ ❇✶ ❇✰ ▲✐♠✐t❛t❛ s✐❝✉r❡③③❛

❇ ❇✷ ❇ ❞❡❧ ♣❛❣❛♠❡♥t♦ ❞✐

❇✲ ❇✸ ❇✲ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡ ✐♥t❡r❡ss✐✳

❈❈❈✰ ❈❛❛✶ ❈❈❈✰ P♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t✳

❈❈❈ ❈❛❛✷ ❈❈❈

❈❈❈✲ ❈❛❛✸ ❈❈❈✲

❈❈ ❈❛ ❈❈ ❊❧❡✈❛t♦ r✐s❝❤✐♦ ❞❡❢❛✉❧t✳

❈ ❈ ❈ ❉❡❢❛✉❧t ♦

❉✴❙❉ ❉✴❙❉ ❉✴❙❉ ❞❡❢❛✉❧t s❡❧❡tt✐✈♦✳

✻



■ ❣✐✉❞✐③✐ ♣♦ss♦♥♦ r✐✈♦❧❣❡rs✐ ❛❧ ❜r❡✈❡ ✭✶ ❛♥♥♦✮ ♦ ❛❧ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ✭✸✲✺

❛♥♥✐✮❀ q✉❡st✐ ❞✉❡ ♦r✐③③♦♥t✐ t❡♠♣♦r❛❧✐ r✐❝❛❧❝❛♥♦ ❧❡ tr❛❞✐③✐♦♥❛❧✐ s❝❛❞❡♥③❡ ❞❡✐

t✐t♦❧✐ ❡♠❡ss✐ ❞❛✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ st❛t✐ s♦✈r❛♥✐✳ ❆❧ ✜♥❡ ❞✐ ❡✈✐t❛r❡ r❡✈✐s✐♦♥✐ tr♦♣♣♦

❢r❡q✉❡♥t✐✱ ♥❡✐ r❛t✐♥❣ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ è ♣r❛ss✐ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❛ ❛✣❛♥❝❛r❡ ❛❧ ❣✐✉✲

❞✐③✐♦ ❡s♣r❡ss♦ ✉♥❛ ❞✐r❡③✐♦♥❡ ✭♣♦s✐t✐✈❛✱ ♥❡❣❛t✐✈❛ ♦ st❛❜✐❧❡✮ ❝❤❡ ✐♥❢♦r♠✐ s✉❧❧❛

t❡♥❞❡♥③❛ r✐t❡♥✉t❛ ♣✐ù ♣r♦❜❛❜✐❧❡ ♣❡r ✐❧ ❢✉t✉r♦ ❡ ❝❤❡ ♣r❡♥❞❡ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ♦✉t❧♦♦❦✳

▲✬✉❧t✐♠❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✐st✐♥③✐♦♥❡ ❞❛ ♦♣❡r❛r❡ r✐❣✉❛r❞❛ ✐ ❞❡❜✐t✐ ❝♦♥tr❛tt✐ ✐♥

✈❛❧✉t❛ ❧♦❝❛❧❡ ♦ ❡st❡r❛✳ ●❧✐ ❡♣✐s♦❞✐ ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t ❝❤❡ st♦r✐❝❛♠❡♥t❡ ♦❝❝♦rr♦♥♦ ❝♦♥

♠❛❣❣✐♦r❡ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❝♦✐♥✈♦❧❣♦♥♦ ✐❧ ❞❡❜✐t♦ ✐♥ ✈❛❧✉t❛ ❡st❡r❛✱ ❛ ❝❛✉s❛ ❞❡❧❧❛ s✉❛

♣✐ù ❞✐✣❝✐❧❡ r❡♣❡r✐❜✐❧✐tà ❞❛ ♣❛rt❡ ❞❡❣❧✐ st❛t✐ s♦✈r❛♥✐✳✹ P❡r q✉❡st✐ ♠♦t✐✈✐ s✐ è

❣✐✉♥t✐ ❛❧❧❛ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❞✉❡ r❛t✐♥❣ ❞✐st✐♥t✐✱ ❞♦✈❡ q✉❡❧❧♦ ♣❡r ❧❛ ✈❛❧✉t❛ ❧♦❝❛❧❡

è t❡♥❞❡♥③✐❛❧♠❡♥t❡ s✉♣❡r✐♦r❡ ❞✐ q✉❛❧❝❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❛ r✐s♣❡tt♦ ❛❧❧✬❛❧tr♦✳

✶✳✸ ▲❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡

▲❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ✐♠♣✐❡❣❛t❡ s♣❛③✐❛♥♦ ❞❛❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡

❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ s❝♦r✐♥❣ ❡ ❛❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ❡ ❝♦✐♥✈♦❧❣♦♥♦ ♥✉♠❡r♦s✐ ✐♥✲

❞✐❝❛t♦r✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ✐♥✢✉❡♥t✐ s✉✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❡ q✉✐♥❞✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✐ ♥❡❧❧❛

❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❣r❛❞✉❛t♦r✐❡✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ♣r✐♠❛ ❞✐ ❡❧❡♥❝❛r❡ t❛❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐✱

è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❡✈✐❞❡♥③✐❛r❡ ❝❤❡ t✉tt✐ ✐ ♣r♦❞✉tt♦r✐ ❞✐ r❛t✐♥❣ s♦♥♦ ❛❝❝♦♠✉♥❛t✐ ❞❛❧❧❛

❝♦♥s❛♣❡✈♦❧❡③③❛ ❝❤❡ ❧♦ s✈♦❧❣✐♠❡♥t♦ ❡s❝❧✉s✐✈♦ ❞✐ ❛♥❛❧✐s✐ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♥♦♥ ♣✉ò

r✐t❡♥❡rs✐ ❡s❛✉st✐✈♦ ✐♥ r❡❧❛③✐♦♥❡ ❛❞ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ t❛❧❡ ❡♥t✐tà✱ ❛ ❝❛✉s❛ ❞❡❧❧❛

❣r❛♥❞❡ r✐❧❡✈❛♥③❛ ❛ss✉♥t❛ ❞❛ ❢❛tt♦r✐ ♥♦♥ ♠✐s✉r❛❜✐❧✐ ❡ ❞❛ ❡❧❡♠❡♥t✐ s♦❣❣❡tt✐✈✐

✭s✐ ♣❡♥s✐ s♦♣r❛tt✉tt♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ♣♦❧✐t✐❝♦✮✳ P❡r q✉❡st♦ ♠♦t✐✈♦ ♥❡❧❧❛ ♠❛❣❣✐♦r

♣❛rt❡ ❞❡✐ ❝❛s✐ ❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✐ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣♦rt❛♥♦ ❛❞ ✉♥❛ ♣r♦♣♦st❛ ❞✐ r❛t✐♥❣✱

s✉❝❝❡ss✐✈❛♠❡♥t❡ ✐♥t❡❣r❛t❛ ❡ ♠♦❞✐✜❝❛t❛ ❝♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥✐ s♣❡❝✐✜❝❤❡ ❞✐ t✐♣♦

q✉❛❧✐t❛t✐✈♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❞❛✐ ✈❛❧✉t❛t♦r✐ st❡ss✐✳ ▲❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥❡ s♦♥♦

✐♥ ❧❛r❣❛ ♣❛rt❡ r✐s❝♦♥tr❛❜✐❧✐ ♥❡❧❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t❡ ❞❛❧❧❡ tr❡ ❛❣❡♥③✐❡

s♣❡❝✐❛❧✐③③❛t❡✱ ❞✐ ❝✉✐ ✈✐❡♥❡ ❞✐ s❡❣✉✐t♦ ❢♦r♥✐t❛ ✉♥❛ ❜r❡✈❡ ♣❛♥♦r❛♠✐❝❛✳

✹■♥ ❧✐♥❡❛ ♣✉r❛♠❡♥t❡ t❡♦r✐❝❛ ✉♥♦ st❛t♦ s♦✈r❛♥♦ ♣♦tr❡❜❜❡ ❞✐s♣♦rr❡ s❡♥③❛ ❛❧❝✉♥ ❧✐♠✐t❡

❞❡❧❧❛ ♣r♦♣r✐❛ ✈❛❧✉t❛ ♥❛③✐♦♥❛❧❡✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ s❡♠♣❧✐❝❡♠❡♥t❡ st❛♠♣❛♥❞♦ ♠♦♥❡t❛ ♦ ❛❧③❛♥❞♦

✐♥❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❛♠❡♥t❡ ❧❡ ✐♠♣♦st❡✳ ■♥ r❡❛❧tà t❛❧✐ ♦♣③✐♦♥✐ ✈❡♥❣♦♥♦ ♣r❡s❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥❡

♠♦❧t♦ r❛r❛♠❡♥t❡ ❛ ❝❛✉s❛ ❞❡❧❧❡ ♦✈✈✐❡ r✐♣❡r❝✉ss✐♦♥✐ s♦❝✐❛❧✐ ❡ ♣♦❧✐t✐❝❤❡ ❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥♦✳

✼



❋✐t❝❤ s♦tt♦♣♦♥❡ ❛❣❧✐ ❡♠✐ss♦r✐ ❞✐ t✐t♦❧✐ ❝❤❡ r✐❝❤✐❡❞♦♥♦ ❧❛ s✉❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦✲

♥❡ ✉♥ ❛♠♣✐♦ q✉❡st✐♦♥❛r✐♦✱ ❛ ❝✉✐ s❡❣✉❡ ✉♥✬✐♥t❡r✈✐st❛ ❝♦♥❞♦tt❛ ❞❛❣❧✐ ❛♥❛❧✐st✐

✐♥❝❛r✐❝❛t✐✳ ■❧ q✉❡st✐♦♥❛r✐♦ è ❝♦♠♣♦st♦ ❞❛ ♥✉♠❡r♦s❡ s❡③✐♦♥✐ ❝♦♥t❡♥❡♥t✐ ✐♥✲

❢♦r♠❛③✐♦♥✐ s♦tt♦ ❢♦r♠❛ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♥✉♠❡r✐❝❤❡ ♦ ❞❡s❝r✐③✐♦♥✐✳ ●❧✐ ❛r❣♦♠❡♥t✐

tr❛tt❛t✐ s♣❛③✐❛♥♦ ❞❛❧❧❛ ♣♦❧✐t✐❝❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ❛❧❧❛ ❜✐❧❛♥❝✐❛ ❞❡✐ ♣❛❣❛♠❡♥t✐✱

❞❛❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞✐ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ❡ ❝♦♠♠❡r❝✐♦ ❛ q✉❡❧❧❛ ❞❡❧ ♠❡r❝❛t♦ ❞❡❧ ❧❛✈♦r♦ ♦ ❛❞

❛s♣❡tt✐ ❞❡♠♦❣r❛✜❝✐ ❡ s♦❝✐❛❧✐✳

❙t❛♥❞❛r❞✫P♦♦r✬s ✐♥✈❡❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛ ❝✐♥q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❝❤✐❛✈❡✱ s✐♥t❡t✐③③❛t✐ ✐♥

❛❧tr❡tt❛♥t✐ s❝♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝✐ ❝♦♥ ✈❛❧♦r✐ ❞❛ ✶✱ ❝❤❡ ✐♥❞✐❝❛ ✐❧ ❣✐✉❞✐③✐♦ ♠✐❣❧✐♦r❡✱ ❛

✻✳ ■ ❞✐✈❡rs✐ t✐♣✐ ❞✐ s❝♦r❡ s♦♥♦✿

• ♣♦❧✐t✐❝♦❀

• ❡❝♦♥♦♠✐❝♦❀

• ❡st❡r♦❀

• ✜s❝❛❧❡❀

• ♠♦♥❡t❛r✐♦✳

■ ♣r✐♠✐ ❞✉❡ ❝♦st✐t✉✐s❝♦♥♦ ✐❧ ♣r♦✜❧♦ ♣♦❧✐t✐❝♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝♦✱ ♠❡♥tr❡ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ✐❧ ♣r♦✲

✜❧♦ ❞✐ ✢❡ss✐❜✐❧✐tà ❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▲✬ ❛❣❣r❡❣❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❞✉❡ ♣r♦✜❧✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛

✐❧ r❛t✐♥❣ ✐♥ ✈❛❧✉t❛ ❡st❡r❛✱ s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧ q✉❛❧❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♦♣❡r❛t♦ ✉♥ r✐t♦❝❝♦

✈❡rs♦ ❧✬❛❧t♦ ❞✐ ✉♥❛ ♦ ❞✉❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡ ❛❧ ✜♥❡ ❞✐ st❛❜✐❧✐r❡ ✐❧ ❣✐✉❞✐③✐♦ ♣❡r ❧❛ ✈❛❧✉t❛

❧♦❝❛❧❡✳ P❡r ♦❣♥✐ ❡❧❡♠❡♥t♦✲❝❤✐❛✈❡ ❡s✐st♦♥♦ ❢❛tt♦r✐ ♣r✐♠❛r✐✱ ❝❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥♦

✉♥♦ s❝♦r❡ ✐♥✐③✐❛❧❡✱ ❡ s❡❝♦♥❞❛r✐✱ ❛♥❛❧✐③③❛♥❞♦ ✐ q✉❛❧✐ t❛❧❡ s❝♦r❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♠✐✲

❣❧✐♦r❛t♦ ♦ ♣❡❣❣✐♦r❛t♦ ✜♥♦ ❛❞ ✉♥ ♠❛ss✐♠♦ ❞✐ ❞✉❡ ♣✉♥t✐✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✶✳✷ ✐♥❝❧✉❞❡

♣❡r ♦❣♥✐ s❝♦r❡ ❛❧❝✉♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❡ ✐♥✢✉❡♥③❛♥♦

✐ s✉❞❞❡tt✐ ❢❛tt♦r✐✳

P❡r ▼♦♦❞②✬s✱ ✐♥✜♥❡✱ ❛❧❧❛ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ r❛t✐♥❣ ❞✐ ✉♥ ♣❛❡s❡ ♣r❡♥❞♦♥♦ ♣❛rt❡

❞✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐✱ ❧✬❡❧❛st✐❝✐tà ❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ❡ ❧❛ r♦❜✉st❡③③❛ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛✱ ❝✐❛s❝✉♥❛

❛ s✉❛ ✈♦❧t❛ s❝♦♠♣♦♥✐❜✐❧❡ ✐♥ ❞✉❡ ❛s♣❡tt✐✳ ▲✬❡❧❛st✐❝✐tà ❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ✭❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡s✐❧✐❡♥❝②✮ ✐♥t❡♥❞❡ ♠✐s✉r❛r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ❞✐ ❛ss♦r❜✐♠❡♥t♦ ❞✐ s❤♦❝❦ ❡st❡r♥✐

❞❛ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ♣❛❡s❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❢♦r③❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ❡ ❞❡❧❧❛

q✉❛❧✐tà ❞❡❧❧❡ ✐st✐t✉③✐♦♥✐✳ ▲❛ r♦❜✉st❡③③❛ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛ ✭❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❘♦❜✉st♥❡ss✮

✐♥✈❡❝❡ s✐ ♣♦♥❡ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ r✐♣r♦❞✉rr❡ ✐❧ ❣r❛❞♦ ❞✐ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐tà ❞❡❧❧❡ ✜♥❛♥③❡

✽



❚❛❜❡❧❧❛ ✶✳✷✿ ❢❛tt♦r✐ ❝❤✐❛✈❡ ❞✐ ❙✫P

❙❝♦r❡ ❋❛tt♦r✐ ♣r✐♠❛r✐ ❋❛tt♦r✐ s❡❝♦♥❞❛r✐

P♦❧✐t✐❝♦ ❙t❛❜✐❧✐tà ❞❡❧❧❡ ✐st✐t✉③✐♦♥✐✱ ❊❢✲

✜❝❛❝✐❛ ❞❡❧❧✬❛tt✐✈✐tà ♣♦❧✐t✐❝❛✳

❚r❛s♣❛r❡♥③❛ ❞❡✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❣♦✲

✈❡r♥❛t✐✈✐✱ ◗✉❛❧✐tà ❞❡✐ ❞❛t✐

✉✣❝✐❛❧✐✳

❊❝♦♥♦♠✐❝♦ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡✳ ❈r❡s❝✐t❛ ❞❡❧ P■▲ ✭✈❛r✐❛③✐♦✲

♥❡ ♣❡r❝❡♥t✉❛❧❡✮✱ ●r❛❞♦ ❞✐

❝♦♥❝❡♥tr❛③✐♦♥❡✳

❊st❡r♥♦ ❙t❛t✉s ❞❡❧❧❛ ✈❛❧✉t❛ ❧♦❝❛❧❡ ♥❡❧✲

❧❡ tr❛♥s❛③✐♦♥✐ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐✱

❇✐s♦❣♥✐ ❋✐♥❛♥③✐❛r✐ ❊st❡r✐✳

P♦s✐③✐♦♥❡ ❊st❡r❛ ◆❡tt❛✳

❋✐s❝❛❧❡ ❉❡❜✐t♦✴P■▲✳ ■♥❞✐❝❡ ❞✐ ❧✐q✉✐❞✐tà✱ ■♥❞✐❝❡ ❞✐

s✈✐❧✉♣♣♦ ✉♠❛♥♦✳

▼♦♥❡t❛r✐♦ ❘❡❣✐♠❡ ♥❛③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ t❛ss✐

❞✐ ❝❛♠❜✐♦✱ ❈r❡❞✐❜✐❧✐tà ❞❡❧❧❛

♣♦❧✐t✐❝❛ ♠♦♥❡t❛r✐❛✳

■♥✢❛③✐♦♥❡✳

♣✉❜❜❧✐❝❤❡ ❡ s✐ s❝✐♥❞❡ ✐♥ ❢♦r③❛ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛ ❡ s✉s❝❡tt✐❜✐❧✐tà ❛❞ ❡✈❡♥t✐ ❡st❡r♥✐

❞❡❧❧✬✐♥t❡r♦ ♣❛❡s❡✳ ❙✐ r✐♣♦rt❛ ❞✐ s❡❣✉✐t♦ ✉♥❛ ❜r❡✈❡ ❞❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❞❡✐ q✉❛ttr♦

❛s♣❡tt✐✱ s❡❣♥❛❧❛♥❞♦ ❛❧ ❝♦♥t❡♠♣♦ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣✐ù ✐♠♣♦rt❛♥t✐✿

❋♦r③❛ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✿ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♠✐s✉r❡ ❝❤❡ r✉♦t❛♥♦ ❛tt♦r♥♦ ❛❧ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡✳

P❡r ❡✈✐t❛r❡ ❞✐st♦rs✐♦♥✐ ❞♦✈✉t❡ ❛✐ ♥❛t✉r❛❧✐ ❝✐❝❧✐ ❡❝♦♥♦♠✐❝✐ ❡ ♣❡r ♠✐❣❧✐♦✲

r❛r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛③✐♦♥❡ tr❛ ♣❛❡s✐✱ s✐ ✉s❛ ✐❧ s✉♦ ✈❛❧♦r❡ ♠❡❞✐♦ s✉ ✉♥ ♣❡r✐♦❞♦

❞✐ ✸✲✺ ❛♥♥✐ ❝♦rr❡tt♦ ♣❡r ❧❡ ♣❛r✐tà ❞✐ ♣♦t❡r❡ ❞✬❛❝q✉✐st♦✳ ❆❧tr✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ s♦♥♦ ✐❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡ ❡ ✐❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ✐♥✈❡st✐♠❡♥t✐ ♥❡❧

❝❛♣✐t❛❧❡ ✉♠❛♥♦✳

◗✉❛❧✐tà ❞❡❧❧❡ ■st✐t✉③✐♦♥✐✿ q✉❛♥t✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛✣❞❛❜✐❧✐tà ❡ ❞❡❧❧❛ st❛❜✐❧✐tà

❞❡❧ ❣♦✈❡r♥♦ ✈♦❧t❛ ❛ ❝❛♣✐r❡ s❡ s❛rà ❣❛r❛♥t✐t♦ ✐❧ r✐s♣❡tt♦ ❞❡✐ ❝♦♥tr❛tt✐

st✐♣✉❧❛t✐✳ ■ ❞✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❡s❛♠✐♥❛t✐ s♦♥♦ ✐❧ ❘✉❧❡ ♦❢ ▲❛✇ ❡ ✐❧ ●♦✲

✈❡r♥♠❡♥t ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ■♥❞❡① ✭●❊■✮✱ ♣r♦♣♦st✐ ❞❛❧❧❛ ❇❛♥❝❛ ▼♦♥❞✐❛❧❡✳✺

✺❈❢r✳ ❬✷✹❪

✾



❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✿ ♠❛♣♣❛ ❞❡❧ r❛t✐♥❣ ♣❡r ▼♦♦❞②✬s

❋♦r③❛ ❋✐♥❛♥③✐❛r✐❛✿ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❝♦♥❣✐✉♥t❛ s✉❧❧✬❡♥t✐tà ❞❡❧ ❞❡❜✐t♦✱ ♠✐s✉r❛✲

t♦ ✐♥ q✉♦t❛ ❛❧ P■▲✱ ♠❛ ❛♥❝❤❡ s✉❧❧❡ str❛t❡❣✐❡ ❛tt✉❛t❡ ❞❛❧ ❣♦✈❡r♥♦ ♣❡r

❢r♦♥t❡❣❣✐❛r❧♦ ❡ ❣❡st✐r❧♦✳

❙✉s❝❡tt✐❜✐❧✐tà ❛❞ ❡✈❡♥t✐ ❡st❡r♥✐✿ st✐♠❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❛ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ✐♥s♦r✲

❣❡♥③❛ ❞✐ ❡✈❡♥t✐ ❝❤❡ ♣♦tr❡❜❜❡r♦ ✐♥ q✉❛❧❝❤❡ ♠♦❞♦ ♠✐♥❛❝❝✐❛r❡ ❧❛ r❡st✐✲

t✉③✐♦♥❡ ❞❡❧ ❞❡❜✐t♦✳ ❚❛❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞✐ ❛✈✈❡♥✐♠❡♥t✐ è ❛❧q✉❛♥t♦ ❛♠♣✐❛ ❡

✐♥❝❧✉❞❡✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦✱ ❣✉❡rr❡✱ ❝r✐s✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐ ♦ ❝❛t❛str♦✜

♥❛t✉r❛❧✐✳

▲❛ s❝❛❧❛ ♦r❞✐♥❛❧❡ ✉t✐❧✐③③❛t❛ ♣r❡✈❡❞❡ ❝✐♥q✉❡ ♠♦❞❛❧✐tà ✭♠♦❧t♦ ❛❧t♦✱ ❛❧t♦✱

♠❡❞✐♦✱ ❜❛ss♦ ❡ ♠♦❧t♦ ❜❛ss♦✮❀ ✐ ❢❛tt♦r✐ s✐ ❛❣❣r❡❣❛♥♦ ❛ ❝♦♣♣✐❡ ♣❡r ♦tt❡♥❡r❡ ✐ ❞✉❡

❣✐✉❞✐③✐ ❞✐ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ❧❛ ❝✉✐ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❝♦♥❣✐✉♥t❛ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛❞ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦

s✉❧❧❛ s❝❛❧❛ ❞✐ r❛t✐♥❣✱ ❝♦♠❡ s✐ ♣✉ò ♦ss❡r✈❛r❡ ❞❛❧❧❛ ♠❛♣♣❛ ✐♥ ✜❣✉r❛ ✶✳✶✳ ❯♥❛

✈♦❧t❛ st❛❜✐❧✐t♦ q✉❡st♦ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦✱ ❧❛ s❝❡❧t❛ ✜♥❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ❝❛t❡❣♦r✐❛ t✐❡♥❡ ❝♦♥t♦ ❞✐

❝♦♠♣❛r❛③✐♦♥✐ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ tr❛ t✉tt✐ ❣❧✐ st❛t✐ s♦✈r❛♥✐ ❛♣♣❛rt❡♥❡♥t✐ ❛❧❧✬❛♥❛❧✐s✐✳

■♥ s✐♥t❡s✐✱ ♥♦♥♦st❛♥t❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐ ❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ s❡❧❡③✐♦♥❛t❡ s✐❛✲

♥♦ s♦st❛♥③✐❛❧♠❡♥t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐ ❞❛ ❝❛s♦ ❛ ❝❛s♦✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡ tr❡ ❛r❡❡ ❛

❝✉✐ t✉tt✐ ❢❛♥♥♦ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦✿ q✉❡❧❧❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛✱ q✉❡❧❧❛ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛ ❡ q✉❡❧✲

✶✵



❚❛❜❡❧❧❛ ✶✳✸✿ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣❡r ✐❧ r❛t✐♥❣

●r✉♣♣♦ ❱❛r✐❛❜✐❧❡

▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡

P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡

❱❛r✐❛③✐♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t✉❛❧❡ ❞❡❧ P■▲

❚❛ss♦ ❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡

❚❛ss♦ ❞✐ ❞✐s♦❝❝✉♣❛③✐♦♥❡

■♥✈❡st✐♠❡♥t✐ ♥❡tt✐✴P■▲

■♥❞✐❝❡ ❞❡✐ ♣r❡③③✐ ❛❧ ❝♦♥s✉♠♦

❋✐♥❛♥③✐❛r✐❡

❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦✴P■▲

❊♥tr❛t❡✴P■▲

❉❡❜✐t♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦✴P■▲

❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦✴❊s♣♦rt❛③✐♦♥✐

■♥t❡r❡ss✐✴❊s♣♦rt❛③✐♦♥✐

❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦✴❚♦t✳ ❉❡❜✐t♦

P♦❧✐t✐❝❤❡

■♥❞✐❝❡ ❞✐ s✈✐❧✉♣♣♦ ✉♠❛♥♦

❘✉❧❡ ♦❢ ▲❛✇

●❊■

■♥❞✐❝❡ ❞✐ ✉♥✐tà ❞✐ ❣♦✈❡r♥♦

❧❛ s♦❝✐♦✲♣♦❧✐t✐❝❛✳ ❊s❛♠✐♥❛♥❞♦ ❧❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛❞♦tt❛t❡ ❞❛❧❧❡ tr❡ ❛❣❡♥③✐❡✱ s✐

♥♦t❛ ✉♥ ❢r❡q✉❡♥t❡ r✐❝♦rs♦ ❛❧❧❛ s❝❛❧❛ ♦r❞✐♥❛❧❡✳ ◗✉❡st❛ s❝❡❧t❛ è q✉❛s✐ ♦❜❜❧✐❣❛t❛

♣❡r ❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❞❡❧ t❡r③♦ ❣r✉♣♣♦✱ ✐ q✉❛❧✐ ❝♦✐♥✈♦❧❣♦♥♦ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥✐ ♣r❡tt❛✲

♠❡♥t❡ s♦❣❣❡tt✐✈❡✱ ♠❛ è ❛❧tr❡tt❛♥t♦ ❞✐✛✉s❛ ♣❡r ❧❡ ❛❧tr❡ ♠✐s✉r❡✱ ♥♦♥♦st❛♥t❡

❡ss❡ s✐❛♥♦ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐ s♦tt♦ ❢♦r♠❛ ❞✐ ✏✈❛r✐❛❜✐❧✐ r❡❛❧✐✑✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✶✳✸ r❛❝❝♦❣❧✐❡ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❝❤❡ r✐❝♦rr♦♥♦ ❝♦♥ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❢r❡q✉❡♥③❛

✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✳

✶✶



❈❛♣✐t♦❧♦ ✷

▲❛ ❜❛s❡✲❞❛t✐

✷✳✶ Pr❡s❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ❞❛t❛✲s❡t

▲❡ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥✐ ❞✬✐♥t❡r❡ss❡ s♦♥♦ st❛t❡ ❡str❛tt❡ ❞❛ ✉♥ ❛r❝❤✐✈✐♦ r❡❧❛t✐✈♦ ❛❧✲

❧✬❛♥♥♦ ✷✵✶✵ ♣r❡❞✐s♣♦st♦ ❞❛❧❧✬❊❝♦♥♦♠✐st ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❯♥✐t ✭❊■❯✮✳✶ ❙✐ tr❛tt❛

✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❞✐ ✸✸ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❡❝♦♥♦♠✐❝♦✲✜♥❛♥③✐❛r✐ ❞✐ ♥❛t✉r❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❛

r✐❣✉❛r❞❛♥t✐ ✷✵✵ ♣❛❡s✐ ❞✐ t✉tt♦ ✐❧ ♠♦♥❞♦✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧✬❡❧❡♥❝♦ ❝♦♠✲

♣❧❡t♦ ❝♦♥ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛③✐♦♥❡ ♣❡r s❡tt♦r❡✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✳✶ r✐♣♦rt❛ ❧❡

❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t✐ ❡t✐❝❤❡tt❡ ✐♥s✐❡♠❡ ❛❧❧❡ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛✳

▲❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ s♦♥♦ ❛✣❛♥❝❛t❡ ❞❛ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r❛t✐♥❣ ✉✣❝✐❛❧❡✱ ❝❤❡ s✐♥t❡t✐③③❛

✐ ❣✐✉❞✐③✐ ❞❡❧❧❡ tr❡ ❛❣❡♥③✐❡ ❛♥❞❛♥❞♦ ❛ ♣r❡♥❞❡r❡ ✐❧ s❡❝♦♥❞♦ ♠✐❣❧✐♦r❡ ✭s❡❝♦♥❞

❜❡st✮ ❞❡✐ tr❡✳ ■♥ q✉❡st❛ ❢❛s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡ ♥♦♥ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦ ✐❧ s❡❣♥♦

❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❧❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡❀ s✐ ♦ss❡r✈❛♥♦ ♣❡rt❛♥t♦ s❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐tà ✭❞❛ ❆❆❆ ❛

❈❈❈✮✱ ❛♥❝❤❡ s❡ ✐❧ ❣✐✉❞✐③✐♦ ♣✐ù ❜❛ss♦ è ❛ss❡❣♥❛t♦ s♦❧❛♠❡♥t❡ ❛ ❞✉❡ ♣❛❡s✐✳

■♥ ❜❡♥ ✾✹ ❝❛s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♥♦♥ è ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧❡ ❡❞ è st❛t❛ ❛❞♦tt❛t❛ ❧✬✉s✉❛❧❡

❝♦❞✐✜❝❛ ♣❡r ✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ◆❆✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❝♦♠♣❧❡t❛ è

r✐♣♦rt❛t❛ ✐♥ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷ ❛ ♣❛❣✐♥❛ ✶✹✳

P❡r ♠♦❧t❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✈❛❧♦r✐ ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛t✐ è r✐❧❡✈❛♥t❡❀ ❧❡ ♠❛❣✲

❣✐♦r✐ ❝r✐t✐❝✐tà s♦♥♦ r✐s❝♦♥tr❛❜✐❧✐ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ♣❡r tr❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐✿ ✐❧ ❣r❛❞♦ ❞✐

❝♦♥❝❡♥tr❛③✐♦♥❡✱ ❧✬❛♥❞❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❛ ❜♦rs❛ ✈❛❧♦r✐ ❡ ✐❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ r✐s❡r✈❡ ✐♥✲

t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐ ❡ ❞❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❛ ❜r❡✈❡ t❡r♠✐♥❡✳ ■♥ q✉❡st✐ ❝❛s✐ ❧❛ ♣r♦♣♦r③✐♦♥❡ ❞✐

♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s s✉♣❡r❛ ✐❧ ✺✵ ♣❡r ❝❡♥t♦✳

✶❈❢r✳ ❬✷❪✳

✶✷



❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✿ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡str❛tt❡ ❞❛❧❧✬❛r❝❤✐✈✐♦ ❊■❯

❙❡tt♦r❡ ❱❛r✐❛❜✐❧❡

str✉tt✉r❛❧✐

P■▲ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ P■▲ r❡❛❧❡✱ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡

P■▲ ✭❱♦❧❛t✐❧✐tà ✶✵ ❛♥♥✐✮

●r❛❞♦ ❞✐ ❝♦♥❝❡♥tr❛③✐♦♥❡

■♠♣♦rt❛③✐♦♥✐✱ ❊s♣♦rt❛③✐♦♥✐

●r❛❞♦ ❞✐ ❛♣❡rt✉r❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡

r❡❛❧✐ ❡ ♠♦♥❡t❛r✐❡

P■▲ ✭❱❛r✐❛③✐♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t✉❛❧❡✮

■♥✢❛③✐♦♥❡

❈r❡❞✐t♦ ✐♥t❡r♥♦

❈r❡❞✐t♦✴P■▲

❚❛ss♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ♠♦♥❡t❛r✐♦

❚❛ss♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐♦ ❡✛❡tt✐✈♦ r❡❛❧❡

❚❛ss♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐♦ ✭❱♦❧❛t✐❧✐tà ✶✵ ❛♥♥✐✮

♣♦s✐③✐♦♥❡ ❝♦♥ ❧✬❡st❡r♦

❙❛❧❞♦ ❞✐ ❝♦♥t♦ ❝♦rr❡♥t❡✴P■▲

❇✐❧❛♥❝✐❛ ❞❡✐ ♣❛❣❛♠❡♥t✐

❙❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡✴P■▲

❋❧✉ss♦ ■❉❊ ✐♥ ❡♥tr❛t❛✴P■▲

❘✐s❡r✈❡✴❯s❝✐t❡ ❝♦rr❡♥t✐

♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡❜✐t♦r✐❛ ❡st❡r❛

❘✐s❡r✈❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐

❉❡❜✐t♦✴P■▲

❙❡r✈✐③✐♦ ❞❡❧ ❞❡❜✐t♦✴❊♥tr❛t❡ ✈❛❧✉t❛r✐❡

❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ t♦t❛❧❡

❉❡❜✐t♦ t♦t❛❧❡ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦

❘✐s❡r✈❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐✴❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❛ ❜r❡✈❡

❱❛r✐❛③✐♦♥❡ r✐s❡r✈❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐

❆tt✐✈✐tà ♥❡tt❡✴P■▲

♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡❜✐t♦r✐❛ ✐♥t❡r♥❛

❙t♦❝❦ ❞✐ ❞❡❜✐t♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦✴P■▲

❙❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦✴P■▲

❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❞❡❧ s❡tt♦r❡ ♣✉❜❜❧✐❝♦✴P■▲

♣r❡③③✐ ❡ ♠❡r❝❛t✐
❆♥❞❛♠❡♥t♦ ❜♦rs❛ ✈❛❧♦r✐

❈r❡❞✐t s♣r❡❛❞ ♣❡r ❈❉❙

✶✸



❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✿ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞❡✐ r❛t✐♥❣ ✉✣❝✐❛❧✐

▲✐✈❡❧❧♦ ❆❆❆ ❆❆ ❆ ❇❇❇ ❇❇ ❇ ❈❈❈ ◆❆ ❚♦t❛❧❡

❋r❡q✉❡♥③❛ ✶✺ ✶✵ ✶✶ ✷✸ ✷✵ ✷✺ ✷ ✾✹ ✷✵✵

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✿ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡✿ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ♣❡r ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ r❛t✐♥❣

▲✐✈❡❧❧♦ ▼✐♥ ▼❡❞✐❛ ▼❛① ❉❡✈✳❙t❞✳ ❋r❡q✳

❆❆❆ ✷✽✾✳✷✽ ✸✻✾✳✺✹ ✼✹✾✳✽✺ ✶✶✼✳✶✻ ✶✺

❆❆ ✻✻✳✶✸ ✷✽✹✳✻✽ ✺✼✽✳✼✷ ✶✸✵✳✺✾ ✶✵

❆ ✶✶✼✳✼✾ ✶✼✶✳✾✷ ✷✹✼✳✺✼ ✹✽✳✹✷ ✶✶

❇❇❇ ✸✵✳✶✸ ✶✹✾✳✷✸ ✺✺✸✳✽✼ ✶✶✼✳✸✽ ✷✸

❇❇ ✶✷✳✹✸ ✻✾✳✸✺ ✶✷✼✳✾✶ ✸✾✳✸✺ ✷✵

❇ ✽✳✵✺ ✹✸✳✶✹ ✶✸✺✳✺✼ ✸✺✳✶✵ ✷✺

❈❈❈ ✽✻✳✸✽ ✶✻✶✳✼✵ ✷✸✼✳✵✷ ✶✵✻✳✺✷ ✷

◆❆ ✶✳✹✹ ✽✷✳✼✼ ✶✶✼✺✳✼✹ ✶✻✼✳✻✾ ✼✷

❚♦t✳❝♦♠♣❧❡ss✐✈♦ ✶✳✹✹ ✶✷✻✳✶✾ ✶✶✼✺✳✼✹ ✶✺✺✳✻✻ ✶✼✽

✷✳✷ ❆♥❛❧✐s✐ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡

■❧ ♣r✐♠♦ ♣❛ss♦ ❞❛ ❡✛❡tt✉❛r❡ ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡✲

s❝r✐tt✐✈❡✱ ❝❤❡ s✐ ♣♦♥❣♦♥♦ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝♦♥ ♠❛❣❣✐♦r❡

❝❛♣❛❝✐tà ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r✐❛ ♣❡r ✐❧ r❛t✐♥❣✳ ❙✐ r✐t✐❡♥❡ ♦♣♣♦rt✉♥♦ ❛ t❛❧ ✜♥❡ ♣r♦✲

❞✉rr❡ ❞✉❡ t❛❜❡❧❧❡ ♣❡r ♦❣♥✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r❡ ❛ ❞✐s♣♦s✐③✐♦♥❡❀ ✐♥ q✉❡st❛ s❡❞❡ ✈❡♥❣♦♥♦

♣r♦♣♦st❡ ❛ t✐t♦❧♦ ❡s❡♠♣❧✐✜❝❛t✐✈♦ q✉❡❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❧ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡✳✷

▲❛ ♣r✐♠❛ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❛r✐t♠❡t✐❝❛✱ ✐❧ ♠✐♥✐♠♦✱ ✐❧ ♠❛ss✐♠♦✱ ❧❛ ❞❡✈✐❛✲

③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❡ ❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ♣❡r ♦❣♥✐ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ r❛t✐♥❣✳ ➮ r❛❣✐♦♥❡✈♦❧❡ ❛t✲

t❡♥❞❡rs✐ ❝❤❡ ♥❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣✐ù ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✐ t❛❧✐ st❛t✐st✐❝❤❡ s❡❣✉❛♥♦ ✉♥ tr❡♥❞

❛♣♣r♦ss✐♠❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❝r❡s❝❡♥t❡ ✭♦ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡✮ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ r❛t✐♥❣ st❡ss♦✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❛ ♣r❡✈❡❞❡ ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞✐ s❡✐ ❝❧❛ss✐ ♦r❞✐♥❛t❡ s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡✐

q✉❛♥t✐❧✐ ❡♠♣✐r✐❝✐✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞♦ ❛❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❡s♣♦st♦ ❞❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✺ ♥❡❧❧❛ ♣❛❣✐♥❛

s✉❝❝❡ss✐✈❛✳ ■♥ q✉❡st❛ ❢❛s❡ ✐ ✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ s♦♥♦ ♠❛♥t❡♥✉t✐ t❛❧✐ ❡ ❝♦❞✐✜❝❛✲

t✐ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡❞❡s✐♠❛ s✐❣❧❛ ◆❆✳ ▲❛ s❝❡❧t❛ ❞✐ ❝♦st✐t✉✐r❡ s❡✐ ❝❧❛ss✐✱ ❡ ♥♦♥ s❡tt❡

q✉❛♥t❡ ❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡ ♣r❡s❡♥t✐ ♥❡❧❧✬❛r❝❤✐✈✐♦✱ è ❞❡tt❛t❛ ❞❛❧❧❛ s❝❛rs❛ ♥✉♠❡r♦s✐tà

✷❈❢r✳ t❛❜❡❧❧❡ ✷✳✸ ❡ ✷✳✹✳

✶✹



❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✹✿ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡✿ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛ ❛✐ ❣✐✉❞✐③✐

▲✐✈❡❧❧♦ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ◆❆ ❚♦t✳

❆❆❆ ✵✳✵ ✶✶✳✽ ✶✶✳✽ ✷✸✳✺ ✶✼✳✻ ✷✸✳✺ ✶✶✳✽ ✶✵✵

❆❆ ✵✳✵ ✹✵✳✵ ✹✵✳✵ ✷✵✳✵ ✵✳✵ ✵✳✵ ✵✳✵ ✶✵✵

❆ ✼✳✼ ✶✺✳✹ ✼✳✼ ✶✺✳✹ ✸✽✳✺ ✼✳✼ ✼✳✼ ✶✵✵

❇❇❇ ✶✼✳✹ ✶✸✳✵ ✶✼✳✹ ✶✼✳✹ ✶✸✳✵ ✹✳✸ ✶✼✳✹ ✶✵✵

❇❇ ✶✸✳✻ ✹✳✺ ✷✷✳✼ ✷✷✳✼ ✶✸✳✻ ✾✳✶ ✶✸✳✻ ✶✵✵

❇ ✼✳✶ ✶✹✳✸ ✷✺✳✵ ✶✹✳✸ ✶✼✳✾ ✼✳✶ ✶✹✳✸ ✶✵✵

❈❈❈ ✵✳✵ ✵✳✵ ✵✳✵ ✺✵✳✵ ✺✵✳✵ ✵✳✵ ✵✳✵ ✶✵✵

◆❆ ✾✳✹ ✶✷✳✾ ✷✹✳✼ ✷✼✳✶ ✽✳✷ ✾✳✹ ✽✳✷ ✶✵✵

❚♦t✳❝♦♠♣❧❡ss✐✈♦ ✾✳✵ ✶✸✳✺ ✷✷✳✵ ✷✷✳✺ ✶✸✳✺ ✾✳✵ ✶✵✳✺ ✶✵✵

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✺✿ ❝r✐t❡r✐ ♣❡r ❧❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐

❈❧❛ss❡ ❱❛❧♦r✐

✶ ♠✐♥♦r✐ ❞❡❧ ❞❡❝✐♠♦ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡

✷ tr❛ ✐❧ ❞❡❝✐♠♦ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❡❞ ✐❧ ♣r✐♠♦ q✉❛rt✐❧❡

✸ tr❛ ✐❧ ♣r✐♠♦ q✉❛rt✐❧❡ ❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛♥❛

✹ tr❛ ❧❛ ♠❡❞✐❛♥❛ ❡ ✐❧ t❡r③♦ q✉❛rt✐❧❡

✺ tr❛ ✐❧ t❡r③♦ q✉❛rt✐❧❡ ❡❞ ✐❧ ♥♦✈❛♥t❡s✐♠♦ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡

✻ ♠❛❣❣✐♦r✐ ❞❡❧ ♥♦✈❛♥t❡s✐♠♦ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡

❞❡✐ ❣✐✉❞✐③✐ ❞✐ t✐♣♦ ❈❈❈✳ ▲❡ ❝❧❛ss✐ ❝♦sì ❝♦str✉✐t❡ ✈❡♥❣♦♥♦ s✉❝❝❡ss✐✈❛♠❡♥t❡

✐♥❝r♦❝✐❛t❡ ❝♦♥ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ r❛t✐♥❣✱ r✐❡♠♣✐❡♥❞♦ ❧❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥ ❧❡ ❢r❡q✉❡♥③❡ r❡❧❛t✐✲

✈❡ ♣❡r❝❡♥t✉❛❧✐ r✐♣♦rt❛t❡ ❛✐ t♦t❛❧✐ ❞✐ r✐❣❛✱ ❛❧ ✜♥❡ ❞✐ ♦tt❡♥❡r❡ ❧❡ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❡ ❛✐ ❞✐✈❡rs✐ ❣✐✉❞✐③✐✳ ■♥ q✉❡st♦ ♠♦❞♦ ❧❡ t❛❜❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛❧❧❡ ♠✐s✉✲

r❡ ♣✐ù r❛♣♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞♦✈r❡❜❜❡r♦ r❡❣✐str❛r❡ ❧❡ ❢r❡q✉❡♥③❡ ♣✐ù ❛❧t❡ ♥❡❧❧❡ ❝❡❧❧❡

♣r♦ss✐♠❡ ❛❧❧❛ ✏♣s❡✉❞♦✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡✑ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦ s❡❝♦♥❞❛r✐❛✱ ❛ s❡❝♦♥❞❛ ❝❤❡ ❝✐

s✐❛ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❞✐s❝♦r❞❛♥③❛ ♦ ❝♦♥❝♦r❞❛♥③❛ tr❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ✐♥ ❡s❛♠❡ ❡❞ ✐❧

r❛t✐♥❣✳

■♥ ♦tt❡♠♣❡r❛♥③❛ ❛ q✉❡st✐ ❝r✐t❡r✐ s✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛♥♦✱ ♣❡r ♦❣♥✐ ❣r✉♣♣♦✱ ❧❡ ✈❛✲

r✐❛❜✐❧✐ ❝❤❡ r✐s✉❧t❛♥♦ ♣✐ù ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✐✳ P❡r ❧❡ str✉tt✉r❛❧✐ ❡ ♠♦♥❡t❛r✐❡ s✐

♦ss❡r✈❛♥♦✿

✶✺



• ✐❧ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡ ✭❨P❈P✮❀

• ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡❧ P■▲ ✭❉●❉P✈♦❧✶✵✮❀

• ✐❧ ❣r❛❞♦ ❞✐ ❛♣❡rt✉r❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ✭●❘❆P❈❖▼✮❀

• ❧✬✐♥✢❛③✐♦♥❡ ✭❉❈P■✮❀

• ✐❧ ❝r❡❞✐t♦ ✐♥t❡r♥♦ ✭❙❖❉❉✮❀

• ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ♠♦♥❡t❛r✐♦ ✭❘❆❚✸✮✳

P❡r q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ❧❛ ♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡❜✐t♦r✐❛ s♦♥♦ ❞❛ s❡❣♥❛❧❛r❡✿

• ✐❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ r✐s❡r✈❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐ ❡ ❞❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❛ ❜r❡✈❡ ✭❘■❙■◆❚✮❀

• ✐❧ ❞❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❞❡❧ s❡tt♦r❡ ♣✉❜❜❧✐❝♦ s✉❧ P■▲ ✭❉❊❇❊❙❚✮❀

• ✐❧ s❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦ s✉❧ P■▲ ✭P❙❇❘✮❀

• ❧♦ st♦❝❦ ❞✐ ❞❡❜✐t♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦ s✉❧ P■▲ ✭P❯❉P✮✳

❚r❛ ❧❡ r✐♠❛♥❡♥t✐ ✐♥✈❡❝❡ s✐ ❞✐st✐♥❣✉♦♥♦✿

• ✐❧ s❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ s✉❧ P■▲ ✭❚❉❘❆✮❀

• ✐❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ❋❧✉ss♦ ■❉❊ ✐♥ ❡♥tr❛t❛ ❡ P■▲ ✭❋❧✉ss♦■❉❊✮❀

• ✐❧ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞ ✭s♣r❡❛❞❈❉❙✮✳

■♥ t✉tt✐ ✐ ❝❛s✐ ❧❛ ❞✐r❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ r❡❧❛③✐♦♥❡ ❡♠♣✐r✐❝❛ è q✉❡❧❧❛ ❛✉s♣✐❝❛t❛✿ ♥♦♥ s✐

r✐s❝♦♥tr❛♥♦ ❝♦♥tr❛st✐ ❝♦♥ ❧❡ t❡♦r✐❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ s♦tt♦st❛♥t✐✳✸

✷✳✸ ❖❜✐❡tt✐✈✐ ❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡

❙✈♦❧t❡ ❧❡ ❛♥❛❧✐s✐ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ✐♥✐③✐❛r❡ ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❛❞❡✲

❣✉❛t✐ ♠♦❞❡❧❧✐ st❛t✐st✐❝✐ ♣❡r ❧❛ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡ ❞❡❧ r❛t✐♥❣✳ ▲✬✐❞❡❛ ❞✐ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❡

♥❡❧ ❞✐✈✐❞❡r❡ ✐❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ♦ss❡r✈❛t♦ s❡♣❛r❛♥❞♦ ❧❡ ✉♥✐tà ♣❡r ❝✉✐ è ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧❡

✐❧ ❣✐✉❞✐③✐♦ ✉✣❝✐❛❧❡✱ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✱ ❞❛❧❧❡ ❛❧tr❡✱ s✉ ❝✉✐

✸❈✐ s✐ ❛tt❡♥❞❡✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦✱ ❝❤❡ ✐ ❣✐✉❞✐③✐ ❛✉♠❡♥t✐♥♦ ❛❧ ❝r❡s❝❡r❡ ❞❡❧ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡ ❡

❞✐♠✐♥✉✐s❝❛♥♦ ❛❧ ❝r❡s❝❡r❡ ❞❡❧ ❞❡❜✐t♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦✳

✶✻



s❛rà ❡✛❡tt✉❛t❛ ❧❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ P❡r ❣✐✉st✐✜❝❛r❡ ❧✬✉s♦ ❞✐ q✉❡st❛ t❡❝♥✐❝❛ è ♥❡✲

❝❡ss❛r✐♦ ♣r✐♠❛ ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❝❤❡ ♥♦♥ ❡s✐st❛ ✉♥❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ s✐st❡♠❛t✐❝❛ tr❛ ✐ ❞✉❡

❣r✉♣♣✐ ❞✐ ✉♥✐tà✱ ❝❤❡ ✐♥tr♦❞✉rr❡❜❜❡ ✉♥❛ ❞✐st♦rs✐♦♥❡ ✐♥ ❢❛s❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✱ ❡❞

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐ ❛❧❣♦r✐t♠✐ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ♣❡r ✐ ✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ❞❡✐

r✐♠❛♥❡♥t✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐✳ ❱✐st❛ ❧✬❛♠♣✐❛ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞❡✐ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ✐❧ r✐❝♦r✲

s♦ ❛ t❡❝♥✐❝❤❡ ✐♠♣✉t❛t✐✈❡ r✐s✉❧t❛ ✐♥❡✈✐t❛❜✐❧❡✿ s♦❧❛♠❡♥t❡ ✷✼ ♣❛❡s✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦

❞❡✐ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣❧❡t✐✳ ◗✉❡st❛ ❞♦♣♣✐❛ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝❛ è ❛✛r♦♥t❛t❛ ♥❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦

s✉❝❝❡ss✐✈♦✳

❯♥✬❛❧tr❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡st✐♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t✐♣♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞❛ ❛❞♦t✲

t❛r❡✿ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❞✐ ♠❛ss✐♠❛ ❧❛ s❝❡❧t❛ ❝❧❛ss✐❝❛ è ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ❧✐♥❡❛r❡

♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t✱ ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ r✐s♣♦st❛ ❜✐♥❛r✐❛ ❛

s❡❣♥❛❧❛r❡ ❧✬♦❝❝♦rr❡♥③❛ ❞❡❧ ❢❛❧❧✐♠❡♥t♦✳ ❚✉tt❛✈✐❛ ♣❡r ❛♣♣❧✐❝❛r❡ ✐❧ s✉❞❞❡tt♦ ♠♦✲

❞❡❧❧♦ s✐ ❛✈r❡❜❜❡ ❜✐s♦❣♥♦ ❞✐ ✉♥❛ s❡r✐❡ st♦r✐❝❛ ♠♦❧t♦ ♣r♦❢♦♥❞❛✱ ✐♥ ❝✉✐ è ♣♦ss✐❜✐❧❡

r✐❧❡✈❛r❡ ❡✈❡♥t✐ ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t✳ ◆❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❡s❛♠❡✱ ✐♥✈❡❝❡✱ ✈❡♥❣♦♥♦ tr❛tt❛t✐ ❞❛t✐

r❡❧❛t✐✈✐ ❛❞ ✉♥ s♦❧♦ ❛♥♥♦✳ P❡r q✉❡st♦ ♠♦t✐✈♦ ❧♦ s❝♦♣♦ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ✉t✐❧✐③③❛✲

r❡ ❧❡ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥✐ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡✐ ♣❛❡s✐ ♣❡r r✐✉s❝✐r❡ ❛ ♣r❡❞✐r❡

❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t✱ ❡s♣r❡ss✐♦♥❡ ❞❡❧ ❧♦r♦ ♠❡r✐t♦ ❝r❡❞✐t✐③✐♦✳ ❆❧❧❡ ✉♥✐tà

❝❤❡ ❞✐s♣♦♥❣♦♥♦ ❞❡❧ r❛t✐♥❣ ✉✣❝✐❛❧❡ è ✐♥❢❛tt✐ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❛ss❡❣♥❛r❡✱ tr❛♠✐t❡ ✉♥❛

♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞✐ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ PD✳

❆❧ ✜♥❡ ❞✐ ♦tt❡♥❡r❡ ✉♥❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛③✐♦♥❡ ♣✐ù ❞❡tt❛❣❧✐❛t❛✱ è ♦♣♣♦rt✉♥♦ ✐♥

q✉❡st❛ ❢❛s❡ ✐♥tr♦❞✉rr❡ ❛♥❝❤❡ ✐ s❡❣♥✐❀ s✐ ♣❛ss❛ ♣❡rt❛♥t♦ ❞❛ ✼ ❛ ✶✾ ❝❛t❡❣♦r✐❡✳✹

❯t✐❧✐③③❛♥❞♦ q✉❡st❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥❡ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ st✐♠❛r❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡❧

t✐♣♦

logit(PDi) = xT
i β + ǫi ǫi ∼ N(0, σ2)

❡❞ ♦tt❡♥❡r❡✱ ❛ ♣❛rt✐r❡ ❞❛✐ ✜tt❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✐ ✈❛❧♦r✐ ❞✐ PD ♣r❡❞❡tt✐ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱

❞❛ ❝✉✐ r✐❝❛✈❛r❡ ♣♦✐ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r❛t✐♥❣✳ ■❧ r✐❝♦rs♦ ❛❧❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❧♦❣✐t

❣❛r❛♥t✐s❝❡ ❣❧✐ st❡ss✐ ✈❛♥t❛❣❣✐ ♣r❡s❡♥t✐ ♥❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛✱ ✐❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

❞❡✐ q✉❛❧✐✱ ❝♦♠✬è ♥♦t♦✱ è ❧✬❡st❡♥s✐♦♥❡ ❞❡❧ s✉♣♣♦rt♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ r✐s♣♦st❛✱

❝❤❡ ♣❛ss❛ ❞❛❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [ 0 ; 1 ] ❛❧❧✬✐♥t❡r♦ ❛ss❡ r❡❛❧❡✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛♣♣❡♥❛ ✐❧❧✉str❛t♦ ✈✐❡♥❡ ✐♥ ❛❣❣✐✉♥t❛ ❛✣❛♥❝❛t♦ ❞❛ ✉♥❛ r❡❣r❡ss✐♦✲

♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ♦r❞✐♥❛❧❡❀ ✐♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦✱ ♣❡r ❧❛✈♦r❛r❡ ❝♦♥ ✉♥ s✉✣❝✐❡♥t❡ ♥✉♠❡r♦

❞✐ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ✐♥ ♦❣♥✐ ❝❧❛ss❡ ❡ ♣❡r ♦tt❡♥❡r❡ r✐s✉❧t❛t✐ ♣✐ù ❢❛❝✐❧♠❡♥t❡ ❧❡❣❣✐✲

✹❈❢r✳ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✻✳

✶✼



❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✻✿ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣❡r ❧❛ PD

▲✐✈❡❧❧♦ P❉ ✭✪✮ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ✭✪✮

❆❆❆ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷✹

❆❆✰ ✵✳✵✸ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✾

❆❆ ✵✳✵✸ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✸✹

❆❆✲ ✵✳✵✸ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✸✾

❆✰ ✵✳✵✺ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✼

❆ ✵✳✵✾ ✵✳✵✼ ✵✳✶✶

❆✲ ✵✳✶✸ ✵✳✶✶ ✵✳✶✻

❇❇❇✰ ✵✳✷✵ ✵✳✶✻ ✵✳✷✹

❇❇❇ ✵✳✸✵ ✵✳✷✹ ✵✳✸✼

❇❇❇✲ ✵✳✹✻ ✵✳✸✼ ✵✳✺✻

❇❇✰ ✵✳✻✾ ✵✳✺✻ ✵✳✽✺

❇❇ ✶✳✵✺ ✵✳✽✺ ✶✳✷✾

❇❇✲ ✶✳✺✾ ✶✳✷✾ ✷✳✾✽

❇✰ ✸✳✾✾ ✷✳✾✽ ✹✳✺✸

❇ ✻✳✸✶ ✹✳✺✸ ✶✵✳✹✸

❇✲ ✶✻✳✵✸ ✶✵✳✹✸ ✶✼✳✼✹

❈❈❈✰ ✷✷✳✶✷ ✶✼✳✼✹ ✷✼✳✸✷

❈❈❈ ✸✶✳✻✸ ✷✼✳✸✷ ✹✷✳✵✼

❈❈❈✲ ✹✺✳✵✵ ✹✷✳✵✼ ✶✵✵

❜✐❧✐✱ è st❛t♦ ❢❛tt♦ ♥✉♦✈❛♠❡♥t❡ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❛❧❧✬✐♥✐③✐❛❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❜❛s❛t❛

s✉❧❧❡ s❡tt❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡✳ ▲❛ tr❛tt❛③✐♦♥❡ t❡♦r✐❝❛ ❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ♦r❞✐✲

♥❛❧❡✱ ✐♥q✉❛❞r❛t❛ ♥❡❧ ❝♦♥t❡st♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t✐✱ è ♦❣❣❡tt♦ ❞❡❧

❝❛♣✐t♦❧♦ ✹✳

Pr✐♠❛ ❞✐ ✐♥tr❛♣r❡♥❞❡r❡ ✐❧ ♣❡r❝♦rs♦ tr❛❝❝✐❛t♦ ✐♥ q✉❡st♦ ♣❛r❛❣r❛❢♦✱ s♦♥♦

st❛t❡ s❝❛rt❛t❡ ❧❡ tr❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✐♥ ❝✉✐ è ❛ss❡♥t❡ ❛❧♠❡♥♦ ❧❛ ♠❡tà ❞❡❧❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦✲

♥✐✳ ❙✐ r❡♣✉t❛ ✐♥❢❛tt✐ ❡❝❝❡ss✐✈❛ q✉❡st❛ ♣r♦♣♦r③✐♦♥❡ ❞✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ❡ s✐ r✐t✐❡♥❡

❝❤❡ ❧✬✐♥s❡r✐♠❡♥t♦ ❞✐ t❛❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ♥❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞♦♣♦ ❧❛ ❢❛s❡ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡

♣♦ss❛ r✐s✉❧t❛r❡ ❢✉♦r✈✐❛♥t❡✳

✶✽



❈❛♣✐t♦❧♦ ✸

❉❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐

✸✳✶ ■❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❣❡♥❡r❛t♦r❡ ❞❡✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐

■❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ❛✤✐❣❣❡ ❧❛ q✉❛s✐ t♦t❛❧✐tà ❞❡❧❧❡ r✐❝❡r❝❤❡ ❡♠✲

♣✐r✐❝❤❡ ❝♦♥❞♦tt❡ ✐♥ ♦❣♥✐ ❝❛♠♣♦✱ s❡♥③❛ ❡s❝❧✉s✐♦♥❡ ❞✐ q✉❡❧❧♦ ♣r❡s♦ ✐♥ ❡s❛♠❡

✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✳ ■❧ ❧♦r♦ tr❛tt❛♠❡♥t♦ è st❛t♦ ♣❡rt❛♥t♦ t❡♦r✐③③❛t♦ ❡ st✉❞✐❛t♦

♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❣❧✐ ❛♥♥✐✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ♣✐ù s❡❣✉✐t♦✱ ❧❡ ❝✉✐ ❧✐♥❡❡ ❣✉✐❞❛ ✈❡♥❣♦♥♦ ❞✐

s❡❣✉✐t♦ ❜r❡✈❡♠❡♥t❡ ❞❡s❝r✐tt❡✱ ✈❡♥♥❡ ♣♦rt❛t♦ ❛✈❛♥t✐ ❛ ♣❛rt✐r❡ ❞❛❧❧❛ ♠❡tà ❞❡❣❧✐

❛♥♥✐ ✬✼✵ ❞❛ ❘✉❜✐♥✳✶ ▲❛ r❛❣✐♦♥❡✈♦❧❡ ✐❞❡❛ ❛❧❧❛ ❜❛s❡ ❛✛❡r♠❛ ❝❤❡ s❡ ❡s✐st❡ ✉♥❛

❞✐✛❡r❡♥③❛ s✐st❡♠❛t✐❝❛ tr❛ ❧❡ ✉♥✐tà ❝❤❡ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ❡ ❧❡

❛❧tr❡✱ è ♠♦❧t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧❡ ❝❤❡ ❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✐ ✐♥❢❡r❡♥③✐❛❧✐ tr❛tt❡ ❞❛❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡

❞❡✐ s♦❧✐ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣❧❡t✐ s✐❛♥♦ ❛✛❡tt❡ ❞❛ ❞✐st♦rs✐♦♥❡✳

■♥ t❡r♠✐♥✐ ❢♦r♠❛❧✐ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❞❡✜♥✐r❡ ✉♥ ❛❞❡❣✉❛t♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐✲

❝♦✿ s✐❛ Y ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐ (n × p) ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t❡ ❛❞ ✉♥ ❞❛t❛✲s❡t

❝♦♥ n ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❞✐ p ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝♦♥ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐✱ ❡ s✐❛ R ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝♦♥

♠❡❞❡s✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐✱ ❛ss♦❝✐❛t❛ ❛ Y ❡ ❝♦♥t❡♥❡♥t❡ ✐♥ ♦❣♥✐ ❝❡❧❧❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ Rij ✱ ❝♦♥ Rij = 0 s❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❧❧❛ j−❡s✐♠❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♥♦♥ è ♦ss❡r✲

✈❛t♦ ♣❡r ❧✬✉♥✐tà i−❡s✐♠❛ ❡ Rij = 1 ❛❧tr✐♠❡♥t✐✳ ❙✐ s✉♣♣♦♥❣❛ ✐♥♦❧tr❡ ❝❤❡ Y

✈❡♥❣❛ ♣❛rt✐③✐♦♥❛t❛ ♥❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ♦ss❡r✈❛t✐ Y♦❜s ❡ ♥❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡

❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ Y♠✐ss ✐♥ ♠♦❞♦ ❝❤❡ Y = (Y♦❜s,Y♠✐ss)✳

■❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❞❡✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ è ❞❡tt♦▼❆❘ ✭▼✐ss✐♥❣ ❆t ❘❛♥❞♦♠✮

s❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ♦❝❝♦rr❡♥③❛ ❞✐ ✉♥ ♠✐ss✐♥❣ ♥♦♥ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧ s✉♦ ✈❛❧♦r❡✱

✶❈❢r✳ ❬✷✶❪✳

✶✾



♠❛ s♦❧♦ ❞❛ q✉❡❧❧✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝♦♠♣❧❡t❛♠❡♥t❡ ♦ss❡r✈❛t❡ ♥❡❧❧✬❛♥❛❧✐s✐✳ ▲❛

❢♦r♠❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ▼❆❘ è ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡✿

P(R|Y♦❜s,Y♠✐ss, ξ) = P(R|Y♦❜s, ξ) ✭✸✳✶✮

❞♦✈❡ ξ è ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❝❤❡ ❣♦✈❡r♥❛♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲

tst✐❝♦ ♣❡r R✳ ❙❡ ❧✬❛ss✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❞❛t✐ ▼❆❘ è r❡❛❧✐st✐❝❛✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝❛tt✉r❛r❡

❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ❧❡ ✉♥✐tà ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ s❡♠♣❧✐❝❡♠❡♥t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛♥❞♦

♣❡r ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ Y♦❜s✳ ■ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ❝♦st✐t✉✐s❝♦♥♦ ✉♥ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❝❛s✉❛❧❡

❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❣❧✐ str❛t✐ ❞❡✜♥✐t✐ ❞❛❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♦ss❡r✈❛t❡✳

❯♥ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❞❡✐ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ è

✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ❛♥❝❤❡ ❞❛✐ ✈❛❧♦r✐ ♦ss❡r✈❛t✐ Y♦❜s✱ ♦✈✈❡r♦ q✉❛♥❞♦

P(R|Y♦❜s,Y♠✐ss, ξ) = P(R|ξ). ✭✸✳✷✮

▲❛ s✐t✉❛③✐♦♥❡ ❛♣♣❡♥❛ ❞❡s❝r✐tt❛ ✈✐❡♥❡ ✐♥✈❡❝❡ ❞❡✜♥✐t❛ ❞❛❧❧✬❛❝r♦♥✐♠♦ ▼❈❆❘

✭▼✐ss✐♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡❧② ❆t ❘❛♥❞♦♠✮✳ ❖✈✈✐❛♠❡♥t❡ ❧✬❛ss✉♥③✐♦♥❡ ▼❈❆❘ è

♣✐ù ❢♦rt❡ ❞❡❧❧✬❛❧tr❛ ❡❞ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ r❛♣♣r❡s❡♥t✐♥♦ ✉♥ ❝❛♠♣✐♦✲

♥❡ ❝❛s✉❛❧❡ ♥♦♥ ♣✐ù ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞❡✜♥✐t✐ ❞❛ Y♦❜s✱ ❜❡♥sì ❞❡❧❧✬✐♥t❡r♦

❛r❝❤✐✈✐♦✳

■♥❞✐❝❛♥❞♦ ❝♦♥ θ ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝♦ ♣❡rY✱

❘✉❜✐♥ ❤❛ ♠♦str❛t♦ ❝❤❡✱ ✐♥ ❝❛s♦ ❞✐ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ▼❆❘ ❝♦♥ θ ❡ ξ ❞✐st✐♥t✐✱

❧✬✐♥❢❡r❡♥③❛ ♣❡r θ ♣✉ò ❜❛s❛rs✐ s✉ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❝❤❡ ♥♦♥

✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧ s✉♦ ✐♥t❡r♥♦ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ r❡❧❛t✐✈♦ ❛ Y♠✐ss✳ ■♥ s♦st❛♥③❛ ✐❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦

❞❡✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐✱ s♦tt♦ q✉❡st❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐✱ ♥♦♥ ✐♥❝✐❞❡ s✉❧❧✬✐♥❢❡r❡♥③❛ ♣❡r θ ❡❞

è ♣❡r❝✐ò ❞❡✜♥✐t♦ ✐❣♥♦r❛❜✐❧❡✳✷

✸✳✶✳✶ ■❧ t❡st ❞✐ ▲✐tt❧❡ ♣❡r ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞✐ ▼❈❆❘

◆❡❧ ✶✾✽✽ ❘♦❞❡r✐❝❦ ▲✐tt❧❡ ❤❛ ♣r♦♣♦st♦ ✉♥ t❡st ♣❡r ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞✐

▼❈❆❘ ✐♥ ✉♥ ❞❛t❛✲s❡tY ❝♦♠♣♦st♦ s❡♠♣r❡ ❞❛ n ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❞✐ p ✈❛r✐❛❜✐❧✐✳✸ ■❧

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞❡r✐✈❛♥t❡ ❞❛❧ s✉♦ ❝♦♥tr✐❜✉t♦ ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐

✈❡r✐✜❝❛r❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ s✐♥❣♦❧♦ t❡st st❛t✐st✐❝♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞✐ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ▼❈❆❘

♣❡r ✉♥ ✐♥t❡r♦ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ❞❛t✐✳

✷❈❢r✳ ❬✶✵❪ ❡ ❬✷✵❪✳
✸❈❢r✳ ❬✷✵❪✳
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■ ♠❡t♦❞✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ s❡♣❛r❛t❛♠❡♥t❡ ❝✐❛s❝✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ Y ❝♦♥

✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞♦ ❧❡ ✉♥✐tà ❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❡ ✐♥ ❞✉❡ s♦tt♦❣r✉♣♣✐ ❛ s❡❝♦♥❞❛

❝❤❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ Y s✐❛ ♦ss❡r✈❛t♦ ♦ ♠❡♥♦✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❛♠❡♥t❡ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐

✈❡♥❣♦♥♦ s♦tt♦♣♦st✐ ❛ ❞❡✐ t✲t❡st ♣❡r ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ♠❡❞✐❡ ♥❡✐ ❞✉❡ s♦tt♦❣r✉♣♣✐✳

❙❝♦st❛♠❡♥t✐ st❛t✐st✐❝❛♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐ tr❛ ❧❡ ❞✉❡ ♠❡❞✐❡ ❢♦r♥✐s❝♦♥♦ ❡✈✐❞❡♥③❛

❝♦♥tr♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ▼❈❆❘✳

■❧ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐❢❡tt♦ ❞✐ t❛❧✐ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♠❡r❣❡ ❛❧ ❝r❡s❝❡r❡ ❞❡❧❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡

❞❡❧ ❞❛t❛✲s❡t ❛♥❛❧✐③③❛t♦✿ ❧❛ str✉tt✉r❛ ❞✐ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♥✉♠❡r♦s❡ st❛t✐st✐❝❤❡

t ✐♥❢❛tt✐ è ❝♦♠♣❧❡ss❛ ❡ r❡♥❞❡ ♣r♦✐❜✐t✐✈❛ ❧❛ ❧♦r♦ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❝♦♥❣✐✉♥t❛ ❛ ❧✐✈❡❧❧♦

✐♥❢❡r❡♥③✐❛❧❡✳

P❡r ✐❧❧✉str❛r❡ ✐❧ t❡st ♣r♦♣♦st♦ ❞❛ ▲✐tt❧❡ r✐s✉❧t❛ ♦♣♣♦rt✉♥♦ ✐♥tr♦❞✉rr❡ ✉♥

♣♦✬ ❞✐ ♥♦t❛③✐♦♥❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡✳ ❆ ♣❛rt✐r❡ ❞❛❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✐ ❞❛t✐ Y ❡ ❞❛❧❧❛

❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ R ✈❡♥❣♦♥♦ ❞❡✜♥✐t✐ ✐ r❡❧❛t✐✈✐ ✈❡tt♦r✐ r✐❣❛

❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ (1 × p)✿ yi✱ i✲❡s✐♠♦ r❡❝♦r❞ ❞❡❧ ❞❛t❛✲s❡t ❡ ri✱ ❝❤❡ ♣r❡♥❞❡ ✐❧

♥♦♠❡ ❞✐ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♣❛tt❡r♥ ✳ J è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♣❛tt❡r♥

❞✐st✐♥t✐ ✭t❡♥❡♥❞♦ ❝♦♥t♦ ❝❤❡ ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥t❛ ❝♦♠❡

♣❛tt❡r♥✮✱ Sj è ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ✉♥✐tà ❝❤❡ ❝♦♥❞✐✈✐❞♦♥♦ ✐❧ j✲❡s✐♠♦ ♣❛tt❡r♥ ❡ mj

è ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐tà ❞✐ Sj ✱ ❝♦♥ j = 1, . . . , J ❡ ♦✈✈✐❛♠❡♥t❡
∑J

j=1mj = n✳

P♦♥❡♥❞♦ ♣❛r✐ ❛ pj ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♦ss❡r✈❛t❡ ♣❡r ✐❧ j✲❡s✐♠♦ ♣❛t✲

t❡r♥✱ s✐❛ y♦❜s,i ✐❧ ✈❡tt♦r❡ (1× pj) ❝♦♥t❡♥❡♥t❡ ✐ ✈❛❧♦r✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♦ss❡r✈❛t❡

♥❡❧❧✬i✲❡s✐♠❛ ✉♥✐tà ❡ s✐❛ ȳ♦❜s,j =
1
mj

∑

i∈Sj
y♦❜s,i ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ✐❞❡♥t✐❝❤❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥✐ ❝❤❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❧❡ ♠❡❞✐❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♦ss❡r✈❛t❡ ❝❛❧❝♦❧❛t❡ s✉❧❧❡ ✉♥✐tà ❝❤❡

❝♦♥❞✐✈✐❞♦♥♦ ✐❧ j✲❡s✐♠♦ ♣❛tt❡r♥✳ ❱✐❡♥❡ ✐♥♦❧tr❡ ✐♥❞✐❝❛t❛ ❝♦♥ Dj ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡

❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ (p × pj)✳ ❈✐❛s❝✉♥❛ ❝♦❧♦♥♥❛ ❞✐ Dj ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡ ❛❞ ✉♥❛ ❞❡❧❧❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♦ss❡r✈❛t❡ ♥❡❧ j✲❡s✐♠♦ ♣❛tt❡r♥ ❡❞ ❛ss✉♠❡ s❡♠♣r❡ ✈❛❧♦r❡ 0✱ tr❛♥♥❡

♥❡❧❧❛ r✐❣❛ ❛ss♦❝✐❛t❛ ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥❡✱ ✐♥ ❝✉✐ s✐ ❛ss❡❣♥❛ ✈❛❧♦r❡ 1✳ ❆

t✐t♦❧♦ ❡s❡♠♣❧✐✜❝❛t✐✈♦ s✐ ✐♠♠❛❣✐♥✐ ✉♥❛ s✐t✉❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ 5 ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐

✐❧ ♣❛tt❡r♥

ri =
[

1 0 1 0 1
]

✐♥ ❝✉✐ s♦♥♦ ♦ss❡r✈❛t❡ ❧❛ ♣r✐♠❛✱ ❧❛ t❡r③❛ ❡ ❧❛ q✉✐♥t❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Dj

✷✶



❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t❡ s❛rà ♣❡rt❛♥t♦

Dj =



















1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1



















.

❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥♦ ✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧❧❛ ♣♦♣♦❧❛③✐♦♥❡ µ ✭✈❡tt♦r❡ ❞❡❧❧❡ ♠❡❞✐❡✮ ❡ Σ ✭♠❛✲

tr✐❝❡ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❛ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛✮ ❡ ❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ st✐♠❡ ❞✐ ♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛

µ̂ ❡ Σ̂ ❝❛❧❝♦❧❛t❡ ❛ss✉♠❡♥❞♦ ❝❤❡ ✐❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❣❡♥❡r❛t♦r❡ ❞❡✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐

s✐❛ ✐❣♥♦r❛❜✐❧❡✱ ❡ s✐ ♣♦♥❣❛ ✐♥✜♥❡






µ♦❜s,j = µDj Σ♦❜s,j = D
T
jΣDj

µ̂♦❜s,j = µ̂Dj Σ̂♦❜s,j = D
T
j Σ̂Dj .

❆ss✉♠❡♥❞♦ q✉❡st❛ ♥♦t❛③✐♦♥❡ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❞✐♠♦str❛r❡ ❝❤❡✱ s♦tt♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❝❤❡ ✐

✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ s✐❛♥♦ ❣❡♥❡r❛t✐ ❞❛ ✉♥ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❞✐ t✐♣♦ ▼❈❆❘✱ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛

t❡st

d2 =

J
∑

j=1

mj(ȳ♦❜s,j − µ̂♦❜s,j)Σ̂
−1
♦❜s,j(ȳ♦❜s,j − µ̂♦❜s,j)

T ✭✸✳✸✮

s❡❣✉❡ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❛ ❛s✐♥t♦t✐❝❛ χ2 ❝♦♥ f ❣r❛❞✐ ❞✐ ❧✐❜❡rtà✱

❞♦✈❡

f =

J
∑

j=1

pj − p.

▲✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ s❛rà r✐✜✉t❛t❛ ♣❡r ✈❛❧♦r✐ ❞❡❧❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st s✉♣❡r✐♦r✐ ❛❧ ✈❛❧♦r❡

❝r✐t✐❝♦ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà ♣r❡s❝❡❧t♦✳

▲✬✐♠♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ t❡st ♣❡r ❧✬❛r❝❤✐✈✐♦ ❛ ❞✐s♣♦s✐③✐♦♥❡✱ ❝♦♠♣♦st♦ ❛ q✉❡✲

st♦ ♣✉♥t♦ ❞❛ ✸✵ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ✉♥✐t❛♠❡♥t❡ ❛❧❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t✱ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥

✈❛❧♦r❡ ❞❡❧❧❛ st❛t✐st✐❝❛ d2 ♣❛r✐ ❛ ✶✻✷✽✳✹✹✹✱ ❞❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ❝♦♥ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉✲

③✐♦♥❡ χ2 ❝♦♥ ✶✻✵✼ ❣r❛❞✐ ❞✐ ❧✐❜❡rtà ♣❡r ✉♥ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞✐ ✵✳✸✺✳ ❇❛s❛♥❞♦s✐ s✉✐ ❞❛t✐

❝❛♠♣✐♦♥❛r✐ ❞✉♥q✉❡ ♥♦♥ ❝✬è ❡✈✐❞❡♥③❛ ♣❡r r✐✜✉t❛r❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ♠❡❝❝❛♥✐✲

s♠♦ ▼❈❆❘✳ ❘✐s✉❧t❛ ♣❡rt❛♥t♦ ❣✐✉st✐✜❝❛t♦ ✐❧ r✐❝♦rs♦ ❛ t❡❝♥✐❝❤❡ ✐♠♣✉t❛t✐✈❡ ❛❧

✜♥❡ ❞✐ ♦tt❡♥❡r❡✱ ❛ ♣❛rt✐r❡ ❞❛❧ ❞❛t❛✲s❡t ❝♦♥t❡♥❡♥t❡ ✐ s♦❧✐ ♣❛❡s✐ ❝❤❡ r✐♣♦rt❛♥♦ ❧❛

♠✐s✉r❛ ❞✐ r❛t✐♥❣ ✱ ✉♥ ❛r❝❤✐✈✐♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ s✉ ❝✉✐ ❡✛❡tt✉❛r❡ ❧❡ ❛♥❛❧✐s✐ ❛❧❧❡ q✉❛❧✐

è st❛t♦ ❢❛tt♦ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦✳

✷✷



❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✶✿ ❝♦❞✐✜❝❛ ♥✉♠❡r✐❝❛ ♣❡r ✐❧ r❛t✐♥❣

▲✐✈❡❧❧♦ ❆❆❆ ❆❆ ❆ ❇❇❇ ❇❇ ❇ ❈❈❈

P✉♥t❡❣❣✐♦ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼

✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t♠✐ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡

■ ❞✉❡ ❛❧❣♦r✐t♠✐ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ❝♦str✉✐t✐ s♦♥♦ r✐❝♦♥❞✉❝✐❜✐❧✐ ❛❧ ♥♦t♦ ♠❡t♦❞♦

❞❡❧ ✈✐❝✐♥♦ ♣✐ù ✈✐❝✐♥♦ ✭♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r✮ ♣♦✐❝❤è s❢r✉tt❛♥♦ ❧❡ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥✐ ❛

❞✐s♣♦s✐③✐♦♥❡ ♣❡r ❞❡✜♥✐r❡ ❞❡❧❧❡ ❞✐st❛♥③❡ tr❛ ❧❡ ✉♥✐tà ❞❡❧ ❞❛t❛✲s❡t✳ ❙✉♣♣♦♥❡♥❞♦

❝❤❡ ❧✬♦ss❡r✈❛③✐♦♥❡ A ♣❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ B s✐❛ ♠❛♥❝❛♥t❡✱ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ è q✉❡❧❧♦

❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ✉♥ ❝❡rt♦ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✉♥✐tà ❝❤❡ s✐❛♥♦ ❧❡ ♣✐ù ✈✐❝✐♥❡ ❛❞ A tr❛

q✉❡❧❧❡ ❝♦♥ ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ♦ss❡r✈❛t♦ ♣❡r B✳✹ ■❧ ❞❛t♦ ✐♠♣✉t❛t♦ s❛rà ❝♦st✐t✉✐t♦ ❞❛❧❧❛

♠❡❞✐❛ ❛r✐t♠❡t✐❝❛ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ❛ss✉♥t✐ ❞❛ q✉❡st❡ ✉♥✐tà✳ ■❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✉♥✐tà ❝❤❡

s✐ ✐♥t❡♥❞❡ s❡❧❡③✐♦♥❛r❡ ♣❡r ✐❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞✐ t❛❧❡ ♠❡❞✐❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ ♣r✐♠♦ ❞❡✐ tr❡

♣❛r❛♠❡tr✐ ✐♥ ✐♥❣r❡ss♦ ❝♦♠✉♥✐ ❛❞ ❡♥tr❛♠❜✐ ❣❧✐ ❛❧❣♦r✐t♠✐✳ ❊ss♦ è ✐♥❞✐❝❛t♦ ❝♦♥

✐❧ s✐♠❜♦❧♦ ♣ ❡ ✐❧ s✉♦ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t è ♣❛r✐ ❛ ✶✳

■❧ s❡❝♦♥❞♦ è ❝♦st✐t✉✐t♦ ❞❛❧❧✬♦❣❣❡tt♦ ❡❧❡♥❝♦✱ ✐♥ ❝✉✐ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲

r❡✱ q✉❛♥❞♦ ♥❡❝❡ss❛r✐♦✱ ✐❧ s♦tt♦✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ✉♥✐tà ❛ ❝✉✐ ❧✐♠✐t❛r❡ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐

✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡✳ ■♥ q✉❡st♦ ♠♦❞♦ ❛❧ t❡r♠✐♥❡ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❧❡ ✉♥✐tà ❡s❝❧✉s❡

❝♦♥s❡r✈❡r❛♥♥♦ ✐ ❧♦r♦ ❡✈❡♥t✉❛❧✐ ✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐✳ ▲✬♦♣③✐♦♥❡ ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t ♦r❞✐♥❛

❛❣❧✐ ❛❧❣♦r✐t♠✐ ❞✐ ❝♦✐♥✈♦❧❣❡r❡ t✉tt❡ ❧❡ ✉♥✐tà✳✺

▲✬✉❧t✐♠♦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ✐♥ ❝♦♠✉♥❡ è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ♣✉♥t❡❣❣✐♦✱ ❝❤❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡

s❡♠♣❧✐❝❡♠❡♥t❡ ❛❧❧❛ tr❛s♣♦s✐③✐♦♥❡ ♥✉♠❡r✐❝❛ ❞❡❧ r❛t✐♥❣ ✭s❡♥③❛ s❡❣♥♦✮✳✻ ▲❛ s✉❛

❢✉♥③✐♦♥❡ è ❞✐ t✐♣♦ ❞✐❛❣♥♦st✐❝♦ ❡ ✈❡rrà ✐❧❧✉str❛t❛ ✐♥s✐❡♠❡ ❛❧❧❛ ❞❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❞❡✐

❞✉❡ ❛❧❣♦r✐t♠✐ ♣r❡s❡♥t❡ ♥❡✐ ♣r♦ss✐♠✐ ♣❛r❛❣r❛✜✳ P✉r ❝♦♥❞✐✈✐❞❡♥❞♦ ❧❛ st❡ss❛

✐❞❡❛ ❞✐ ❜❛s❡✱ ❡ss✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❛❧❝✉♥❡ ❞✐✛❡r❡♥③❡ s♦st❛♥③✐❛❧✐✱ ♣❡rt❛♥t♦ s❛r❛♥♥♦

✐♥tr♦❞♦tt✐ s❡♣❛r❛t❛♠❡♥t❡✳

▲✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇ r✐♣♦rt❛ ✐ ❝♦❞✐❝✐ ❞❡❧ ❧✐♥❣✉❛❣❣✐♦ ❞✐ ♣r♦❣r❛♠♠❛③✐♦♥❡ st❛t✐✲

st✐❝♦ ❘ ♣❡r ❧❛ ❧♦r♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦♥❡✳

✹◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ ✐❧ ❝♦♥❝❡tt♦ ❞✐ ✈✐❝✐♥❛♥③❛ è ❞❡✜♥✐t♦ ❞❛❧❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ✐♠♣✐❡❣❛t❛✳
✺▲✬✉t✐❧✐tà ❞✐ q✉❡st❛ ♦♣③✐♦♥❡ è ❧✐♠✐t❛t❛ ❛❧❧❛ ❢❛s❡ s♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡❣❧✐ ❛❧❣♦r✐t♠✐✱ ✐♥ ❝✉✐

❡ss✐ ❡r❛♥♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐ s♦❧t❛♥t♦ ❛❞ ✉♥ ♣✐❝❝♦❧♦ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♣❛❡s✐✱ ❛❧ ✜♥❡ ❞✐ ❝♦♥tr♦❧❧❛r❡ ♣✐ù

❞❡tt❛❣❧✐❛t❛♠❡♥t❡ ✐❧ ❧♦r♦ ❝♦rr❡tt♦ ❢✉♥③✐♦♥❛♠❡♥t♦✳
✻❈❢r✳ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✶✳

✷✸



✸✳✷✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ♥❡❛r♥❡✐❣❤

■❧ ♣r✐♠♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ è ✐♥❞✐❝❛t♦ ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♥❡❛r♥❡✐❣❤ ❡ r✐❝❡✈❡ ✐♥ ✐♥✲

❣r❡ss♦✱ ♦❧tr❡ ❛✐ ❣✐à ❝✐t❛t✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❝♦♠✉♥✐✱ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞❡❧ ❞❛t❛✲s❡t s❡♣❛✲

r❛♥❞♦ q✉❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❛♠❡♥t❡ ♦ss❡r✈❛t❡ ✭r❛❝❝❤✐✉s❡ ♥❡❧❧✬♦❣❣❡tt♦ ♥♦♠✐ss✮✱ ❞❛

q✉❡❧❧❡ ❝♦♥ ❛❧♠❡♥♦ ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ♠❛♥❝❛♥t❡ ✭♠✐ss✮✳ ❱✐❡♥❡ q✉✐♥❞✐ ❞❡✜♥✐t♦ ❧✬♦❣❣❡t✲

t♦ ❞✐st❛♥③❡✱ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❞✐st❛♥③❡ ❡✉❝❧✐❞❡❡ tr❛ ❧❡ ✉♥✐tà ❝❛❧❝♦❧❛t❡ ❛ ♣❛rt✐r❡

❞❛❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❝♦♥t❡♥✉t✐ ✐♥ ♥♦♠✐ss✳ ❙✐ ❞✐❝❤✐❛r❛ ✐♥♦❧tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♥✱

❞❡❧❧❡ ♠❡❞❡s✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐ ❞✐ ♠✐ss✱ s❡♥③❛ ♣❡rò ✐st❛♥③✐❛r♥❡ ❧❡ ❝❡❧❧❡✳

❆ q✉❡st♦ ♣✉♥t♦ s✐ ♣r♦❝❡❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❞✉❡ ❝✐❝❧✐ ❢♦r ❛♥♥✐❞❛t✐ s✉❧❧❡

✉♥✐tà ✭❝✐❝❧♦ ✐ ♣❡r ❧❡ r✐❣❤❡✮ ❡ s✉❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✭❝✐❝❧♦ ❥ ♣❡r ❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡✮ ❞✐ ♠✐ss✳

P❡r ♦❣♥✐ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝♦♥tr❛t♦ s✐ ♦r❞✐♥❛ ❧❛ i✲❡s✐♠❛ r✐❣❛ ❞✐ ❞✐st❛♥③❡ ❡

s✐ ❡str❛❣❣♦♥♦✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♠❛t❝❤✱ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❞❡❧❧❡ ✉♥✐tà ❛❞ ❡ss❛ ♣✐ù

✈✐❝✐♥❡✳ ■ ❧♦r♦ ✈❛❧♦r✐ ♣❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ✐♥ ❡s❛♠❡ s♦♥♦ s✐st❡♠❛t✐ s❡q✉❡♥③✐❛❧♠❡♥t❡

♥❡❧ ✈❡tt♦r❡ ③ ❞♦♣♦ ❛✈❡r ❝♦♥tr♦❧❧❛t♦ ❝❤❡ ♥♦♥ s✐❛♥♦ ♠❛♥❝❛♥t✐✳ ■❧ ♣r♦❝❡ss♦

❝♦♥t✐♥✉❛ ✜♥❝❤è ③ ♥♦♥ r❛❣❣✐✉♥❣❡ ❧❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ♣ ❞❡s✐❞❡r❛t❛❀ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ✐♠♣✉t❛t♦

s❛rà ❝♦st✐t✉✐t♦✱ ❝♦♠❡ ❞❡tt♦✱ ❞❛❧❧❛ ♠❡❞✐❛ ❛r✐t♠❡t✐❝❛ ❞❡✐ s✉♦✐ ❡❧❡♠❡♥t✐✳

❙❡♠♣r❡ ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❧ ❞♦♣♣✐♦ ❝✐❝❧♦ ❢♦r tr♦✈❛ s♣❛③✐♦ ❧❛ r❡❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐

♠✐s✉r❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❤❡✿ ❛❞ ♦❣♥✐ ✐t❡r❛③✐♦♥❡ s✉❧❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡ s✐ ❝♦♠♣✉t❛♥♦ ❞✉❡ ✈❡t✲

t♦r✐✱ ❝♦♠♣♦st✐ ❞❛ s❡tt❡ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐ ♠❛ss✐♠✐❝♦♥❞ ❡ ♠✐♥✐♠✐❝♦♥❞✱

❝♦♥t❡♥❡♥t✐ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ✐ ♠❛ss✐♠✐ ❡ ✐ ♠✐♥✐♠✐ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❛t♦r❡ ❞✐ t✉r♥♦ ❝♦♥✲

❞✐③✐♦♥❛t✐ ❛❧❧❡ s❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐tà ❞✐ ♣✉♥t❡❣❣✐♦✳ ■♥ q✉❡st✐ ❝❛s✐ s♦♥♦ st❛t❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡

♦♣♣♦rt✉♥❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❝❤❡ ✐❣♥♦r❛♥♦ ✐ ❞❛t✐ ♠❛♥❝❛♥t✐✳ P❡r ♦❣♥✐ ♣❛ss♦ ❞❡❧ ❝✐❝❧♦ ✐

✐♥✈❡❝❡ s✐ ❡str❛❣❣♦♥♦ ❞❛✐ ❞✉❡ ✈❡tt♦r✐ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ ✐♥❞✐❝❡ ♣❛r✐ ❛❧ ♣✉♥t❡❣❣✐♦

❞❡❧❧✬✉♥✐tà ✐♥t❡r❡ss❛t❛✱ ❞❡✜♥❡♥❞♦ ❣❧✐ s❝❛❧❛r✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡✐

q✉❛❧✐ ✈✐❡♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [ ♠✐♥✐♠✉♠ ; ♠❛①✐♠✉♠ ]✳ ▲❡ ❝❡❧❧❡ ❞✐ ❞✐❛❣♥

❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t✐ ❛✐ ✈❛❧♦r✐ ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛t✐ ❞✐ ♠✐ss ❛ss✉♠❡r❛♥♥♦ ✈❛❧♦r❡ ✵ s❡ ✐❧ ❞❛✲

t♦ ✐♠♣✉t❛t♦ è ❝♦♠♣r❡s♦ ✐♥ t❛❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ❡ ✶ ❛❧tr✐♠❡♥t✐✱ ♠❡♥tr❡ ❧❡ ❛❧tr❡ ♥♦♥

s♦♥♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡✳

●❧✐ ♦❣❣❡tt✐ r❡st✐t✉✐t✐ ❞❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ s♦♥♦ ✐❧ ❞❛t❛✲s❡t ♣r✐✈♦ ❞✐ ✈❛❧♦r✐ ♠❛♥✲

❝❛♥t✐ ✭✐♠♣✉t❛t♦✮ ❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♥✳

✷✹



✸✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ✐♠♣✉t❛③♥❡✇

■❧ ♣✐ù ❣r❛✈❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♥❡❛r♥❡✐❣❤ ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧ ❜❛s❛r❡ ✐❧ ❝❛❧❝♦❧♦

❞❡❧❧❡ ❞✐st❛♥③❡ ❡s❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ s✉❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ s❝❛rt❛♥❞♦

❝♦sì ✐❧ r✐❧❡✈❛♥t❡ ♣❛tr✐♠♦♥✐♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛✐ r✐♠❛♥❡♥t✐ ✐♥❞✐❝✐✳

❙✉♣❡r❛r❡ t❛❧❡ ❞✐❢❡tt♦ è ✐❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣r♦♣♦st♦✱

❛❧ q✉❛❧❡ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ♣❛ss❛r❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✐♥ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ❜❧♦❝❝♦ tr❛♠✐t❡ ❧✬❛r❣♦♠❡♥t♦

❞❛t✐✳

❆❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❧ ❝✐❝❧♦ ❥ ✈✐❡♥❡ ❛❞❡ss♦ ❞❡✜♥✐t❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❛t✐❝♦♠♣❧ ❝♦♥t❡✲

♥❡♥t❡ t✉tt❡ ❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♠❛ ♥♦♥ t✉tt❡ ❧❡ r✐❣❤❡✿ s♦♥♦ ✐♥❢❛tt✐ ✐♥s❡r✐t❡ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡

❧❡ ✉♥✐tà ❝♦♥ ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ♦ss❡r✈❛t♦ ♣❡r ❧❛ j✲❡s✐♠❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡✳ ❙♦❧t❛♥t♦ ♣❡r ❡ss❡

s❛r❛♥♥♦ ❝❛❧❝♦❧❛t❡✱ ♥❡❧ ❝✐❝❧♦ ✐✱ ❧❡ ❞✐st❛♥③❡ ❝♦♥ ❧✬✉♥✐tà ✐♥ ❡s❛♠❡ ✭❝❤❡ ♥❛t✉r❛❧✲

♠❡♥t❡ ♥♦♥ ♣✉ò ❝♦♠♣❛r✐r❡ tr❛ ❧❡ r✐❣❤❡ ❞✐ ❞❛t✐❝♦♠♣❧✮ ❝♦♠❡ ♠❡❞✐❛ ❛r✐t♠❡t✐❝❛

❞❡❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ r❡❝♦r❞ ✐♥ ✈❛❧♦r❡ ❛ss♦❧✉t♦✳ ❙✐ ♦ss❡r✈✐ ❝❤❡ ✐♥ q✉❡st♦ ♠♦❞♦

♣♦tr❡❜❜❡r♦ ❡ss❡r❡ ♣r❡s❡♥t✐ ❞❡✐ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ❡♥tr❛♠❜✐ ✐ r❡❝♦r❞ ✿ q✉❛❧♦r❛ ✈✐ ❢♦ss❡✲

r♦✱ s❛r❡❜❜❡r♦ ✐❣♥♦r❛t✐ ♥❡❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞❡❧❧❛ ❞✐st❛♥③❛✳ ■ ♣❛ss✐ s✉❝❝❡ss✐✈✐ r✐❝❛❧❝❛♥♦

❝♦♥❝❡tt✉❛❧♠❡♥t❡ q✉❡❧❧✐ ❞❡❧ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦✿ ✈❡♥❣♦♥♦ ♦r❞✐♥❛t❡ ❧❡ ✉♥✐tà

s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❡ ❞✐st❛♥③❡✱ ❛♥❞❛♥❞♦ ❛❞ ✐♠♣✉t❛r❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❛r✐t♠❡t✐❝❛ ❞❡✐ ♣r✐♠✐

♣ ✈❛❧♦r✐✳

▲❡ ♠✐s✉r❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❤❡ r✐♠❛♥❣♦♥♦ ✐♥❛❧t❡r❛t❡ ❛❧ ✜♥❡ ❞✐ ❝♦♠♣❛r❛r❡ ❧❡ ♣r❡✲

st❛③✐♦♥✐ ❞❡✐ ❞✉❡ ❛❧❣♦r✐t♠✐✿ ❧❛ ❧♦r♦ ❛♥❛❧✐s✐ ♠♦str❛ ❝❤❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♥❡❛r♥❡✐❣❤

♦tt✐❡♥❡ r✐s✉❧t❛t✐ ♠❡♥♦ ❛♣♣r❡③③❛❜✐❧✐ ❞❡❧❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ✐♠♣✉t❛③♥❡✇✱ ❝❤❡ s❛rà ♣❡r✲

t❛♥t♦ ❛❞♦tt❛t♦ ❝♦♠❡ s❝❡❧t❛ ✜♥❛❧❡✳ ❙✐ è ✐♥♦❧tr❡ ✈❡r✐✜❝❛t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛♠❡♥t❡ ❝❤❡

✐❧ ✈❛❧♦r❡ ♠✐❣❧✐♦r❡ ❞❛ ❛ss❡❣♥❛r❡ ❛ ♣ è ♣❛r✐ ❛ ✶✵✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✷ r✐♣♦rt❛ ❧❡ ♠❡❞✐❡ ❡ ❧❡ ❞❡✈✐❛③✐♦♥✐ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❧❧❡ ✶✾ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

❝♦♥ ✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ♣r✐♠❛ ❡ ❞♦♣♦ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛✲

t❡ ❞❛❧❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ r❡❧❛t✐✈❡✳ ●❧✐ s❝♦st❛♠❡♥t✐ ♠❛❣❣✐♦r✐ r✐❣✉❛r❞❛♥♦ ✐❧ ❞❡❜✐t♦

❡st❡r♦ t♦t❛❧❡ ❡ ✐❧ ❞❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦✱ ❛♥❝❤❡ s❡ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐✈❛ ♥♦♥ s✐

r❛✈✈✐s❛♥♦ ❡❝❝❡ss✐✈❡ ❝r✐t✐❝✐tà✳

✷✺



❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✷✿ ♠❡❞✐❡ ❡ ❞❡✈✐❛③✐♦♥✐ st❛♥❞❛r❞ ♣r✐♠❛ ❡ ❞♦♣♦ ❧✬✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡

❱❛r✐❛❜✐❧❡
▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t❞✳

Pr✐♠❛ ❉♦♣♦ ❱❛r✳✪ Pr✐♠❛ ❉♦♣♦ ❱❛r✳✪

❙❖❉❉ ✶✷✳✾✻ ✶✸✳✵✹ ✵✳✺✽ ✶✹✳✶✺ ✶✹✳✶✵ ✲✵✳✸✸

❈❘❊❉s✉P■▲ ✽✼✳✹✵ ✽✻✳✽✼ ✲✵✳✻✶ ✼✹✳✺✼ ✼✹✳✹✷ ✲✵✳✷✶

▼❊❳P ✶✷✸✳✼✽ ✶✷✷✳✻✻ ✲✵✳✾✶ ✷✺✺✳✶✵ ✷✺✹✳✶✹ ✲✵✳✸✼

▼■▼P ✲✶✷✷✳✸✸ ✲✶✷✶✳✷✹ ✲✵✳✽✾ ✷✼✵✳✵✵ ✷✻✽✳✾✹ ✲✵✳✸✾

●❘❆P❈❖▼ ✼✵✳✾✸ ✼✶✳✵✵ ✵✳✵✾ ✸✽✳✻✶ ✸✽✳✹✸ ✲✵✳✹✻

❳❘❘❊✈♦❧✶✵ ✻✳✺✺ ✻✳✺✻ ✵✳✶✹ ✺✳✸✾ ✺✳✸✹ ✲✵✳✾✹

❚❝❛♠❜✐♦ ✶✳✽✺ ✶✳✽✵ ✲✷✳✾✶ ✼✳✾✸ ✼✳✽✼ ✲✵✳✽✷

❋❧✉ss♦■❉❊ ✷✳✶✶ ✷✳✶✹ ✶✳✼✽ ✸✳✻✾ ✸✳✻✹ ✲✶✳✶✹

■▲▼❆ ✽✻✳✾✽ ✽✹✳✶✾ ✲✸✳✷✶ ✸✶✵✳✾✵ ✸✵✸✳✽✶ ✲✷✳✷✽

❱❆❘■❙■◆❚ ✾✳✷✽ ✾✳✵✾ ✲✷✳✵✷ ✶✽✳✶✹ ✶✼✳✻✽ ✲✷✳✺✶

▼❈❖❱ ✻✳✺✷ ✻✳✹✺ ✲✶✳✵✾ ✺✳✷✻ ✺✳✵✾ ✲✸✳✷✶

❘❆❚✸ ✹✳✶✾ ✹✳✷✷ ✵✳✻✻ ✸✳✹✺ ✸✳✸✸ ✲✸✳✸✵

P❯❉P ✹✽✳✵✵ ✹✼✳✷✸ ✲✶✳✻✵ ✸✷✳✾✷ ✸✶✳✻✶ ✲✸✳✾✾

❆❚❚◆❊❚❚❊ ✻✳✶✾ ✺✳✾✸ ✲✹✳✶✾ ✺✷✳✽✵ ✹✾✳✶✷ ✲✻✳✾✻

❉❊❇❊❙❚ ✶✻✳✽✶ ✶✻✳✶✼ ✲✸✳✼✼ ✶✷✳✼✺ ✶✶✳✹✵ ✲✶✵✳✻✺

❚❉❇❚ ✼✼✳✹✺ ✽✾✳✷✹ ✶✺✳✷✷ ✶✻✹✳✼✸ ✶✺✼✳✷✺ ✲✹✳✺✹

❚❙❚❉ ✶✼✳✼✺ ✷✵✳✵✻ ✶✸✳✵✵ ✸✻✳✻✻ ✸✹✳✺✶ ✲✺✳✽✺

❚❉P❨ ✹✵✳✺✶ ✹✵✳✺✵ ✲✵✳✵✶ ✷✾✳✼✶ ✷✻✳✶✾ ✲✶✶✳✽✹

❚❙P❉ ✶✷✳✹✼ ✶✷✳✽✺ ✸✳✵✷ ✶✸✳✻✸ ✶✷✳✵✻ ✲✶✶✳✺✹

✷✻



❈❛♣✐t♦❧♦ ✹

▼♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t✐

◗✉❡st♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ ✐♥t❡♥❞❡ ♣r❡s❡♥t❛r❡ ❜r❡✈❡♠❡♥t❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥❡

❧♦❣✐st✐❝❛ ♦r❞✐♥❛❧❡ ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛st❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❣❡♥❡r❛✲

❧✐③③❛t✐✱ ✐❧ ❝✉✐ ✐♠♣✐❛♥t♦ t❡♦r✐❝♦ è st❛t♦ ❝♦str✉✐t♦ ❛❣❧✐ ✐♥✐③✐ ❞❡❣❧✐ ❛♥♥✐ ✬✼✵ ❞❛

◆❡❧❞❡r ❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✳

✹✳✶ ❋❛♠✐❣❧✐❛ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡ ❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❣❡♥❡r❛✲

❧✐③③❛t✐

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✶ ✭❋❛♠✐❣❧✐❛ ❊s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡✮✳ ❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝❛s✉❛✲

❧❡ Y ❧❛ ❝✉✐ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà f ❞✐♣❡♥❞❛ ❞❛ ✉♥ s♦❧♦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❞✐

✐♥t❡r❡ss❡ θ✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ f ❛♣♣❛rt✐❡♥❡ ❛❧❧❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡ s❡

❛ss✉♠❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ❢♦r♠❛✿

f(y; θ) = s(y)t(θ)ea(y)b(θ) ✭✹✳✶✮

❞♦✈❡ a, b, s ❛♥❞ t s♦♥♦ ❢✉♥③✐♦♥✐ ♥♦t❡✳

▲✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✹✳✶✮ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❢❛❝✐❧♠❡♥t❡ r✐s❝r✐tt❛ ❝♦♠❡✿

f(y; θ) = ea(y)b(θ)+c(θ)+d(y) ✭✹✳✷✮

❝♦♥ s(y) = ed(y) ❡ t(θ) = ec(θ)✳

❙❡ a(y) = y s✐ ♣❛r❧❛ ❞✐ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ✐♥ ❢♦r♠❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛ ❡ b(θ) ♣r❡♥❞❡ ✐❧

♥♦♠❡ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr♦ ♥❛t✉r❛❧❡ ❞✐ t❛❧❡ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡✳ ◆❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❝✉✐ f ❝♦♥✲

t❡♥❣❛ ❛❧tr✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ♦❧tr❡ ❛ θ✱ ❡ss✐ ✈❡rr❛♥♥♦ ❞❡tt✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞✐ ❞✐st✉r❜♦

❡ tr❛tt❛t✐ ❝♦♠❡ s❡ ❢♦ss❡r♦ ♥♦t✐✳

✷✼



❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✷ ✭▼♦❞❡❧❧♦ ▲✐♥❡❛r❡ ●❡♥❡r❛❧✐③③❛t♦✮✳ ❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐ ✉♥ ✐♥s✐❡✲

♠❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝❛s✉❛❧✐ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ Y1, . . . , Yn✱ ❝✐❛s❝✉♥❛ ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡

❛♣♣❛rt❡♥❡♥t❡ ❛❧❧❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡ ✐♥ ❢♦r♠❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛✳ ❙✐ s✉♣♣♦♥❣❛ ❝❤❡

t❛❧✐ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐ s✐❛♥♦ ❞❡❧❧❛ st❡ss❛ ❢♦r♠❛ ❡ ❝❤❡ ❝✐❛s❝✉♥❛ ❞✐♣❡♥❞❛ ❞❛ ✉♥ s♦❧♦

♣❛r❛♠❡tr♦ θi, i = 1, . . . , n ✭♥♦♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❛♠❡♥t❡ ❞✐ ✉❣✉❛❧❡ ✈❛❧♦r❡ ♣❡r ♦❣♥✐

✈❛r✐❛❜✐❧❡✮✳ ❙✐ ❤❛ q✉✐♥❞✐ ❝❤❡

f(yi; θi) = eyib(θi)+c(θi)+d(yi)

❝♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❝♦♥❣✐✉♥t❛ ❞❡❧❧❡ Yi ♣❛r✐ ❛

f(y1, . . . , yn; θ1, . . . , θn) =
n
∏

i=1

eyib(θi)+c(θi)+d(yi)

= e
∑n

i=1 yib(θi)+
∑n

i=1 c(θi)+
∑n

i=1 d(yi).

✭✹✳✸✮

❯♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t♦ è ❝♦st✐t✉✐t♦ ❞❛❧❧❡ s❡❣✉❡♥t✐ tr❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t✐✿

✶✳ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ r✐s♣♦st❛ Y1, . . . , Yn ❝♦♥ ❧❡ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡

s♦♣r❛ ❞❡s❝r✐tt❡❀

✷✳ ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ p ♣❛r❛♠❡tr✐ β ❡❞ ❛❧tr❡tt❛♥t❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡

r❛❝❝❤✐✉s❡ ♥❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧ ❞✐s❡❣♥♦ X

β =









β1
✳✳✳

βp









X =









xT
1
✳✳✳

xT
n









=









x11 · · · x1p
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

xn1 · · · xnp









❝♦♥ p < n❀

✸✳ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❧✐♥❦ ♠♦♥♦t♦♥❛ g t❛❧❡ ❝❤❡ g(µi) = xT
i β✱ ❞♦✈❡

µi = E(Yi) è ✉♥❛ ❝❡rt❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ θi✳

❉❛❧ t❡r③♦ ♣✉♥t♦ ❞❡❧❧❛ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ s✐ ✐♥t✉✐s❝❡ ✐❧ ❧❡❣❛♠❡ tr❛ ✐❧

✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ β ❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà f(yi; θi)✿ ❞❡✜♥❡♥❞♦

✐♥❢❛tt✐ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ✐♥✈❡rs❛ η = g−1 s✐ ❤❛ ❝❤❡ µi = η(xT
i β)✳ ❆ s✉❛ ✈♦❧t❛ µi

è ❧❡❣❛t♦ ❛ θi ❞❛ r❡❧❛③✐♦♥✐ ❝❤❡ ❞✐♣❡♥❞♦♥♦ ❞❛❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❝♦♥ ❝✉✐

s✐ st❛ ❧❛✈♦r❛♥❞♦✿ ❡❝❝♦ ❝♦♠❡✱ ❝♦♥ ❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥❡ s♦st✐t✉③✐♦♥✐ ♠❛t❡♠❛t✐❝❤❡✱ ✐❧

✈❡tt♦r❡ β ❡♥tr❛ ♥❡❧❧❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞✐ f ✳ ◗✉❡st♦ r❛❣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❝♦st✐t✉✐s❝❡ ✐❧

♣✉♥t♦ ❞✐ ♣❛rt❡♥③❛ ♣❡r r✐❝❛✈❛r❡ ❞❛❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❧❡ st✐♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❤❡ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐

✐♥❝♦❣♥✐t✐ ❝♦♥t❡♥✉t✐ ✐♥ β✳

✷✽



✹✳✷ Pr✐♥❝✐♣❛❧✐ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐ ❛♣♣❛rt❡♥❡♥t✐ ❛❧❧❛ ❢❛♠✐✲

❣❧✐❛ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡

❆ q✉❡st♦ ♣✉♥t♦ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ♠♦str❛r❡ ❝❤❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐ ❞✐

♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❛♣♣❛rt❡♥❣♦♥♦ ❛❧❧❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡ ✐♥ ❢♦r♠❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛✱ ❡ ❝❤❡

s♦♥♦ ♣❡rt❛♥t♦ ✉t✐❧✐③③❛❜✐❧✐ ♣❡r ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t✐✳

✹✳✷✳✶ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡

❱❡r✐✜❝❛r❡ ❝❤❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ è ✉♥ ♠❡♠❜r♦ ❞❡❧❧❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❡s♣♦✲

♥❡♥③✐❛❧❡ ❝♦♠♣♦rt❛ ❧♦ s✈♦❧❣✐♠❡♥t♦ ❞✐ ❜❛♥❛❧✐ ♣❛ss❛❣❣✐ ❛❧❣❡❜r✐❝✐ ❛ ♣❛rt✐r❡ ❞❛❧❧❛

s✉❛ ❜❡♥ ♥♦t❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♠❛ss❛ ❞✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà

f(y; θ) =

(

n

y

)

θy(1− θ)n−y

= e
ln
[

(ny)θ
y(1−θ)n−y

]

= e

[

y ln(θ)−y ln(1−θ)+n ln(1−θ)+ln (ny)
]

= e

[

y ln( θ
1−θ

)+n ln(1−θ)+ln (ny)
]

.

✭✹✳✹✮

❇❛st❛ ♦r❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ❧❛ ✭✹✳✹✮ ❝♦♥ ❧❛ ✭✹✳✷✮ ♣❡r ❡✈✐♥❝❡r❡ ❝❤❡✿


































a(y) = y ❢♦r♠❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛

b(θ) = ln
(

θ
1−θ

)

♣❛r❛♠❡tr♦ ♥❛t✉r❛❧❡

c(θ) = n ln(1− θ)

d(y) = ln
(

n
y

)

.

✭✹✳✺✮

❙✐ ♦ss❡r✈✐ ❝❤❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦ ✐❧ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ è ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà

❞✐ s✉❝❝❡ss♦ θ✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❧❧❡ ♣r♦✈❡ n è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❞✐str✉❜♦✳ ❯♥ ❝❛s♦

♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ è ❝♦st✐t✉✐t♦ ❞❛❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝❛s✉❛❧❡ ❜✐♥❛r✐❛ ♦ ❞✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❝❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐③③❛ ✐❧ ✈❡r✐✜❝❛rs✐ ❞✐ ✉♥ s✉❝❝❡ss♦ ♦ ❞✐ ✉♥ ✐♥s✉❝❝❡ss♦ s✉ ✉♥✬✉♥✐❝❛ ♣r♦✈❛

✭n = 1✮✳

✷✾



✹✳✷✳✷ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ P♦✐ss♦♥

❘❛❣✐♦♥❛♠❡♥t✐ ❛♥❛❧♦❣❤✐ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ s✈♦❧t✐ ♣❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝❛s✉❛❧❡ ❞✐

P♦✐ss♦♥✱ ✐♥ ❝✉✐

f(y; θ) =
θye−θ

y!

= e
ln
[

θye−θ

y!

]

= e[y ln(θ)+ln(e−θ)−ln y!]

= e[y ln(θ)−θ−ln(y!)].

✭✹✳✻✮

■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦✿


































a(y) = y ❢♦r♠❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛

b(θ) = ln(θ) ♣❛r❛♠❡tr♦ ♥❛t✉r❛❧❡

c(θ) = −θ

d(y) = − ln(y!).

✭✹✳✼✮

✹✳✷✳✸ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦r♠❛❧❡

P❡r q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ è s✉✣❝✐❡♥t❡ ♦ss❡r✈❛r❡ ❝❤❡

f(y; θ) =
1√
2πσ2

e

[

− 1
2σ2 (y−θ)2

]

= e
ln

{

1√
2πσ2

e
[− 1

2σ2 (y−θ)2]
}

= e

[

− ln(
√
2πσ2)− 1

2σ2 (y
2−2yθ+θ2)

]

= e

[

y θ

σ2−
θ2

2σ2−
1
2
ln(2πσ2)− y2

2σ2

]

✭✹✳✽✮

❡ ❝♦♥s❡❣✉❡♥t❡♠❡♥t❡


































a(y) = y ❢♦r♠❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛

b(θ) = θ
σ2 ♣❛r❛♠❡tr♦ ♥❛t✉r❛❧❡

c(θ) = − θ2

2σ2 − 1
2 ln(2πσ

2)

d(y) = − y2

2σ2 .

✭✹✳✾✮

❙✐ ♥♦t✐ ❝❤❡ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ −1
2 ln(2πσ

2) ♣r❡s❡♥t❡ ✐♥ c(θ) ❛✈r❡❜❜❡ ♣♦t✉t♦ ❛❧❧♦ st❡ss♦

♠♦❞♦ ❡ss❡r❡ ✐♥s❡r✐t♦ ✐♥ d(y)✱ ❡ss❡♥❞♦ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❞✐

❞✐st✉r❜♦ σ2✳

✸✵



✹✳✷✳✹ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡

▲❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝❛s✉❛❧❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ✐♥ ✉♥✬❡st❡♥s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❝❛s♦ ❜✐✲

♥♦♠✐❛❧❡ ♣❡r ✉♥ ❣❡♥❡r✐❝♦ ♥✉♠❡r♦ J ❞✐ ❝❛t❡❣♦r✐❡✳ ◆♦♥ s✐ ♣r❡♥❞❡ ❞✉♥q✉❡ ♣✐ù

✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥❡ s♦❧❛♠❡♥t❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ s✉❝❝❡ss✐ y ✐♥ n ♣r♦✈❡ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐✱

❜❡♥sì ✐❧ ✈❡tt♦r❡ y = [y1, y2, . . . , yJ ]
T ❝♦♥

∑J
j=1 yj = n✳ ▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♠❛ss❛

❞✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧ ✈❡tt♦r❡ θ = [θ1, θ2, . . . , θJ ]
T✱ ❞♦✈❡

∑J
j=1 θj = 1✱ ❡

❛ss✉♠❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ❢♦r♠❛✿

f(y;θ) =
n!

y1! y2! · · · yJ !
θy11 θy22 . . . θyJJ . ✭✹✳✶✵✮

◗✉❛♥❞♦ J = 2 è ❢❛❝✐❧❡ r✐❝♦♥❞✉rs✐ ❛❧ ❝❛s♦ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳ ◆♦♥♦st❛♥t❡ ❝✐ò✱ ♥♦♥

è ♣♦ss✐❜✐❧❡ r✐s❝r✐✈❡r❡ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✹✳✶✵✮ ❝♦♠❡ ♠❡♠❜r♦ ❞❡❧❧❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❡s♣♦✲

♥❡♥③✐❛❧❡✳ ▲✬✉s♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t✐ è ❣✐✉st✐✜❝❛t♦ q✉✐♥❞✐ ❞❛ ✉♥❛

r❡❧❛③✐♦♥❡ ❡s✐st❡♥t❡ tr❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝❛s✉❛❧❡ ❞✐

P♦✐ss♦♥✱ ❧❛ q✉❛❧❡ ✐♥✈❡❝❡✱ ❝♦♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t♦ ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥③❛✱ ♥❡ ❢❛ ♣❛rt❡✳

P❡r ❝♦♠♣r❡♥❞❡r❡ t❛❧❡ r❡❧❛③✐♦♥❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥♦ J ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ ✐♥❞✐✲

♣❡♥❞❡♥t✐ Y1, Y2, . . . YJ ✱ ❝✐❛s❝✉♥❛ ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr♦ λj ✳

▲❛ ❝♦♥❣✐✉♥t❛✱ ♣♦st♦ y = [y1, y2, . . . , yJ ]
T✱ è ♣❛r✐ ❛❧ ♣r♦❞♦tt♦ ❞❡❧❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐✿

f(y) =

J
∏

j=1

λ
yj
j e−λj

yj !
.

❯♥ ♥♦t♦ r✐s✉❧t❛t♦ ❞✐ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❛✛❡r♠❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝❛s✉❛❧❡

s♦♠♠❛

n =
J
∑

j=1

Yj

s✐ ❞✐str✐❜✉✐s❝❡ ❛♥❝❤✬❡ss❛ ❝♦♠❡ ✉♥❛ P♦✐ss♦♥ ❝♦♥ ♣❛r❛♠❡tr♦
∑J

j=1 λj ✳ ❆ q✉❡st♦

♣✉♥t♦ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ y ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛ ❛❞ n ❞✐✈❡♥t❛

f(y/n) =

∏J
j=1

λ
yj
j e

−λj

yj !
(

∑J
j=1 λj

)n

e
−

∑J
j=1

λj

n!

=
n!

y1! y2! · · · yJ !

(

λ1
∑J

j=1 λj

)y1

· · ·
(

λJ
∑J

j=1 λj

)yJ

.

✭✹✳✶✶✮

P♦♥❡♥❞♦ πj =
λj

∑J
j=1 λj

s✐ ❤❛ ❝❤❡
∑J

j=1 πj = 1 ❡ s✐ ♦ss❡r✈❛ ❝❤❡ ❧❛ ✭✹✳✶✶✮ ❝♦✐♥✲

❝✐❞❡ ❝♦♥ ❧❛ ✭✹✳✶✵✮✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡ ♣❡rt❛♥t♦ ❛❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡

✸✶



❝♦♥❣✐✉♥t❛ ❞✐ J ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ P♦✐ss♦♥✱ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛♠❡♥t❡ ❛❧❧❛ ❝♦♥♦s❝❡♥③❛ ❞❡❧

❧♦r♦ t♦t❛❧❡ n✳ ❈✐ò ♥♦♥ s♦r♣r❡♥❞❡ s❡ s✐ ♣❡♥s❛ ❝❤❡✱ ♥♦t♦ ✐❧ t♦t❛❧❡ ❞❡❧❧❡ r❡♣❧✐✲

❝❛③✐♦♥✐ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ❞❡❧❧✬❡s♣❡r✐♠❡♥t♦ n✱ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✈♦❧t❡ ✐♥ ❝✉✐ s✐ ♦ss❡r✈❛

❝✐❛s❝✉♥❛ ❞❡❧❧❡ J ❝❛t❡❣♦r✐❡ è ♥✐❡♥t✬❛❧tr♦ ❝❤❡ ✉♥ ❝♦♥t❡❣❣✐♦✳

✹✳✸ ❙t✐♠❛t♦r✐ ❞✐ ♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸ ✭❱❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✮✳ ❙✐❛ y = [Y1, . . . , Yn]
T ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❝❛✲

s✉❛❧❡ ❝♦♥ ❞❡♥s✐tà ❞✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝♦♥❣✐✉♥t❛ f(y; θ) ❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ❞❛ ✉♥ ✈❡tt♦r❡

❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ θ = [θ1, . . . , θp]
T✳ ▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ L(θ;y)

❝♦rr✐s♣♦♥❞❡ ❛❧❣❡❜r✐❝❛♠❡♥t❡ ❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❞❡♥s✐tà ❝♦♥❣✐✉♥t❛ f(y; θ)✳

■❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞✐ ♥♦t❛③✐♦♥❡ s♣♦st❛ ❧✬✐♥t❡r❡ss❡ ❞❛❧ ✈❡tt♦r❡ ❝❛s✉❛❧❡ y✱ ❝♦♥ θ

✜ss❛t♦✱ ❛❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ θ ❝♦♥ y ✜ss❛t♦ ✭♦ss✐❛ ❞♦♣♦ ❧✬❡str❛③✐♦♥❡ ❞❡❧

❝❛♠♣✐♦♥❡✮✳ ▲♦ st✐♠❛t♦r❡ ❞✐ ♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ♣❡r θ è q✉❡❧ ✈❛❧♦r❡

θ̂ ♣❡r ❝✉✐

L(θ̂;y) ≥ L(θ;y) ∀ θ ∈ Ω

❞♦✈❡ Ω r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ❧♦ s♣❛③✐♦ ♣❛r❛♠❡tr✐❝♦✳ ❙♣❡ss♦ ♣❡r ♠♦t✐✈✐ ❛❧❣❡❜r✐❝✐ s✐

♣r❡❢❡r✐s❝❡ ♥♦♥ ❧❛✈♦r❛r❡ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡ ❝♦♥ ❧❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✱ ♠❛ ❝♦♥ ✐❧ s✉♦

❧♦❣❛r✐t♠♦✿ è ✉t✐❧❡ q✉✐♥❞✐ ❞❡✜♥✐r❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ l(θ;y)

s❡♠♣❧✐❝❡♠❡♥t❡ ❝♦♠❡

l(θ;y) = lnL(θ;y).

P♦✐❝❤è ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♠♦♥♦t♦♥❛✱ ❧❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ r✐s♣❡tt♦

❛❧❧✬❛r❣♦♠❡♥t♦ θ ❞✐ l(θ;y) ♦ ❞✐ L(θ;y) ❝♦♥❞✉❝❡ ❛❧❧♦ st❡ss♦ r✐s✉❧t❛t♦✳

✹✳✸✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥

◆❡❧ ❝♦♥t❡st♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t✐ s♦❧♦ ✐♥ r❛r✐ ❝❛s✐ è ♣♦ss✐❜✐❧❡

♣❡r✈❡♥✐r❡ ❛❧❧❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❞✐ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ♠❛ss✐♠♦ ♣❡r ✈✐❛ ❛♥❛❧✐t✐❝❛✱ ❝✐♦è

♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞❡❧❧❡ ❞❡r✐✈❛t❡❀ ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ ✈♦❧t❡ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦

r✐❝♦rr❡r❡ ❛❧❧✬✐♠♣✐❡❣♦ ❞✐ ❛❧❣♦r✐t♠✐ ♥✉♠❡r✐❝✐ ❞✐ t✐♣♦ ✐t❡r❛t✐✈♦✱ ✐❧ ♣✐ù ♥♦t♦ ❞❡✐

q✉❛❧✐ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥✳ ❊ss♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛ ❣❧✐ ③❡r✐ ❞✐ ✉♥❛ q✉❛❧s✐❛s✐

❢✉♥③✐♦♥❡ t(x) ❛ ♣❛rt✐r❡ ❞❛❧❧❛ s✉❛ ❞❡r✐✈❛t❛ ♥❡❧ ♣✉♥t♦ x(m−1)✱ ❡s♣r❡ss❛ ❝♦♠❡

✸✷



❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✿ ❢✉♥③✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥

r❛♣♣♦rt♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❡

t′
(

x(m−1)
)

=
t
(

x(m)
)

− t
(

x(m−1)
)

x(m) − x(m−1)
✭✹✳✶✷✮

❛ ♣❛tt♦ ❝❤❡ ❧✬✐♥❝r❡♠❡♥t♦ x(m) − x(m−1) s✐❛ s✉✣❝✐❡♠❡♥t❡ ♣✐❝❝♦❧♦✳ ❙❡ x(m)

❢♦ss❡ ❧❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❝❡r❝❛t❛✱ ❝✐♦è t❛❧❡ ❝❤❡ t
(

x(m)
)

= 0✱ s✐ ♣♦tr❡❜❜❡ r✐s❝r✐✈❡r❡

❧❛ ✭✹✳✶✷✮ ❝♦♠❡

x(m) = x(m−1) − t
(

x(m−1)
)

t′
(

x(m−1)
) . ✭✹✳✶✸✮

P❡r tr♦✈❛r❡ ❧❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝❛❧❝♦❧❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✹✳✶✸✮

❛ ♣❛rt✐r❡ ❞❛ ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ✐♥✐③✐❛❧❡ x(0) ✜♥❝❤è ♥♦♥ ✈✐❡♥❡ r❛❣❣✐✉♥t❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛✱

♦✈✈❡r♦ ✜♥❝❤è ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ x(m) ♥♦♥ ♠✉t❛✱ ❞❛ ✉♥ ✐t❡r❛③✐♦♥❡ ❛❧❧✬❛❧tr❛✱ ♠❡♥♦ ❞✐

✉♥ ❝❡rt♦ ♠❛r❣✐♥❡ ❞✐ t♦❧❧❡r❛♥③❛ ❛r❜✐tr❛r✐❛♠❡♥t❡ ♣✐❝❝♦❧♦✳

✸✸



P❡r ❧❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ l(θ;y) s❛rà ♣❡rt❛♥t♦ s✉✣❝✐❡♥t❡ ❛♣♣❧✐❝❛r❡ ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t♠♦ ❛❧❧❛ s✉❛ ❞❡r✐✈❛t❛ ♣r✐♠❛✳ ◆❡❧ ❝❛s♦ ✉♥✐♣❛r❛♠❡tr✐❝♦ s✐ ❛✈rà q✉✐♥❞✐

U =
∂l(θ;y)

∂θ

❞❛ ❝✉✐

θ(m) = θ(m−1) − U (m−1)

U ′(m−1)

❛♥❝❤❡ s❡ s♣❡ss♦ s✐ è s♦❧✐t✐ s♦st✐t✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐tà U ′ ❝♦♥ ✐❧ s✉♦ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦

E(U ′) = −I✱ ❞♦✈❡ I r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ❧✬✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❋✐s❤❡r✱ ♦tt❡♥❡♥❞♦

θ(m) = θ(m−1) +
U (m−1)

I(m−1)
.

▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝♦♥ q✉❡st❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣r❡♥❞❡ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ❋✐s❤❡r ❙❝♦r✐♥❣✳

▲✬❡st❡♥s✐♦♥❡ ❛❧ ❝❛s♦ ♠✉❧t✐♣❛r❛♠❡tr✐❝♦ ♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ✈❡tt♦r❡ β è ✐♠♠❡✲

❞✐❛t❛✿ ❛♥❝❤❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ s✐ ♣❛rt❡ ❞❛ ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ✐♥✐③✐❛❧❡ b(0) ❞❛ ❛❣❣✐♦r♥❛r❡

s❡❝♦♥❞♦ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐t❡r❛t✐✈❛

b(m) = b(m−1) + [I(m−1)]−1U (m−1) ✭✹✳✶✹✮

✐♥ ❝✉✐ I è ❧❛♠❛tr✐❝❡ ❞✐ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❛tt❡s❛ ❡ U è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡❧❧❡ ❞❡r✐✈❛t❡

♣❛r③✐❛❧✐ ❞❡❧❧❛ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ r✐s♣❡tt♦ ❛ β✱ ❝❤❡ ❡♥tr❛ ♥❡❧❧❛ s✉❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛✲

③✐♦♥❡ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ✐♥❞✐r❡tt❛ ❝♦♠❡ ✐❧❧✉str❛t♦ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✹✳✶ ❛ ♣❛❣✐♥❛ ✷✽✳ ■♠✲

♣♦rt❛♥t✐ ♣r♦♣r✐❡tà ❞❡❧❧❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡ ❣❛r❛♥t✐s❝♦♥♦✱ s♦tt♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐

❣❡♥❡r❛❧✐✱ ❧✬❡s✐st❡♥③❛ ❡ ❧✬✉♥✐❝✐tà ❞❡❧❧❡ st✐♠❡ ❞✐ ♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳✶

✹✳✹ ❘❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ♦r❞✐♥❛❧❡

◗✉❛♥❞♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ r✐s♣♦st❛ Y è ❞✐ t✐♣♦ ❝❛t❡❣♦r✐❝♦ ❝♦♥ ✉♥ ♥❛t✉r❛❧❡

♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ tr❛ ❧❡ J ❝❛t❡❣♦r✐❡ ♣r❡s❡♥t✐ s✐ è s♦❧✐t✐ ❛❞♦tt❛r❡ ✉♥✬❡st❡♥s✐♦♥❡

❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❧♦❣✐st✐❝❛✳ ❈♦♥❝❡tt✉❛❧♠❡♥t❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✉t✐❧❡

✐♠♠❛❣✐♥❛r❡ ❧✬❡s✐st❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛ Z s✉ ❝✉✐ st❛❜✐❧✐r❡

J − 1 s♦❣❧✐❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✭C1, . . . , CJ−1✮✳

✶❈❢r✳ ❬✸❪✳

✸✹



❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✿ ❡s❡♠♣✐♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ❩

▲❛ ❧♦r♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡✜♥✐s❝❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡

P(Y ≤ j) = P(Z ≤ Cj) = π1 + π2 + · · ·+ πj j = 1, . . . , J − 1

❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà π1, . . . , πJ ✱ ❞♦✈❡ πJ è ❝❛❧❝♦❧❛t❛ ♣❡r ❞✐✛❡r❡♥③❛ ✐♥ ✈✐rtù

❞❡❧ ✈✐♥❝♦❧♦
∑J

j=1 πj = 1✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✹✳✷ r✐♣♦rt❛ ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦ ❝♦♥ tr❡ s♦❣❧✐❡✱ ❝❤❡

❞❛♥♥♦ ♦r✐❣✐♥❡ ❛ q✉❛ttr♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡✳

✹✳✹✳✶ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❧♦❣✐t ❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♦❞❞s ♠♦❞❡❧

■♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s♦♥♦ st❛t✐ ♣r♦♣♦st✐ ♥✉♠❡r♦s✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ r✐s♣♦✲

st❛ ♦r❞✐♥❛❧✐✱ ✐❧ ♣✐ù ❝♦♠✉♥❡ ❞❡✐ q✉❛❧✐ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❧♦❣✐t

♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❡ss♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ❞❡✜♥✐t❡ J − 1 ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ❢♦r♠❛✿

logit(P(Yi ≤ j)) = ln

(

P(Zi ≤ Cj)

P(Zi > Cj)

)

= Cj − xT
i βj . ✭✹✳✶✺✮

■❧ s❡❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦ tr❛ ❧❛ s♦❣❧✐❛ Cj ❡❞ ✐❧ ♣r❡❞✐tt♦r❡ ❧✐♥❡❛r❡ xT
i βj s❡r✈❡ ♣❡r

✉♥✬✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦♥❡ ♣✐ù ✐♥t✉✐t✐✈❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✿ ✐♥ q✉❡st♦ ♠♦❞♦ ✐♥❢❛tt✐ ♣❡r ✉♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ♣♦s✐t✐✈♦ ✉♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡❧ ✈❛❧♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥✲

t❡ ❝♦✈❛r✐❛t❛ è ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❞ ✉♥ ❛❝❝r❡s❝✐♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà r❡❧❛t✐✈❡ ❛❧❧❡

❝❛t❡❣♦r✐❡ ♣✐ù ❛❧t❡✳

❙♣❡ss♦ s✐ ♦♣t❛ ♣❡r ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✐ù ♣❛rs✐♠♦♥✐♦s♦ ✐♥ ❝✉✐ ✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧

♣r❡❞✐tt♦r❡ ❧✐♥❡❛r❡ ♥♦♥ ✈❛r✐❛♥♦ ❝♦♥ ❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡ ❡ ❝❤❡ ♣r❡♥❞❡ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ♣r♦✲

✸✺



♣♦rt✐♦♥❛❧ ♦❞❞s ♠♦❞❡❧✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✐ t❛❧❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡r✐✈❛ ❞❛ ✉♥✬✐♥✲

t❡r❡ss❛♥t❡ ♣r♦♣r✐❡tà ❝❤❡ ✈✐❡♥❡ ❛ ❝r❡❛rs✐✿ ❢❛❝❡♥❞♦ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❛❞ ✉♥ ❣❡♥❡r✐❝♦

r❡❣r❡ss♦r❡ X ❡ ❛❧ s✉♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ βX è ✐♥❢❛tt✐ ❢❛❝✐❧❡ ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❝❤❡ ❧❛ q✉❛♥t✐tà

eβX =
odds(P(Yi > j | Xi = x+ 1))

odds(P(Yi > j | Xi = x))
✭✹✳✶✻✮

❝♦rr✐s♣♦♥❞❡✱ ❝♦♠❡ s✐ ♣✉ò ❡✈✐♥❝❡r❡ ❞❛❧❧❛ ✭✹✳✶✻✮✱ ❛❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ♦❞❞s ♣❡r ❞✉❡

✉♥✐tà ❝❤❡ ❞✐✛❡r✐s❝♦♥♦ ♣❡r ✉♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ✉♥✐t❛r✐♦ ❞✐ X✳ ❆ss✉♠❡r❡ ❝❤❡ ✐ ♣❛✲

r❛♠❡tr✐ ✐♥ β r✐♠❛♥❣❛♥♦ ✐♥✈❛r✐❛t✐ ♣❛ss❛♥❞♦ ❞❛ ✉♥✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❛❧❧✬❛❧tr❛ ✐♠♣❧✐❝❛

❝❤❡ t❛❧❡ r❛♣♣♦rt♦ r✐♠❛♥❣❛ ❝♦st❛♥t❡ ❡ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ❞❛❧❧❛ ❝❛t❡❣♦r✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛✲

t❛✱ ♦r✐❣✐♥❛♥❞♦ ❝♦sì ❧❛ ♣r♦♣♦r③✐♦♥❛❧✐tà tr❛ ❣❧✐ ♦❞❞s✳ ▲✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✹✳✶✺✮ ♣r❡♥❞❡

❧❛ ❢♦r♠❛

ln

(

P(Zi ≤ Cj)

P(Zi > Cj)

)

= Cj − xT
i β. ✭✹✳✶✼✮

❙✐ ❤❛ ❝♦sì ❛ ❝❤❡ ❢❛r❡ ❝♦♥ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❛✣❛♥❝❛t♦ ❞❛❧❧❡ st✐♠❡

❞❡❧❧❡ s♦❣❧✐❡✱ ❧❡ q✉❛❧✐ ❛ss✉♠♦♥♦ ✐❧ r✉♦❧♦ ❞✐ ✐♥t❡r❝❡tt❛ ♣❡r ❝✐❛s❝✉♥❛ ❞❡❧❧❡ J − 1

❡q✉❛③✐♦♥✐✳

✹✳✹✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛

■♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐ ❝♦♥t❡st✐ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ❞❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❡✿ ❧❡ ❢♦r♠✉❧❛③✐♦♥✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ♦r❞✐♥❛❧❡

s♦♥♦ ✈♦❧t❡ ♣r♦♣r✐♦ ❛ s♦❞❞✐s❢❛r❡ q✉❡st❛ ❡s✐❣❡♥③❛✳ ▲❡ ❞✉❡ ✈❡rs✐♦♥✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐

s♦♥♦ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧✱ ❝❤❡ ❝♦♥t❡♠♣❧❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐

tr♦✈❛rs✐ ✐♥ ✉♥❛ ❝❛t❡❣♦r✐❛ ♦♣♣✉r❡ ❛❧ ♠❛ss✐♠♦ ✐♥ q✉❡❧❧❛ s✉❝❝❡ss✐✈❛

P(Yi = j | Yi ∈ {j, j + 1}) = πj
πj + πj+1

❡ ✐❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧✱ ❝❤❡ ✐♥✈❡❝❡ ❡st❡♥❞❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ❛ t✉tt❡

❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡ s✉♣❡r✐♦r✐✿

P(Yi = j | Yi ≥ j) =
πj

πj + · · ·+ πJ
.

▲❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛♣♣❡♥❛ ✐♥tr♦❞♦tt✐ s♦♥♦ ❡s♣r❡ss❡ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❞❛

logit

(

πj
πj + πj+1

)

= ln

(

πj
πj+1

)

= Cj − xT
i βj ✭✹✳✶✽✮

✸✻



♣❡r ❧✬❛❞❥❛❝❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❡

logit

(

πj
πj + · · ·+ πJ

)

= ln

(

πj
πj+1 + · · ·+ πJ

)

= Cj − xT
i βj . ✭✹✳✶✾✮

♣❡r ❧✬❛❧tr♦✳✷ ❆♥❝❤❡ ✐♥ q✉❡st✐ ❝❛s✐ ❡s✐st♦♥♦ ❧❡ ✈❛r✐❛♥t✐ ❝♦♥ ♣❡♥❞❡♥③❡ ❝♦♠✉♥✐ ❛

t✉tt❡ ❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡✱ ✐♥ ❝✉✐ ✐❧ ♣r❡❞✐tt♦r❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❛ss✉♠❡ ❧❛ ❣❡♥❡r✐❝❛ ❢♦r♠❛ xT
i β✳

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ è st❛t♦ ♣r❡s♦ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥❡ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ ✐❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

♦❞❞s ♠♦❞❡❧✱ ❧❛ ❝✉✐ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦♥❡ è ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧❡ ♥❡✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ♣❛❝❝❤❡tt✐

st❛t✐st✐❝✐✳

✹✳✹✳✸ ❉✐❛❣♥♦st✐❝❛

❈♦♠❡ ❛❝❝❛❞❡ ♣❡r ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ♠✐✲

s✉r❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❤❡ s♦♥♦ ❜❛s❛t❡ s✉✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥✉❧❧♦ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

s❛t✉r♦✳ ▲❡ ❝♦♠♣❛r❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ q✉❡st✬✉❧t✐♠♦ s♦♥♦ ❡✛❡tt✉❛❜✐❧✐ q✉❛♥❞♦ ❧❡ ❝♦✈❛✲

r✐❛t❡ ❢♦r♠❛♥♦ ❞❡✐ ❣r✉♣♣✐ ❡❞ è q✉✐♥❞✐ ♣♦ss✐❜✐❧❡ r❛❣❣r✉♣♣❛r❡ ✐ ❞❛t✐ ✐♥ ♣❛tt❡r♥

❞✐ ✉♥❛ ❝❡rt❛ ♥✉♠❡r♦s✐tà✳ ■♥ t❛❧ ❝❛s♦ s✐ ♣✉ò ♣r♦❝❡❞❡r❡ ❛❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞❡❧❧❡ ❢r❡q✉❡♥✲

③❡ ❛tt❡s❡✱ ♦tt❡♥✉t❡ ♠♦❧t✐♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà st✐♠❛t❡ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ❧❛

♥✉♠❡r♦s✐tà ❞✐ ❝✐❛s❝✉♥ ♣❛tt❡r♥✳ ■♥❞✐❝❛♥❞♦ ❡ss❡ ❝♦♥ ei✱ ✐ r❡s✐❞✉✐ ❞✐ P❡❛rs♦♥

✈❡♥❣♦♥♦ ❞❡✜♥✐t✐ ❝♦♠❡

ri =
oi − ei√

ei
i = 1, . . . , N

❞♦✈❡ oi r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❧❡ ❢r❡q✉❡♥③❡ ♦ss❡r✈❛t❡ ❡❞ N è ♣❛r✐ ❛ J ✈♦❧t❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦

❞✐ ♣❛tt❡r♥ ❞✐st✐♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡✳ ▲❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞✐ t❛❧✐ r❡s✐❞✉✐ ❛✈✈✐❡♥❡

tr❛♠✐t❡ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛

X2 =

N
∑

i=1

r2i .

❯♥✬❛❧tr❛ q✉❛♥t✐tà ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t❛ ❞❛❧❧❛ ❞❡✈✐❛♥③❛

D = 2[l(β♠❛①)− l(β)]

❞♦✈❡ l(β♠❛①) è ❧❛ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s❛t✉r♦ ❡ l(β) q✉❡❧❧❛ ❞❡❧

♠♦❞❡❧❧♦ s♦tt♦ ❡s❛♠❡✳ ❚❡♥❡♥❞♦ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❤❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❞✐ p ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✈❡♥❣♦♥♦

st✐♠❛t✐ k = p + J − 1 ♣❛r❛♠❡tr✐✱ s♦tt♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞✐ ❜✉♦♥ ❛❞❛tt❛♠❡♥t♦ ❞❡❧

✷P❡r ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧✬✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ tr❛ ✐ ♣r✐♠✐ ❞✉❡ ♠❡♠❜r✐ ❞❡❧❧❛ ✭✹✳✶✽✮ ❡ ❞❡❧❧❛ ✭✹✳✶✾✮ è

s✉✣❝✐❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❡ ✐❧ ❢❛tt♦ ❝❤❡ logit(x) = ln(x/(1− x))✳

✸✼



♠♦❞❡❧❧♦ s✐❛ D ❝❤❡ X2 s❡❣✉♦♥♦ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❛s✐♥t♦t✐❝❛ ❞✐ t✐♣♦ χ2 ❝♦♥

N − k ❣r❛❞✐ ❞✐ ❧✐❜❡rtà❀ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ s❛rà r✐✜✉t❛t❛ ♣❡r ✈❛❧♦r✐ ❛❧t✐ ❞✐ t❛❧✐

st❛t✐st✐❝❤❡✳

◗✉❛♥❞♦ ♥❡❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ s♦♥♦ ♣r❡s❡♥t✐ ❞❡✐ r❡❣r❡ss♦r✐ ❝♦♥t✐♥✉✐ ♦ ❧❛ ♥✉♠❡r♦s✐tà

❞✐ q✉❛❧❝❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♥♦♥ è ❡❧❡✈❛t❛ è ♣r❡❢❡r✐❜✐❧❡ ♦♣❡r❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

♥✉❧❧♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛

C = 2[l(β)− l(β♠✐♥)]

❝♦♥ l(β♠✐♥) ❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥✉❧❧♦✱ ❡ ❧❛

q✉❛♥t✐tà

Pseudo R2 =
l(β)− l(β♠✐♥)

l(β♠✐♥)
.

❋❛❝❡♥❞♦ s❡♠♣r❡ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❛❞ ✉♥❛ s✐t✉❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ p ❝♦✈❛r✐❛t❡✱ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ C

s✐ ❞✐str✐❜✉✐s❝❡ ❛s✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ ❝♦♠❡ ✉♥ χ2 ❝♦♥ p ❣r❛❞✐ ❞✐ ❧✐❜❡rtà✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦

♥✉❧❧♦ ✐♥❢❛tt✐ ♣r❡s❡♥t❛ s♦❧♦ ✐ J − 1 ♣❛r❛♠❡tr✐ r❡❧❛t✐✈✐ ❛❧❧❡ s♦❣❧✐❡✱ ❡s❛tt❛♠❡♥t❡

p ✐♥ ♠❡♥♦ ❞✐ q✉❡❧❧♦ ❝♦rr❡♥t❡✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ ✈❛❧♦r✐ ❛❧t✐ ❞❡❧❧❛ st❛t✐st✐❝❛ C

✐♥ r❡❧❛③✐♦♥❡ ❛❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ χ2(p) ❞❡♥♦t❛♥♦ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡✐

r❡❣r❡ss♦r✐ ✐♥s❡r✐t✐✳ ❙✐ ♦ss❡r✈✐ ❝❤❡ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ C ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✐♠♣✐❡❣❛t❛ ❛♥❝❤❡

♣❡r ❝♦♠♣❛r❛r❡ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ q✉❛❧s✐❛s✐✱ ♣✉r❝❤é ✐♥♥❡st❛t✐ ❧✬✉♥♦ ♥❡❧❧✬❛❧tr♦✳ ■

❣r❛❞✐ ❞✐ ❧✐❜❡rtà ❞❡❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ χ2 ✐♥ t❛❧ ❝❛s♦ s❛r❛♥♥♦ ♣❛r✐ ❛❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐

♣❛r❛♠❡tr✐ ❞✐ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐✳
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❈❛♣✐t♦❧♦ ✺

❘✐s✉❧t❛t✐ ❡ s✈✐❧✉♣♣✐ ❢✉t✉r✐

❉♦♣♦ ❛✈❡r t❡r♠✐♥❛t♦ ❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ❡❞ ❛✈❡r ♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛❧

♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ t❡♦r✐❝♦ ❧❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ✐♠♣✐❡❣❛t❡✱ è ✐❧ ♠♦♠❡♥t♦

❞✐ ♣r♦❝❡❞❡r❡ ❛❧❧❛ ❞✐r❡tt❛ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♠❡❞❡s✐♠❡ s✉❧❧✬❛r❝❤✐✈✐♦ ❛ ❞✐s♣♦s✐✲

③✐♦♥❡✳ ◆❛s❝❡ ✐♥ q✉❡st❛ ❢❛s❡ ❧❛ ♥❡❝❡ss✐tà ❞✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡ ♥❡❧❧✬❡❧❡♥❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦

❞❡✐ ✸✵ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ q✉❡❧❧✐ ❝♦♥ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❝❛♣❛❝✐tà ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❛✱ ❛❧ ✜♥❡ ❞✐ st✐♠❛r❡

♠♦❞❡❧❧✐ ♣✐ù ♣❛rs✐♠♦♥✐♦s✐ ❡ ♠❡❣❧✐♦ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐✳

P❡r s❡❧❡③✐♦♥❛r❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ s✐ r✐❝♦rr❡ ✐♥✐③✐❛❧♠❡♥t❡ ❛❧❧❛ st❡♣✇✐s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱

✐❧ ❝✉✐ ✐♠♣✐❡❣♦ è st❛t♦ ❛♠♣✐❛♠❡♥t❡ ❞✐❜❛t✉tt♦ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✳ P❡r t❛❧❡ ♠♦t✐✈♦ ✐❧

♣❛r❛❣r❛❢♦ ✺✳✶✳✶ ♥❡ ❞❡s❝r✐✈❡ ✐❧ ❢✉♥③✐♦♥❛♠❡♥t♦ ✐❧❧✉str❛♥❞♦ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ❝r✐t✐❝❤❡

❛❞ ❡ss❛ ♠♦ss❡ ❡✱ s❡♥③❛ ❡♥tr❛r❡ ♥❡❧ ❞❡tt❛❣❧✐♦✱ ✉♥♦ ❞❡❣❧✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈✐✳

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ è ❞❡❝✐s♦ ❞✐ ❛✣❛♥❝❛r❡ ❛❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ st❡♣✇✐s❡✱ ❝♦♠❡ ✉❧✲

t❡r✐♦r❡ r✐s❝♦♥tr♦✱ ✉♥✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐✳ ➮ ♣❡rò ♥♦t♦ ❝♦♠❡ ❧❛

s❡♠♣❧✐❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❞✉❡ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ ♥♦♥ ♣♦ss❛ ❝♦♥❞✉rr❡ ❞✐r❡tt❛♠❡♥✲

t❡ ❛❧❧❛ ❢♦r♠✉❧❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❡✜♥✐t✐✈♦✳ ■♥ ✈✐rtù ❞✐ t❛❧✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥✐✱

❛❞ ❡ss❡ è st❛t♦ ❛✣❞❛t♦ ✐❧ ❝♦♠♣✐t♦ ❞✐ ❝♦str✉✐r❡ ❞✐ ✉♥ ❣r✉♣♣♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐✲❜❛s❡✱

♣❛rt❡♥❞♦ ❞❛❧ q✉❛❧❡ s♦♥♦ st❛t✐ st✐♠❛t✐ ♠♦❧t✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐✈❡rs✐ ✐♥❝❧✉❞❡♥❞♦ ❛♥❝❤❡

✐ r✐♠❛♥❡♥t✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐✳✶

❉♦♣♦ ♥✉♠❡r♦s❡ ♣r♦✈❡ ❡♠♣✐r✐❝❤❡✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛t❡ ❞❛❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥✐

❞✐❛❣♥♦st✐❝❤❡✱ ❤❛♥♥♦ ♣r❡s♦ ❢♦r♠❛ ❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ✜♥❛❧✐ ♣❡r ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ♥❡❧❧❛

✶❙❡ ❧❛ t❡♦r✐❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ❡❞ ✐❧ ❣✐✉❞✐③✐♦ ❞❡❣❧✐ ❡s♣❡rt✐ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ❧❛ r✐❧❡✈❛♥③❛ ❞✐ ✉♥❛

❝❡rt❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♥♦♥ è ♦♣♣♦rt✉♥♦ s❝❛rt❛r❧❛ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❛s❛♥❞♦s✐ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ s✉❧❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❞✐ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ♠❛ è ❞♦✈❡r♦s♦ t❡♥t❛r❡ ✐❧ s✉♦ ✐♥s❡r✐♠❡♥t♦ ❡ ✈❡r✐✜❝❛r♥❡

❣❧✐ ❡✛❡tt✐✳

✸✾



tr❛s❢♦r♠❛t❛ ❧♦❣✐t ❡ ♣❡r ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ♦r❞✐♥❛❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✱ r✐♣♦rt❛t❡

♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ✺✳✷✳

■❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ s✐ ❝❤✐✉❞❡ ❞❡s❝r✐✈❡♥❞♦ ❞✉❡ ❞❡✐ ♣♦ss✐❜✐❧✐ s✈✐❧✉♣♣✐ ❢✉t✉r✐✱ ✈♦❧t✐ ❛

♠✐❣❧✐♦r❛r❡ ❛❧❝✉♥✐ ❛s♣❡tt✐ ❞❡❧❧✬❛♥❛❧✐s✐✳

✺✳✶ ❙❡❧❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

✺✳✶✳✶ ❙t❡♣✇✐s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

▲❛ st❡♣✇✐s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ è ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣❡r ❧❛ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ ❧♦

s❝♦♣♦ ❞✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡✱ ♣❛rt❡♥❞♦ ❞❛ ✉♥ ❛r❝❤✐✈✐♦ s♣❡❝✐✜❝❛t♦✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡

❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝❤❡ ♠✐♥✐♠✐③③✐ ❛❧❝✉♥❡ ♠✐s✉r❡ ♣r❡♣♦st❡✱ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡ ❝r✐t❡r✐ ❞✐ ✐♥✲

❢♦r♠❛③✐♦♥❡✳ ❚r❛ ❡ss✐ ✐ ♣✐ù r✐❝♦rr❡♥t✐ s♦♥♦ ✐❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞✐ ❆❦❛✐❦❡ ✭❆■❈ ✮✱ ✐❧

❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭❇■❈ ✮ ❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❍❛♥♥❛♥✲◗✉✐♥♥

✭❍◗✮✱ ❞❡✜♥✐t✐ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❝♦♠❡

AIC = −2
l(θ̂;y)

n
+ 2

p

n

BIC = −2
l(θ̂;y)

n
+ ln(n)

p

n

HQ = −2
l(θ̂;y)

n
+ 2 ln(ln(n))

p

n

❞♦✈❡ l(θ̂;y) è ❧❛ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛t❛✱ p è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐

❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❡❞ n è ❧❛ ♥✉♠❡r♦s✐tà ❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❛✳ ▲❡ ❞✐✛❡r❡♥③❡ tr❛ ✐ tr❡ ✐♥❞✐❝✐

s♦♥♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ✉♥✐✈♦❝❛♠❡♥t❡ ❞❛❧ t❡r♠✐♥❡ ♠♦❧t✐♣❧✐❝❛t♦ ❛ p/n✱ ❝❤❡ r❛♣♣r❡✲

s❡♥t❛ ❧❛ ♣❡♥❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ✐♥✢✐tt❛ ❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♠❡♥♦ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦s✐ ❡ ❝❤❡ ❝♦♥tr❛st❛

❧❛ s❝❡❧t❛ ❞✐ st✐♠❛r❡ ✉♥ ❡❝❝❡ss✐✈♦ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✳ ▲✬✐♥s❡r✐♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥❛

❝♦✈❛r✐❛t❛ ✐♥❢❛tt✐✱ ❛♥❝❤❡ q✉❛♥❞♦ ❝♦♥❝❡tt✉❛❧♠❡♥t❡ s❝♦rr❡tt♦ ♦ ✐♥❣✐✉st✐✜❝❛t♦✱

❝♦♠♣♦rt❛ ✐♥ ♦❣♥✐ ❝❛s♦ ✉♥ ❛✉♠❡♥t♦ ❞❡❧ ✈❛❧♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝♦ ❞✐ l(θ̂;y)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✐♥ ♣r✐♠♦ ❧✉♦❣♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♠♣r❡♥❞❡♥t❡ t✉tt✐ ✐

r❡❣r❡ss♦r✐ ❛ ❞✐s♣♦s✐③✐♦♥❡✱ ❡s❝❧✉❞❡♥❞♦♥❡ ✉♥♦ ♣❡r ✈♦❧t❛ ✐♥ ❛❝❝♦r❞♦ ❛❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞✐

✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♣r❡s❝❡❧t♦✳ ❙❛rà ❞❡✜♥✐t✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❝❝❛♥t♦♥❛t❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞❛❧❧❛

❝✉✐ ❡❧✐♠✐♥❛③✐♦♥❡ s✐ r✐❝❛✈❛ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠✐♥♦r❡✳ ❙✐ ♦tt✐❡♥❡ ❝♦sì ✉♥ ♥✉♦✈♦ ♠♦❞❡❧❧♦✱

s✉ ❝✉✐ r✐♣❡t❡r❡ ❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ✜♥♦ ❛ q✉❛♥❞♦ ♥♦♥ è ♣✐ù ♣♦ss✐❜✐❧❡✱ ♠❡❞✐❛♥t❡

❡❧✐♠✐♥❛③✐♦♥✐ s❡q✉❡♥③✐❛❧✐✱ ❞✐♠✐♥✉✐r❡ ✉❧t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐✳

✹✵



❖❧tr❡ ❛❧❧❛ r✐❞✉③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❛♣♣❡♥❛ ❞❡s❝r✐tt❛ ✭♦tt✐❝❛ ❜❛❝✲

❦✇❛r❞✮ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❛♥❝❤❡ ♦♣❡r❛r❡ ♥❡❧❧❛ ❞✐r❡③✐♦♥❡ ♦♣♣♦st❛✱ ♣❛rt❡♥❞♦ ❝✐♦è ❞❛❧

♠♦❞❡❧❧♦ ♥✉❧❧♦ ❡❞ ❛❣❣✐✉♥❣❡♥❞♦ ✉♥ r❡❣r❡ss♦r❡ ♣❡r ✈♦❧t❛ ✭♦tt✐❝❛ ❢♦r✇❛r❞✮✳

■♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ✐❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧❧❛ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈✐❡♥❡ tr❛tt❛t♦ ❛

❢♦♥❞♦✿ ✉♥♦ ❞❡❣❧✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ ♣✐ù ✐♥t❡r❡ss❛♥t✐ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝♦

è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❍❡♥❞r②✱ ✐❧ q✉❛❧❡ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥❛ ♣r♦♣r✐❛ ❢♦r♠❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ♥♦t❛ ❝♦♠❡

t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ r✐❞✉③✐♦♥❡✳✷ ▲✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧ t❡♥t❛r❡ ❞✐ r✐❞✉rr❡

✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣❛rt❡♥③❛✱ ❞❡tt♦ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥r❡str✐❝t❡❞

♠♦❞❡❧ ✭●❯▼✮✳ ❙✐ ♥♦t❛♥♦ ❞✉♥q✉❡ ❞✐✈❡rs❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❝♦♥ ❧✬♦tt✐❝❛ ❜❛❝❦✇❛r❞✱

❛ ❝✉✐ ✈✐❡♥❡ ♣❡rò ✐♠♣✉t❛t❛ ❧❛ ♠❛♥❝❛t❛ r❡❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ t❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝✐ ❛❞

♦❣♥✐ ♣❛ss♦ ❡ ❧✬❡s♣❧♦r❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ✉♥✐❝♦ tr❛❝❝✐❛t♦ ♦ ❝❛♠♠✐♥♦✳ ◆❡❧❧❛ st❡♣✇✐s❡

r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥❢❛tt✐✱ ♣♦✐❝❤è ❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛③✐♦♥✐ ✭❝♦sì ❝♦♠❡ ❧❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✐✮ s♦♥♦ ❞❡✲

✜♥✐t✐✈❡✱ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ ❞❡❧❧❡ ♦♣❡r❛③✐♦♥✐ ♥❡❧❧❡ ❢❛s✐ ✐♥✐③✐❛❧✐ s✐ r✐♣❡r❝✉♦t♦♥♦ ✜♥♦ ❛❧

♠♦❞❡❧❧♦ ✜♥❛❧❡ ❡ ❛❞ ♦❣♥✐ ♣❛ss♦ ❧♦ s❝❡♥❛r✐♦ è ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t♦ ❞❛ q✉❛♥t♦ ❛❝❝❛❞✉t♦

✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥③❛✳

P❡r ❍❡♥❞r② ✐♥✈❡❝❡ è ♥❡❝❡ss❛r✐❛✱ ♦❧tr❡ ❛❧❧❛ ✈❛❧✐❞❛③✐♦♥❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛ ❞❡❧

●❯▼ ❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥t❡r♠❡❞✐ ♣❡r ❡s❝❧✉❞❡r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧✐ ❝❛tt✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦✲

♥✐✱ ❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞✐ ♣✐ù tr❛❝❝✐❛t✐✳✸ ❈✐❛s❝✉♥ ❝❛♠♠✐♥♦ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛❧ ♣r♦♣r✐♦ ♠♦❞❡❧❧♦

✜♥❛❧❡✿ ❧✬❛✉t♦r❡ s✉❣❣❡r✐s❝❡ ❞✐ ❞❡✜♥✐r❡ ✉♥ ♥✉♦✈♦ ●❯▼ ❝♦st✐t✉✐t♦ ❞❛❧❧✬✉♥✐♦♥❡

❞❡✐ r❡❣r❡ss♦r✐ ❞✐ t❛❧✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳ ■❧ ♣r♦❝❡ss♦ ✈❛ r✐♣❡t✉t♦ ✜♥❝❤è ❞✉❡ st❡♣ s✉❝❝❡ss✐✈✐

♥♦♥ ❝♦♥❞✉❝♦♥♦ ❛❧ ♠❡❞❡s✐♠♦ ●❯▼✱ ♣✉♥t♦ ✐♥ ❝✉✐ ♥♦♥ s♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐ ✉❧t❡r✐♦r✐

r✐❞✉③✐♦♥✐ ❡❞ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ s❝❡❣❧✐❡r❡ ❜❛s❛♥❞♦s✐ s✉✐ ❝r✐t❡r✐ ❞✐ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡✳

■♥ q✉❡st❛ s❡❞❡ ❝✐ s✐ ❧✐♠✐t❛ ❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ st❡♣✇✐s❡ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦

❧✐♥❡❛r❡ ♥❡❧❧❛ tr❛s❢♦r♠❛t❛ ❧♦❣✐t

logit(PDi) = xT
i β + ǫi ǫi ∼ N(0, σ2)

r✐♣♦rt❛♥❞♦ ❧✬♦✉t♣✉t ♣❡r ❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ❞✐r❡③✐♦♥✐ ✭❜❛❝❦✇❛r❞ ❡ ❢♦r✇❛r❞✮✳ P❡r

❛ss♦❝✐❛r❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❧❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t✐ ❡t✐❝❤❡tt❡ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❢❛r❡ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦

❛❧❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✳✶✳ ■❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞✐ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ è ❧✬AIC✳

✷❈❢r✳ ❬✶✽❪✳
✸❙✐ ♣❛r❧❛ ♣❡r q✉❡st♦ ♠♦t✐✈♦ ❞✐ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡❛r❝❤ ♣❛t❤s✳

✹✶



❇❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿

❘❡s✐❞✉❛❧s✿

▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①

✲✶✳✼✸✼✵✽ ✲✵✳✸✸✼✷✵ ✲✵✳✵✼✽✻✸ ✵✳✸✸✸✽✵ ✷✳✻✷✹✹✹

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✻✳✺✾✾✺ ✵✳✸✵✼✺ ✲✷✶✳✹✻✺✵ ✵✳✵✵✵✵

❉●❉P✈♦❧✶✵ ✵✳✶✷✾✹ ✵✳✵✸✶✺ ✹✳✶✵✼✵ ✵✳✵✵✵✶

s♣r❡❛❞❈❉❙ ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✵✵✵✸ ✶✹✳✸✸✵✹ ✵✳✵✵✵✵

❉●❉P ✵✳✵✽✻✷ ✵✳✵✷✷✽ ✸✳✼✽✽✷ ✵✳✵✵✵✸

❉❈P■ ✲✵✳✵✻✹✽ ✵✳✵✷✶✸ ✲✸✳✵✹✾✹ ✵✳✵✵✸✵

❚❉❘❆ ✲✵✳✵✵✾✺ ✵✳✵✵✻✶ ✲✶✳✺✻✾✹ ✵✳✶✷✵✶

❆●❉P ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✶ ✸✳✷✼✷✸ ✵✳✵✵✶✺

❨P❈P ✲✵✳✵✵✻✺ ✵✳✵✵✶✹ ✲✹✳✻✹✺✾ ✵✳✵✵✵✵

P❙❇❘ ✵✳✵✸✹✻ ✵✳✵✶✹✵ ✷✳✹✻✽✼ ✵✳✵✶✺✹

▼■▼P ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✻ ✷✳✷✾✽✶ ✵✳✵✷✸✾

●❘❆P❈❖▼ ✲✵✳✵✵✸✸ ✵✳✵✵✶✼ ✲✶✳✾✽✹✹ ✵✳✵✺✵✸

❘❆❚✸ ✵✳✶✸✽✹ ✵✳✵✸✵✽ ✹✳✹✾✾✶ ✵✳✵✵✵✵

❆❚❚◆❊❚❚❊ ✵✳✵✵✷✽ ✵✳✵✵✶✺ ✶✳✽✸✵✽ ✵✳✵✼✵✹

❉❊❇❊❙❚ ✵✳✵✶✽✷ ✵✳✵✵✼✷ ✷✳✺✶✶✺ ✵✳✵✶✸✽

❚❙❚❉ ✲✵✳✵✶✶✻ ✵✳✵✵✷✶ ✲✺✳✺✾✶✷ ✵✳✵✵✵✵

❚❙P❉ ✵✳✵✶✷✼ ✵✳✵✵✻✽ ✶✳✽✻✽✹ ✵✳✵✻✺✵

❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✼✷✵✻ ♦♥ ✾✵ ❉❋✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✶✸✸✳

❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✽✾✽✾✳ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✻✸✳✷✸ ♦♥ ✶✺ ❛♥❞ ✾✵ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻✳

❋♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿

❘❡s✐❞✉❛❧s✿

▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①

✲✶✳✼✾✽✷✸ ✲✵✳✹✷✸✼✻ ✲✵✳✵✽✶✾✺ ✵✳✸✸✶✽✽ ✷✳✼✸✺✺✵

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✻✳✺✸✸✺ ✵✳✸✸✻✽ ✲✶✾✳✹✵✵✸ ✵✳✵✵✵✵

s♣r❡❛❞❈❉❙ ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✵✵✵✷ ✶✹✳✼✷✾✸ ✵✳✵✵✵✵

❨P❈P ✲✵✳✵✵✼✵ ✵✳✵✵✶✷ ✲✺✳✾✸✸✹ ✵✳✵✵✵✵

❘❆❚✸ ✵✳✶✹✽✽ ✵✳✵✸✷✹ ✹✳✺✽✼✹ ✵✳✵✵✵✵

❚❙❚❉ ✲✵✳✵✵✾✻ ✵✳✵✵✶✾ ✲✹✳✾✹✻✾ ✵✳✵✵✵✵

❉❊❇❊❙❚ ✵✳✵✷✵✷ ✵✳✵✵✻✹ ✸✳✶✼✵✷ ✵✳✵✵✷✶

❉●❉P ✵✳✵✽✷✼ ✵✳✵✷✷✶ ✸✳✼✹✸✽ ✵✳✵✵✵✸

●❘❆P❈❖▼ ✲✵✳✵✵✺✹ ✵✳✵✵✶✼ ✲✸✳✶✻✾✾ ✵✳✵✵✷✶

❚❉P❨ ✵✳✵✵✺✼ ✵✳✵✵✷✻ ✷✳✶✺✷✷ ✵✳✵✸✹✵

❉●❉P✈♦❧✶✵ ✵✳✶✶✺✾ ✵✳✵✸✶✶ ✸✳✼✸✷✵ ✵✳✵✵✵✸

❉❈P■ ✲✵✳✵✻✻✻ ✵✳✵✷✶✸ ✲✸✳✶✸✷✸ ✵✳✵✵✷✸

❆❚❚◆❊❚❚❊ ✵✳✵✵✸✺ ✵✳✵✵✶✶ ✸✳✷✾✹✾ ✵✳✵✵✶✹

P❙❇❘ ✵✳✵✷✹✻ ✵✳✵✶✺✷ ✶✳✻✷✵✽ ✵✳✶✵✽✹

❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✼✷✼✶ ♦♥ ✾✸ ❉❋✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✵✽✽✳

❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✽✾✼✳ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✼✼✳✷✸ ♦♥ ✶✷ ❛♥❞ ✾✸ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻✳

✹✷



▲❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣✐ù r✐❧❡✈❛♥t✐ ❛✐ ✜♥✐ ❞❡❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ s♦♥♦ q✉❡❧❧❡ ❝❤❡ ❝♦♠♣❛✐♦♥♦ ✐♥

❡♥tr❛♠❜✐ ❣❧✐ ♦✉t♣✉t✳ ❆♥❛❧✐③③❛♥❞♦ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ s✐ ♦ss❡r✈❛♥♦✿

• ✐❧ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡ ✭❨P❈P✮❀

• ✐❧ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞ ✭s♣r❡❛❞❈❉❙✮❀

• ✐❧ ❣r❛❞♦ ❞✐ ❛♣❡rt✉r❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ✭●❘❆P❈❖▼✮❀

• ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ♠♦♥❡t❛r✐♦ ✭❘❆❚✸✮❀

• ✐❧ ❞❡❜✐t♦ t♦t❛❧❡ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦ ✭❚❙❚❉✮❀

• ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡❧ P■▲ ✭❉●❉P✈♦❧✶✵✮✳

■❧ ❞❡❜✐t♦ t♦t❛❧❡ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r♦❞♦ ✭❚❙❚❉✮ ❤❛ ✐♥ ❛♠❜❡❞✉❡ ✐ ❝❛s✐ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡

♥❡❣❛t✐✈♦✱ ✐♥ ❞✐s❛❝❝♦r❞♦ ❝♦♥ ❧❛ t❡♦r✐❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛✿ ❝✐ò ❝♦♥❢❡r♠❛ ❝❤❡ ✐

♠♦❞❡❧❧✐ ♦tt❡♥✉t✐ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❛ st❡♣✇✐s❡ ♥♦♥ s♦♥♦ ❞❡✜♥✐t✐✈✐✱ ♠❛ s♣❡ss♦

è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ✐♥✈❡st✐❣❛r❡ ✉❧t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ♣❡r ❡❧✐♠✐♥❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠✐ ❞✐ q✉❡st♦ t✐♣♦✳

✺✳✶✳✷ ❆♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐

❯♥ ✉❧t❡r✐♦r❡ ♠❡t♦❞♦ ♣❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣✐ù r✐❧❡✈❛♥t✐ è✱ ❝♦♠❡

❛♥t✐❝✐♣❛t♦✱ ❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ✭❆❈P✮✳ ◆❡❧ ❞❛t❛✲s❡t ❡s❛♠✐✲

♥❛t♦ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❤❛♥♥♦ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛ ❡ ♦r❞✐♥✐ ❞✐ ❣r❛♥❞❡③③❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐✱

q✉✐♥❞✐ è ♣r❡❢❡r✐❜✐❧❡ ♦♣❡r❛r❡ s✉❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ ❛♥③✐❝❤è s✉ q✉❡❧❧❛ ❞✐

❝♦✈❛r✐❛♥③❛✳

■❧ ❜❛r♣❧♦t ✐♥ ✜❣✉r❛ ✺✳✶ r✐♣♦rt❛ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥❞♦

✐❧ r✉♦❧♦ ❞✐ ♣r✐♠♦ ♣✐❛♥♦ r✐✈❡st✐t♦ ❞❛❧❧❡ ♣r✐♠❡ tr❡✿ ❡ss❡ ✐♥❢❛tt✐ s♣✐❡❣❛♥♦ ❞❛ s♦❧❡

q✉❛s✐ ✐❧ ✺✵✪ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà t♦t❛❧❡✳ ❯♥❛ ❞❡❧❧❡ r❡❣♦❧❡ ❡♠♣✐r✐❝❤❡ ♣✐ù ✉t✐❧✐③③❛t❡

❝♦♥s✐❣❧✐❛ ❞✐ ❧✐♠✐t❛r❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ❛❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ❝♦♥ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛❣✲

❣✐♦r❡ ❞✐ ✶✿ ✐♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦✱ ❝♦♠❡ r✐♣♦rt❛t♦ ✐♥ t❛❜❡❧❧❛ ✺✳✶ ❛ ♣❛❣✐♥❛ ✹✺✱ s♦♥♦

❧❡ ♣r✐♠❡ ♥♦✈❡ ❛ ♣r❡s❡♥t❛r❡ q✉❡st❛ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❛✳ ▲❛ ♣r♦♣♦r③✐♦♥❡ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❛

❞❛ ❡ss❡ s♣✐❡❣❛t❛✱ ❞✐ ♣♦❝♦ ✐♥❢❡r✐♦r❡ ❛❧❧✬✽✵✪✱ è r✐t❡♥✉t❛ s♦❞❞✐s❢❛❝❡♥t❡✳

▲❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣✐ù ✐♥✢✉❡♥t✐ ♣❛ss❛ ❛ttr❛✈❡rs♦ ✐❧ ❝❛❧❝♦❧♦

❞❡❧❧❡ ❧♦r♦ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r❡s❡ ✐♥ ❡s❛♠❡✳ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✳✷ è

♣r❡s❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥ t✉tt✐ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐✳

✹✸



❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✿ ❜❛r♣❧♦t ♣❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐

✺✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐ ✜♥❛❧✐

▲✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ❝♦♥❢❡r♠❛ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

✐♥❞✐✈✐❞✉❛t❡ ❝♦♥ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ st❡♣✇✐s❡ ❡ ♥❡ s❡❣♥❛❧❛ ❛❧tr❡✳ ❱❡♥❣♦♥♦ ✐♥♦❧tr❡

✐♥s❡r✐t✐ ♥❡❧ ❣r✉♣♣♦✲❜❛s❡ ❛♥❝❤❡ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❝♦♥ ✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t♦

❡❝♦♥♦♠✐❝♦✳ ▲✬❡❧❡♥❝♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ✐♥❝❧✉❞❡✿

• ✐❧ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞ ✭s♣r❡❛❞❈❉❙✮❀

• ✐❧ P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡ ✭❨P❈P✮❀

• ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛ ✶✵ ❛♥♥✐ ❞❡❧ P■▲ ✭❉●❉P✈♦❧✶✵✮❀

• ✐❧ ❣r❛❞♦ ❞✐ ❛♣❡rt✉r❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ✭●❘❆P❈❖▼✮❀

• ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ♠♦♥❡t❛r✐♦ ✭❘❆❚✸✮❀

• ✐❧ ❞❡❜✐t♦ t♦t❛❧❡ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦ ✭❚❙❚❉✮❀

• ✐❧ s❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ s✉❧ P■▲ ✭❚❉❘❆✮❀

✹✹



❚❛❜❡❧❧❛ ✺✳✶✿ ✈❛r✐❛♥③❛ s♣✐❡❣❛t❛ ❞❛❧❧❡ ♣r✐♠❡ ♥♦✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐

❈♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❉❡✈✳❙t❞✳ Pr♦♣✳✈❛r✐❛♥③❛ ❈✉♠✳Pr♦♣✳

✶ ✷✳✺✺✺ ✵✳✷✶✽ ✵✳✷✶✽

✷ ✷✳✵✻✷ ✵✳✶✹✷ ✵✳✸✺✾

✸ ✶✳✾✵✷ ✵✳✶✷✶ ✵✳✹✽✵

✹ ✶✳✹✺✽ ✵✳✵✼✶ ✵✳✺✺✶

✺ ✶✳✸✶✹ ✵✳✵✺✽ ✵✳✻✵✽

✻ ✶✳✷✺✼ ✵✳✵✺✸ ✵✳✻✻✶

✼ ✶✳✶✶✺ ✵✳✵✹✶ ✵✳✼✵✸

✽ ✶✳✵✾✼ ✵✳✵✹✵ ✵✳✼✹✸

✾ ✶✳✵✷✵ ✵✳✵✸✺ ✵✳✼✼✼

• ✐❧ s❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦ s✉❧ P■▲ ✭P❙❇❘✮❀

• ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐♦ ❡✛❡tt✐✈♦ r❡❛❧❡ ✭❚❝❛♠❜✐♦✮❀

• ❧♦ st♦❝❦ ❞✐ ❞❡❜✐t♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦ s✉❧ P■▲ ✭P❯❉P✮✳

❆ ♣❛rt✐r❡ ❞❛ q✉❡st♦ ❣r✉♣♣♦ s♦♥♦ st❛t❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ✈❛r✐❡ s♦❧✉③✐♦♥✐✱ ❣❛r❛♥t❡♥❞♦ ❧❛

❝♦❡r❡♥③❛ tr❛ ✐ s❡❣♥✐ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❡ ❧❡ t❡♦r✐❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ♠❛♥t❡♥❡♥❞♦

✐♥ ♦❣♥✐ ❝❛s♦ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝♦♥ ✉♥ r✐❧❡✈❛♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝♦ ♦ ✜♥❛♥③✐❛r✐♦✱

❛♥❝❤❡ q✉❛♥❞♦ ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ❙✐ è ❣✐✉♥t✐ ❝♦sì ❛❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛③✐♦♥✐ ❞❡✜♥✐t✐✈❡

r✐♣♦rt❛t❡ ❞✐ s❡❣✉✐t♦✳

✺✳✷✳✶ ❘❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ♣❡r ❧❛ tr❛s❢♦r♠❛t❛ ❧♦❣✐t

P❡r t❛❧❡ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✜♥❛❧❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ s❡tt❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐✳ ■❧ ❣r❛❞♦ ❞✐

❛♣❡rt✉r❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ❡ ✐❧ ❝r❡❞✐t♦ ✐♥t❡r♥♦ s♦♥♦ ♠❛♥t❡♥✉t✐ ♥♦♥st❛♥t❡ ♣r❡s❡♥t✐✲

♥♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ st❛t✐st✐❝❛♠❡♥t❡ ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐ ✭❝♦♥ ♣✲✈❛❧✉❡ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡

♣❛r✐ ❛ ✵✳✸✼ ❡ ✵✳✹✾✮ ❛ ❝❛✉s❛ ❞❡❧❧✬✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❝♦♥❝❡tt✉❛❧❡ ❝❤❡ r✐✈❡st♦♥♦✳ ■❧ s❡✲

❣♥♦ ❞✐ t✉tt✐ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ è q✉❡❧❧♦ ❛tt❡s♦✳ ▲✬❛❞❛tt❛♠❡♥t♦✱ ♠✐s✉r❛t♦ tr❛♠✐t❡

❧✬✐♥❞✐❝❡ R2✱ s✜♦r❛ ❧✬✽✺✪ ❡ ✐❧ t❡st✲❋ ♣❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡✐ r❡❣r❡ss♦r✐

❢♦r♥✐s❝❡ ❛♠♣✐❛ ❡✈✐❞❡♥③❛ ❝♦♥tr♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥✉❧❧♦✳ ▲✬♦✉t♣✉t ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ è ✐❧

s❡❣✉❡♥t❡✿

✹✺



❚❛❜❡❧❧❛ ✺✳✷✿ t❡st ❞✐ ♥♦r♠❛❧✐tà ❞❡✐ r❡s✐❞✉✐

❚❡st ❙t❛t✐st✐❝❛✲t❡st ❱❛❧♦r❡ P✲✈❛❧✉❡

❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ❲ ✵✳✾✽✾ ✵✳✺✺✹

❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❳✲sq✉❛r❡❞ ✶✳✾✺✹ ✵✳✸✼✼

❉✬❆❣♦st✐♥♦

❈❤✐✷ ✭❖♠♥✐❜✉s✮ ✷✳✺✻✶ ✵✳✷✼✽

❩✸ ✭❙❦❡✇♥❡ss✮ ✶✳✶✾✸ ✵✳✷✸✸

❩✹ ✭❑✉rt♦s✐s✮ ✶✳✵✻✼ ✵✳✷✽✻

❘❡s✐❞✉❛❧s✿

▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①

✲✷✳✷✷✽✺✹✽ ✲✵✳✻✹✶✹✼✼ ✵✳✵✵✹✵✷✻ ✵✳✹✽✸✻✻✽ ✷✳✺✶✻✶✸✼

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✻✳✽✻✸✾ ✵✳✸✹✾✽ ✲✶✾✳✻✷✹✵ ✵✳✵✵✵✵

❨P❈P ✲✵✳✵✵✻✸ ✵✳✵✵✶✶ ✲✺✳✾✼✽✹ ✵✳✵✵✵✵

❉●❉P✈♦❧✶✵ ✵✳✶✵✶✶ ✵✳✵✹✷✺ ✷✳✸✼✼✶ ✵✳✵✶✾✹

❚❉❘❆ ✲✵✳✵✶✺✺ ✵✳✵✵✻✼ ✲✷✳✸✷✼✹ ✵✳✵✷✷✵

❘❆❚✸ ✵✳✶✹✼✸ ✵✳✵✸✺✹ ✹✳✶✺✼✻ ✵✳✵✵✵✶

s♣r❡❛❞❈❉❙ ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✵✵✵✸ ✶✵✳✻✹✶✽ ✵✳✵✵✵✵

❙❖❉❉ ✵✳✵✵✻✻ ✵✳✵✵✼✹ ✵✳✽✾✵✽ ✵✳✸✼✺✷

●❘❆P❈❖▼ ✲✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✶✻ ✲✵✳✻✽✼✻ ✵✳✹✾✸✸

❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✽✾✼✺ ♦♥ ✾✽ ❉❋✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✽✺✸✻✳

❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✽✹✸✶✳ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✽✶✳✻✷ ♦♥ ✼ ❛♥❞ ✾✽ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻✳

■❧ qq✲♣❧♦t ❞❡✐ r❡s✐❞✉✐✱ r✐♣♦rt❛t♦ ✐♥ ✜❣✉r❛ ✺✳✷ ❛ ♣❛❣✐♥❛ ✹✼✱ s✉❣❣❡r✐s❝❡ ✉♥❛

❞✐s❝r❡t❛ ❛❞❡r❡♥③❛ ❛❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲✬✐♠♣r❡ss✐♦♥❡ ❣r❛✜❝❛ è ❝♦♥❢❡r✲

♠❛t❛ ❞❛ s♣❡❝✐✜❝✐ t❡st ♣❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐tà✱ ✐ ❝✉✐ r✐s✉❧t❛t✐ ✈❡♥❣♦♥♦ r✐❛ss✉♥t✐ ❞❛❧❧❛

t❛❜❡❧❧❛ ✺✳✷✳ ■♥ t✉tt✐ ✐ ❝❛s✐ ✐ ♣✲✈❛❧✉❡ ❡❧❡✈❛t✐ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ❝❤❡ ♥♦♥ ❝✬è ❡✈✐❞❡♥③❛

❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❛ ♣❡r r✐✜✉t❛r❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ♣r♦✈❡♥✐❡♥③❛ ❞❛ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡

♥♦r♠❛❧❡✳

❈❛❧❝♦❧❛♥❞♦ ❧❛ PD ♣r❡❞❡tt❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛

PDi =
elogit(PDi)

1 + elogit(PDi)

❡ s❢r✉tt❛♥❞♦ ❧❡ r❡❧❛③✐♦♥✐ ♣r❡s❡♥t❛t❡ ✐♥ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✻ ❛ ♣❛❣✐♥❛ ✶✽✱ s✐ ♦tt❡♥❣♦♥♦

❧❡ ❝❧❛ss✐ ❞✐ r❛t✐♥❣ st✐♠❛t❡ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ♦❣♥✐ ♣❛❡s❡✳ ■❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ ✐

r❛t✐♥❣ ✉✣❝✐❛❧✐ ❞❡♥♦t❛ ❝❤❡ ✐♥ ♣✐ù ❞❡❧❧✬✽✵✪ ❞❡✐ ❝❛s✐ ❧❡ ❞✐✛❡r❡♥③❡ s✐ ♠❛♥t❡♥❣♦♥♦

✹✻



❋✐❣✉r❛ ✺✳✷✿ qq♣❧♦t ❞❡✐ r❡s✐❞✉✐

❡♥tr♦ ❞✉❡ ♥♦t❝❤❡s ❡ ♣♦ss♦♥♦ ♣❡rt❛♥t♦ ❡ss❡r❡ ✐♠♣✉t❛t❡ ❛❧❧❛ ♥❛t✉r❛❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà

❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡ ❛❞ ✉♥❛ s✉❛ ❝❛tt✐✈❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡✿ ✐❧ ✜tt✐♥❣ ♥❡❧

❝♦♠♣❧❡ss♦ è ❣✐✉❞✐❝❛t♦ s♦❞❞✐s❢❛❝❡♥t❡✳

✺✳✷✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ♦r❞✐♥❛❧❡

P❡r ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♦r❞✐♥❛❧❡ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡✐ r❡❣r❡ss♦r✐ è ❛♥❛❧♦❣♦✿ ✐♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦✱

♦❧tr❡ ❛❧❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝✐t❛t❡ ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥③❛✱ ❛♥❝❤❡ ✐❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ✐❧ s❛❧❞♦ ❞✐

❜✐❧❛♥❝✐❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ❡ ✐❧ P■▲ ✭❚❉❘❆✮ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ♥♦♥ s✐❣♥✐✜✲

❝❛t✐✈♦ ✭♣✲✈❛❧✉❡ ✵✳✶✾✮❀ t✉tt❛✈✐❛✱ ♣❡r ✐ s♦❧✐t✐ ♠♦t✐✈✐✱ s✐ ♦♣t❛ ♣❡r ♠❛♥t❡♥❡r❧♦

♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡✳ ■❧ t❡st ❞❡❧ r❛♣♣♦rt♦ ❞✐ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ♣❡r ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ ✐❧

♠♦❞❡❧❧♦ ♥✉❧❧♦ ❞❡♥♦t❛ ❧❛ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐tà ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❛ ❞❡✐ r❡❣r❡ss♦r✐✿ ✐❧ ✈❛❧♦r❡

❞❡❧❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st✱ ❞❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ❝♦♥ ✉♥ χ2(7)✱ è ✐♥❢❛tt✐ ✶✾✾✳✷✽✳ ❆♥❝❤❡ ❧♦

Ps❡✉❞♦✲R2 ✭✵✳✺✷✸✮ è ❛❜❜❛st❛♥③❛ ❡❧❡✈❛t♦✳ ▲✬♦✉t♣✉t s❡❣✉❡♥t❡ r✐♣♦rt❛✱ ♦❧tr❡ ❛✐

❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❝♦♥ ✐ r❡❧❛t✐✈✐ ❡rr♦r✐ st❛♥❞❛r❞ ❡ ❛❧❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❛♣♣❡♥❛ ❝♦♠♠❡♥t❛t❡✱

❛♥❝❤❡ ✐ ✈❛❧♦r✐ ♣❡r ❧❡ s❡✐ s♦❣❧✐❡✳

✹✼



❖r❞❡r❡❞ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s ❂ ✶✵✻

▲❘ ❝❤✐✷✭✼✮ ❂ ✶✾✾✳✷✽

Pr♦❜ ❃ ❝❤✐✷ ❂ ✵✳✵✵✵✵

▲♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❂ ✲✾✵✳✼✼✶✷✼✸ Ps❡✉❞♦ ❘✷ ❂ ✵✳✺✷✸✸

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

♣✉♥t❡❣❣✐♦ ⑤ ❈♦❡❢✳ ❙t❞✳ ❊rr✳ ③ P❃⑤③⑤ ❬✾✺✪ ❈♦♥❢✳ ■♥t❡r✈❛❧❪

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✰✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❨P❈P ⑤ ✲✳✵✶✻✺✽✼✾ ✳✵✵✸✸✼✷✼ ✲✹✳✾✷ ✵✳✵✵✵ ✲✳✵✷✸✶✾✽✷ ✲✳✵✵✾✾✼✼✻

❉●❉P✈♦❧✶✵ ⑤ ✳✷✼✾✾✵✸✶ ✳✶✷✵✶✽✷ ✷✳✸✸ ✵✳✵✷✵ ✳✵✹✹✸✺✵✻ ✳✺✶✺✹✺✺✻

❚❉❘❆ ⑤ ✲✳✵✶✾✸✻✸ ✳✵✶✹✻✾✵✹ ✲✶✳✸✷ ✵✳✶✽✼ ✲✳✵✹✽✶✺✺✼ ✳✵✵✾✹✷✾✼

❘❆❚✸ ⑤ ✳✷✶✹✻✷✶✸ ✳✵✾✻✵✷✺✶ ✷✳✷✹ ✵✳✵✷✺ ✳✵✷✻✹✶✺✻ ✳✹✵✷✽✷✼

s♣r❡❛❞❈❉❙ ⑤ ✳✵✶✵✹✷✺✻ ✳✵✵✶✻✼✷✺ ✻✳✷✸ ✵✳✵✵✵ ✳✵✵✼✶✹✼✺ ✳✵✶✸✼✵✸✻

❙❖❉❉ ⑤ ✳✵✷✶✸✶✷✽ ✳✵✷✵✽✻✺✸ ✶✳✵✷ ✵✳✸✵✼ ✲✳✵✶✾✺✽✷✸ ✳✵✻✷✷✵✽

●❘❆P❈❖▼ ⑤ ✲✳✵✵✹✻✻✷✽ ✳✵✵✻✵✾✷✺ ✲✵✳✼✼ ✵✳✹✹✹ ✲✳✵✶✻✻✵✹ ✳✵✵✼✷✼✽✸

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✰✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✴❝✉t✶ ⑤ ✲✸✳✹✻✼✶✽✼ ✶✳✶✼✺✽✼✹ ✲✺✳✼✼✶✽✺✽ ✲✶✳✶✻✷✺✶✻

✴❝✉t✷ ⑤ ✲✶✳✸✽✺✻✷✼ ✶✳✵✹✼✺✹✼ ✲✸✳✹✸✽✼✽✶ ✳✻✻✼✺✷✼

✴❝✉t✸ ⑤ ✳✹✼✻✹✺✾✷ ✶✳✵✵✹✹✵✸ ✲✶✳✹✾✷✶✸✺ ✷✳✹✹✺✵✺✸

✴❝✉t✹ ⑤ ✸✳✽✸✾✾✾✸ ✶✳✵✽✷✺✸ ✶✳✼✶✽✷✼✸ ✺✳✾✻✶✼✶✷

✴❝✉t✺ ⑤ ✼✳✶✺✹✶✶✶ ✶✳✸✸✻✼✾✸ ✹✳✺✸✹✵✹✺ ✾✳✼✼✹✶✼✼

✴❝✉t✻ ⑤ ✶✸✳✷✶✺✻✷ ✷✳✵✾✸✽✻✼ ✾✳✶✶✶✼✷ ✶✼✳✸✶✾✺✸

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

P❡r ♦❣♥✐ ♣❛❡s❡ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ♦tt❡♥❡r❡ ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❝♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ❛♣♣❛r✲

t❡♥❡♥③❛ ❛❧❧❡ s❡tt❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡ st✐♠❛t❡ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦✿ ✐❧ ❝❛❧❝♦❧♦ s✐ ❢❛ ♣❡r ❞✐✛❡r❡♥③❛

❛ ♣❛rt✐r❡ ❞❛❧❧❡ ❝✉♠✉❧❛t❡✱ r✐❝❛✈❛❜✐❧✐ ❝♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛

P(Yi ≤ j) =
eCj−xT

i β

1 + eCj−xT
i β

.

❯♥✬✉❧t❡r✐♦r❡ ♠✐s✉r❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t❛ ❞❛❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ ✐❧ r❛t✐♥❣

✉✣❝✐❛❧❡ ❡ q✉❡❧❧♦ ♣✐ù ♣r♦❜❛❜✐❧❡ s❡❝♦♥❞♦ ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✿ s♦❧♦ ✐♥

♠❡♥♦ ❞❡❧ ✺✪ ❞❡✐ ❝❛s✐ ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ è ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ ✉♥❛ ❝❛t❡❣♦r✐❛✳✹

■ ♣❛r❛♠❡tr✐ st✐♠❛t✐ s❡r✈✐r❛♥♥♦ ♣❡r ❝r❡❛r❡ ✉♥♦ s❝♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈♦ ♣❡r ✐

♣❛❡s✐ s❡♥③❛ r❛t✐♥❣ ✿ ❧✬❛ttr✐❜✉③✐♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛ ❛❧❧❡ ❝❧❛ss✐ ❞♦✈rà t❡♥❡r❡ ✐♥ ❝♦♥s✐✲

❞❡r❛③✐♦♥❡ ❛♥❝❤❡ ❢❛tt♦r✐ q✉❛❧✐t❛t✐✈✐✱ ❧❛ ❝✉✐ ✐♠♣♦rt❛♥③❛ è st❛t❛ s♦tt♦❧✐♥❡❛t❛ ♥❡❧

❝❛♣✐t♦❧♦ ✶✳

✹■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ❣❧✐ s❝♦st❛♠❡♥t✐ ❞✐ ✉♥❛ ❛♥③✐❝❤è ❞✉❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡ ♣❡r❝❤è ❧❛

❝❧❛ss✐✜❝❛③✐♦♥❡ è ♠❡♥♦ ✜♥❡ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✳

✹✽



✺✳✸ ❙✈✐❧✉♣♣✐ ❢✉t✉r✐

✺✳✸✳✶ ■♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❛

▲❛ t❡❝♥✐❝❛ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✉t✐❧✐③③❛t❛ ♥❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ✸ r✐❡♥tr❛✱ ✐♥s✐❡♠❡ ❛❞

❛❧tr❡ ♣✐ù ♦ ♠❡♥♦ s♦✜st✐❝❛t❡✱ ♥❡✐ ♠❡t♦❞✐ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛✱

❝♦sì ❝❤✐❛♠❛t✐ ♣❡r❝❤è ❧❛ ❧♦r♦ r✐♣❡t✉t❛ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥❡ ❛❧ ♠❡❞❡s✐♠♦ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐

❞❛t✐ ♣r♦❞✉❝❡ s❡♠♣r❡ r✐s✉❧t❛t✐ ✐❞❡♥t✐❝✐✳ ❯♥ ✉❧t❡r✐♦r❡ ❡s❡♠♣✐♦ è ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡❧✲

❧❛ ♠❡❞✐❛ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ♥❡❧ q✉❛❧❡ s✐ s♦st✐t✉✐s❝♦♥♦ ✐ ✈❛❧♦r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡❞✐❛

❛r✐t♠❡t✐❝❛ ❝❛❧❝♦❧❛t❛ s✉❧❧❡ s♦❧❡ ✉♥✐tà ♣❡r ❝✉✐ ❧❛ ♠✐s✉r❛ ✐♥ ❡s❛♠❡ è ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧❡✳

■♥ ❛❧tr✐ ❝❛s✐ ✈❡♥❣♦♥♦ s❢r✉tt❛t❡ ❞❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥✐ ❛✉s✐❧✐❛r✐❡ ♣❡r ❞✐✈✐❞❡r❡ ❧✬✐♥✲

t❡r♦ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ✉♥✐tà ✐♥ ❝❧❛ss✐ ✭✐♠♣✉t❛♥❞♦ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞✐ ❝❧❛ss❡ ❛♥③✐❝❤è q✉❡❧❧❛

❣❡♥❡r❛❧❡✮✱ ♦ ♣❡r st✐♠❛r❡ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ✐♠♣✐❡❣❛t✐ ♣❡r s♦st✐t✉✐r❡

✐ ♠✐ss✐♥❣ ❝♦♥ ✉♥❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ r❡❣r❡ss✐♦♥❡✮✳

P❡r ✐ ♠❡t♦❞✐ ❛♣♣❡♥❛ ❞❡s❝r✐tt✐ ❡s✐st❡ ✉♥❛ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t❡ ✈❡rs✐♦♥❡ st♦❝❛✲

st✐❝❛✱ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛t❛ ❞❛❧❧✬✐♥tr♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛✳ ◆❡❧❧✬✐♠✲

♣✉t❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ♦ ❝♦♥ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ s♦❧✐t❛♠❡♥t❡ ✈✐❡♥❡ ❛❣❣✐✉♥t♦ ✉♥ t❡r♠✐♥❡

r❡s✐❞✉❛❧❡ ǫi ❞✐ ❝✉✐ ✈❛ s♣❡❝✐✜❝❛t❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡❧❧❛

t❡❝♥✐❝❛ ❞❡❧ ✈✐❝✐♥♦ ♣✐ù ✈✐❝✐♥♦ ♣r❡♥❞❡ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ♠❡t♦❞♦ ❞❡❧ ❞♦♥❛t♦r❡ ❝❛s✉❛❧❡

❡ ♣r❡✈❡❞❡✱ ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❧❧❡ ❣✐à ❝✐t❛t❡ ❝❧❛ss✐✱ ❧❛ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❝❛s✉❛❧❡ ❞❡✐ ❞♦♥❛t♦r✐

♦❣♥✐q✉❛❧✈♦❧t❛ ♦❝❝♦rr❛ ✉♥ ❞❛t♦ ♠❛♥❝❛♥t❡✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❞✐ q✉❛♥t♦ ❛❝❝❛❞❡ ♥❡✐ ♠❡t♦❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✐✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥❡

r✐♣❡t✉t❛ ❞✐ t❡❝♥✐❝❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r✐❣✐♥❛ r✐s✉❧t❛t✐ ♦❣♥✐ ✈♦❧t❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐✱ ♠❛ ❝♦♠❡

♥❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ❝❛s✐ ✈✐❡♥❡ ✐♠♣✉t❛t♦ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ❞❛t♦✱ ❝❤❡ ♣r❡♥❞❡ s✉❜✐t♦ ✐❧ ♣♦st♦

❞❡❧ ✈❛❧♦r❡ ♠❛♥❝❛♥t❡✿ ♣❡r t❛❧❡ r❛❣✐♦♥❡ s✐ ♣❛r❧❛ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ st♦❝❛st✐❝❛

s✐♥❣♦❧❛✳

▲✬✐❞❡❛ ❞✐ ❡✛❡tt✉❛r❡ ✉♥ ♠❛❣❣✐♦r ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥✐ ♣❡r ♦❣♥✐ ♠✐ss✐♥❣

♣r❡♥❞❡ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❛ ❡❞ è st❛t❛ ♣r♦♣♦st❛ ❞❛ ❘✉❜✐♥

♣❛r❛❧❧❡❧❛♠❡♥t❡ ❛❣❧✐ ❛❧tr✐ s✉♦✐ ❝♦♥tr✐❜✉t✐ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛✳✺ ■❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✈❛♥t❛❣❣✐♦

❞❡❧❧✬✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❛ ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧ ♣♦t❡r tr❛rr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✐ ✐♥❢❡r❡♥③✐❛❧✐ ❛

♣❛rt✐r❡ ❞❛ m > 1 ❞❛t❛✲s❡t ❝♦♠♣❧❡t✐ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡ ❞❛ ✉♥♦ s♦❧♦✱ ❛✈❡♥❞♦ ❝♦sì ❧❛

♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❡ ❧✬✐♥❝❡rt❡③③❛ ❣❡♥❡r❛t❛ ❞❛❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡

st❡ss♦✳
✺❈❢r✳ ❬✶✵❪✳

✹✾



❯♥ ❛❧tr♦ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛❧❧✬✐♠♣✐❡❣♦ ❞✐ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

❝❤❡ ✐♥ ❛❧❝✉♥✐ ❝❛s✐ ❣❛r❛♥t✐s❝♦♥♦ ❧❛ st❛❜✐❧✐tà ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ✐♠♣✉t❛t✐✿ ❛ t❛❧ ♣r♦♣♦✲

s✐t♦ ✈✐❡♥❡ ❞✐ s❡❣✉✐t♦ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ❧✬❛❧❣♦r✐♠♦ ❙❘▼■ ✭❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

■♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞✮✳✻ ❊ss♦ ♣r❡✈❡❞❡ ❞✉❡ ❢❛s✐ ❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ✉♥❛ s❡q✉❡♥③❛

❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥✐ ✈❛❧✉t❛♥❞♦ ❞✐ ✈♦❧t❛ ✐♥ ✈♦❧t❛ ❧❛ t✐♣♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥t❡✳✼

▲❛ ♣r✐♠❛ ❢❛s❡ t❡r♠✐♥❛ ❝♦♥ ❧❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ❛r❝❤✐✈✐♦ ♣r✐✈♦ ❞✐ ✈❛❧♦✲

r✐ ♠❛♥❝❛♥t✐ ❡ ✐❧ s✉♦ ❢✉♥③✐♦♥❛♠❡♥t♦ è ❞❡s❝r✐tt♦ ❞❛✐ ♣❛ss✐ r✐♣♦rt❛t✐ ♥❡❧❧✬❡❧❡♥❝♦

s❡❣✉❡♥t❡✳ ■♥❞✐❝❛♥❞♦ ❝♦♥ X ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✐♥ ❝✉✐ ✐♥tr♦✲

❞✉rr❡ ❛♥❝❤❡ ✉♥❛ ❝♦❧♦♥♥❛ ♣❡r ❧✬✐♥t❡r❝❡tt❛✮ ❡ ❝♦♥ Y ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✐ k ✐♥❞✐❝❛t♦✲

r✐ Y1, . . . , Yk ❛✛❡tt✐ ❞❛❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ♠✐ss✐♥❣ ✭♦r❞✐♥❛t✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ♣r✐♠❛

q✉❡❧❧✐ ❝♦♥ ✉♥ ♠❛❣❣✐♦r ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✈❛❧♦r✐ ♦ss❡r✈❛t✐✮✱ t❛❧✐ st❡♣ s✐ r✐♣❡t♦♥♦ ❝✐❝❧✐✲

❝❛♠❡♥t❡ s✉❧❧❡ k ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✐ Y✳ ❈♦♥ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❛❞ ✉♥ ❣❡♥❡r✐❝♦ Yj è ♥❡❝❡ss❛r✐♦✱

♣❡r

j = 1, . . . , k✿

✶✳ ❞❡✜♥✐r❡ U = X❀

✷✳ ❞❡✜♥✐r❡ Y = Yj ❀

✸✳ st✐♠❛r❡✱ ♣❛rt❡♥❞♦ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ Y = Uβ + ǫ✱ ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐

B = (UT
U)−1

U
TY s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❝♦♠♣❧❡t❡❀

✹✳ ♣♦rr❡ ✐♥ RSS ❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡✐ r❡s✐❞✉✐ ❛❧ q✉❛❞r❛t♦✱ ✐♥ df ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐

❣r❛❞✐ ❞✐ ❧✐❜❡rtà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❡ ✐♥ T ❧❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞✐

(UT
U)−1✱ ♣❡r ❝✉✐ TT

T = (UT
U)−1❀

✺✳ ❡str❛rr❡ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❝❛s✉❛❧❡ u ❞❛ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ χ2 ❝♦♥ df ❣r❛❞✐ ❞✐

❧✐❜❡rtà ❡ ❞❡✜♥✐r❡ σ2
∗ = RSS/u❀

✻✳ ❣❡♥❡r❛r❡ ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❝❛s✉❛❧❡ z ❞❡❧❧❛ st❡ss❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❞✐ B ❝❛♠♣✐♦♥❛♥✲

❞♦ ♣❡r ♦❣♥✐ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❛ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ N(0, 1) ❡❞ ✐♠♣✐❡❣❛r❧♦ ♣❡r

❞❡✜♥✐r❡ β∗ = B + σ∗Tz❀

✻❈❢r✳ ❬✶✾❪✳
✼■❧ ❞❛t❛✲s❡t ❡s❛♠✐♥❛t♦ ❝♦♠♣r❡♥❞❡ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❝♦♥t✐♥✉✐✱ q✉✐♥❞✐ ♥♦♥ ❝✬è r❛✲

❣✐♦♥❡ ❞✐ ❛❜❜❛♥❞♦♥❛r❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♠❛ è ❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝♦♥t❡♠♣❧❛ ❛♥❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐

r❡❣r❡ss✐♦♥✐ ❧♦❣✐st✐❝❤❡ ♦ ❞✐ P♦✐ss♦♥ ✐♥ ❝❛s♦ ❞✐ r✐s♣♦st❡ ❜✐♥❛r✐❡ ♦ ❞✐ ❝♦♥t❡❣❣✐♦ ❡t❝✳

✺✵



✼✳ ✐♥❞✐❝❛r❡ ❝♦♥ U♠✐ss ❧❛ s♦tt♦♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❡♥t❡ s♦❧♦ ❧❡ r✐❣❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛❞

✉♥✐tà ♣❡r ❝✉✐ Y è ♠❛♥❝❛♥t❡❀

✽✳ ❝❛❧❝♦❧❛r❡ ✐ ✈❛❧♦r✐ ✐♠♣✉t❛t✐ Y∗ = U♠✐ssβ∗ + σ∗v✱ ❞♦✈❡ v è ❞✐ ♥✉♦✈♦ ✉♥

✈❡tt♦r❡ ❞✐ ♥✉♠❡r✐ ❝❛s✉❛❧✐ ♥♦r♠❛❧✐ ❝♦♥ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ♣❛r✐ ❛❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r✐❣❤❡

❞✐ U♠✐ss✱ ❡ s✐st❡♠❛r❧✐ ♥❡❧❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥❡ ♣♦s✐③✐♦♥✐ ❞✐ Y ❀

✾✳ ❛❣❣✐♦r♥❛r❡ U = (U, Y )❀

✶✵✳ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛r❡ j = j + 1✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❛ ❢❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐t❡r❛t✐✈❛♠❡♥t❡ q✉❡st♦ s❝❤❡♠❛ ♠❛✱ ♣♦✐❝❤è è ❣✐à ❞✐✲

s♣♦♥✐❜✐❧❡ ✉♥ ❛r❝❤✐✈✐♦ ❝♦♠♣❧❡t♦✱ ♥❡❧❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✐ ✈❡♥❣♦♥♦ s❡♠♣r❡ ❝♦✐♥✈♦❧t❡

t✉tt❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡ ♥♦♥ s♦❧♦ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥✉t❡ ✐♥ U✳ ▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ s✐ r✐♣❡t❡ ✉♥

♥✉♠❡r♦ ♣r❡st❛❜✐❧✐t♦ ❞✐ ✈♦❧t❡✱ ♦♣♣✉r❡ ✜♥♦ ❛❧❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ✐♠♣✉t❛t✐✳

▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❛ ♠♦❧t❡ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t✐ ♠❛ ♣r❡s❡♥t❛ ❛♥❝❤❡ ❛❧❝✉✲

♥✐ ❞✐❢❡tt✐✿ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ♥✉♠❡r♦s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ✐♥❝❛♣♣❛r❡✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦✱

✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✐ ❞✐ ♠✉❧t✐❝♦❧❧✐♥❡❛r✐tà✳

✺✳✸✳✷ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r✐tà

◆❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ s✐ è s❝❡❧t♦ ❞✐ ♥♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛r❡ s✉ r❡❧❛③✐♦♥✐ ♥♦♥ ❧✐✲

♥❡❛r✐✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥❞♦ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ♣r✐♠♦ ❣r❛❞♦✳ ■♥ ❛❧tr✐ ❝♦♥t❡st✐✱

s❡♠♣r❡ ❧❡❣❛t✐ ❛❧❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ PD✱ ❧✬✐♥s❡r✐♠❡♥t♦ ❞✐ ❡✛❡tt✐ q✉❛❞r❛t✐❝✐ ♦ ❝♦♥

❡s♣♦♥❡♥t❡ s✉♣❡r✐♦r❡ ♣✉ò ✐♥✈❡❝❡ r✐✈❡❧❛rs✐ ✈❛♥t❛❣❣✐♦s♦✱ s♦♣r❛t✉tt♦ q✉❛♥❞♦✿

• ❧❛ t❡♦r✐❛ ♥♦♥ r✐❡s❝❡ ❛ ❢♦r♥✐r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❞✐❝❛③✐♦♥✐ ❝✐r❝❛ ✐❧ s❡❣♥♦ ❛tt❡s♦ ❞✐

✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡❀

• ❧✬❡✛❡tt♦ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✐ ✉♥ r❡❣r❡ss♦r❡ s✉❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ r✐s♣♦st❛ ♥♦♥ è

❝♦st❛♥t❡✱ ✐♥ ✈❛❧♦r❡ ❛ss♦❧✉t♦ ❡✴♦ ✐♥ ❞✐r❡③✐♦♥❡✱ s✉❧❧✬✐♥t❡r♦ s✉♣♣♦rt♦✳

◆❡❧❧❡ s✐t✉❛③✐♦♥✐ ❛♣♣❡♥❛ ❞❡s❝r✐tt❡ ❧✐♠✐t❛rs✐ ❛❧❧♦ st✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡ s♦❧❡ r❡❧❛③✐♦♥✐ ❧✐✲

♥❡❛r✐ ♣✉ò t❛❧✈♦❧t❛ ❝♦♥❞✉rr❡ ❛ st✐♠❡ ❞✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❝♦♥ s❡❣♥♦ ♦♣♣♦st♦ ❛ q✉❡❧❧♦

❛tt❡s♦✱ ❞❛✐ q✉❛❧✐ ✈❡♥❣♦♥♦ ❣✐♦❝♦❢♦r③❛ tr❛tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✐ ❝♦♥tr♦✐♥t✉✐t✐✈❡✳✽

✽■❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ s✐ è ✈❡r✐✜❝❛t♦ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛ ❢❛s❡ ❞✐ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❚❙❚❉ ✭♣❛❣✐♥❛ ✹✸✮✱ ✐❧ ❝✉✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ❛✈❡✈❛ s❡❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦✳

✺✶



■❧ ♠❡t♦❞♦ ❝❧❛ss✐❝♦ ♣❡r ✐❧ tr❛tt❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐tà ♥❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐✱ ♦✈✲

✈❡r♦ ❧✬❛❣❣✐✉♥t❛ ❞❡✐ t❡r♠✐♥✐ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧✐ {x2, x3, . . . xs}✱ è st❛t♦ r✐❝♦♥s✐❞❡r❛t♦

❞❛✐ ♣✐ù r❡❝❡♥t✐ ❛rt✐❝♦❧✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✱ ✐ q✉❛❧✐ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ❝♦♠❡ ♣✐❝❝♦❧❡ ♣❡r✲

t✉r❜❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ♣♦ss♦♥♦ ❝❛✉s❛r❡ ✉♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ♣❡❣❣✐♦r❛♠❡♥t♦ ❞❡❧

✜tt✐♥❣ ❞❡❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧✐✳✾ ❯♥❛ ❞❡❧❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉❣❣❡r✐t❡ ♣r❡✈❡❞❡ ❞✐

❛✣❛♥❝❛r❡ ❛❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ {x2, x3, . . . xs} ❣❧✐ M t❡r♠✐♥✐

{(x− k1)
s
+, . . . , (x− kM )s+}

❞♦✈❡

(x− ki)
s
+ =







0 s❡ x ≤ ki

(x− ki)
s s❡ x > ki

i = 1, . . . ,M.

●❧✐ s❝❛❧❛r✐ k1, . . . , kM ♣r❡♥❞♦♥♦ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ❦♥♦ts ❡❞ è ❝♦♠♣✐t♦ ❞❡❧ r✐❝❡r❝❛t♦r❡

❞❡❝✐❞❡r❡ ✐❧ ❧♦r♦ ♥✉♠❡r♦ ❡ ❧❛ ❧♦r♦ ❧♦❝❛③✐♦♥❡✳ ❆❧❝✉♥❡ ❞❡❧❧❡ s♦❧✉③✐♦♥✐ ♣r♦♣♦st❡

✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ❞✐ tr❛tt❛r❧✐ ❝♦♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐ ✐♥❝♦❣♥✐t✐ ❞❛ st✐♠❛r❡

✐♥s✐❡♠❡ ❛✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ♦♣♣✉r❡ ❞✐ s❡❣✉✐r❡ ❛♣♣r♦❝❝✐ ❜❛s❛t✐ s✉❧❧❛

♠✐♥✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ BIC✳

❙✐ ♦ss❡r✈✐ ❝❤❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ♣❡r ❧✬❛❞♦③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ t❡❝♥✐❝❛ r✐✲

♠❛♥❡ ✐♥✈❛r✐❛t❛❀ ✐♥♦❧tr❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ r❡st❛ ❧✐♥❡❛r❡ ♥❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ q✉✐♥❞✐ ❧❛ ❢❛✲

s❡ ❞✐ st✐♠❛ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t❛ ❝♦♥ ❧❡ ✉s✉❛❧✐ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ s♦st❛♥③❛✱

❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ q✉❡st♦ str✉♠❡♥t♦ ♥♦♥ ❝♦♠♣♦rt❛ ♠❛❣❣✐♦r✐ ✏♦♥❡r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈✐✑ ❡

❣❛r❛♥t✐s❝❡✱ ❛ ❞❡tt❛ ❞❡❣❧✐ ❛✉t♦r✐✱ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ✐♥ ❢❛s❡ ♣r❡✈✐s✐✈❛ ♦❧tr❡

❛❞ ✉♥ ❛✉♠❡♥t♦ ❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧❡✳

✾❈❢r✳ ❬✶✻❪✳

✺✷



❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆

❚❛❜❡❧❧❡ r✐❛ss✉♥t✐✈❡ ♣❡r ❧❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐

❆✳✶ ❊t✐❝❤❡tt❡ ❡ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛

❚❛❜❡❧❧❛ ❆✳✶✿ ❡t✐❝❤❡tt❡ ❡ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛✿ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ str✉tt✉r❛❧✐ ❡ ♠♦♥❡t❛r✐❡

❱❛r✐❛❜✐❧❡ ❊t✐❝❤❡tt❛ ❯❞♠

P■▲ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ●❉P❉ ❜✐❧✳ ✩

P■▲ r❡❛❧❡ ❆●❉P ❜✐❧✳ ✩

P■▲ ♣r♦❝❛♣✐t❡ ❨P❈P ❜✐❧✳ ✩

P■▲ ✭❱♦❧❛t✐❧✐tà ✶✵ ❛♥♥✐✮ ❉●❉P✈♦❧✶✵ ✪

●r❛❞♦ ❞✐ ❝♦♥❝❡♥tr❛③✐♦♥❡ ❳PP✶ ✪

■♠♣♦rt❛③✐♦♥✐ ▼■▼P ❜✐❧✳ ✩

❊s♣♦rt❛③✐♦♥✐ ▼❊❳P ❜✐❧✳ ✩

●r❛❞♦ ❞✐ ❛♣❡rt✉r❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ●❘❆P❈❖▼ ✪

P■▲ ✭❱❛r✐❛③✐♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t✉❛❧❡✮ ❉●❉P ✪

■♥✢❛③✐♦♥❡ ❉❈P■ ✪

❈r❡❞✐t♦ ✐♥t❡r♥♦ ❙❖❉❉ ✪

❈r❡❞✐t♦✴P■▲ ❈❘❊❉■❚❖ ✪

❚❛ss♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ♠♦♥❡t❛r✐♦ ❘❆❚✸ ✪

❚❛ss♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐♦ ❡✛❡tt✐✈♦ r❡❛❧❡ ❚❝❛♠❜✐♦ ✪

❚❛ss♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐♦ ✭❱♦❧❛t✐❧✐tà ✶✵ ❛♥♥✐✮ ❳❘❘❊✈♦❧✶✵ ✪

✺✸



❚❛❜❡❧❧❛ ❆✳✷✿ ❡t✐❝❤❡tt❡ ❡ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛✿ ♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡❜✐t♦r✐❛

❱❛r✐❛❜✐❧❡ ❊t✐❝❤❡tt❛ ❯❞♠

❘✐s❡r✈❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐ ■▲▼❆ ❜✐❧✳ ✩

❉❡❜✐t♦✴P■▲ ❚❉P❨ ✪

❙❡r✈✐③✐♦ ❞❡❧ ❞❡❜✐t♦✴❊♥tr❛t❡ ✈❛❧✉t❛r✐❡ ❚❙P❉ ✪

❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ t♦t❛❧❡ ❚❉❇❚ ❜✐❧✳ ✩

❉❡❜✐t♦ t♦t❛❧❡ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦ ❚❙❚❉ ❜✐❧✳ ✩

❘✐s❡r✈❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐✴❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❛ ❜r❡✈❡ ❘■❙■◆❚ ✪

❱❛r✐❛③✐♦♥❡ r✐s❡r✈❡ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐ ❱❆❘■❙■◆❚ ✪

❆tt✐✈✐tà ♥❡tt❡✴P■▲ ❆❚❚◆❊❚❚❊ ✪

❙t♦❝❦ ❞✐ ❞❡❜✐t♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦✴P■▲ P❯❉P ✪

❙❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐♦ ♣✉❜❜❧✐❝♦✴P■▲ P❙❇❘ ✪

❉❡❜✐t♦ ❡st❡r♦ ❞❡❧ s❡tt♦r❡ ♣✉❜❜❧✐❝♦✴P■▲ ❉❊❇❊❙❚ ✪

❚❛❜❡❧❧❛ ❆✳✸✿ ❡t✐❝❤❡tt❡ ❡ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛✿ ❛❧tr❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

❱❛r✐❛❜✐❧❡ ❊t✐❝❤❡tt❛ ❯❞♠

❙❛❧❞♦ ❞✐ ❝♦♥t♦ ❝♦rr❡♥t❡✴P■▲ ❈❆❘❆ ✪

❇✐❧❛♥❝✐❛ ❞❡✐ ♣❛❣❛♠❡♥t✐ ❇■▲♣❛❣❛♠ ✪

❙❛❧❞♦ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡✴P■▲ ❚❉❘❆ ✪

❋❧✉ss♦ ■❉❊ ✐♥ ❡♥tr❛t❛✴P■▲ ❋❧✉ss♦■❉❊ ✪

❘✐s❡r✈❡✴❯s❝✐t❡ ❝♦rr❡♥t✐ ▼❈❖❱ ♠❡s✐

❆♥❞❛♠❡♥t♦ ❜♦rs❛ ✈❛❧♦r✐ ❇❖❘❙❆✈❛❧♦r✐ ✪

❈r❡❞✐t s♣r❡❛❞ ♣❡r ❈❉❙ s♣r❡❛❞❈❉❙ ❜♣s

✺✹



❆✳✷ ❈♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐

❚❛❜❡❧❧❛ ❆✳✹✿ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ tr❛ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡ ❧❡ ♣r✐♠❡ ♥♦✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐

❱❛r✐❛❜✐❧❡
❈♦♠♣♦♥❡♥t✐

✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾

❉●❉P✈♦❧✶✵ ✲✵✳✶✼ ✵✳✸ ✵✳✷ ✲✵✳✺✽ ✵✳✹✷ ✵✳✶✹ ✵✳✶✺ ✵✳✵✷ ✵✳✵✹

s♣r❡❛❞❈❉❙ ✲✵✳✺ ✲✵✳✶✽ ✲✵✳✷✾ ✲✵✳✵✽ ✵✳✸✹ ✲✵✳✶✽ ✵✳✵✾ ✲✵✳✶✽ ✵✳✹✹
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❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇

❈♦❞✐❝✐ ❘ ♣❡r ❣❧✐ ❛❧❣♦r✐t♠✐ ❞✐

✐♠♣✉t❛③✐♦♥❡

❇✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ♥❡❛r♥❡✐❣❤

s♦✉r❝❡✭✧❢✉♥❝t✐♦♥s✳❘✧✮

♥❡❛r♥❡✐❣❤ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♠✐ss ✱ ♥♦♠✐ss ✱ ♣❂✶✱ ❡❧❡♥❝♦❂r♦✇✳♥❛♠❡s✭♥♦♠✐ss✮✱ ♣✉♥t❡❣❣✐♦✮ ④

✐♠♣✉t❛t♦ ❁✲ ❞✐❛❣♥ ❁✲ ♠✐ss

❞✐st❛♥③❡ ❁✲ ❛s✳♠❛tr✐①✭❞✐st✭♥♦♠✐ss ✮✮

✐❢ ✭❧❡♥❣t❤✭❞✐st❛♥③❡❬❞✐st❛♥③❡ ❂❂ ✵❪✮ ✦❂ ❞✐♠✭✐♠♣✉t❛t♦ ✮❬✶❪✮ ④

♣r✐♥t ✭✧❲❛r♥✐♥❣✿ ♦t❤❡r ♥✉❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♥❡s✧✮

⑥

❢♦r ✭❥ ✐♥ ✶✿❞✐♠✭♠✐ss ✮❬✷❪✮ ④

♠✐♥✐♠✐❝♦♥❞ ❁✲ t❛♣♣❧②✭♠✐ss❬✱❥❪✱♣✉♥t❡❣❣✐♦ ✱♠✐♥♥✮

♠❛ss✐♠✐❝♦♥❞ ❁✲ t❛♣♣❧②✭♠✐ss❬✱❥❪✱♣✉♥t❡❣❣✐♦ ✱♠❛①♥✮

❢♦r ✭✐ ✐♥ ✶✿❞✐♠✭♠✐ss ✮❬✶❪✮ ④

❞✐❛❣♥❬✐✱❥❪ ❁✲ ◆❆

✐❢ ✭✐s✳♥❛✭♠✐ss❬✐✱❥❪✮ ✫ r♦✇✳♥❛♠❡s✭♠✐ss✮❬✐❪ ✪✐♥✪ ❡❧❡♥❝♦✮ ④

✈❡tt ❁✲ s♦rt✭❞✐st❛♥③❡❬✐✱❪✮

❦ ❁✲ ✵

③ ❁✲ ◆❆

✇❤✐❧❡ ✭❧❡♥❣t❤✭③✮ ❁ ♣✰✶✮ ④

♠✐♥✐♠♦ ❁✲ ✈❡tt ❬✷✰❦❪

✈❛❧♦r❡ ❁✲ ♠✐ss❬♠❛t❝❤✭♠✐♥✐♠♦ ✱❞✐st❛♥③❡❬✐✱❪✮✱❥❪

✐❢ ✭✦✐s✳♥❛✭✈❛❧♦r❡ ✮✮④

③ ❁✲ ❝✭③✱✈❛❧♦r❡✮

⑥

❦ ❁✲ ❦✰✶

⑥

✐♠♣✉t❛t♦❬✐✱❥❪ ❁✲ ♠❡❛♥♥✭③✮

♠✐♥✐♠✉♠ ❁✲ ♠✐♥✐♠✐❝♦♥❞❬♣✉♥t❡❣❣✐♦❬✐❪❪

♠❛①✐♠✉♠ ❁✲ ♠❛ss✐♠✐❝♦♥❞❬♣✉♥t❡❣❣✐♦❬✐❪❪

❞✐❛❣♥❬✐✱❥❪ ❁✲ ✐❢❡❧s❡✭✐♠♣✉t❛t♦❬✐✱❥❪❁❂♠❛①✐♠✉♠ ✫ ✐♠♣✉t❛t♦❬✐✱❥❪❃❂♠✐♥✐♠✉♠ ✱✵✱✶✮

⑥

✐ ❁✲ ✐✰✶

⑥

❥ ❁✲ ❥✰✶

⑥

❧✐st✭✐♠♣✉t❛t♦❂✐♠♣✉t❛t♦ ✱ ❞✐❛❣♥❂❞✐❛❣♥✮

⑥

✺✻



❇✳✷ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ✐♠♣✉t❛③♥❡✇

s♦✉r❝❡✭✧❢✉♥❝t✐♦♥s✳❘✧✮

✐♠♣✉t❛③♥❡✇ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭❞❛t✐ ✱ ♣❂✶✱ ❡❧❡♥❝♦❂r♦✇✳♥❛♠❡s✭❞❛t✐✮✱ ♣✉♥t❡❣❣✐♦ ✮④

❞❛t✐❝♦♣✐❛ ❁✲ ❞✐❛❣♥ ❁✲ ❞❛t✐

❢♦r ✭❥ ✐♥ ✶✿❞✐♠✭❞❛t✐❝♦♣✐❛ ✮❬✷❪✮④

♠✐♥✐♠✐❝♦♥❞ ❁✲ t❛♣♣❧②✭❞❛t✐❝♦♣✐❛❬✱❥❪✱♣✉♥t❡❣❣✐♦ ✱♠✐♥♥✮

♠❛ss✐♠✐❝♦♥❞ ❁✲ t❛♣♣❧②✭❞❛t✐❝♦♣✐❛❬✱❥❪✱♣✉♥t❡❣❣✐♦ ✱♠❛①♥✮

❞❛t✐❝♦♠♣❧ ❁✲ ❞❛t❛✳♠❛tr✐①✭❞❛t✐❝♦♣✐❛❬✇❤✐❝❤✭✦✐s✳♥❛✭❞❛t✐❝♦♣✐❛❬✱❥❪✮✮ ✱❪✮

❢♦r ✭✐ ✐♥ ✶✿❞✐♠✭❞❛t✐❝♦♣✐❛ ✮❬✶❪✮④

❞✐❛❣♥❬✐✱❥❪ ❁✲ s❝❬✐✱❥❪ ❁✲ ◆❆

✐❢ ✭✐s✳♥❛✭❞❛t✐❝♦♣✐❛❬✐✱❥❪✮ ✫ r♦✇✳♥❛♠❡s✭❞❛t✐❝♦♣✐❛ ✮❬✐❪ ✪✐♥✪ ❡❧❡♥❝♦ ✮④

❞✐st♠❡❞✐❡ ❁✲ r❡♣✭◆❆✱♥r♦✇✭❞❛t✐❝♦♠♣❧ ✮✮

r❡❝ ❁✲ ❞❛t❛✳♠❛tr✐①✭❞❛t✐❝♦♣✐❛ ✮❬✐✱❪

❢♦r ✭❦ ✐♥ ✶✿ ❧❡♥❣t❤✭❞✐st♠❡❞✐❡ ✮✮ ④

✉♥✐t❛ ❁✲ ❞❛t✐❝♦♠♣❧❬❦✱❪

❞✐st♠❡❞✐❡❬❦❪ ❁✲ ♠❡❛♥♥✭t✭❛❜s✭r❡❝ ✲✉♥✐t❛ ✮✮✮

❦ ❁✲ ❦✰✶

⑥

✐❢✭❧❡♥❣t❤✭❞✐st♠❡❞✐❡❬✐s✳♥❛♥✭❞✐st♠❡❞✐❡ ✮❪✮❃❂✶ ⑤ ❧❡♥❣t❤✭❞✐st♠❡❞✐❡❬✐s✳♥❛✭❞✐st♠❡❞✐❡ ✮❪✮ ❃❂✶✮④

♣r✐♥t✭✧❲❛r♥✐♥❣✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ❞✐st❛♥❝❡s✧✮

⑥

③ ❁✲ ❝❜✐♥❞✭❞✐st♠❡❞✐❡ ✱❞❛t✐❝♦♠♣❧❬✱❥❪✮
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