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Abstract

▼♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

♣❛♥❡❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r s❡r✐♦✉s s♣❡❝✐☞❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥

✐ss✉❡s t❤❛t ❛r❡ r❛r❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡

❞r❛♠❛t✐❝✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ✐ss✉❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡♠ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ✐ss✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❛t❛s❡t ❞❡s✐❣♥❡❞

t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳

❑❊❨❲❖❘❉❙✿ ❉✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡❀ ✈❛❧✉❛t✐♦♥❀ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t
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1 Introduction

❆ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧✱ ❡♥❡r❣②✱ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ tr❛♥s✲

♣♦rt ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛tt❡♠♣t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❣♦♦❞s ❢r♦♠

❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛t❛ ✭❇❛t❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ▼❛♥② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ✉s❡

❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ st❛t❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r st❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

■♥ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

t❤❡② ♣r❡❢❡r ♦✉t ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛

s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r✐❝❡✳ ❘❡s♣♦♥❞❡♥ts t②♣✐❝❛❧❧②

♠❛❦❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s✳

❆ ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r s✉❝❤ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧ ✭▼❝❋❛❞❞❡♥ ❛♥❞

❚r❛✐♥✱ ✷✵✵✵❀ ❚r❛✐♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ❖♥❡ ♦❢t❡♥ s♣❡❝✐☞❡s ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r✲

♥❛t✐✈❡s ❛s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣❧✉s ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❡rr♦r t❡r♠s✳ ❈♦♥s✐❞❡r

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇✐t❤ ❝♦st c ❛♥❞ ❛♥ ❛♠♦✉♥t

♦❢ s♦♠❡ ❣♦♦❞ ✭♦r ❜❛❞✮ t ❣✐✈❡♥ ❜②

U = αc + βt + ε. ✭✶✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡

❣♦♦❞ ❛♥❞ ε ✐s ❛♥ ❡rr♦r t❡r♠✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

❣♦♦❞ ✐s w = β/α✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s✳✶ ■♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t

♠♦❞❡❧✱ α✱ β ♦r ❜♦t❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❛st❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ α, β ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛

♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛ss✉♠❡ ✧♥✐❝❡✧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤

❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦r ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❢♦r t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❤❛r❞ t♦ ❛♣♣❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t❛❦❡s ♦♥ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❤❡❧♣❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡r❡

✐s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✐❣♥ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α, β ❛r❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡

s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ε ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ☞①❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ■❢ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥

❢❛❝t ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✱ t❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ α ❛♥❞ β✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥ ❤❛r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡

✭❚r❛✐♥ ❛♥❞ ❲❡❡❦s✱ ✷✵✵✹✮✳

✶■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②✱ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝❝❡♣t✱

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧♦ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ ✉s❡ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡

✇✐t❤ ❝❛r❡✳

✷



❲✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜❡✲

❝♦♠❡s E(β/α)✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❤❛r❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ α ❛♥❞ β✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

s✐♥❝❡ α ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✶✮ ✐t s❡❡♠s q✉✐t❡ r❡❧❡✈❛♥t

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ r❛t✐♦ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r

t❡r♠ ✐s ♥♦t ❝♦♥❢♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ w✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t

♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❣w = ❧♦❣(β/α)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✇♦rr② ❛❜♦✉t✳ ❚❛❦✐♥❣ ❧♦❣s ✐♠♣♦s❡s ❛ s✐❣♥ r❡str✐❝t✐♦♥

♦♥ w t❤❛t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ❇② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡

❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ ❛ ❧❡ss ❞✐st✉r❜✐♥❣ ♣❧❛❝❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ α, β ♦r w✳

❇❛❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

♠❡❛♥ ♦❢ w ❜❡✐♥❣ ✇r♦♥❣ ❜② ❛♥② ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❋♦s❣❡r❛✉✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦r✲

t❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ t❛❝❦❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢

♠✐①✐♥❣✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋♦s❣❡r❛✉ ❛♥❞ ❇✐❡r❧❛✐r❡ ✭✷✵✵✼✮

t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ✌❡①✐❜❧❡ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ♥❡sts ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♠✐①✐♥❣ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐☞❡❞✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥

♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐♥s✉✍❝✐❡♥t r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡s ✉s ✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ☞♥❛❧ ✐ss✉❡ ✇❡ s❤❛❧❧ t❛❦❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧ ❛s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧②

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❤❛r❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❧❡t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ✈❛r② ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❤♦✇ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡

α, β ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❡♥t❡r ❡✐t❤❡r ❝♦❡✍❝✐❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♠❛② ❛r✐s❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❧♦❣w ✐t ✐s str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡ ❧♦❣w✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✇✐❧❧

s❤♦✇ ❤♦✇ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❛ss✐st ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w ❛s ✇❡❧❧

❛s ✐t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛

s✐♠♣❧❡ ✇❛② ✭❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ❚✈❡rs❦②✱ ✶✾✼✾❀ ❚✈❡rs❦② ❛♥❞ ❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ✶✾✾✶❀

❇❛t❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❀ ❉❡ ❇♦r❣❡r ❛♥❞ ❋♦s❣❡r❛✉✱ ✷✵✵✻✮✳
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❲❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳ ❖✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ s❡❡ ♥♦ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ ✐ss✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐☞❝ t♦

♦✉r ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❛❞✐❧② ✉s❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

t❤❡♠✳ ❖✉r ❤♦♣❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ✇❡

❞❡s❝r✐❜❡ ✇✐❧❧ s❡❡ s♦♠❡ ✉s❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ st❛t❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧

t✐♠❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

2 Methodology

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✶✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶

s❡ts ♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❞✐s❝✉ss❡s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐❡✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❞✐s❝✉ss❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ w✳

2.1 Model formulation

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② (ci, ti), i = 1, 2✱

✇❤❡r❡ ci ✐s ❝♦st ❛♥❞ ti ✐s ❛ ❜❛❞✳ ❆ss✉♠❡ ❢✉rt❤❡r ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❛s ✐♥

✭✶✮✱ ❜✉t ❢♦r ♥♦✇ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✱ ✐✳❡✳✱ Ui = αci+βti ✇❤❡r❡ α, β <

0✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❢r❡❡❧② r❡♦r❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s

s✉❝❤ t❤❛t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✶ ✐s ❝❤❡❛♣❡r ❜✉t ✇♦rs❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✿ t1 > t2 ❛♥❞

c1 < c2✳ ❚❤❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✶ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐❢ U1 > U2 ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐❢

❧♦❣

(

β

α

)

< ❧♦❣

(

−
c2 − c1

t2 − t1

)

✭✷✮

❋♦r ✉s❡ ❜❡❧♦✇ ✇❡ ❞❡☞♥❡ v =
(

−c2−c1

t2−t1

)

✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ tr❛❞❡✲♦☛ ❜❡t✇❡❡♥

♠♦♥❡② ❛♥❞ t✐♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡

♠♦❞❡❧ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ w = β/α✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ w

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ w ❛s ❧♦❣w = δx+u✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②s✲

t❡♠❛t✐❝ ♣❛rt r❡♣r❡s❡♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② x t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞❡① δx ❛♥❞

✹



✇❤❡r❡ u ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t x ❛♥❞ u ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❇② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ x ✇❡ ♠❛②

❛ss✉♠❡ t❤❛t u ❤❛s ♠❡❛♥ ③❡r♦✳ ❲❡ t❛❦❡ u t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ x ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞

♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉❜s❝r✐♣t n t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ s✉❜s❝r✐♣t r t♦

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡

ynr = 1 ⇔ δxnr + un +
1

λ
εnr < ❧♦❣ vnr, ✭✸✮

✇❤❡r❡ εnr ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❡rr♦rs ❛♥❞ λ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢

t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ✐s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s w ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ x✳ ❚❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡

♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦✇ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❧♦❣ v ❡♥t❡rs t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s✳ ■t

✐s ❤❡♥❝❡ ❜❡tt❡r ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ♦✉r ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s w✳ ❙♦♠❡✲

✇❤❛t s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❛♠❡r♦♥ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ✭✶✾✽✼✮✱ ❈❛♠❡r♦♥

✭✶✾✽✽✮✱ ❛♥❞ ❚r❛✐♥ ❛♥❞ ❲❡❡❦s ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❤♦ s♣❡❝✐❢② ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ❝❤♦✐❝❡s

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛②✳ ❋♦s❣❡r❛✉ ✭✷✵✵✼✮

✉s❡s ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝s t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢

♠♦❞❡❧ ✭✶✮✳

2.2 Approximating and testing the mixing distribution

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② u ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱

s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❥✉st ❛ss✉♠❡ ❛

❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❞❡♥s✐t② s✉❝❤ ❛s ♥♦r♠❛❧ ♦r ❧♦❣♥♦r♠❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♠✐ss♣❡❝✐☞❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❣r❛✈❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥

❋♦s❣❡r❛✉ ❛♥❞ ❇✐❡r❧❛✐r❡ ✭✷✵✵✼✮ t♦ t❡st ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❞❡♥s✐t② ❛❣❛✐♥st ❛ q✉✐t❡
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❣❡♥❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳✷ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st

t❤❡ ♠♦r❡ ✌❡①✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st ✉s❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥st❡❛❞✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ❜r✐❡❢ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡t φ ❜❡ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❜❛s❡ ❞❡♥s✐t②

✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Φ ❛♥❞ ❧❡t g,G ❜❡ t❤❡ tr✉❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s❤❛❧❧ t❛❦❡ φ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✱ ❜✉t ♦t❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ♣r♦✲

✈✐❞❡❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ g ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ φ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

tr❛♥s❢♦r♠ Φ ✐♥t♦ G ✉s✐♥❣ G = Q ◦ Φ✱ ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ▲❡tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Q ❜❡ q✱ ✇❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ q ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐❡✈❡s✳ ❲❡ t❛❦❡ qK(z|γ) ❛s ❛ ✌❡①✐❜❧❡

❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ K ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ γ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t

❛♥② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s K

t❡♥❞s t♦ ✐♥☞♥✐t②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇✐❡r❡♥s ✭✷✵✵✼✮✱ ❋♦s❣❡r❛✉ ❛♥❞ ❇✐❡r❧❛✐r❡ ✭✷✵✵✼✮

✉s❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ tr✉❡ q✱ ❜✉t ♦t❤❡r s✐❡✈❡s ♠❛②

❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

▲❡t P(y|x, v, u) ❜❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ u✳ ❚❤❡♥ ✇❡

♠❛② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ tr✉❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

∫
g(u)P(y|x, v, u)du =

∫
q(Φ(u))φ(u)P(y|x, v, u)du

=

∫
1

0

q(z)P(y, x, v, Φ−1(z))dz

≈

∫
1

0

qK(z|γ)P(y, x, v, Φ−1(z))dz

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♥♦♥✲

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ❛r❡

♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u+ε/λ ✭▲❡✇❜❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡

t❡r♠ Φ−1(z) ✐s ❥✉st ✇❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ✇❤❡♥ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❚r❛✐♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ❙♦ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✐①❡❞

❧♦❣✐t ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t qK(z|γ)✳

◆♦✇ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t g = φ ♠❛② ❜❡ t❡st❡❞ s✐♠♣❧② ❜② t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r

qK = 1✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r qK ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s

✷❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❢r❡❡✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

♠♦❞❡❧s ✭❇✐❡r❧❛✐r❡✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✐s ❤❡♥❝❡ ❡❛s② t♦ ✉s❡✳
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t❡st ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ t❤❡♥ qK ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❜❛❝❦

t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤

t❤❡ ♠♦r❡ ✌❡①✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ QK(Φ(·)|γ)✳

2.3 Estimating the mean of w

2.3.1 Identification

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ w r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w ♦r✱ ❣✐✈❡♥ δx✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡

❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ☞t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s

♦♥❧② ✐♥❢♦r♠s ✉s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❛t❛✳

❲❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐s ✇❤❡t❤❡r δxnr + un + εnr/λ < ❧♦❣ vnr✳ ❙♦ ✐❢

t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ δxnr − ❧♦❣ vnr ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F✳ ❙❛② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ F ♦✈❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧

[a; b] ✳ ■❢ F(b) < 1✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❧♦❝❛t❡❞ t♦

t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ b✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠❛② ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠✐❣❤t ♠❛❦❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ t❛✐❧ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞r❛♠❛t✐❝

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ F(a) = 0 ❛♥❞ F(b) = 1 t❤❡♥

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s ✐❞❡♥t✐☞❡❞✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❢♦r♠ ✉s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u+ε/λ✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ε✱ t❤✐s s✉♠ ❤❛s s✉♣♣♦rt ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✱ s♦ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❞❛t❛ s✉❝❤ t❤❛t δxnr − ❧♦❣ vnr ✈❛r✐❡s ❛❧s♦ ♦✈❡r t❤❡

✇❤♦❧❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ✐s ✐❞❡♥t✐☞❡❞ ✭❋♦s❣❡r❛✉

❛♥❞ ◆✐❡❧s❡♥✱ ✷✵✵✺✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ δx t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ u ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡

r❛♥❣❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u + ε/λ✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡

❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐♥ x t❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❣ v ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦✇❛r❞

✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u✳

❲✐t❤ ☞♥✐t❡ ❞❛t❛ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ δxnr − ❧♦❣ vnr ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡

r❡❛❧ ❧✐♥❡✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ✇❡ ❛r❡ t♦ ♦❜s❡r✈✐♥❣

u + ε/λ ♦✈❡r ✐ts ❡♥t✐r❡ s✉♣♣♦rt ❛s t❤✐s ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ❞❡t❡❝t ❛ ♣♦♦r❧② ✐❞❡♥t✐☞❡❞

✼



❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u✳ ❆ ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❝❤❡❝❦ ✐s s✐♠♣❧② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t❤✐s r❛♥❣❡ ✐s

t♦ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳

2.3.2 Derivation of the mean of w

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡☞♥✐t✐♦♥ ♦❢ w ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x

❛♥❞ u✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ w ✐s

E(w) = E(❡①♣(δx))E(❡①♣(u)) ✭✹✮

❚❤❡ ☞rst ♣❛rt ♠❛② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■❢ u ∼

N(0, σ2) t❤❡♥ ❡①♣(u) ❤❛s ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ E(❡①♣(u)) =

❡①♣(σ2/2)✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛

✌❡①✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡

❜② φ ❛♥❞ Φ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤

♠❡❛♥ ✵ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ u ✐s

g(u) = q(Φ(u)φ(u) ✭✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q ✐s ❛ ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❯s✐♥❣ E(❡①♣(u)) =∫
1

0
❡①♣(Φ−1(s))q(s)ds✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ E(❡①♣(u)) ❜② s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥✳

3 Application

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛

❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✭❱❚❚✮ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♥♦t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s♣♦rt ❡❝♦♥♦♠✐❝s

❛s t❤❡ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❱❚❚ ♦❢t❡♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt

♦❢ ✉s❡r ❜❡♥❡☞ts ❢♦r ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ▼❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡

❧❛✉♥❝❤❡❞ ❱❚❚ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ♦✍❝✐❛❧ s❡ts ♦❢ ❱❚❚ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ♠♦st ❲❡st❡r♥

❝♦✉♥tr✐❡s✳

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❚❚ ❢r♦♠

r❡✈❡❛❧❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ♦❢ tr✐♣s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②

✽



❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦st st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❱❚❚ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡

r❡s❡❛r❝❤❡r ✭●✉♥♥✱ ✷✵✵✵✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ s♣❡❝✐☞❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦

❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❱❚❚✳

3.1 Data

❉❛t❛ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❛♥✐s❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡ st✉❞② ✭❋♦s❣❡r❛✉ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✼✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t t✐♠❡✲❝♦st

❡①❡r❝✐s❡ ❢♦r ✐♥✲✈❡❤✐❝❧❡ t✐♠❡ ✲ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❝❛r ❞r✐✈❡rs✳

❆❧❧ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧ ❝♦st✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞✐☛❡r ♦♥❧② ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st✱ s♦ t❤❛t ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❢♦r ✈❛r✐♦✉s tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡s ♣❧❛② ♥♦ r♦❧❡✳ ❚❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ✇❛s

r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t ❛❝t✉❛❧ tr✐♣ s✉❜❥❡❝ts ❤❛❞ ♠❛❞❡✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡

❧❛❜❡❧❧❡❞ t0 ❛♥❞ c0✳ ❲❡ ✉s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ tr✐♣ ❞✉r❛t✐♦♥s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

✶✵ ♠✐♥✉t❡s✱ s✐♥❝❡ ❢♦r s❤♦rt❡r ❞✉r❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

❢❛st❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡❝❡♥t tr✐♣ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥

❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❜② ✈❛r②✐♥❣ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ❛r♦✉♥❞ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❊❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡✐❣❤t ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✱ t✇♦ ✐♥

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝❤♦✐❝❡ q✉❛❞r❛♥ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ☞❣✉r❡ ✶✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥✲

❞❡♥t ❤❛❞ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❛✐♥ ✭❊●✮ t②♣❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛s

❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛s ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❧♦ss ✭❊▲✮ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s✳ ❙✐♠✲

✐❧❛r❧②✱ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡

♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛s ❢❛st❡r ❜✉t

♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝❝❡♣t ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ♦♥❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛s s❧♦✇❡r ❜✉t

❝❤❡❛♣❡r✳✸

✸❙✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

✇❛s ❜♦t❤ ❢❛st❡r ❛♥❞ ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛♥t ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s

✾



cost

time

Willingness to pay

Willingness to accept

Equivalent loss

Equivalent gain

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈❤♦✐❝❡ q✉❛❞r❛♥ts

❚❤❡ ❡✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❋✐rst✱

❡✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡s ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ q✉❛❞r❛♥ts ❛t r❛♥❞♦♠✿ t✇♦ t♦ ❡❛❝❤ q✉❛❞r❛♥t

✐♥ r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t✇♦ ❛❜s♦❧✉t❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡

❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ s❡t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②

t❤❛t r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇✐t❤ s❤♦rt r❡❢❡r❡♥❝❡ tr✐♣s ✇❡r❡ ♦♥❧② ♦☛❡r❡❞ s♠❛❧❧ t✐♠❡

❞✐☛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s

✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥✳ ❇♦t❤ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ s✐t✉❛✲

t✐♦♥s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r q✉❛❞r❛♥ts✳ ❚❤✐r❞✱ ❡✐❣❤t tr❛❞❡✲♦☛ ✈❛❧✉❡s

♦❢ t✐♠❡ ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✷ ❀ ✷✵✵❪ ❉❑❑ ♣❡r ❤♦✉r✹✱

✉s✐♥❣ str❛t✐☞❝❛t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤

❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ tr❛❞❡✲♦☛ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ v ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦✲

♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦st ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ✇❛s t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❜② t❤❡ tr❛❞❡✲♦☛ ✈❛❧✉❡

♦❢ t✐♠❡✳ ❋♦✉rt❤✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❛♥❞ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

r❛♥❞♦♠✳ ❘❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭t❤❡ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ s❧♦✇❡r ❛♥❞

♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✮ ✐♥ t❤❡ ❝❤❡❝❦ q✉❡st✐♦♥ ✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳
✹✼✳✺ ❉❑❑ ❂ ✶ ❊❯❘
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼✐♥ ▼❡❛♥ ▼❛①

y 1.00 1.61 2.00

❧♦❣ v −3.00 −0.54 1.21

c −1.00 −1.20·10−3 1.00

t −1.00 1.35·10−3 1.00

❧♦❣∆t 1.10 1.92 4.09

❧♦❣ c0 0.00 3.41 6.75

❧♦❣ t0 2.40 3.61 5.48

❛❣❡ 16.00 49.87 89.00

❛❣❡2/100 2.56 27.02 79.21

❢❡♠❛❧❡ 0.00 0.44 1.00

❧♦❣(✐♥❝♦♠❡) − 12 −1.33 −0.04 1.06

❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ 0.00 0.07 1.00

♠✐ss✳ ✐♥❝♦♠❡ 0.00 0.07 1.00

r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛❞r❛♥t✳ ❚❤❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞

t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ♦♥

s❝r❡❡♥✳ ❚r❛✈❡❧ ❝♦sts ✇❡r❡ r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✵✳✺ ❉❑❑✳✺

❯♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥s✇❡rs ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✱

♠❛✐♥ ♠♦❞❡ ❥♦✉r♥❡② t✐♠❡✱ tr❛✈❡❧ ❝♦st✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♣❡❡❞✱ s❤❛r❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡

❞✉❡ t♦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦r tr❛✈❡❧ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ❧❡❞ t♦ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❚❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝❛r ❞r✐✈❡rs ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✱✼✵✾ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✭✶✸✱✸✶✶ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ tr✐♣s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s✳

❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✈✐❡✇ ❛r❡ s♦❝✐♦❞❡♠♦✲

❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❡✳❣✳✱ ❛❣❡✱ ✐♥❝♦♠❡✱ s❡①✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡

❛❝t✉❛❧ tr✐♣✳ ❙✉❜❥❡❝ts st❛t❡❞ t❤❡✐r ❣r♦ss ❛♥♥✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧s ♦❢ ✶✵✵✱✵✵✵ ❉❑❑ ✉♣ t♦ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❉❑❑✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❡t ❛♥♥✉❛❧

✐♥❝♦♠❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥❛t✐♦♥❛❧ t❛① r❛t❡s t♦ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠✐❞♣♦✐♥ts✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ♣r♦✲

✈✐❞❡s s♦♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✳

✺■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ r♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❝♦st ❞✐☛❡r❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡

♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✶



3.2 Model specification and estimation results

❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✭▼✶✮ ❛♥❞

♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✭▼✷✮✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦❝❝✉rs ✐♥ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s

✭▼✶✱▼✶① ❛♥❞ ▼✷✱▼✷①✮✳ ■♥ t❤❡ ☞rst ✈❡rs✐♦♥ u ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✱ ✐♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✷ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❇✐♦❣❡♠❡ ✭❇✐❡r❧❛✐r❡✱ ✷✵✵✸❀ ❇✐❡r❧❛✐r❡✱ ✷✵✵✺✮✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❝❛❧❡ λ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡

❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠✐①✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ✉s❡ ✺✵✵ ❍❛❧t♦♥ ❞r❛✇s t♦

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s s✉✍❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ st❛❜❧❡

r❡s✉❧ts✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷ ✇❤✐❧❡ t❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t✉r♥✳

M1 ❝♦♠♣r✐s❡s ☞rst ❛ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ u✳

❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✈❡r② s✐❣♥✐☞❝❛♥t✳

❇❛t❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✻ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡✬s ❝❤♦✐❝❡s

❞✐☛❡r ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❢♦✉r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛♥ts ✐♥ ☞❣✉r❡ ✶ ❛r❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐☛❡r❡♥t✱ ✇✐t❤ WTP < (EG, EL) < WTA✳ ❉❡ ❇♦r❣❡r ❛♥❞ ❋♦s❣❡r❛✉

✭✷✵✵✻✮ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥ ❚✈❡rs❦② ❛♥❞ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✭✶✾✾✶✮ t♦ ☞♥❞ t❤❛t

t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛

❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① δx t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ ❧♦ss ❛✈❡rs✐♦♥

✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

s✉❣❣❡st❡❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t0✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❝♦sts ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ c0✳ ❉❡☞♥❡ t = t1 + t2 − 2t0 ❛♥❞ c =

c1+c2−2c0 ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t ❛♥❞ c ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ q✉❛❞r❛♥t ❛s s❤♦✇♥

✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t ❛♥❞ c ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❛❜❡❧❧❡❞ ηt ❛♥❞ ηc ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♣t✉r❡ ❧♦ss

❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t ηc < 0 < ηt ✭❉❡ ❇♦r❣❡r ❛♥❞ ❋♦s❣❡r❛✉✱ ✷✵✵✻✮✳ ❲❡

☞♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ❛✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡②

❛r❡ str♦♥❣❧② s✐❣♥✐☞❝❛♥t✳ ❚❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♠♦r❡ ❧♦ss ❛✈❡rs✐♦♥ ✐♥

t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡

✻❊✳❣✳✱ ❍❡ss ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ☞♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ st❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

✶✷



❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼♦❞❡❧ ❊st✐♠❛t❡s

▼✶ ▼✶① ▼✷ ▼✷①

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳❊rr✳ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳❊rr✳ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳❊rr✳ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳❊rr✳

♠❡❛♥ ❝ −1.188 0.046 −1.113 0.298 −0.385 0.449 −0.708 0.473

σ 1.551 0.053 1.585 0.339 1.193 0.042 1.387 0.224

ηc −0.205 0.021 −0.205 0.022 −0.185 0.019 −0.185 0.019

ηt 0.406 0.023 0.408 0.023 0.366 0.020 0.366 0.020

λ 1.087 0.030 1.086 0.030 1.212 0.033 1.217 0.033

δ∆t 0.400 0.036 0.413 0.035

δ❧♦❣ c0
0.670 0.074 0.664 0.072

δ❧♦❣ t0
−0.845 0.108 −0.828 0.103

δ❛❣❡ 0.003 0.017 0.001 0.016

δ❛❣❡2 −0.029 0.017 −0.027 0.017

δ❢❡♠❛❧❡ −0.184 0.074 −0.156 0.071

δ❧♦❣ ✐♥❝♦♠❡ 0.702 0.107 0.692 0.101

δ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ 0.363 0.202 0.359 0.197

δ♠✐ss ✐♥❝♦♠❡ −0.062 0.138 −0.112 0.131

γ1 −0.024 0.107 0.136 0.091

γ2 −0.044 0.091 −0.114 0.069

γ3 −0.023 0.052 −0.084 0.061

γ4 0.200 0.084 0.211 0.083

✶✸



❚❛❜❧❡ ✸✿ ▼♦❞❡❧ r❡s✉♠❡

▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ P❛r❛♠❡t❡rs ❖❜s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

▼✶ −7145.13 5 13311 1709

▼✶① −7131.59 9 13311 1709

▼✷ −6903.93 14 13311 1709

▼✷① −6888.20 18 13311 1709

❚❛❜❧❡ ✹✿ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡sts

▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❯♥r❡str✐❝t❡❞ ❘❡str✐❝t❡❞ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❞♦❢ ♣✲✈❛❧✉❡

▼✶① ▼✶ 13.54 4 1.9 · 10−5

▼✷① ▼✷ 15.73 4 2.5 · 10−6

▼✷ ▼✶ 241.20 9 3.4 · 10−98

▼✷① ▼✶① 243.39 9 3.9 · 10−99

❡rr♦r t❡r♠ ✐♥ λ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳

■♥ M1x ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ✇✐t❤ ❢♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs γ✳✼ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② s✐❣♥✐☞❝❛♥t ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❛❜❧❡s ✸

❛♥❞ ✹✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ r❡❥❡❝t ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ u✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② ❛ ❧✐tt❧❡ ✇❤❡♥

t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✌❡①✐❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡❛s♦♥ t❤❡

❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ❧♦ss ❛✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢

t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ❛r❡ ✉♥❛☛❡❝t❡❞✳

✼❋✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐☞❝❛♥t✳

❚❛❜❧❡ ✺✿ ◗✉❛❞r❛♥ts

❲❚P t < 0 ✱ c > 0

❊● t < 0 ✱ c < 0

❊▲ t > 0 ✱ c > 0

❲❚❆ t > 0 ✱ c < 0

✶✹



M2 ❡①t❡♥❞s ♦♥ ▼✶ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① δx✳

❚❛❦❡♥ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐❣♥✐☞❝❛♥t✳

✎ ❚❤❡ ☞rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡☛❡❝t t❤❛t w ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❡☛❡❝t str♦♥❣❧② s✐❣♥✐☞❝❛♥t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥✲

s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜✉t ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

r❡❢❡r❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❋♦s❣❡r❛✉✱ ✷✵✵✼❀ ❉❡ ❇♦r❣❡r ❛♥❞ ❋♦s✲

❣❡r❛✉✱ ✷✵✵✻✮✳

✎ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦st ❛♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ✈❡r② s✐❣♥✐☞❝❛♥t✳ ❚❤❡ ❡st✐✲

♠❛t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t w ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦st ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥

r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡☛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ s❡❧❢✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r

♠❛②❜❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦sts ❛r❡ s❡❧❢✲r❡♣♦rt❡❞✳

✎ ◆❡①t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❣❡ ❛♥❞ ❛❣❡ sq✉❛r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t

s✐❣♥✐☞❝❛♥t ❛t ✺ ♣❡r ❝❡♥t✳

✎ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❢♦r ❣❡♥❞❡r ✐s s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ✐♥❞✐✲

❝❛t❡s ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❢♦r ✇♦♠❡♥✳

✎ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❧♦❣ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❞✉♠✲

♠✐❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❢♦r ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡

❛♥ ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ ✵✳✼✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ σ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ▼✶✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

t❤❛t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② r❡❞✉❝❡s t❤❡ r♦❧❡ ❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ M2x ❛❣❛✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ✇✐t❤ ❢♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

t❡r♠s ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐❣♥✐☞❝❛♥t✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞

st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♠✐①✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s

♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ▼✷ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳

3.3 The mean value of travel time

❚❛❜❧❡ ✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛♥❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤❡❛♣❡r ❛♥❞

✶✺



❚❛❜❧❡ ✻✿ ❘❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

▼✐♥ ▼❛①

▼✶ 0.137 0.911

▼✶① 0.146 0.909

▼✷ 0.007 0.995

▼✷① 0.012 0.992

s❧♦✇❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✶✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❧❛r❣❡ t❛✐❧s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞

t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ▼✶ ❛♥❞ ▼✶①✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♠❛❞❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t✐♠❡

v s✉✍❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ❡✈❡r②❜♦❞② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢❛st❡r✱ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ▼✶ ❛♥❞ ▼✶① ✇❤❡r❡ ✇❡ ♠✐ss t❤❡

❧♦✇❡st ✶✹ ♣❡r ❝❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ E(w) t❤✐s ✐s ❛ ♠✐♥♦r

✐ss✉❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t w ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡✱ ✾ ♣❡r ❝❡♥t ✐♥ ♠♦❞❡❧s ▼✶ ❛♥❞ ▼✶①✱ ✐s ❛ ❣r❡❛t❡r

❝♦♥❝❡r♥ ❛s ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❧❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❞ ♦❢

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ E(w) ✐s t♦ ❛ ❧❛r❣❡

❡①t❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ♥♦t ❜② ❞❛t❛✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ ▼✷

❛♥❞ ▼✷① ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧②✳

❲❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ x ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ x t❤✐s

❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ t❤✐s✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❧♦ss ❛✈❡rs✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✉s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧

✈❛❧✉❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❲❚P✱ ❲❚❆✱ ❊● ❛♥❞ ❊▲ ✭❉❡ ❇♦r❣❡r ❛♥❞

❋♦s❣❡r❛✉✱ ✷✵✵✻✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ☞①❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛✲

t✐✈❡s ∆t t♦ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s ❛s t❤✐s ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ s❡t ❜② ❞❡s✐❣♥✳ ❚❛❜❧❡ ✼

♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳

❈♦♥s✐❞❡r ☞rst ▼✶✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ✻✵✳✽ ❉❑❑ ♣❡r

❤♦✉r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❡t

❤♦✉r❧② ✇❛❣❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵✵ ❉❑❑ ♣❡r ❤♦✉r✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡s✉❧t ❤❛❞ ✇❡ ♥♦t ♥♦✇ ❜❡❡♥ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✐s❝✉ss❡❞
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❚❛❜❧❡ ✼✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❱❚❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

▼♦❞❡❧ ▼❡❞✐❛♥ ✾✾✪ ❚r✉♥❝❛t❡❞ ♠❡❛♥ ▼❡❛♥

q✉❛♥t✐❧❡ ✭❛t ✾✾✪ q✉❛♥t✐❧❡✮

▼✶ 18.3 673.7 54.2 60.8

▼✶① 19.1 1110.7 69.3 79.6

▼✷ 22.9 535.2 53.3 57.5

▼✷① 23.2 789.0 60.2 67.6

❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡❥❡❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ u ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢

❞❛t❛ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣✉t ♥♦ tr✉st ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r✐❣❤t t❛✐❧

♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w✳ ❘❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ▼✶① ❞❡❛❧s

✇✐t❤ t❤❡ ☞rst ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✌❡①✐❜❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ t❛✐❧ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳

❆ ✇❛② t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ✇♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡ t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♠♦r❡

❞❛t❛✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ v✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ♠❛②

✐♥st❡❛❞ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s❡ w✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤✐s ✐♥ ♠♦❞❡❧s

▼✷ ❛♥❞ ▼✷① ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡

♠✐ss✐♥❣ t❛✐❧s✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ▼✷ ❛♥❞ ▼✷① ✇❡ ☞♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

u ♠♦r❡ ✌❡①✐❜❧❡ r❡✈❡❛❧s ❛ ❧♦♥❣❡r ❧❡❢t t❛✐❧ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ✐s ♥♦t ❛s

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛s ❢♦r ♠♦❞❡❧s ▼✶ ❛♥❞ ▼✶①✳ ❙♦ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❛s❡ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡

♦❢ E(w) ♦♥ ❞❛t❛ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡♥ ✇❡ ♠✉st

♦♣t ❢♦r ♠♦❞❡❧ ▼✷①✳

4 Conclusion

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥ ✐s ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦❧❧❡❝ts s❡✈❡r❛❧ ✐❞❡❛s✿ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐❡✈❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❛
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s✐♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❡❝❦ ♦♥ ✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✇❛②✳

❖✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐☞✲

❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡

♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s r❛t❤❡r t❤❡ ❝❛s❡

t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡②

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐✲

t✐❡s✳ ❲❡ t❤✐♥❦ ✐t ♥♦t ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ✐❞❡♥t✐☞❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐☞❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s

♦❝❝✉r ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧✳
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