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 ��� ��		�	� ���� ������
 �mcstp� �� � ���� (N0, C0) (���� N0 = N ∪ {0}#

N ⊂ U �� 1���� ��� C0 = (cij)i,j∈N0 �� � ����. (��� cii = 0 ��� cij = cji �
� ��� i, j ∈ N0'
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 ��� ��		�����	 ������
 (mccp) �� � ���� (N,C) (���� N ⊂ U �� 1���� ���

C = (cij)i,j∈N �� � ����. (��� cii = 0 ��� cij = cji �
� ��� i, j ∈ N '
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����� �� N. ����� π ∈ ΠN , ��� Pre (i, π) ���
�� ��� ��� 
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������ ��N (���� �
� ���
�� i �� ��� 
���� ����� �! π, i.e.# Pre (i, π) = {j ∈ N | π (j) < π (i)} .
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* ����� �� N0 �� � ������ 
� {{i, j} : i, j ∈ N0, i 	= j}' -�� ��� 
� � ����� g �� (N0, C0)
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{i,j}∈g
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�� ��� �� ����� �
� � ����� �� (N,C)'

����� i, j ∈ N0# � ���� ���(��� i ��� j �� � ����� 
� ��+����� ���� {{ik−1, ik}}
K
k=1 ����

���� i0 = i ��� iK = j' * ��		�	� ���� �� N0 �� � ����� �� N0 �� (���� ����� �.���� �.����!
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�� N0 ��� ��� T (N0) �
� ����! T0� ���
�� ��� ��� 
� ��� �������� ����� �� N0' *���
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� ����! T� �
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 ��� ��		�	� ���� �mcst� �� (N0, C0) ������������!# (N,C)� �� � ��������

���� t �� N0 ������������!# N� (��� ���� �
��# ����! m (t) = min
t′∈T0

m (t′) ������������!#

m (t) = min
t′∈T

m (t′)�'

* mcst �� �
� ����������! ���/��' ,
(����# ��� mcst �� C0 �
� �� C� ���� ��� ��� �
��#

���� (� ���
�� �� m (N0, C0) �
� m (N,C)�'

����� S ⊂ N # (� ���
�� �� (S,CS) ��� ���������
� 
� (N,C) �
 S# ��� (� ���
�� ��

(S0, (CS)0) ��� ���������
� 
� (N0, C0) �
 S'

&� ���
�� maxC := max
i,j∈N

cij ��� maxC0 := max
i,j∈N0

cij'

����� i, j ∈ N # α ∈ R+# (� ���
�� �� αIij ��� ����. C ����� �! ckl = 0 �
� ���

{k, l} 	= {i, j} ��� cij = α'

����� C0 ∈ C0# ��� ����������� 
����� 
� C0, ���
��� �! C
∗
0 # �� ��1��� �
� ���� i, j ∈ N0

��

c∗ij = max
{k,l}∈τ ij

ckl �%�

(���� τ ij �� ��� ����/��� ���� ���� �
������ i ��� j �� �
�mcst' -��� ����. �� (������1���#

���� �� �
�� �
� ������ 
� ��� ��
��� mcst'

I��
�� C∗0 = {C
∗
0 : C0 ∈ C0}' *���
�
���!# C

∗ = {C∗ : C ∈ C}'

;



* ���� �� � ������
� f ���� ������� �
 ���� C0 ∈ C0 � ����
� f (C0) ∈ RN ���� �����

i∈N

fi (C0) = m (C0)' *� �����# fi (C0) ���������� ��� ��!
+ �������� �
 ����� i ∈ N '

&� �
( ����
���� �
� ��
������� 
� �����# (���� (� (��� ��� �� ���� �����'

���������	 ��	���	����� �PM�' 8
� ��� mcstp (N0, C0)# S ⊂ N # ��� i ∈ S# (� ����

fi (N0, C0) ≤ fi (S0, (CS)0) .
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� ��� mcstp (N0, C0) ��� (N0, C
′
0) ���� ���� C0 ≤ C

′
0# (�

����

f (N0, C0) ≤ f (N0, C
′
0) .

-��� ��
����! ��!� ���� �� � ����� 
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��� �������� ��� ��� ���� 
� �
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�

�
��� ��� ��!� ����� ��� ���# �
 ����� ��� �� ������ 
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����! �� ���
 ������

�
�������! 
� ���
�� �
�� 
�
�
�����! �� �
� ������ ���� �� ���������
� ��� ������ ���

�"$$D� ��� ���������
� ��� 7�� �"$%$�'

������������ �SEP �' 8
� ���mcstp (N0, C0) ��� S ⊂ N ������!���m (N0, C0) = m (S0, (CS)0)+

m
�
(N\S)0 ,

�
CN\S

�
0

�
# (� ����

fi (N0, C) =

�
fi (S0, (CS)0) �� i ∈ S

fi
�
(N\S)0 ,

�
CN\S

�
0

�
�� i ∈ N\S.

-(
 ������� 
� ������# S ��� N\S# ��� �� �
������� �
 ��� �
���� ������ ���������! 
�

3
����!' )� ����� ��� �
 ������� (��� ���! ��� 3
����! �
������� �
 ��� �
����# ���� ��
����!

��!� ���� ��� ������ (��� ��! ��� ��� �� �
�� ������������' -��� ��
����! �� ���
 ������

���
�
����
� �� �
� ������ ���� �� J�����
 �%@D:� ��� ����
� ��� ,������ �%@:%�'

��������	�
 (RED)' 8
� ��� (N0, C0)#

f (N0, C0) = f (N0, C
∗
0) .

)� � ���� �����1�� ���� ��
����!# ���� �� 
��! ������� 
� ����������� �������' RED

������� �� �
�

����� ��� J
���� �"$%$� ��� �� �� ����
����� �� ���������
� ��� ������

 ��� �"$$D� (���� �� �� ������ ������������ 
� ���������� �����'

PM ������ SEP ��� ��� ������
��� �� �����' CM ������ RED ��� ��� ������
��� ��

�����' ��� ���������
� ��� ������ ��� �"$$D� �
� �������'

� ��	 ���	�����	 ���	

���� �%@D>� ����
����� ��� ����������� �
�� 
� � mcstp (N0, C0)' &� ��1�� ��� �� ��


�	���	�� ���������	 �� ��� ��� 
� ���
����
�� ������� �! ����� ������!��� CM ��� PM.

)� ���� �����
� (� ��
�� ���� ���� ��� �
������� (��� ��� ����������� �
��# ��1��� �� �
��
(�'

<



* ��
� ���� ���	������� �������# ����K! � TU ��
�# �� � ���� (N, v) (���� v : 2N → R
�����1�� v (∅) = 0'

-�� ���� 
� � TU ��� (N, v) �� ��1��� ��

core (N, v) =

�

(xi)i∈N :
�

i∈N

xi = v (N) ���
�

i∈S

xi ≤ v (S) ∀S ⊂ N

�

.

���� �%@D>� ���
������ (��� ���� mcstp (N0, C0) ��� ��� (N, vC0)' 8
� ���� �
�����
�

S ⊂ N, vC0 (S) := m (S0, (CS)0) .

-�� ����������� ���� 
� � mcstp (N0, C0)# ���
��� �� IC (N0, C0)# �� ��� �
�� 
� ��� TU

���
�
N, vC∗

0

�
(���� C∗0 �� ��� ����������� ����. ���
������ (��� C0'

����� � mcstp (N0, C0)# ��� AM (N0, C0) ���
�� ��� ��� 
� ���
����
�� ������� �! ���

����� ������!��� CM ��� PM ' =���!# x ∈ AM (N0, C0) �� ��� 
��! �� ����� �.���� � ���� f

������!��� CM ��� PM ���� ���� x = f (N0, C0)'

)� ��� ��.� ���
�� (� ��
�� ���� AM (N0, C0) ��� IC (N0, C0) �
������'

��	��	� �' 8
� ���� mcstp (N0, C0) , AM (N0, C0) = IC (N0, C0) .

�����' ��� ��� *������.'

*� � �
���/����� 
� -��
�� %# ��! ���� f ������!��� CM ��� PM �����# �
� ��! mcstp

(N0, C0)# �� ������ f (N0, C0) �� ��� ����������� �
�� 
� (N0, C0) . =�����������# ��� ������
�

��� �� �
� ����' ����� � ���� f ���� ����# �
� ���� mcstp (N0, C0) , f (N0, C0) ∈ IC (N0, C0) ,

�� �
��� �� ��� ���� ���� f �
�� �
� ������! �
�� 
�
�
�����! ��
�������'

� ��	 �	� �� ���	� ������
��� �	���������
 �� �	�� 

�������

)� ���� �����
� (� ����������	� ��� ��� 
� ����� ������!��� SEP ��� RED' 8
� �
��� �� (�

���� �
� ��( ��1����
��' * 	����������� �� � ��
�� 
� ������ ���� ��� F��
���G �
 ����


���� ���� �
 ��! 
� ��� 
���� ������ 
� �
 ��� �
����' *� ��������� �������	��	�� �� � (�!


� �������� ��� ������� 
������� �! ��� ������ 
� � ������
��

� (��� ���! �
����� �
��

���������' -�� ����� ������!��� �
�� ��
������� �
��� �� ��������� �� �
��
(�' )�������! ����

����� �� �
������� �
 ��� �
���� �� ��� ����������� ����.' =
(# ������ ������ ������
��

��

��� �
������� �
�� ���' 8
� ���� ������
��

�# ��� ������� ��� ������� �
�� ���

������ �� ��� ������
��

� �
��
(��� ��� �.�����
��� �
�����
������'

&� 1��� ����
���� ��� �
������ (���� (��� �� ������� �� 
�� �������'

����� (N0, C0) ∈ C0 ��� S ⊂ N # |S| > 1# (� ��1��

δS = min
i∈S,j∈N0\S

cij − max
{i,j}∈τ(S)

cij

H



(���� τ (S) ∈ T (S) �� � mcst �� S �
�������� ��� ��� ������ �� S' 9��� ��
��� τ (S) ��

�
� ����������! ���/��# �� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� max
{i,j}∈τ(S)

cij �
�� �
� ������ 
� ���

���������� τ (S) ��� ����� δS �� (��� ��1���' 8
� S = {i}# (� ���
 ��1�� δ{i} = min
j∈N0\{i}

cij'

A
����! ����6���# δS �! �� �����������# (��� �
������# �� �
� 6��� 
� 4��������4

���(��� S ��� N0\S'

!	"������ �' B�� (N0, C0) �� �� mcstp' &� ��! ���� S ⊂ N # |S| > 1# �� � 	�����������

�� C0 �� δS > 0' &� ���
�� ��� ��� 
� ��� ������
��

�� �� C0 �� Ne (C0)'

#$����	 �' B�� N = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ��� C0 �� ���� ���� c01 = 50# c12 = 20# c13 = 40#

c34 = 10# c15 = 60# c36 = 70, ��� cij > 70 
����(���' -���� ��� �.����! �(
 ������
��

��

�
�������� �
�� 1C {1, 2} ������� δ{1,2} = c13 − c12 = 20# ��� {1, 2, 3, 4} ������� δ{1,2,3,4} =

c01 − c13 = 50 − 40 = 10' =
���� ���� {1, 2, 3} �� �
� � ������
��

� ������� δ{1,2,3} =

c34 − c13 = −30'

�
� �
���� ��
�� ������
��

��' )� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� ��� ������
��

��


� C0 ��� C
∗
0 �
������' =�����������# �� �������# (C

∗)S 	= (CS)
∗' -�6� �
� �.���� N =

{1, 2, 3}# c12 = c13 = 1# c23 = 2 ��� S = {2, 3}' -���# c∗23 = 1 ��� ����� C
′ = (C∗)S �����1��

c′23 = 1 (������ C
′′ = (CS)

∗ �����1�� c′′23 = 2. B���� 
� � �
�
����
� %'%� (� ��
�� ���� ���

�/�����! �
��� (��� S �� � ������
��

�'

-�� ��.� ��
�
����
� ����� �
� ������� ��
�� ������
��

��'

����������� �'

%' S ⊂ N �� � ������
��

� �� C0 �� ��� 
��! �� S �� � ������
��

� �� C∗0 ' �������#

(CS)
∗ = (C∗)S ���

δS = min
i∈S,j∈N0\S

c∗ij −max
i,j∈S

c∗ij.

"' )� S �� � ������
��

� �� C0 ��� i ∈ S# ����

S =

�
j ∈ N : c∗ij < min

k∈S,l∈N0\S
c∗kl

�
.

;' )� S, S ′ ��� �(
 ������
��

�� �� C∗0 ∈ C
∗
0 ��� S∩S

′ 	= ∅# ���� ������ S ⊂ S ′ 
� S ′ ⊂ S'

<' 8
� ���� i ∈ N # ����� �.���� � ���/�� ����! 
� ������� 
� N # S1, S2, ..., Sq (��� q ≥ 0
%

���� ���� {S1, ..., Sq} �� ��� ��� 
� ������
��

�� ���� �
����� i# ��� S1 ⊂ S2 ⊂ ... ⊂ Sq'

H' -���� �.��� �
 ������
��

� �� C0 �� ��� 
��! �� {{0, i}}i∈N �� � mcst �� C0'

%���� � � � �
���� ��� �������
� �� (���� ����� � ��� �
 ������
��

��'

>



����� �� ����������� �' ��� ��� *������.'

�����  �
�
����
� %'%# �
� ���� ������
��

� S ⊂ N # (� ���� (C∗)S = (CS)
∗' &� ���
��

���� ����. �� C∗S'

&� �
( ����
���� ��� ����! 
� �.��� �
�� �
�����
�������# (���� (��� �� ���� �� ���

��1����
� 
� ��� ����� (� ����������	�'

!	"������ �' *� ��������� �������	��	�� �� � ������
� e : C∗ ×R+ → RU+ ������!���C

�9%� ei (C
∗, x) = 0 �
� ��� (N,C∗) ∈ C∗# x ∈ R+# ��� i /∈ N '

�9"�
�

i∈U

ei (C
∗, x) = x �
� ��� C∗ ∈ C∗# x ∈ R+'

!	"������ �' 8
� ���� �.�����
��� �
�����
������ e (� ��1�� ��� ���� fe �� �
��
(�'

����� (N0, C0) ∈ C0 ��� i ∈ N,

f ei (N0, C0) := c
∗
0i −

�

S ������
��

�
i∈S

(δS − ei (C
∗
S, δS)) .

-�� �������
� ������ ���� ����� �� ��� �
��
(���' )�������! ���� ����� i ��!� c∗0i' =
(#

������ ������ ������
��

�� ��� �
������� �
�� ���' 8
� ���� ������
��

� S# ���

������� ��� ������� �
�� ��� ������ �� S �
��
(��� e. -�� ������ �� ei (C
∗
S, δS) , ��� ������

�� ��� ������ (δS − ei (C
∗
S, δS)) �
�����
����� �
 ����� i �� ������
��

� S.

&� �
���� f e �� �(
 �.�����'

#$����	 �' B�� N = {1, 2} , c01 = 10, c02 = 15, ��� c12 = 2. -���# c∗10 = c
∗
20 = 10 ���

c∗12 = 2. B�� e �� ���� ���� �
� ���� C
∗ ��� ���� x, e1 (C

∗, x) = 3x
4
��� e2 (C

∗, x) = x
4
. -����

�� � ���/�� ������
��

� S = N (��� δN = 10− 2 = 8. =
(#

f e1 (C0) = c∗01 − (δN − e1 (C
∗, 8)) = 10−

	
8−

3

4
8



= 8 ���

f e1 (C0) = c∗02 − (δN − e2 (C
∗, 8)) = 10−

	
8−

1

4
8



= 4.

#$����	 � %������������&' B�� e �� ��1��� �� ej (C
′∗, x) = x

|N ′|
�
� ��� (N ′, C ′∗) ∈ C

��� j ∈ N �ej (C
′∗, x) = 0 
����(����' &� �
���� fe1 (C0) . -���� ��� �(
 ������
��

��

�
�������� ����� 1C S1 = {1, 2} ��� S2 = {1, 2, 3, 4}' ������� c∗01 = 50# δS1 = 20 ���

δS2 = 10'

-���#

fe1 (C0) = 50−
�
δS2 − e2

�
C∗S2 , 10

��
−
�
δS1 − e1

�
C∗S1, 20

��

= 50− (10− 2.5)− (20− 10) = 32.5.

D



)� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� f e ��� ���
 �� ��1��� ��

fei (C0) = c
∗
0i −

�

S ������
��

�
i∈S




�

j∈S\{i}

ej (C
∗
S, δS)



 .

)�  �
�
����
� " (� ��
�� ���� ���� f e �� � ����# ����!#
�

i∈N

f ei (N0, C0) = m (N0, C0) .

����������� �' 8
� ���� �.�����
��� �
�����
������ e, f e �� � ����'

����� �� ����������� �' ��� ��� *������.'

)� -��
�� " (� ����������	� ���� ����! 
� �����'

��	��	� �' * ���� f �����1�� �����������! ��� A������
��� �� ��� 
��! �� f = f e �
�

�
� �.�����
��� �
�����
������ e.

����� �� ��	��	� �' ��� ��� *������.'

' ��	 �	� �� ���	� ������
��� ���������� �����������


�� ���� �����������


)� ���� �����
� (� ����������	� ��� ��� 
� ����� ������!��� �
�� 
�
�
�����! ��
�������' �����

PM ������ SEP ��� CM ������ RED# ���� ��� 
� ����� (��� �� � ������ 
� ��� ��� �����

������	�� �� ��� �����
�� �����
�' &� (��� ��
�� ���� ���� ��� 
� ����� �
������� (��� ��� ���


� ����� ������� �! �.�����
��� �
�����
������� ������!��� � �
������������ ��
����!'

&� 1��� ����
���� ��� �
������ (� (��� ���'

����� (N1, C1) , (N2, C2) ∈ C# N1 ∩N2 = ∅# ��� a ∈ R+# (� ��1��

�
N1 ∪N2, C1 ⊕a C

2
�

�� ��� mccp C ����� �! cij = c
α
ij �� i, j ∈ N

α �
� �
� α ∈ {1, 2}# ��� cij = a+ maxC1 �
�

��� i ∈ N1# j ∈ N2'

8
� �
���������# (� (���� C1 ⊕a C
2 ⊕b C

3 ������� 
� (C1 ⊕a C
2)⊕b C

3# ��� �
 
�'

����� a = (a1, ..., aΓ) ∈ RΓ+#
�
C1, ..., CΓ

�
∈ CΓ# ��� γ ≤ Γ (� ���
��

Cγ (a) = C1 ⊕a1 C
2 ⊕a2 ...⊕aγ−1 C

γ.

=
���� ����# ����� γ > 1#

Cγ (a) = Cγ−1 (a)⊕aγ−1 C
γ . �"�

!	"������ �' &� ��! ���� �� �.�����
��� �
�����
������ e �����1�� ��� ��	��������	�

��� �NDC� ��
����! �� �
� ��� ���3
��� ��/������ {(Nγ, Cγ)}Γγ=1 ⊂ C
∗# Γ ≥ 1# i ∈ Nγi (���

:
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�����y

�����y
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��

Cγ�a	

Cγ�a’	

γ 
�� γ 
�� γ 
��

5

4

2

1

3��

��

��
��

��

��

��

�
��

��

8����� %C J���� �
�� �
������
� ��
���� Cγ (a) , Cγ (a′) �
� γ = 1, 2, 3' -�� NDC

��
����! ��/����� ��� ��������� ��������� 
� �.��� �
��� �
� ���!��� %# "# < ��� H �
 �� �
�

������ (��� a ���� (��� a′'

γi 	= 2# a ∈ R
Γ
+ (��� aγ ≥ maxC

γ+1 −maxCγ �
� ��� γ = 1, ...,Γ− 1# ��� y ∈ [0, a2] �y ≥ 0

(��� Γ = 1�# (� ����

Γ�

γ=γi

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
≥

Γ�

γ=γi

ei (C
γ (a) , aγ)

(���� a′ = (a1 + y, a2 − y, a3, ..., aΓ) �a′ = (a1 + y) (��� Γ = 1�'

)� ��� ��.� �.���� (� ���� �� �������
� 
� ���� ��������� ��
����!'

#$����	 �' B�� Γ = 3# N1 = {1, 2} , c112 = 10,N2 = {3} ,N3 = {4, 5} ��� c345 = 0'

-���# a = (25, 5, 20) ��� a′ = (25 + y, 5− y, 20) (��� y ∈ [0, 5] ������! ��� �
�����
��

��
��� 
� ��� ��1����
� 
� NDCC a1 = 25 ≥ 0− 10 = maxC2−maxC1# a2 = 5 ≥ 0− 0 =

maxC3 −maxC2' Cγ (a) ��� Cγ (a′) ��� ��������� �� 8����� %'

����� i ∈ N1# ��� NDC ��
����! ��!� ����

ei
�
C1 (a′) , 25 + y

�
+ ei

�
C2 (a′) , 5− y

�
+ ei

�
C3 (a′) , 20

�

≥ ei
�
C1 (a) , 25

�
+ ei

�
C2 (a) , 5

�
+ ei

�
C3 (a) , 20

�
.

����� i ∈ N2# ��� NDC ��
����! ��!� �
����� ������ (� ����� γi 	= 2�'

����� i ∈ N3# ��� NDC ��
����! ��!� ����

ei
�
C3 (a′) , 20

�
≥ ei

�
C3 (a) , 20

�
.

&� �
( ������� ��� ����������	���
�'

��	��	� �' * ���� f �����1�� PM ��� CM �� ��� 
��! �� f = f e �
� �
� �.�����
���

�
�����
������ e ������!��� ��� NDC ��
����!'

@



����� �� ��	��	� �' ��� ��� *������.'

)� ��� ���������� �
� ����
�� ������� ������� 
� ����� ������!��� �
�� 
�
�
�����!

��
�������' -�� � ��� ��
��	�	� !��������	 ���!� (�� 
��������! ����
����� �! 8���6��

�� ��' �%@@<� ��� ����� ������� �� ��L�	�� �� ��' �"$$<� ��� ���������
� ��� ������ ���

�"$$D�# �
�� 
�����"' -�� ����
���� �������� ������� ���� ��� � ����! 
� ����� ��1���

�! ���������
� ��� B
���	
�8����� �"$$:�# "$$:��' !��������	 ���� (��� ����
����� �!

-�3� �� ��' �"$$>� ��� ������� ����� �� B
���	
 ��� B
���	
�8����� �"$$@� ��� ���������
�

��� 7�� �"$%$�' -�� 9A0 ���� �� � 
�������� (������� ������! ����' �������# 
��������

(������� ������! ����� ��� � ������ 
� 
�������
� �����'

&� �
( ��
( �
( ����� ����� ��� �� �������� �� 
�� ����!'

����������� �'

%' 0�������
� ����� ��� ��� ����� fe (���� �
� ���� (C∗, x) ��� ���� i ∈ N #

ei (C
∗, x) = oi (N) x

(���� o �� � ������
� o ���� ������� �
 ���� N � ����
� o ∈ ∆(N) ���� ���� oi (S) ≥

oi (N) �
� ��� i ∈ S ⊂ N '

"' 0�������� (������� ������! ����� ��� ��� ����� f e ���� ���� �
� ���� (C∗, x) ��� ����

i ∈ N #

ei (C
∗, x) =

ωi�
i∈N ωi

x.

(���� ω ∈ RU+.

;' -�� 9A0 ���� �� ��� ���� f e (���� �
� ���� (C∗, x) ��� ���� i ∈ N

ei (C
∗, x) =

1

|N |
x.

����� �� ����������� �' ��� ��� *������.'

)� �� �����# ��
  �
�
����
� ;# ���� ��� 9A0 ���� �� � ���������� ���� 
� �� 
��������

(������� ������! ����# ��� ��
�� ��� ���
 
�������
� �����' ,����# 
�� ����� ��
����� �

���1�� ����(
�6 �
� ��� ����� �����'

-��
�� ; ��� ���
 �� ���� �
� �������!��� ������� 
� ����� ������!��� PM ���CM ��+�����

��
 ��� ����� 
� ����� ������� ��  �
�
����
� ;' &� �
 �� �� ��� �
��
(���' B�� {ox}x∈R+
�� � ��������� ����! 
� 
�������
� ������
��# �'�' �
� ���� x ∈ R+# ox (N) ∈ ∆(N) ���
oxi (S) ≥ o

x
i (N) �
� ��� i ∈ S � N ' &� ����� o

x
i (N) �� �� ���������� ������
� 
� x �
� ���

i ∈ N ��� � a+c

a

oxi (S) dx ≥

� b+c

b

oxi (N) dx �;�

")� �� ���
 6�
(� �� ��� ���" �����

%$



�
� ��� i ∈ S � N ��� a, b, c ∈ R+'

����������� �' B�� {ox}x∈R+ �� ��1��� �� ���
��' -�� ���� f
e (��� e ��1��� ��

ei (C
∗, x) =

� x

0

oti (N) dt

�
� ��� (C∗, x) ��� i ∈ N # �����1�� CM ��� PM.

����� �� ����������� �' ��� ��� *������.'

������!# ���� ����! �
������ ��� 
�������
� ����� �����! ��6� ox = o �
� ��� x�' J
��
���#

�
� ��� ��� 
�������
� ����� ��� �� ��1��� �� ���� (�!' -�6� �
� �.���� ô = {ôx}x∈R+ ��1���

�� �
��
(�C

ôxi (N) :=






1
|N |

�� |N | 	= 2
1+1x≤1

3
�� |N | = 2 ��� i = minj∈N j

2−1x≤1
3

�� |N | = 2 ��� i = maxj∈N j

�
� ��� i ∈ N # (���� 1x≤1 = 1 �� x ≤ 1 ��� 1x≤1 = 0 
����(���' -�� ��������� ���� f ô �����1��

��� ��� �����
�� ��
�������' )� �� ������ �
 ��� 9A0 ����# ��� �� ������� � ������ 
�������
� �


�
��� (��� �
( ����. (��� ��� �
��� ��� ������ ���� �����������' )� �� �
� � 
�������
� ����'

8
� �.����# ��6� N = {1, 2} ���# �
� z ∈ {1, 2}# ���
�
N,C

(z)
0

�
�� ��1��� �� c

(z)
01 = c

(z)
02 = z

��� c
(z)
12 = 0' -���#

f ô1

�
C
(1)
0

�
= 1−

	
1−

� 1

0

2

3
dx



=
2

3

f ô2

�
C
(1)
0

�
= 1−

	
1−

� 1

0

1

3
dx



=
1

3

(������

f ô1

�
C
(2)
0

�
= 2−

	
2−

� 1

0

2

3
dx−

� 2

1

1

3
dx



= 1

f ô2

�
C
(2)
0

�
= 2−

	
2−

� 1

0

1

3
dx−

� 2

1

2

3
dx



= 1.

����� f ô
�
C
(2)
0

�
	= 2f ô

�
C
(1)
0

�
# (� ������ ���� f ô �
�� �
� ������! ���������! ���L�	��

�� ��'# "$$<# ���������
� ��� ������ ���# "$$>�' ����� ��� ��� 
�������
� ����� ��� ��������

�B
���	
 ��� B
���	
�8�����# "$$@�# (� �
������ ���� f ô �� �
� �� 
�������
� ����'

( )�������� �	���*�

)� ���� �����
� (� �����	� ��� ��� 1������ 
� ��� �����' 0�� ��� 
�3������ �� �
 ����!

�� mcstp ��� ����� ������!��� PM ��� CM.

%%



����� � mcstp# ��� ����������� ��
��� �� 
������� �! �������� ��� �
�� 
� ��� ���� ��

��� �� �
������# ��� (���
�� �������� ��� �
��� �
�� ���
������ (��� ��!mt. -�� �����������

�
�� �� ��� �
�� 
� ��� ����������� ��
��� ��� �� �� �� �
�����! ������ 
� ��� �
��' 0�� 1���

������ ��!� ���� ��� ��� 
� ���
����
�� ������� �! ��� ����� ������!��� PM ��� CM �
�������

(��� ��� ����������� �
��'

&� ����
���� ��� �
����� 
� ������
��

�' &� ��! ���� � ��
�� 
� ������ S ��� �� �

������
��

� �� ��! �
������
� �
�� ���(��� ��! ����� 
� ��� ������
��

� ��� ��! �����


������ ��� ������
��

� �� ������ ���� ��! �
������
� �
�� ���(��� ��! ���� 
� ������ ��

��� ������
��

�' &� ��1�� δS �� ��� ��+������ ���(��� ��� �����
�� �
����' -��� δS
��� �� ����������� �� ��� �.��� �
�� 
� �
�������� ��� ������ �� S (��� ��� ������ 
������ S.

*� �.��� �
�� �
�����
������ �����1�� �
( �
 ������ ��� �.��� �
�� δS �
�� ��� ������ ��

S.

0�� ���
�� ������ ��!� ���� ��� ��� 
� ����� ������!��� SEP ��� RED �
������� (��� ���

��� 
� ����� ������� �! �.��� �
�� �
�����
�������'

0�� ����� ������ ��!� ��� ��� 
� ����� ������!��� PM ��� CM �
������� (��� ��� ��� 
�

����� ������� �! �.��� �
�� �
�����
������� ������!��� ��� NDC ��
����!'

&� ���
 �.����� �
( �
� ����� 
� ��� ���������� ������!��� PM ��� CM ��� �� �.�������

�� ���� 
� �.��� �
�� �
�����
�������' �������# (��� ��� ���� 
� 
�� ������# (� �������! �

��( ����� 
� ����� ������!��� PM ��� CM '

+	�	�	��	�

M%N ���������
� �' ��� 7�� *' �"$%$� !	 ���������	 ���� ��� 
�	�
�
 ��� ��		�	� ����

������
' ���� ��� 9�
�
�� ������
� (,# ""<�";D'

M"N ���������
� �' ��� B
���	
�8����� �' �"$$:�� !���
���� �������� ������� ���� �	 
�	�

�
�
 ��� ��		�	� ���� ������
' 9��
���� �
����� 
� 0������
��� A������� �-'#

":@�"@:'

M;N ���������
� �' ��� B
���	
�8����� �' �"$$:�� # ����������$����	 �� ����
���� ��������

������� ���� �	 
�	�
�
 ��� ��		�	� ���� ������
' 9�
�
�� -��
�! �'# H";�H;:'

M<N ���������
� �' ��� ������ ��� �' �"$$D� # ���� ���� �	 
�	�
�
 ��� ��		�	� ����

������
' �
����� 
� 9�
�
�� -��
�! ��.�%�# ;">�;H"'

MHN ���������
� �' ��� ������ ��� �' �"$$@� #�����%��� �	 
�	�
�
 ��� ��	�

	�	� ���� ������
' �
����� 
� J���������� 9�
�
��� <H�%�"�# ;:�<"#

�
�C%$'%$%>23'3����
'"$$:'$;'$$;

M>N �
�

����� * ��� J
���� ,' �"$%$� �����	� � 
�	�
�� ��� ��		�	� ����& '���	�

��� (��" ������	' ���� ��� 9�
�
�� ������
� (,# ";:�"<:'

MDN ���� �'�' �%@D>� !	 ��� ���������	 ��� � ��		�	� ����& # ��
� ��������� ��������'

=��(
�6� (# ;;H�;H$'

%"



M:N ��L�	�� A'# J
����� �'# =
��� ,' ��� -�3� �' �"$$<� )�� ��%���� ��� ��� ����	� �	


�	�
�
 ��� ��		�	� ���� �������	' -��
�! ��� I�����
� '(# <D�>%'

M@N ����
� I' ��� ,������ �' �%@:%� ��	�
�
 ��� ��		�	� ���� ��
�' J����������

 �
������ ��# %�%:'

M%$N 7���6�� �' �%@H>� !	 ��� ������ ��		�	� ������ �� � ����� �	� ��� ���%���	� ���
�	

������
'  �
�������� 
� ��� *������ J���������� �
����! .# <:�H$'

M%%N B
���	
 B' ��� B
���	
�8����� �' �"$$@� # ����������$����	 �� *��"�� ����	� ����

��� 
�	�
�
 ��� ��		�	� ���� ������
' )��������
��� �
����� 
� ��� -��
�! �-#

%$D�%">'

M%"N J�����
 =' �%@D:� ��
�������	�� ��
������� �	� ��� ��
� ������ �������� �� ���

���������	 ��� � ����' J��������� 
� 0������
�� A������� �# %:@�%@>'

M%;N =
��� ,'# J
����� �' ��� -�3� �' �"$$<� ��	�
�
 ��� ��		�	� ���� ��
� �	� �����

�����	 
�	���	�� ���������	 ���
�' 9��
���� �
����� 
� 0������
��� A������� �'�#

:<�@D'

M%<N -�3� �'# ����	�� A'# J
����� �' ��� =
��� ,' �"$$>� !��������	 ���� ��� 
�	�
�


��� ��		�	� ���� �������	 �	� ����� 
�	���	����� ���������' 9��
���� �
����� 
�

0������
��� A������� �.'# %"%�%;<'

. ���	��$

&� ��
�� ��� ������� 
� ��� �����'

./� ����� �� ��	��	� �

B�� (N0, C0) �� � mcstp' &� 1��� ��
�� ���� IC (N0, C0) ⊂ AM (N0, C0)' )� �� (��� 6�
(�

���� vC∗
0
�� � �
����� ���' -���# ��� �
�� 
� vC∗

0
�� ��� �
���. ���� 
� ��� ����! 
� ����
�


� ������� �
��������
��'

,����# ����� x = (xi)i∈N ∈ IC (N0, C0)# ����� �.���� w = (wπ)π∈ΠN ∈ ∆(ΠN) ���� ����

�
� ���� i ∈ N,

xi =
�

π∈ΠN

wπ
�
vC∗

0
(Pre (i, π) ∪ {i})− vC∗

0
(Pre (i, π))

�
.

B�� π ∈ ΠN ' &� ��1�� ��� ���� f
π ���� ���� �
� ���� S ⊂ N ��� ���� i ∈ S,

fπi (S0, (CS)0) = vC∗ (Pre (i, πS) ∪ {i})− vC∗ (Pre (i, πS))

(���� πS ���
��� ��� 
���� ������� �! π �
�� ��� ������ �� S.

%;



-��� ���� fπ �� (��� ��1��� �������

�

i∈N

fπi (N0, C0) = vC∗0 (N) = m (N0, C
∗
0 ) = m (N0, C0) .

8
� ���� w = (wπ)π∈ΠN ∈ ∆(ΠN) , (� ��1�� ��� ���� f
w =

�

π∈ΠN

wπf
π' -���# �
� ����

i ∈ N

xi =
�

π∈ΠN

wπf
π
i (N0, C0) = f

w
i (N0, C0) .

)� 
��! ������ �
 ��
�� ���� fw �����1�� PM ��� CM. �����  �
�
����
� ;'; �� �������

���
� ��� ������ ��� �"$$D� �� �� �
� ��E���� �
 ��
�� ���� �
� ���� S ⊂ N, i /∈ S

vC∗
0
(S ∪ {i})− vC∗

0
(S) = min

k∈S∪{0}
{c∗ik} .

&� ��
�� ���� �
� ���� π ∈ ΠN , f
π �����1�� PM ' B�� S ⊂ T ⊂ N # ��� i ∈ S' ����� �%�#

�� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� ((CT )
∗)S ≤ (CS)

∗' ����� Pre (i, πS) ⊂ Pre (i, πT )#

fπi (T0, (CT )0) = min
k∈Pre(i,πT )∪{0}

{c∗ik} ≤ min
k∈Pre(i,πS)∪{0}

{c∗ik} = f
π
i (S0, (CS)0) .

&� ��
�� ���� �
� ���� π ∈ ΠN , f
π �����1�� CM ' B�� (N0, C0) ��� (N0, C

′
0) �� ���� ����

C0 ≤ C
′
0. ���������
� ��� ������ ��� �"$$D# B�� <'"� ��
�� ���� C

∗
0 ≤ C

′∗
0 . =
(#

fπi (N0, C0) = min
k∈Pre(i,π)∪{0}

{c∗ik} ≤ min
k∈Pre(i,π)∪{0}

{c′∗ik} = f
π
i (N0, C

′
0) .

����� �
� ���� π ∈ ΠN , f
π �����1�� PM ��� CM # �� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� �
� ����

w = (wπ)π∈ΠN ∈ ∆(ΠN) , f
w =

�

π∈ΠN

wπf
π �����1�� PM ��� CM.

8�����!# (� ��
�� ���� AM (N0, C0) ⊂ IC (N0, C0) . B�� x ∈ AM (N0, C)' -���� �.����

� ���� f ������!��� CM ��� PM ���� ���� x = f (N0, C0) . )� �� �
� ��E���� �
 ����6 ����

�� f �����1�� PM ���� f (N0, C0) ∈ core (N, vC0) . �������# CM ������ RED' -�����
��#

f (N0, C0) = f (N0, C
∗
0 ) ∈ core

�
N, vC∗

0

�
= IC (N0, C0) . �

./� ����� �� ����������� �

(1) *���� ���� S �� � ������
��

� �� C0' ������� 
� ��� ��1����
� 
� ��� �����������

����.# (� ���� ���� min
i∈S,j∈N0\S

cij = min
i∈S,j∈N0\S

c∗ij' B�� τS ∈ T (S) �� �� mcst �� (S,CS)'

����� S �� � ������
��

� �� C0# τS �� ���
 �� 
����� ���� �� (S, (CS)
∗)' B�� C1 = (CS)

∗

��� ��� C2 = (C∗)S' ����� i, j ∈ S# ��� τ ij ⊂ τS �� ��� ����/��� ���� ��
 i �
 j' -���#

c1ij = max
{k,l}∈τ ij

ckl = c
∗
kl = c

2
ij

��� �����(CS)
∗ = (C∗)S'

%<



������� 
� ��� ��1����
� 
� C∗ (� ���� ���� max
(i,j)∈τS

cij = max
(i,j)∈τS

c∗ij = max
(i,j)∈S

c∗ij' =
(#

δ∗S = min
i∈S,j∈N0\S

c∗ij − max
{i,j}∈τS

c∗ij

= min
i∈S,j∈N0\S

cij − max
{i,j}∈τS

cij = δS

(���� ���� ���� S �� � ������
��

� �� C∗0 '

-�� ������
��� �� ������ ��� (� 
�� ��'

(2) G⊃G B�� j ∈ N �� ���� ���� c∗ij < min
k∈S,l∈N0\S

c∗kl' )� j /∈ S# ���� c
∗
ij ≥ min

k∈S,l∈N0\S
c∗kl#

(���� �� � �
���������
�' ,����# j ∈ S'

G⊂GC B�� j ∈ N �� ���� ���� c∗ij ≥ min
k∈S,l∈N0\S

c∗kl' )� j ∈ S# ����

δS = min
k∈S,l∈N0\S

c∗kl −max
k,l∈S

c∗kl ≤ c
∗
ij − c

∗
ij = 0

(���� ����
� �� ���� ������� S �� � ������
��

�' ,����# j /∈ S.

(3) B�� i ∈ S ∩ S′' )� min
k∈S,l∈N0\S

c∗kl ≤ min
k∈S′,l∈N0\S′

c∗kl ���� �� �
��
(� ��
  �
�
����
� %'"

���� S ⊂ S ′' )� min
k∈S′,l∈N0\S′

c∗kl ≤ min
k∈S,l∈N0\S

c∗kl ���� �� �
��
(� ��
  �
�
����
� %'" ���� S ′ ⊂ S'

(4) )� �
��
(� ��
  �
�
����
� %';'

(5) *���� {(0, i)}i∈N �� �
� �� mcst' B�� {k, l} ⊂ N �� ���� ���� ckl = min
i,j∈N

cij. -���#

ckl < min
i∈N

c0i' -���# S = {k} ∪

�
i ∈ N : max

{j,j′}∈τ ik
cjj′ ≤ ckl

�
�� � ������
��

� �� C0'

*���� {(0, i)}i∈N �� �� mcst' -���# ����� ��! S ⊂ N # (� ���� min
i∈S,j∈N0\S

cij = min
i∈S
c0i

��� max
{i,j}∈τ(S)

cij ≥ min
i∈S
c0i' ,����

δS = min
i∈S,j∈N0\S

cij − max
{i,j}∈τ(S)

cij ≤ 0

��� S �� �
� � ������
��

�' �

./� ����� �� ����������� �

B�� (N0, C0) ∈ C0' -���#
�

i∈N

f ei (N0, C0) =
�

i∈N

c∗0i −
�

i∈N

�

S ������
��

�
i∈S

(δS − ei (C
∗
S, δS))

=
�

i∈N

c∗0i −
�

S ������
��

�

�
�

i∈S

(δS − ei (C
∗
S, δS))

�

=
�

i∈N

c∗0i −
�

S ������
��

�

(|S| − 1) δS.

-���# �� �� ��
��� �
 ��
�� ���� �
� ���� mcstp (N0, C0)#

m (C0) +
�

S ������
��

�

(|S| − 1) δS =
�

i∈N

c∗0i.

%H



*���� 1��� ����� �.���� �
 ������
��

�' �����  �
�
����
� %'H# {{0, i}}i∈N �� �� mcst

�� (N0, C0)' ,����# {{0, i}}i∈N �� ���
 �� mcst �� (N0, C
∗
0 ) ��� ��� ������ �� �����! ����6��'

*���� �
( ���� ����� ��� �.����! k > 0 ������
��

�� ��� ��� ������ �� ���� (���

����� �.���� ���� ���� k ������
��

��' B�� S′ �� � ����� ������
��

� ������ �� �


������
��

� S ���� ���� S � S′�' B�� τS′ ���
�� � mcst �� S ′' ����� S ′ �� �����# �����
�.���� α ≥ 0 ���� ���� cij = α �
� ��� (i, j) ∈ τS′ '

B�� t �� � mcst �� (N0, C0)' &� ��1�� C
′
0 �� c

′
ij = α + δS′ �� {i, j} ⊂ S

′ ��� c′ij = cij

����(���' )� �� �
� ��E���� �
 ����6 ����C

• t �� ���
 �� mcst �� (N0, C ′0)5

• c′∗0i = c
∗
0i �
� ��� i ∈ N ;

• m (C ′0) = m (C0) + (|S
′| − 1) δS′ 5 ���

• {S : S �� � ������
��

� �� C ′0} = {S : S �� � ������
��

� �� C0} \ {S
′} .

=
(# ����!��� ��� �������
� �!�
������# (� ����

m (C0) +
�

S ������
��

� �� C0

(|S| − 1) δS

= m (C ′0)− (|S
′| − 1) δS′ +

�

S ������
��

� �� C0

(|S| − 1) δS

= m (C ′0) +
�

S ������
��

� �� C′
0

(|S| − 1) δS

=
�

i∈N

c′∗0i =
�

i∈N

c∗0i. �

./� ����� �� ��	��	� �

B�� e �� ��! �.�����
��� �
�����
������ ��� fe �� ��� ���
������ ����' )� �� 
���
�� ���� f e

�����1�� RED'

����� (N0, C0) ∈ C0# ��� Ne (N0, C0) ���
�� ��� ��� 
� ������
��

�� �� (N0, C0)'

)� 
���� �
 ��
�� ���� f e ���
 ������! SEP # ��� S ⊂ N ���� ����m (N0, C0) = m (S0, (CS)0)+

m
�
(N\S)0 ,

�
CN\S

�
0

�
' ����� i ∈ S# �� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� Ne (N0, C0) =

Ne (S0, (CS)0) ∪Ne
�
(N\S)0 ,

�
CN\S

�
0

�
' ,����# f ei (N0, C0) = f

e
i (S0, (CS)0) ��� ���� ��
���

���� f �� ���������'

&� �
( ��
�� ���� �� f �����1�� SEP ��� RED# ���� f = f e �
� �
� �.�����
���

�
�����
������ e' B�� f �� ���� � ����'

����� (N,C∗) ∈ C∗ ��� a ∈ R+# (� ��1��
�
N0, C

∗(a)
0

�
∈ C0 �� ��� mcstp ����� �!

c
∗(a)
ij = c∗ij �
� ��� i, j ∈ N ��� c

∗(a)
0i = a �
� ��� i ∈ N ' )� �� ���������
�(��� �
 ����6 ����

C
∗(a)
0 ∈ C∗0 (��� a ≥ maxC

∗'

%>



8
� ��� C∗ ∈ C∗# x ∈ R+# ��� i ∈ N (� ��1��

ei (C
∗, x) = fi

�
C
∗(maxC∗+x)
0

�
− fi

�
C
∗(maxC∗)
0

�
.

����� i /∈ N (� ��1�� ei (C
∗, x) = 0'

&� 1��� ��
�� ���� e �� �� �.�����
��� �
�����
������' �! ��1����
�# ei (C
∗, x) = 0 �
�

��� (N,C∗) ∈ C∗# x ∈ R+# i /∈ N ' �������#
�

i∈U

ei (C
∗, x) =

�

i∈N

ei (C
∗, x)

= m
�
C
∗(maxC∗+x)
0

�
−m

�
C
∗(maxC∗)
0

�

= m (C∗) + maxC∗ + x−m (C∗)−maxC∗

= x.

,����# e �� �� �.�����
��� �
�����
������'

&� ���� �
 ��
�� ���� f = f e' &� ��
���� �! �������
� 
� ��� ����� 
� ������
��

��

Ne (C0)' *���� |Ne (C0)| = 0'

�����  �
�
����
� %'H# {(0, i)}i∈N �� � mcst �� C0' ����� f �����1�� SEP # fi (C0) =

fi
�
{i}0 ,

�
C{i}

�
0

�
= c0i' �������# ����� {(0, i)}i∈N �� �� mcst �� C0# (� ���� c0i = c

∗
0i �
� ���

i ∈ N ��� ����� fe (C0) = f (C0)'

*���� �
( ��� ������ �� ���� �
� mcstp (��� ���� ���� |Ne (C0)| ������
��

��'

*���� 1��� ���� maxC∗ ≥ max
i∈N

c∗0i. )� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� N �� ���������#

����!# ����� �.���� S ⊂ N, S 	= ∅, ��� S 	= N ���� ���� m (N0, C0) = m (S0, (CS)0) +

m
�
(N\S)0 ,

�
CN\S

�
0

�
' ����� SEP # fi (N0, C0) = fi (S0, (CS)0) �
� ��� i ∈ S ��� fi (N0, C0) =

fi
�
(N\S)0 ,

�
CN\S

�
0

�
�
� ��� i ∈ N\S' A�������� ���� ������� (� ��� 1�� � �������
�

{S1, ..., Sp} 
� N ������!��� ���� �
� ���� k = 1, ...p maxC∗Sk < max
i∈Sk

c∗0i ��� fi (N0, C0) =

fi
�
(Sk)0 , (CSk)0

�
�
� ���� i ∈ Sk'

,����# (� ��� ����� maxC∗ < max
i∈N

c∗0i' ����� C∗ �� �����������# max
i∈N

c∗0i = c∗0i �
�

��� i ∈ N ' ,����# N ∈ Ne (C0) ��� δN = max
i∈N

c∗i0 − maxC
∗' ����� f �����1�� RED#

f (C0) = f (C
∗
0)' =
(# ����� i ∈ N #

fi (C0) = fi (C
∗
0 ) = fi

�
C
∗(maxC∗+δN )
0

�

= ei (C
∗, δN ) + fi

�
C
∗(maxC∗)
0

�
.

B�� C ′0 = C
∗(maxC∗)
0 ' )� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� C ′0 �� �����������' �������#

Ne (C∗0 ) = Ne (C
′
0) ∪ {N}' 8
� ���� S ∈ Ne (C

′
0)# δS = δ

′
S# ��� c

′∗
i0 = c

∗
i0 − δN ' ,����#

%D



����!��� ��� �������
� �!�
������# �
� ���� i ∈ N #

fi (C0) = ei (C
∗, δN) + fi (C

′
0)

= ei (C
∗, δN) + c

′∗
0i +

�

S∈Ne(C′0)

(ei (C
∗
S, δS)− δS)

= ei (C
∗, δN) + c

∗
0i − δN +

�

S∈Ne(C′0)

(ei (C
∗
S, δS)− δS)

= c∗0i +
�

S∈Ne(C∗0)

(ei (C
∗
S, δS)− δS)

= fei (C0) . �

./' ����� �� ��	��	� �

&� ����� ��� ��

� (��� ��� �
��
(��� B��'

0	��� �' (i) ����� (N ′, C ′) , (N ′′, C ′′) ∈ C∗ ��� a ∈ R+ (��� N ′ ∩ N ′′ = ∅ ���

a ≥ maxC ′′ −maxC ′# ���� C ′ ⊕a C
′′ ∈ C∗'

(ii) ����� � ���3
��� ��/����� {(Nγ, Cγ)}Γγ=1 ⊂ C
∗# Γ > 1# a ∈ RΓ+ (��� aγ ≥ maxC

γ+1−

maxCγ �
� ��� γ = 1, ...,Γ − 1# ��� y ∈ [0, a2]# ���� Cγ (a) ∈ C∗ ��� Cγ (a′) ∈ C∗ �
� ���

γ = 1, ...,Γ# (���� a′ = (a1 + y, a2 − y, a3, ..., aΓ)'

����� �� 0	��� �' (i) B�� C = C ′⊕aC
′′' )� �� �����! ����6�� ���� a+maxC ′ = maxC'

,����# (� ��� 1�� � mcst t �� C ��� C∗ ���� ���� t = t1 ∪ t2 ∪ {(k1, k2)} (���� t1 �� �

mcst �� C ′, t2 �� � mcst �� C ′′# k1 ∈ N1 ��� k2 ∈ N2' ����� ck1k2 = maxC ≥ cij �
� ���

(i, j) ∈ t1 ∪ t2 (� ��� ������# ����� ��� ��1����
� 
� ����������� ����.# ���� C = C∗'

(ii)&� ����� γ > 1# ����� ��� ���� γ = 1 �� �������' &� ��
���� �! �������
� 
� Γ' 8
�

Γ = 2# ��� ������ �
��
(� ��
 (i) ������� a′1 = a1 + y ≥ a1 ≥ maxC
2 − maxC1' *����

��� ������ �� ���� �
� ��/������ (��� ���� ���� Γ mcstpO�# Γ ≥ 3' ����� ��� �������
�

�!�
������# (� ���� Cγ (b)# Cγ (b′) ∈ C∗ (���� γ = 1, ...,Γ − 1# b = (a1, ..., aΓ−1) ���

b′ = (a1 + y, a2 − y, a3, ..., aΓ−1)' =
(# �� �� ����� ���� Cγ (a) = Cγ (b) ��� Cγ (a′) = Cγ (b′)

�
� ��� γ = 1, ...,Γ− 1' ,����# ��� ������ �
��� �
� ��! γ < Γ' *���� �
( γ = Γ' &� ����

CΓ (a)
(2)
= CΓ−1 (a)⊕aΓ−1 C

Γ (a)
(i)
∈ C∗

���

CΓ (a′)
(2)
= CΓ−1 (a′)⊕a′

Γ−1
CΓ (a′) .

)� 
���� �
 ����! (i) �
 ���� ���� �.������
� ��
 ���� CΓ (a′) ∈ C∗� (� ���� �
 ��
�� ����

a′Γ−1 ≥ maxC
Γ (a′)−maxCΓ−1 (a′) . �<�

)� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� maxCγ (a′) = maxCγ (a) �
� ��� γ 	= 2# (������

maxC2 (a′) = maxC2 (a) + y' ,����# �
� Γ > 3#

maxCΓ (a′)−maxCΓ−1 (a′) = maxCΓ (a)−maxCΓ−1 (a) ≤ aΓ−1 = a
′
Γ−1

%:



��� �
� Γ = 3#

maxC3 (a′)−maxC2 (a′) = maxC3 (a)−maxC2 (a)− y ≤ a2 − y = a
′
2. �

&� �
( ��
�� ���� �� f = f e (��� e ������!��� NDC# ���� f �����1�� CM ��� PM '

8
��
(��� =
��� et al �"$$<�# (� ��1�� ��� ��� ΣN0 
� ������ 
����� 
� ��� ���� 
� C0
�� ��� ��� 
� ��� ��3����
�� σ :

�
1, ...,

�
n+1
n

��
→ {{i, j} : i, j ∈ N0}' 8
� ���� mcstp (N0, C0)#

����� �.���� �� ����� 
�� ������ 
���� σ ∈ ΣN0 ���� ���� cσ(1) ≤ cσ(2) ≤ ... ≤ cσ((n+1n ))
' 8
�

��! σ ∈ ΣN0 # (� ��1�� ��� ���

Kσ =
�
C0 ∈ C

N
0 : cσ(k) ≤ cσ(k+1) �
� ��� k = 1, 2, ...

�
,

(���� (� ���� ��� *��"�� ��	� (��� ������� �
 σ' 0�� ��� �����! ��� ����
�
σ∈ΣN0

Kσ = CN0 .

&� ��! ���� � �
����! ��� S ⊂ N �� �  ����	����������� �� C0 �� δS ≥ 0' B��

qNe (C0) = {S ⊂ N,S 	= ∅ : δS ≥ 0} ���
�� ��� ��� 
� /�����������
��

�� �� C0' ������!#

Ne (C0) ⊂ Ne (C0)'

&� �
( ��
�� ���� f �����1�� CM ' )� �� ��
��� �
 ��
�� ���� f (N0, C0) ≤ f (N0, C ′0)

(��� ����� �.���� {k, l} ⊂ N0 ���� ���� c′kl > ckl ��� c
′
ij = cij 
����(���' B�� (k, l)# C0 ���

C ′0 �� ��1��� �� ���� (�!'

8
� ��! t ∈ [0, 1]# ��� mcstp (N0, Ct
0) ��1��� �� c

t
ij = (1− t) cij + tc

′
ij �����1�� c

′
kl ≥ c

t
kl ≥

ckl ��� c
t
ij = cij 
����(���' ����� ΣN0 �� � 1���� ���# ����� �.��� � ��/����� {t

1, t2, ...tp} ⊂ [0, 1]

(��� t1 = 0 ��� tp = 1 ���� ����# �
� ��� r# (� ���� tr < tr+1 ��� Ctr ��� Ctr+1 ���
�� �


��� ��� 7���6�� �
��'

,����# �� �� ��
��� �
 ��
�� ���� f (N0, C0) ≤ f (N0, C ′0) (��� �
�� C0 ��� C
′
0 ���
��

�
 ��� ��� 7���6�� �
��' *� ������� �
���/����� �� ���� ����� �.���� � �

� mcst t

�� �
�� C0 ��� C
′
0'

����� f �����1�� RED, f (N0, C0) = f (N0, C
∗
0 )' )� {k, l} /∈ t# ���� C

∗
0 = C

′∗
0 ' -���

f (N0, C0) = f (N0, C
∗
0 ) = f (N0, C

′∗
0 ) = f (N0, C

′
0) .

,����# (� ����� {k, l} ∈ t' -��� ������ ckl = c∗kl ��� c
′
kl = c

′∗
kl' B�� α = c

′∗
kl − c

∗
kl > 0'

*�
���� �
���/����� 
� C0# C
′
0 ����� �� ��� ��� 7���6�� �
�� �� ����# �
� ��! S ⊂ N #

|S| > 1# ����� �.��� i1, i2, j2 ∈ S# j1 ∈ N0\S (��� {i2, j2} ∈ τ (S) ���� ����

δS = min
i′∈S,j′∈N0\S

ci′j′ − max
{i′,j′}∈τ(S)

ci′j′ = ci1j1 − ci2j2 ���

δ′S = min
i′∈S,j′∈N0\S

c′i′j′ − max
{i′,j′}∈τ(S)

c′i′j′ = c
′
i1j1 − c

′
i2j2 .

-��� δS ��� δ
′
S ����
� ���� 
��
���� ����' =���!# δS > 0 ������ δ

′
S ≥ 0' 8�
 ����# ��

�� ���������
�(��� �
 ����6 ���� Ne (C0) ⊂ qNe (C ′0) ���# ����
�
���!# Ne (C
′
0) ⊂ qNe (C0)'

����� ��! X ⊂ 2N (��� Ne (C0) ⊆ X ⊆ qNe (C0) ��� i ∈ N (� ����

fi (N0, C0) = c
∗
i0 −

�

i∈S∈X

(δS − ei (C
∗
S, δS)) . �H�

%@



-�� ����
� �� ���� �
� ��! S ∈ qNe (C0) \Ne (C0)# δS = 0 ��� ����� δS − ei (C∗S, δS) =

0− ei (C∗S, 0) = 0'

&� ��1�� X = Ne (C0) ∪ Ne (C ′0)' ������!# Ne (C0) ⊆ X ⊆ qNe (C0) ��� Ne (C ′0) ⊆

X ⊆ qNe (C ′0)'

8�. i ∈ N ' &� ���� �
 ��
�� ���� fi (N0, C0) ≤ fi (N0, C ′0)' ����� (5)# (� ����

fi (N0, C0) = c∗0i −
�

i∈S∈X

(δS − ei (C
∗
S, δS))

fi (N0, C
′
0) = c′∗0i −

�

i∈S∈X

(δ′S − ei (C
′∗
S , δ

′
S)) .

&� ���� ���� ��
�� ����

δS = ci1j1 − ci2j2 ��� δ
′
S = c

′
i1j1 − c

′
i2j2

�
� �
� i1, i2, j2 ∈ S# j1 ∈ N0\S (��� {i2, j2} ∈ tS'

�! �!�
������# cjj′ = c
′
jj′ �
� ��� {j, j

′} 	= {k, l}' ,����# δS = δ
′
S ������ {i

1, j1} = {k, l}


� {i2, j2} = {k, l}'

����� S ∈ X ��� δS 	= δ
′
S (� ����! �
�� �����C

%' )� {i1, j1} = {k, l}# ���� δ′S = δS + α' �������# ����� ��� �� �� 
�� �(
 ���� S' 0��


� ��� �
������ �
�� k ��� ��!� ��� ��� 
���� �
������ �
�� l ��� ��!�' *����# 
�

��� �
�����!# ���� ����� �.��� �(
 S ′ ∈ X,S 	= S ′ (��� k ∈ S ∩ S ′ ���� ���� �
� l ∈ S ��

����
�
���' ,����#

c′kl = c
′∗
kl = min

i′∈S,j′∈N0\S
c′∗i′j′ = min

i′∈S′,j′∈N0\S′
c′∗i′j′ .

����� k ∈ S ∩ S ′# �����  �
�
����
� %'<# S � S ′ 
� S′ � S' *���� ('�'
'�' S � S ′'
-���#

c′∗kl = min
i′∈S,j′∈N0\S

c′∗i′j′ ≤ min
i′∈S,j′∈S′\S

c′∗i′j′

≤ max
i′,j′∈S′

c′∗i′j′ ≤ min
i′∈S′,j′∈N0\S′

c′∗i′j′ = c
′∗
kl

(���� ������ ���� �
 ���/�����! �� ������' )� ����������# max
i′,j′∈S′

c′∗i′j′ = c
′∗
kl' ����� {k, l} �

S ′# max
i′,j′∈S′

c′∗i′j′ = max
i′,j′∈S′

c∗i′j′ ��� �����

δS′ = min
i′∈S′,j′∈N0\S′

c∗i′j′ − max
i′,j′∈S′

c∗i′j′ = c
∗
kl − c

′∗
kl = −α < 0,

(���� �� � �
���������
�'

"' )� {i2, j2} = {k, l}# ���� δ′S = δS − α' �������# ����� ��� �� �� 
�� 
�� ���� S'

*����# 
� ��� �
�����!# ���� ����� �.���� S′ ∈ X# S 	= S ′# k, l ∈ S ∩ S ′# ���

ckl = c
∗
kl = max

i′,j′∈S
c∗i′j′ = max

i′,j′∈S′
c∗i′j′.

"$



����� k ∈ S ∩ S ′, �����  �
�
����
� %'<# S � S ′ 
� S ′ � S' *���� ('�'
'�' S � S ′'
-���#

c∗kl = max
i′,j′∈S

c∗i′j′ ≤ min
i′∈S,j′∈N0\S

c∗i′j′ ≤ min
i′∈S,j′∈S′\S

c∗i′j′ ≤ max
i′,j′∈S′

c∗i′j′ = c
∗
kl

(���� ������ ���� �
 ���/�����! �� ������' -���# min
i′∈S,j′∈N0\S

c∗i′j′ = c
∗
kl ��� �����

δS = min
i′∈S,j′∈N0\S

c∗i′j′ − max
i′,j′∈S

c∗i′j′ = c
∗
kl − c

∗
kl = 0,

(���� ������ δ′S = δS − α = −α < 0# (���� �� � �
���������
�'

B�� Sk =
�
j ∈ N0 : c′∗kj < c

′∗
kl

�
��� ��� Sl =

�
j ∈ N0 : c′∗kj < c

′∗
kl

�
' �
�� Sk ��� Sl ���

�
����! �������� k ∈ Sk ��� l ∈ Sl� ��� ���3
��� ��� �
��
(� ��
 {k, l} ∈ t�' ����� ���!

��� ���3
���# (� ��� ����� ('�'
'�' 0 /∈ Sk' B�� S1 = Sk' )� |S1| > 1# ����

l /∈ S1,

c′∗kl = min
i′∈S1,j′∈N0\S1

c′∗i′j′ ,

δ′S1 = c′∗kl − max
i′,j′∈S

c′∗i′j′ > 0

��� ����� ������ S1 ∈ Ne (C
′
0) 
� S1 = {k}'

*���� ���� S1 ∈ Ne (C ′0) . ����� C0 ��� C
′
0 ��� �� ��� ��� 7���6�� �
��# δS1 =

c∗i1j1−c
∗
i2j2 ��� δ

′
S1
= c′∗i1j1−c

′∗
i2j2 . ����� δ

′
S1
> 0 (� ������ ���� δS1 ≥ 0. ,���� S1 ∈ qNe (C0) .

=
(# �� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� S1 �����1�� �
�����
� %' ,���� δ
′
S1
= δS1 + α (���

|S1| > 1'

B�� S2 =
�
j ∈ N0 : c

∗
kj ≤ c

∗
kl

�
' ������!# {k, l} ⊂ S2' =
���� ���� �� 0 ∈ S2 ���� S2 /∈ X.

)� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� �� 0 /∈ S2 ���� S2 ∈ X. ������� S1 � S2 ��� ����� �� �

S ∈ X# S 	= S1# ���� ���� S1 � S � S2'

)� ���� 0 /∈ S2# �� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� S2 �����1�� �
�����
� "' ,���� δ
′
S2
= δS2−α'

B�� F = {S ∈ Ne (C0) : S1 ⊂ S, δS = δ
′
S} ��� ��� F

′ = {S ∈ Ne (C ′0) : S1 ⊂ S, δS = δ
′
S}'

)� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� F = F ′ �F = F ′ = ∅ �� ���
 �
������� ��� S1, S2 /∈ F ' �!

 �
�
����
� %'; (� ��� ����� F = {S3, S4, ..., SΓ} �
� �
� Γ ≥ 2 �Γ = 2 (��� F = ∅� ���

Sγ � Sγ+1 �
� ��� γ = 3, ...,Γ− 1'
B�� G = {S ∈ X : S1 ⊂ S}' ������!# ������ G = {S1, ..., SΓ} �(��� S1 ∈ Ne (C ′0)� 
�

G = {S2, ..., SΓ} �(��� S1 = {k}�' �������# Sγ � Sγ+1 �
� ��� γ = 1, 2, ...,Γ− 1'
)� i /∈ SΓ# �� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� fi (N0, C0) = fi (N0, C ′0)' &� ����� i ∈ Sγ

�
� �
� γ ∈ {1, ...,Γ}' B�� γi �� ��� ���� 
� ����� γO�' &� ���� �(
 �����C

)��	 �C Γ = 1' -��� ���� S2 /∈ X' ����� δS2 ≥ 0# (� ���� 0 ∈ S2# (���� ������

c∗0k ≤ c
∗
kl ��� ���
 c

′∗
0k ≤ c

′∗
kl'

1�����	 �/�C S1 = {k} = {i}' -��� ������ X = ∅ ��� �����

fi (N0, C
′
0)− fi (N0, C0) = c

′∗
0i − c

∗
0i ≥ 0.

"%



1�����	 �/�C S1 ∈ X' -��� ������ c′∗0k ≥ c
′∗
kl ��� ����� c

′∗
0k = c

′∗
kl' -��� c

′∗
i0 − c

∗
i0 = α

��� C∗S1 = C
′∗
S1
' ,����#

fi (N0, C
′
0)− fi (N0, C0)

= c′∗0i −
�
δ′S1 − ei

�
C ′∗S1 , δ

′
S1

��
− c∗0i +

�
δS1 − ei

�
C∗S1, δS1

��

= c′∗0i − c
∗
0i −

�
δS1 + α− ei

�
C∗S1 , δS1 + α

��
+
�
δS1 − ei

�
C∗S1 , δS1

��

= ei
�
C∗S1 , δS1 + α

�
− ei

�
C∗S1 , δS1

�
≥ 0

(���� ��� ���� ���/�����! �
�� ��
 ����!��� NDC �

��
S1, C

∗
S1

��
(��� Γ = 1# a1 = δS1

��� y = α'

)��	 �C Γ > 1' -��� ���� ���� S2 ∈ X ��� ����� 0 /∈ Sl' -��� (� ��� ��6� S1 = Sk


� S1 = S
l. )� �� �
� ��E���� �
 ����6 ���� S2 = S

k ∪ Sl' )� i ∈ S2 (� ��

�� S1 ���� ����

i ∈ S1' -���# γi 	= 2 (���� ������ c
′∗
0i = c

∗
0i'

)� ���� ����#

fi (N0, C
′
0)− fi (N0, C0)

= c′∗0i − c
∗
0i −

�

i∈S∈X

(δ′S − δS − ei (C
′∗
S , δ

′
S) + ei (C

∗
S, δS)) .

8
� ��! S ∈ X\G (��� i ∈ S# (� ���� C∗S = C
′∗
S # (���� ���
 ������ δS = δ

′
S' ,����#

fi (N0, C
′
0)− fi (N0, C0)

=
Γ�

γ=γi

�
−δ′Sγ + δSγ + ei

�
C ′∗Sγ , δ

′
Sγ

�
− ei

�
C∗Sγ , δSγ

��

=
Γ�

γ=γi

ei
�
C ′∗Sγ , δ

′
Sγ

�
−

Γ�

γ=γi

ei
�
C∗Sγ , δSγ

�
−

Γ�

γ=γi

�
δ′sγ − δsγ

�
.

-�� ���� ��� �� 	��
# ������� δ′S1 = δS1 + α# δ
′
S2
= δS2 − α# ��� δ

′
Sγ
= δSγ 
����(���

������� ���� γi 	= 2�' ,����#

fi (N0, C
′
0)− fi (N0, C0) =

Γ�

γ=γi

�
ei

�
C ′∗Sγ , δ

′
Sγ

��
−

Γ�

γ=γi

�
ei

�
C∗Sγ , δSγ

��
.

&� �
( ��1�� {(Nγ, Cγ)}Γγ=1# a ∈ R
Γ
+ ��� y ∈ [0, a2] �
 ���� ei

�
C ′∗Sγ , δ

′
Sγ

�
= ei

�
Cγ (a′) , a′γ

�

��� ei
�
C∗Sγ , δSγ

�
= ei (C

γ (a) , aγ) �
� ��� γ' ����� NDC# ���� (��� ��
�� ���� ��� ��
��

�.������
� �� �
���������'

B�� N1 = S1# C
1 = C∗N1 # ��� a1 = δS1 ' )� �������# �
� ��! γ = 2, ...,Γ, N

γ = Sγ\Sγ−1#

Cγ = (C∗)Nγ # ��� aγ = δSγ ' &� ���
 ��1�� y = α' ����� c
′∗
kl = c

∗
kl + α# �� �� ���������
�(���

�
 ����6 ���� α ≤ a2 ��� ����� y ∈ [0, a2]'

������!# C ′∗S1 = C
1' =
(# (� ��
�� ���� C ′∗S2 = C

1 ⊕a1+α C
2 = C2 (a′)' B�� Cα = C ′∗S2 ���

Cβ = C1 ⊕a1+α C
2' ������!# Cα = (CS2 + αIkl)

∗'

""



)� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� cαij = c
β
ij �
� ��� i, j ∈ N

1 ��� ��� i, j ∈ N2' B�� k1 ∈ N1

��� k2 ∈ N2' -���#

cβ
k1k2

= maxC1 + a1 + α = maxC
1 + δS1 + α = min

i∈N1

j∈N0\N1

cij + α

= ckl + α = c
α
k1k2 .

*���
�
���!# C ′∗S3 = (CS3 + αIkl)
∗ = (C1 ⊕a1+α C

2)⊕a2−αC
3 = C3 (a′) . )� �������# C ′∗Sγ =�

CSγ + αIkl
�∗
= C1 ⊕a1+α C

2 ⊕a1−α C
3 ⊕a3 ...⊕aγ−1 C

γ = Cγ (a′) �
� ��� γ = 3, ...,Γ.

�������!# (� ��� ��
�� ���� C∗Sγ = C
γ (a) �
� ��� γ = 1, ...,Γ.

,����# �! ����!��� NDC# (� ����

fi (N0, C
′
0)− fi (N0, C0) ≥ 0.

&� �
( ��
�� ���� f �����1�� PM ' ����� -��
�� "# (� 6�
( ���� f �����1�� SEP ' &�

��� ��
�� ���� �
� ���� mcstp (N0, C0) ��� j ∈ N # fi (N0, C0) ≤ fi ((N\ {j})0 , C0) �
� ���

i ∈ N\ {j}' B�� (N0, C ′0) �� ��1��� �� c
′
ii′ = cii′ �
� ��� i, i

′ ∈ N\ {j} ��� c′ij = maxCN0\{j}

�
� ��� i ∈ N0\ {j}' ������!# m (N0, C ′0) = m
�
(N\ {j})0 ,

�
C ′N\{j}

�

0

�
+m

�
{j}0 ,

�
C ′{j}

�

0

�
'

����� SEP # fi (N0, C
′
0) = fi

�
(N\ {j})0 ,

�
C ′N\{j}

�

0

�
�
� ��� i ∈ N\ {j}' ����� i ∈ N\ {j}#

����� CM #

fi (N0, C0) ≤ fi (N0, C
′
0) = fi ((N\ {j})0 , C

′
0) = fi ((N\ {j})0 , C0) .

&� �
( ��
�� ���� �� f �����1�� CM ��� PM # ���� f = f e �
� �
� e ������!��� NDC'

&� ��1�� e �� �� ��� ��

� 
� -��
�� "' =���!# �
� ��� C∗ ∈ C∗# x ∈ R+# ��� i ∈ N #

ei (C
∗, x) = fi

�
C
∗(maxC∗+x)
0

�
− fi

�
C
∗(maxC∗)
0

�

��� ei (C
∗, x) = 0 �
� ��� i /∈ N ' &� ������! ��
��� ���

� 
� -��
�� "� ���� e �� ��

�.�����
��� �
�����
������ ��� f = fe'

,����# (� 
��! ���� �
 ����6 ���� e �����1�� NDC' B�� {(Nγ , Cγ)}Γγ=1 ⊂ C
∗ �� � ���3
���

��/����� (��� Γ ≥ 1# i ∈ Nγi (��� γi 	= 2# a ∈ RΓ+ (��� aγ ≥ maxCγ+1 − maxCγ �
� ���

γ = 1, ...,Γ− 1 ��� y ∈ [0, a2] �
� ����! y ≥ 0# (��� Γ = 1�'

*���� 1��� ���� Γ = 1' &� ���� �
 ��
��

ei
�
C1, a1 + y

�
− ei

�
C1, a1

�
≥ 0.

B�� C = C1' �! ��1����
�#

ei (C, a1 + y)− ei (C, a1)

= fi

�
C
∗(maxC∗+a1+y)
0

�
− fi

�
C
∗(maxC∗)
0

�
− fi

�
C
∗(maxC∗+a1)
0

�
+ fi

�
C
∗(maxC∗)
0

�

= fi
�
C
∗(maxC∗+a1+y)
0

�
− fi

�
C
∗(maxC∗+a1)
0

�
≥ 0

";



(���� ��� ���� ���/�����! �
�� ��
 ��� ���� ���� C
∗(maxC∗+a1+y)
0 ≥ C

∗(maxC∗+a1)
0 ��� f

������! CM '

*���� �
( ���� Γ > 1' &� ���� �
 ��
��

Γ�

γ=γi

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
−

Γ�

γ=γi

ei (C
γ (a) , aγ) ≥ 0

(���� a′ = (a1 + y, a2 − y, a3, ..., aΓ) ��� C
γ (b) = C1⊕b1C

2⊕b2 ...⊕bγ−1C
γ �
� ��� γ = 1, ...,Γ

��� ��� b ∈ RΓ+'
�! ��1����
�#

ei (C
∗, x) = fi (C

∗ ⊕x ({0} , 0))− fi (C
∗ ⊕0 ({0} , 0)) .

����� SEP # �� �� ���������
�(��� �
 ����6 ����

fi (C
γ (b)⊕0 ({0} , 0)) = fi

�
Cγ−1 (b)⊕bγ−1 ({0} , 0)

�

�
� ��� γ = γi + 1, ...,Γ ��� ��� b ∈ R
Γ
+' =
(#

Γ�

γ=γi

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
=

Γ�

γ=γi

�
fi
�
Cγ (a′)⊕a′γ ({0} , 0)

�
− fi (C

γ (a′)⊕0 ({0} , 0))
�

= fi
�
CΓ (a′)⊕a′

Γ
({0} , 0)

�
− fi (C

γi (a′)⊕0 ({0} , 0))

���

Γ�

γ=γi

ei (C
γ (a) , aγ) =

Γ�

γ=γi

�
fi
�
Cγ (a)⊕aγ ({0} , 0)

�
− fi (C

γ (a)⊕0 ({0} , 0))
�

= fi
�
CΓ (a)⊕aΓ ({0} , 0)

�
− fi (C

γi (a)⊕0 ({0} , 0)) .

,����#

Γ�

γ=γi

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
−

Γ�

γ=γi

ei (C
γ (a) , aγ) = fi (C

γi (a)⊕0 ({0} , 0))− fi (C
γi (a′)⊕0 ({0} , 0))

+fi
�
CΓ (a′)⊕a′

Γ
({0} , 0)

�
− fi

�
CΓ (a)⊕aΓ ({0} , 0)

�
.

����� CM # fi
�
CΓ (a′)⊕a′

Γ
({0} , 0)

�
≥ fi

�
CΓ (a′)⊕a′

Γ
({0} , 0)

�
'

&� �
( ��
�� ���� fi (C
γi (a)⊕0 ({0} , 0)) = fi (Cγi (a′)⊕0 ({0} , 0))' 8
� γi = 1# C

1 (a) =

C1 (a′) = C1 ��� ��� ������ �
��� ��������!' *���� γi > 2' -���# N
1 ∪ ... ∪Nγi−1 ��� Nγi

��� �(
 ��������� �
�
����� �� �
�� Cγi (a)⊕0 ({0} , 0) ��� Cγi (a′)⊕0 ({0} , 0)' �������#

��� ���������
� 
� C∗ �
 Nγi �
������� �� �
�� mcstp' ����� SEP # (� 
����� ��� ������'

,����#
Γ�

γ=γi

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
−

Γ�

γ=γi

ei (C
γ (a) , aγ) ≥ 0. �

"<



./( ����� �� ����������� �

(1) ����� �� 
�������
� ������
� o (� ��� ������ �� � �
�� ���
����
� �� �
��
(�' &� �
����

� mcst �
��
(��� 7���6��O� ���
���� �7���6��# %@H>�# (���� �
������ �� �
 �
������� � ����

�! ��/��������! ������ ���� (��� ��� �
(��� �
�� ��� (���
�� ����
������ �!����' -�� �
��


� ���� ��� �������� �! 7���6��O� ���
���� �� ������� �
�� ��� ������ (�
 ����1� ��


������ ���� ���' 9��� 
� ����� ������ ��!� ��� ��+������ ���(��� ��� 
�������
� �
 �(


��
���# 
�� �� (���� ��� ���
���� ���
�� ��� ��� (�� ����� ��� ��� 
�� �����' &� �
(

��1�� �� 
�������
� ����# f o# �
����!'

����� � ���(
�6 g (� ��1�� P (g) = {Tk (g)}
n(g)
k=1 �� ��� �������
� 
� N0 �� ��		�����

��
��	�	� ������� �! g. =���!# P (g) �� ��� 
��! �������
� 
� N0 ������!��� ��� �
��
(���

�(
 ��
�������C 8�����!# �� i, j ∈ Tk (g) , i ��� j ��� �
������� �� g. ���
���!# �� i ∈ Tk, j ∈ Tl,

��� k 	= l, ���� i ��� j ��� �
� �
������� �� g. ����� � ���(
�6 g, ��� S (P (g) , i) ���
��

��� ������ 
� P (g) �
 (���� i ���
��� �
'

����� �� mcstp (N0, C0) , ��� g
|N | �� � ���� 
������� ����!��� 7���6��O� ���
���� �


(N0, C0) , ��� �
� ���� p = 1, ..., |N | , (ip, jp) �� ��� ��� �������� �! 7���6��O� ���
���� ��

����� p ��� gp ��� ��� 
� ���� �������� �! 7���6��O� ���
���� �� ������ 1, ..., p. 8
� ����

i ∈ N # (� ��1�� ��� 
�������
� ���� ���
������ (��� ��� 
�������
� ������
� o ��

f oi (N0, C0) =

|N |�

p=1

cipjp
�
oi
�
S
�
P
�
gp−1

�
, i
��
− oi (S (P (g

p) , i))
�

(���� �! �
������
�# oi (T ) = 0 �� 0 ∈ T.

-�3� et al �"$$>� ��
�� ���� f o �� (��� ��1���# ����!# �� �� ����������� 
� ��� mcst


������� �
��
(��� 7���6��O� ���
����'

&� ��
�� ���� �� f o �� �� 
�������
� ����# ���� f o = fe (���� e (C∗, x) = xoi (N) �
� ����

(N,C∗) ��� x.

&� ��
���� �! �������
� 
� ��� ����� 
� ������' )� |N | = 1 ��� ������ �
��� ��������!'

*���� ���� fo = f e (��� |N | < q ��� (� ��
�� �� (��� |N | = q.

B�� (N0, C0) �� �� mcstp. ����� f
o ��� f e ������! CM, �� �� ��
��� �
 ��
�� ����

f o (N0, C
∗
0) = f

e (N0, C
∗
0) .

B�� t = {(πs−1, πs)}
|N |
s=1 �� �� mcst �� (N0, C

∗
0 ) �� ��  �
�
����
� ;'% 
� ���������
� ���

������ ��� �"$$D�' &���
�� �
�� 
� ���������! (� ����� ���� πs = s �
� ���� s = 1, ..., |N | .

&� �
������ �(
 �����'

%' -���� �.���� s > 1 ���� ���� c∗s−1,s ≥ c
∗
r−1,r �
� ��� r = 1, ..., |N | . B�� S = {1, ..., s− 1} .

�����  �
�
����
�� ;'% ��� 3.3 �� ���������
� ��� ������ ��� �"$$D� (� ������ ����

m (N0, C
∗
0) = m (S0, C

∗
0 ) +m ((N\S)0 , C

∗
0 ) .

B�� i ∈ S. ����� f o ��� f e ������! SEP, (� ������ ����

f oi (N0, C
∗
0 ) = f

o
i (S0, C

∗
0) ��� f

e
i (N0, C

∗
0 ) = f

e
i (S0, C

∗
0) .

�! �������
� �!�
������ f oi (S0, C
∗
0 ) = f

e
i (S0, C

∗
0 ) . ,����# f

o
i (N0, C

∗
0 ) = f

e
i (N0, C

∗
0 ) .

�������! (� ��� ��
�� ���� f oi (N0, C
∗
0 ) = f

e
i (N0, C

∗
0 ) (��� i ∈ N\S.

"H



"' c∗01 > c∗r−1,r �
� ��� r = 2, ..., |N | . B�� α = c∗01 − max
r=2,...,|N |

�
c∗r−1,r

�
. B�� C ′∗0 �� ���

����������� ����. ���
������ (��� ��� ���� t ��� ��� �
�� ������
� c′ (���� c′01 = c
∗
01−α

��� c′r−1,r = c
∗
r−1,r �
� ��� r = 2, ..., |N | .

����� C ′∗0 �� ����� ��� �
�����
�� 
� ��� �����
�� ����# (� ���� ���� f o (N0, C
′∗
0 ) =

f e (N0, C
′∗
0 ) . -���# �� �� ��
��� �
 ��
�� ���� �
� ��� i ∈ N,

f oi (N0, C
∗
0 )− f

o
i (N0, C

′∗
0 ) = f

e
i (N0, C

∗
0 )− f

e
i (N0, C

′∗
0 ) .

8�. i ∈ N ' &� 1��� �
���� f oi (N0, C
∗
0) − f

o
i (N0, C

′∗
0 ) . &� ��� ����! 7���6��O�

���
���� �
 �
�� C∗0 ��� C
′∗
0 �� ���� � (�! ����C

• -�� ��� �������� �� ���� ����� ���
��� �
 t' =���!# �
� ���� p = 1, ..., |N | ,

(ip (C∗0) , j
p (C∗0)) ∈ t ��� (i

p (C ′∗0 ) , j
p (C ′∗0 )) ∈ t.

• -�� ��� �������� �� ���� ����� �� ��� ��� �� �
�� ��
����' =���!# �
� ����

p = 1, ..., |N | , (ip (C∗0 ) , j
p (C∗0 )) = (i

p (C ′∗0 ) , j
p (C ′∗0 ))'

• -�� ���� ��� �������� �� (0, 1) .=���!#
�
i|N | (C∗0) , j

|N | (C∗0 )
�
=
�
i|N | (C ′∗0 ) , j

|N | (C ′∗0 )
�
=

(0, 1) .

-���#

foi (N0, C
∗
0 )− f

o
i (N0, C

′∗
0 ) = c∗01oi (N)− c

′∗
01oi (N)

= αoi (N) .

&� �
( �
���� f ei (N0, C
∗
0 )− f

e
i (N0, C

′∗
0 ) . )� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� �� S ��

� ������
��

� 
� �
�� i �� C ′∗0 , ���� S �� ���
 � ������
��

� 
� i �� C
∗
0 . �������# N

�� ��� ���/�� ������
��

� 
� i �� C∗0 (���� �� �
� � ������
��

� 
� i �� C
′∗
0 . -���#

f ei (N0, C
∗
0 )− f

e
i (N0, C

′∗
0 ) = c

∗
0i − (δN − ei (C

∗
N , δN ))− c

′∗
0i.

)� �� ���������
�(��� �
 ����6 ���� δN = α' ,����#

fei (N0, C
∗
0 )− f

e
i (N0, C

′∗
0 ) = ei (C

∗
N , α) = αoi (N) .

����� �������� ������ �
 ��
�� ���� ��
�� (� ��� ��
�� ���� �� f e �� ���
������ (���

�
� e �� �� ��� ��������# ���� f e = f o (���� o (N) = e (C∗, 1) . =
���� ����# �! �!�
������#

o (N) �
�� �
� ������ 
� C∗'

(2) ) �� � ������� �
���/����� 
� ���� (1) ��� ��� ��1����
� 
� 
�������� (������� ������!

�����'

(3) ) �� � ������� �
���/����� 
� ���� (1) ��� ��� ��1����
� 
� ��� 9A0 ����' �

">



./. ����� �� ����������� �

&� ��
�� ���� ��� �.�����
�� �
�����
������ e �����1�� ��� NDC ��
����!# (���� ������#

����� -��
�� ;# ���� f e �����1�� CM ��� PM.

�
������ � ���3
��� ��/����� {(Nγ, Cγ)}Γγ=1 ⊂ C
∗# i ∈ Nγi ⊂ N (��� γi 	= 2# a ∈ R

Γ
+ (���

aγ ≥ maxCγ+1−maxCγ �
� ��� γ = 1, ...,Γ− 1# ��� y ∈ [0, a2] �y ≥ 0 (��� Γ = 1�' &� (���

��
�� ����
Γ�

γ=γi

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
≥

Γ�

γ=γi

ei (C
γ (a) , aγ) .

)� Γ = 1 ��� ������ �� ���������
�(���' *���� �
( ���� Γ > 1' ����� a′γ = aγ (���

γ ≥ 3#

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
=

� a′γ

0

oxi
�
N1 ∪ ... ∪Nγ

�
dx

=

� aγ

0

oxi
�
N1 ∪ ... ∪Nγ

�
dx = ei (C

γ (a) , aγ)

�
� ��� γ ≥ 3'

)� ����������# �� γi ≥ 3 ��� ���/�����! �
���' ,����# (� ����� i ∈ N1' &� 6�
( ����

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
= ei (C

γ (a) , aγ) �
� ��� γ ≥ 3' -���# �� �� ��
��� �
 ��
�� ����

2�

γ=1

ei
�
Cγ (a′) , a′γ

�
≥

2�

γ=1

ei (C
γ (a) , aγ) .

&� �6� �
� �
������
��C

ei
�
C1 (a′) , a′1

�
=

� a′1

0

oxi
�
N1
�
dx =

� a1+y

0

oxi
�
N1
�
dx

ei
�
C2 (a′) , a′2

�
=

� a′
2

0

oxi
�
N1 ∪N2

�
dx =

� a2−y

0

oxi
�
N1 ∪N2

�
dx

ei
�
C1 (a) , a1

�
=

� a1

0

oxi
�
N1
�
dx# ���

ei
�
C2 (a) , a2

�
=

� a2

0

oxi
�
N1 ∪N2

�
dx.

-���# ��� ���/�����! �
��� �� ��� 
��! ��

� a1+y

0

oxi
�
N1
�
dx+

� a2−y

0

oxi
�
N1 ∪N2

�
dx ≥

� a1

0

oxi
�
N1
�
dx+

� a2

0

oxi
�
N1 ∪N2

�
dx.

9/���������!# � a1+y

a1

oxi
�
N1
�
dx ≥

� a2

a2−y

oxi
�
N1 ∪N2

�
dx

(���� �� � ���������� ���� 
� ��� �
�����
� ����� �� �;�' �
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