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❆❜str❛❝t

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♦♥❧② ✉s❡ ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ str❛t❡❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞

t❤❛t s♦♠❡ ♣❡♦♣❧❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡ ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛❣❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞

Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❤❡ t❤✐♥❦s ❛❤❡❛❞✳ ❲❤❡♥

t✇♦ ❛❣❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ♦r ✶✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ❛❞♠✐ts ❛

✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✏♥❛✐✈❡✑ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ t❤✐♥❦ ✶

st❡♣ ❛❤❡❛❞✱ ❛♥❞ ✏♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✑ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ t❤✐♥❦ ✉♣ t♦ ✸ st❡♣s ❛❤❡❛❞✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ■♥❞✐r❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣✱

Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✼✸✱ ❉✵✸✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥ ♥❡✇ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ ♦♥❧② ✉s❡ ❛ ❢❡✇

✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ str❛t❡❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❚❤✐s st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s

❝♦♥t❡①ts✳ ❋✐rst✱ ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❧♦♥❣ ✜♥✐t❡ ❣❛♠❡s✱ ♣❡♦♣❧❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❛ ❢❡✇ st❛❣❡s ❛❤❡❛❞ ❛♥❞

✉s❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①t❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❧❛②❡rs ✉s✉❛❧❧② ❞❡❢❡❝t

♦♥❧② ❛t t❤❡ ❧❛st ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ st❛❣❡s ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ✜♥✐t❡❧②✲r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱

❙❡❧t❡♥ ❛♥❞ ❙t♦❡❝❦❡r ✭✶✾✽✻✮✮ ❛♥❞ ✏❈❡♥t✐♣❡❞❡✑ ❣❛♠❡s ✭▼❝❑❡❧✈❡② ❛♥❞ P❛❧❢r❡② ✭✶✾✾✺✮❀ ◆❛❣❡❧ ❛♥❞

∗■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ■t❛✐ ❆r✐❡❧✐✱ ❱✐♥❝❡ ❈r❛✇❢♦r❞✱ ❆r✐❡❧ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✱ P❡②t♦♥
❨♦✉♥❣✱ ❛♥❞ s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❖①❢♦r❞ ❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡
▲♦♥❞♦♥✱ ❢♦r ♠❛♥② ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ✐❞❡❛s✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷

❚❛♥❣ ✭✶✾✾✽✮✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣✱ ♣❧❛②❡rs ✐❣♥♦r❡ ❢✉t✉r❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣

♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✲✷ st❡♣s ❛❤❡❛❞ ✭◆❡❡❧✐♥✱ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥✱ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✶✾✽✽✮❀

❏♦❤♥s♦♥✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ❙❡♥✱ ❛♥❞ ❘②♠♦♥ ✭✷✵✵✷✮✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞

str❛t❡❣✐❡s✱ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②♦♥❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭♥♦t ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥✮✱ ♠❛♥②

❞♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✲ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛ ❢❡✇

♠❛❦❡ t❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❛r❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈♦st❛✲●♦♠❡s✱ ❈r❛✇❢♦r❞✱

❛♥❞ ❇r♦s❡t❛ ✭✷✵✵✶✮❀ ❘❛♣♦♣♦rt ❛♥❞ ❆♠❛❧❞♦ss ✭✷✵✵✹✮❀ ❈♦st❛✲●♦♠❡s ❛♥❞ ❈r❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✻✮✮✳

❚❤✐r❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✭♦r ❧❡✈❡❧✲❦✮✱ ♠♦st ♣❧❛②❡rs ❜❡st r❡s♣♦♥❞

t♦ ❛ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t ♦t❤❡rs ✉s❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ str❛t❡❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙t❛❤❧ ❛♥❞

❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✾✹✮❀ ◆❛❣❡❧ ✭✶✾✾✺✮❀ ❍♦✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ❛♥❞ ❲❡✐❣❡❧t ✭✶✾✾✽✮❀ ❇♦s❝❤✲❉♦♠❡♥❡❝❤✱ ▼♦♥t❛❧✈♦✱

◆❛❣❡❧✱ ❛♥❞ ❙❛t♦rr❛ ✭✷✵✵✷✮❀ ❈❛♠❡r❡r✱ ❍♦✱ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣ ✭✷✵✵✹✮❀ ❈r❛✇❢♦r❞ ❛♥❞ ■r✐❜❡rr✐ ✭✷✵✵✼✮✮✳

❆ s❡❝♦♥❞ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t ✐s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ s♦♠❡ ♣❡♦♣❧❡ s②st❡♠✐❝❛❧❧②

✉s❡ ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♦t❤❡rs ✭❈❤♦♥❣✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ❛♥❞ ❍♦ ✭✷✵✵✺✮❀ ❈♦st❛✲●♦♠❡s ❛♥❞ ❈r❛✇❢♦r❞

✭✷✵✵✻✮❀ ❍②♥❞♠❛♥✱ ❚❡rr❛❝♦❧✱ ❛♥❞ ❱❛❦s♠❛♥♥ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❛✐s❡ t✇♦ r❡❧❛t❡❞

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣✉③③❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣✉③③❧❡ ✐s ✇❤② ♣❡♦♣❧❡ ♦♥❧② ✉s❡ ❢❡✇ st❡♣s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐✲

❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ✉♥✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜✉t ♥♦t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡①

✭❛t✲❧❡❛st ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❣❛♠❡s✮✿ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ ❧❡❛r♥ t♦ ✉s❡

♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❛♠❡ ✭❈r❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✽✮❀ ❈❛♠❡r❡r ✭✷✵✵✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✮✳ ■♥ ♠❛♥②

❣❛♠❡s✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞♦ ♦♥❡ ♠♦r❡ st❡♣ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❣✐✈❡s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳

❆s t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡✱ ✐t ✐s ♣✉③③❧✐♥❣ ✇❤② t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦t ❛♥

✏❛r♠s r❛❝❡✑ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ❧❡❛r♥ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ str❛t❡❣✐❝ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

♣r♦❝❡ss ✭✏r❡❞ q✉❡❡♥ ❡✛❡❝t✑✱ s❡❡ ❘♦❜s♦♥ ✭✷✵✵✸✮✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉③③❧❡ ✐s ❤♦✇ t❤❡ ✏♥❛✐✈❡✏ ♣❡♦♣❧❡✱ ✇❤♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡ ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥

t❤❡ ♠♦r❡ ✏s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✑ ❛❣❡♥ts✱ s✉r✈✐✈❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ✐t s❡❡♠s

t❤❛t s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣ ♦♥❡

❧❡✈❡❧ ❛❤❡❛❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❜♦t❤ ♣✉③③❧❡s ❛♥❞

②✐❡❧❞s ❛ ✉♥✐q✉❡ s❤❛r♣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡❧②✲

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r②♦♥❡ ✉s❡s ♦♥❧② ✶✲✸ str❛t❡❣✐❝ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉s❡s

♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦

s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✏✐♥❞✐r❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤✑ ✭●üt❤ ❛♥❞ ❨❛❛r✐ ✭✶✾✾✷✮✮ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛

r❡❞✉❝❡❞✲❢♦r♠ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✐♥

❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts✳✶ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿ ✭✶✮

✶ ❚❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
♦♥ str❛t❡❣✐❝ ❞❡❧❡❣❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❋❡rs❤t♠❛♥✱ ❏✉❞❞✱ ❛♥❞ ❑❛❧❛✐ ✭✶✾✾✶✮✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❙t❛❤❧ ✭✶✾✾✸✮❀ ❙t❡♥♥❡❦ ✭✷✵✵✵✮❀
❋r❡♥❦❡❧✱ ❍❡❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❚❡♣❡r ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❜✐❛s❡s✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❈ ❉

❈ ❆✱❆ ❆✰✶✱✵
❉ ❆✰✶✱✵ ✶✱✶

❚❛❜✳ ✶✿ P❛②♦✛ ❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ st❛❣❡ ❣❛♠❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✭A > 3.15✮✳

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✲ t②♣❡s ❛r❡ ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②♦✛ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♦✛s♣r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✲ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s t②♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❛② ❤❡

♣❡r❝❡✐✈❡s str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❀ ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠❛② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❤✐s str❛t❡❣✐❝

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♠✐t❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ♣❡rs♦♥✬s t②♣❡✱ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡rs♦♥ ✐s ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳

❆t ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡

♣❧❛②s M t✐♠❡s ✭✇✐t❤♦✉t r❡♠❛t❝❤✐♥❣✮ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ♦❢ t❤❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛

✇✐t❤ t❤❡ ♣❛②♦✛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✿✷ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② C✮ ②✐❡❧❞s ❜♦t❤

♣❧❛②❡rs A > 3.15✱ ♠✉t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✭❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② D✮ ❣✐✈❡s ✶✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛②❡r

❞❡❢❡❝ts✱ ❤❡ ♦❜t❛✐♥s A + 1 ❛♥❞ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ❣❡ts ✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r A ✐s t❤❡ r❛t✐♦

❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♦✛ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❞❡❢❡❝t✐♥❣✳✸

❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ t②♣❡ ✭❧❡✈❡❧✮ ✐♥ t❤❡ s❡t {L1, ..., LM} t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇

♠❛♥② st❡♣s ❤❡ ❧♦♦❦s ❛❤❡❛❞✳ ❆♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ Lk ❧♦♦❦s k st❡♣s ❛❤❡❛❞ ✐♥ ❤✐s str❛t❡❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s✮ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ ❛

s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ♠✉st s❛t✐s❢② t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✭✶✮ ✏♥✐❝❡✑ ✭♥❡✈❡r

❜❡ t❤❡ ✜rst ♣❧❛②❡r t♦ ❞❡❢❡❝t✮✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ✏r❡t❛❧✐❛t✐♥❣✑ ✲ ❞❡❢❡❝t ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r s✉❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ✏❣r✐♠✑ ❛♥❞ ✏t✐t✲❢♦r✲t❛t✑✳✹ ❲❤❡♥ t❤❡

❤♦r✐③♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ k✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❜❡❣✐♥s t♦ ♣❧❛② str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ❛❝t✐♦♥✳

❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t Lk✬s ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ st❡♠ ❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ k✱ ❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧② ♣❡r❝❡✐✈❡s ✐t t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✱ ❛♥❞ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❤❛s str❛t❡❣✐❝

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ r❡❞✉❝❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛

r❛♥❞♦♠ ✉♥❦♥♦✇♥ ❧♦♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ t②♣❡ Lk ❣❡ts ❛ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✬s

✷ ❆❧❧ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ M ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t M ≥ 4✮✳ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② A > 3.15 ✐s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❜❡❧♦✇ t♦ ❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ p✲s✳

✸ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♦✛ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✮ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡
♦♣♣♦♥❡♥t✬s str❛t❡❣② t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✭❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r
❛❧s♦ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢
❜❡✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♦♣❡r❛t♦r t♦ ❜❡ ✵✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t♦ ❜❡ ✶✳

✹ ●r✐♠ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞❡❢❡❝ts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❡✈❡r ❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❛♥❞ ❚✐t✲❢♦r✲t❛t ❤❡✉r✐st✐❝
❞❡❢❡❝ts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s❡t✉♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❏❡❤✐❡❧ ✭✷✵✵✺✮✮✳
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r❡❛❧✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤ k ♣❡r✐♦❞s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t②♣❡

Lk ✐s ❛ str✐❝t s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t②♣❡ Lk+1✱ ❛♥❞ t❤❛t t②♣❡ LM ✐s ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧

❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t②♣❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ❉❡❦❡❧✱

❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✮✿ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡✳✺ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥

♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ②♦✉r ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ♣❛st ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦r t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ tr❛✐t t❤❛t ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞

✇✐t❤ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ✭s✉❝❤ ❛s ■✳◗✳ ❧❡✈❡❧✱ s❡❡ ●✐❧❧ ❛♥❞ Pr♦✇s❡ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛♥

❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ Lk ✐s t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s✉♠ ♦❢ ♣❛②♦✛s ✐♥ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡r ❞✐❧❡♠♠❛ ♠✐♥✉s

❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❝♦st t❤❛t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ k ✭❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❢♦r✇❛r❞

❧♦♦❦✐♥❣✲❛❜✐❧✐t②✮✳

■♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ st❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t t♦

tr❛❝t❛❜❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❛♣t

t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✭❊❙❙✱ ▼❛②♥❛r❞✲❙♠✐t❤ ✭✶✾✼✹✮✮ t♦ ❛ s❡t✉♣ ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s❡t✉♣✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✭❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✮ ✲ ❛ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡

✭♣♦ss✐❜❧② ♠✐①❡❞✮ str❛t❡❣② t❤❛t ❡❛❝❤ t②♣❡ ✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇❤♦ ✐♥✈❛❞❡s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞

❜② t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳✻

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s✉st❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧❛②✐♥❣ ✈❡r② ❜❛❞❧② ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ t②♣❡s ♦✉ts✐❞❡

t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱

❛s t❤❡ str❛t❡❣② ♣❧❛②❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛ ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ t②♣❡ s❤♦✉❧❞ s❧♦✇❧② ❡✈♦❧✈❡ ❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦

r❡❝✉rr❡♥t ❡♥tr❡❡s ♦❢ ♠✉t❛♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡✜♥❡ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ ♣❧❛②

✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ t②♣❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡

r♦❜✉st t♦ ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❛♥❞ t♦ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✳

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ p ✐s ♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ❛♥❞ ✶ ✭❛♥❞ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥

A✮✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❧❛②❡rs✿ ✭✶✮ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L1 ✇❤♦ ♦♥❧② ❜❡❣✐♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣

❛t t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✱ ✭✷✮ ♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L3✿ ✉s✉❛❧❧② t❤❡② ❞❡❢❡❝t t✇♦

st❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞✱ ✉♥❧❡ss t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ t❤❡② ❜❡❣✐♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ st❛❣❡ ❡❛r❧✐❡r✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✺ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ ❧♦✇❡r ♦♣♣♦♥❡♥ts✬ t②♣❡ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✻✮✳

✻ ❚❤❡ ✏♠✉t❛♥ts✑ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✿ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✲♣❛t❤✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠✉t❛♥ts t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛✳
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❞✐r❡❝t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✲ t❤❡② ❞❡❢❡❝t t♦♦ ❧❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✏❝♦♠♠✐t♠❡♥t✑

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✲ ✇❤❡♥ ♥❛✐✈❡t② ✐s ❜❡✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥ts

t♦ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡✐r ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✭❛s ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❧♦♥❣❡r✮✱ ❛♥❞ t❤✐s

❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉♥❞ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ p ❛♥❞ A✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦

✵ ♦r ✶✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦✱ ✇❤❡♥

❢❛❝✐♥❣ ♦t❤❡r ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts✱ ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s✳ ❲❤❡♥ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✱ t②♣❡s ❛r❡ t♦♦

r❛r❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✐s t♦♦ ✇❡❛❦✳ ❲❤❡♥ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦

✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✏❛r♠s✲r❛❝❡✑ ❜❡t✇❡❡♥ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✿ ❡❛❝❤ s✉❝❤

❛❣❡♥t ✇✐s❤❡s t♦ ❞❡❢❡❝t ♦♥❡ st❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ✏r❛❝❡✑ ✐s t❤❛t t❤❡r❡

♠✉st ❜❡ s♦♠❡ ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❊①✐st✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s t❤❛t st✉❞✐❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞ str❛t❡❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭❙t❛❤❧ ✭✶✾✾✸✮❀

❙t❡♥♥❡❦ ✭✷✵✵✵✮✮ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t②♣❡s ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭p = 0✮ ✱ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞

t❤❛t ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❣❛♠❡s✿ ✭✶✮ t❤❡ ♠♦st s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t②♣❡ ❛❧✇❛②s s✉r✈✐✈❡s✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❧♦✇❡r ✭♠♦r❡

♥❛✐✈❡✮ t②♣❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ s✉r✈✐✈❡ ✐❢ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② s❡r✐❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱

▼♦❤❧✐♥ ✭✷✵✶✷✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❤✐❣❤❡st t②♣❡ ❞♦ ♥♦t s✉r✈✐✈❡✱ ❛♥❞ ❤❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❡r t②♣❡s ❝❛♥ ♣❡r❢❡❝t❧②

♦❜s❡r✈❡ ❧♦✇❡r t②♣❡s ✭❛ ❝❛s❡ s✐♠✐❧❛r t♦ p = 1✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳✼ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝

❣❛♠❡ ✭r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡r ❞✐❧❡♠♠❛✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✭p str✐❝t❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞

✶✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❤❛r♣ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ ♦♥❧② ♥❛✐✈❡ ❛♥❞

♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts s✉r✈✐✈❡✳

❊①✐st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✏♥✐❝❡✑

❛♥❞ ✏r❡t❛❧✐❛t✐♥❣✑ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❛♥❞ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❙❡❧t❡♥ ❛♥❞ ❙t♦❡❝❦❡r

✭✶✾✽✻✮ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ✐♥ ✐t❡r❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r ❉✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡s ♦❢ ✶✵ r♦✉♥❞s ✭s✐♠✐❧❛r

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♥❞r❡♦♥✐ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ✭✶✾✾✸✮❀ ❈♦♦♣❡r✱ ❉❡❏♦♥❣✱ ❋♦rs②t❤❡✱ ❛♥❞ ❘♦ss

✭✶✾✾✻✮❀ ❇r✉tt❡❧✱ ●üt❤✱ ❛♥❞ ❑❛♠❡❝❦❡ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t✿ ✭✶✮ ✐❢ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❞❡❢❡❝t❡❞✱

t❤❡♥ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s✱ ✭✷✮ ✉s✉❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ♠✉t✉❛❧

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✻ r♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ♣❧❛②❡rs ❜❡❣✐♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❛st ✶✲✹ r♦✉♥❞s✳✽ ❙✉❝❤

❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ✭✶✮ s♦♠❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❛❧tr✉✐st✐❝✱ ❛♥❞ ✭✷✮

✼ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❈r❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r ❛ str❛t❡❣✐❝ ✭♥♦♥✲❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ③❡r♦✲s✉♠ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ✏❝❤❡❛♣✲t❛❧❦✑
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ♠❛② ❝♦✲❡①✐st ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✳

✽ ■♥ ❙❡❧t❡♥ ❛♥❞ ❙t♦❡❝❦❡r ✭✶✾✽✻✮✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❧❛②❡rs ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ ✷✺ s❡q✉❡♥❝❡s ✭✏s✉♣❡r✲❣❛♠❡s✑✮ ♦❢ ✐t❡r❛t❡❞
Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✶✸ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❛❢t❡r
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✶✷ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✏♥♦✐s✐❡r✑✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ✶✸
s❡q✉❡♥❝❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧♦✇ ❞r✐❢t ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛②❡rs t♦✇❛r❞s ❡❛r❧✐❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞❡❢❡❝t✐♦♥s
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛st ✹ r♦✉♥❞s ✇❡r❡ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r♦✉♥❞s✳



✷ ▼♦❞❡❧ ✻

♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣✳✾ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ❙❡♥✱ ❛♥❞ ❘②♠♦♥ ✭✷✵✵✷✮ st✉❞✐❡❞

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞

t❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❆ r❡❝❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❍②♥❞♠❛♥✱ ❚❡rr❛❝♦❧✱ ❛♥❞ ❱❛❦s✲

♠❛♥♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t

❣❛♠❡s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛ss✐❣♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣

t♦ t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❛❧t❡r♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss❡ss♠❡♥ts ♦❢

t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❦✐❧❧s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✏♥❛✐✈❡✑ ❛❣❡♥ts ✐♥

♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❤♦ ❛❧✇❛②s ❜❡st✲r❡♣❧② t♦ ❛ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦♥✲str❛t❡❣✐❝ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s

❛ ✏♥✐❝❡ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣✑ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✏♠♦❞❡r❛t❡❧②✲

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✑ ❛❣❡♥ts ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❤♦✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❡② ♦❜t❛✐♥✱ ❜❡st r❡♣❧② t♦

❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❦✐❧❧✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t

♦✉r r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❦❡t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❄❄ ✭❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s ❛♣♣❡❛r ✐♥

t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✻ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳

✷ ▼♦❞❡❧

✷✳✶ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❚②♣❡s

❲❡ st✉❞② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✜♥✐t❡❧②✲✐t❡r❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡ t❤❛t r❡♣❡❛tsM st❛❣❡s ✭M ≥
4✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ❛r❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✭A > 2 +

√
2✮✳

❚❤✐s ♣❛②♦✛ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ❛s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✏s✉❝❝❡ss✑

♦r ✏✜t♥❡ss✑✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ❛ st❛❣❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

❝✉rr❡♥t st❛❣❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛t st❛❣❡ m ✐s ❡q✉❛❧ t♦ M − k + 1✳ ❍✐st♦r② hk ♦❢ ❧❡♥❣t❤

k ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ k ♣❛✐rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ l✲t❤ ♣❛✐r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛t

st❛❣❡ l✳ ▲❡t Hk ❜❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k✱ ❛♥❞ ❧❡t H = ∪1≤k<MHk ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧

♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r✐❡s✳

❆ ♣✉r❡ str❛t❡❣② s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ H ✐♥t♦ {C,D}✳ ❆ ✱ ❛♥❞ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ str❛t❡❣② σ ✐s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ H ✐♥t♦ ∆({C,D})✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ✇r✐t❡ σ (hk) = C ✇❤❡♥

σ ❛ss✐❣♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 t♦ ♣❧❛②✐♥❣ C ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r D✮✳ ▲❡t Σ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧

str❛t❡❣✐❡s ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤✱ str❛t❡❣✐❡s✮✳ ❙tr❛t❡❣② σ ✐s k✲♥✐❝❡✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ✐❢ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s

❧❛r❣❡r t❤❛♥ k✿ ✭✶✮ σ ❛ss✐❣♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ t♦ C ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❤❛s ♥❡✈❡r ❞❡❢❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞

✾ ❍❡✐❢❡t③ ❛♥❞ P❛✉③♥❡r ✭✷✵✵✺✮ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ❛t ❡❛❝❤
♥♦❞❡✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ✏❝♦♥❢✉s❡❞✑ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳



✷ ▼♦❞❡❧ ✼

✭✷✮ σ ❛ss✐❣♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ t♦ D ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❤❛s ❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ▲❡t Σk

❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ k✲◆✐❝❡✲❘❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ▲❡t dk ∈ Σk ❜❡ t❤❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② t❤❛t

♣❧❛②s ❣r✐♠ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❡♥ k✿ ❞❡❢❡❝ts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❤❛s

❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❣❡s ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k✮✳

▲❡t D = {dk}0≤k≤M ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ ✏❣r✐♠✲t❤❡♥✲❞❡❢❡❝t✑ str❛t❡❣✐❡s✳ ▲❡t u (σ, σ′) ❜❡ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ✇❤♦ ♣❧❛②s str❛t❡❣② σ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ♣❧❛②s ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧

str❛t❡❣② σ′✳

❲❡ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ♣❧❛② G✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r t②♣❡✳ ▲❡t L = {L1, ..., LM}
❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s ✭♦r ❧❡✈❡❧s✮✳✶✵ ❆♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ Lk ❧♦♦❦s ♦♥❧② k st❡♣s ❛❤❡❛❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥

t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k ❤❡ ✐❣♥♦r❡s ❡♥❞✲♦❢✲❣❛♠❡ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛ ✏♥✐❝❡

❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣✑ ❤❡✉r✐st✐❝ ✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ t②♣❡ Lk ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❧❛② k✲♥✐❝❡✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ❤✐s ♣❧❛②✳

▲❡t c : L → R
+ ❛ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ c (L1) = 0✱ ❛♥❞ ❧❡t δ > 0✳ ❆❣❡♥ts

♦❢ t②♣❡ Lk ❜❡❛r ❛ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ δ · c (Lk)✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧

❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ δ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✭❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧♦✇ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts✮✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢

t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ✐s t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ♣❛②♦✛s ♠✐♥✉s t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❦♥♦✇s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✭❛♥❞ ❣❡t ♥♦

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − p✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t

t❤❛t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ❦♥♦✇s ❤✐s t②♣❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ str❛♥❣❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t t❤❛t

❤✐s t②♣❡ ✇❛s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡

❛❧s♦ ✐❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡ ✐❢ t❤❛t t②♣❡ ✐s ❧♦✇❡r✳

✷✳✷ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✲ ❛ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❡❛❝❤ t②♣❡ ✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❋♦r♠❛❧❧② ✭✇❤❡r❡ C (µ)❞❡♥♦t❡ t❤❡

s✉♣♣♦rt ♦❢ µ✮✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ (µ, b) ✐s ❛ ♣❛✐r ✇❤❡r❡ µ ∈ ∆(L) ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ b = (bk)k∈C(µ) ✐s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣✐❡s

✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ Lk ∈ C (µ)✱ bk : L ∪ ∅ → Σk

✐s ❛ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣② t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ k✲♥✐❝❡✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r ❡❛❝❤

✶✵ ❲❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♠✐t ❧❡✈❡❧ ✵ ✭L0✱ ✇❤♦ ✉s❡s ❛ ♥✐❝❡ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ L0 ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✳



✷ ▼♦❞❡❧ ✽

♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ t②♣❡s ♦✉ts✐❞❡ C (µ)✮✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❲❡ ♥♦t❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✿

• ❆❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✭♥♦♥✲♣✉r❡✮ str❛t❡❣②✳ ❆s ✉s✉❛❧ ✐♥ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✱

t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r✿ ✭✶✮ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ❤✐s ❛❝t✐♦♥s✱ ♦r ✭✷✮ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ Lk ♣❧❛② ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥❞✉❝❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss✳

• ❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ t②♣❡s

✭✏♠✉t❛♥t✑ t②♣❡s ♦✉ts✐❞❡ C (µ)✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❛❜✐❧✐t② ♥♦t✐♦♥✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤✱ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❛t str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❛❣❛✐♥st

t②♣❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱

❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✮✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b)✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ t②♣❡s ✐♥ C (µ) ❛s ❡①✐st✐♥❣ t②♣❡s ♦r ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱

❛♥❞ t②♣❡s ♦✉ts✐❞❡ C (µ) ❛s ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ t②♣❡s ♦r ♠✉t❛♥t t②♣❡s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✐①t✉r❡

♦❢ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t (µ, b) ❛♥❞ (µ′, b′) ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧❡t 0 < ǫ < 1✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
(

µ̃, b̃
)

= (1− ǫ) (µ, b) + ǫ (µ′, b′) ✐s✿

• µ̃ = (1− ǫ)µ+ ǫµ′✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ k ∈ C (µ̃)✿

b̃k =
(1− ǫ) · µ (Lk) bk + ǫ · µ′ (Lk) b

′
k

µ (Lk) + µ′ (Lk)
.

❲❤❡♥ ǫ ✐s s♠❛❧❧ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t (1− ǫ) (µ, b)+ǫ (µ′, b′) ❛s t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✿ ❛ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥ st❛t❡ (µ, b) t❤❛t ✇❛s ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ǫ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥(µ′, b′)✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❛t t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❧❛②✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s (µ, b) ❛♥❞ (µ′, b′) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② (µ, b) ≈ (µ′, b′)✮

✐❢✿

✶✳ µ = µ′✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ t②♣❡s Lk, Lk′ ∈ C (µ)✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❧❛② ✇❤❡♥ t②♣❡ Lk ♣❧❛②s ❛❣❛✐♥st

t②♣❡ Lk′ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳



✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t② ✾

◆♦t❡ t❤❛t t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❧❛② ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛s✐♦♥ ♦❢ ǫ ♠✉t❛♥ts✱ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠❛② ❛❝t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ♠✉t❛♥ts✳

✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t②

✸✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t

■♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t t②♣❡s✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ str❛t❡❣②✳ ❆ str❛t❡❣②

✐s ♥❡✉tr❛❧❧② ✭r❡s♣✳✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇❤♦ ✐♥✈❛❞❡s

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✇❡❛❦❧② ✭str✐❝t❧②✮ ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛

t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ✭▼❛②♥❛r❞✲❙♠✐t❤ ✭✶✾✼✹✮❀ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✽✷✮✮ ❙tr❛t❡❣② σ ∈ Σ ✐s ♥❡✉tr❛❧❧②

✭r❡s♣✳✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ✏♠✉t❛♥t✑ str❛t❡❣② σ′ ✭r❡s♣✳✱ σ′ 6= σ✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡

ǫσ′ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② 0 < ǫ < ǫσ′ ✿

u (σ, ǫσ′ + (1− ǫ) σ) ≥ u (σ′, ǫσ′ + (1− ǫ) σ) .

✭r❡s♣✳✱ u (σ, ǫσ′ + (1− ǫ) σ) > u (σ′, ǫσ′ + (1− ǫ) σ)✮✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s (µ, b) ❛♥❞ (µ′, b′) ❞❡✜♥❡ u ((µ, b) , (µ′, b′)) ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

♣❛②♦✛ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ❢r♦♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ (µ, b) ✇❤♦ ♣❧❛②s ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

(µ′, b′) ✭❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✮✳ ❆ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡✉tr❛❧❧② ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇❤♦

✐♥✈❛❞❡s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❛❦❧② ✭str✐❝t❧②✮ ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥

t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ✐s ♥❡✉tr❛❧❧② ✭r❡s♣✳✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ✏♠✉t❛♥t✑

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ′, b′) ✭r❡s♣✳✱ ❛♥② (µ′, b′) 6≈ (µ, b)✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ǫσ′ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r

❡✈❡r② 0 < ǫ < ǫσ′ ✿

u ((µ, b) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) ≥ u ((µ′, b′) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) .

✭r❡s♣✳✱ u ((µ, b) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) > u ((µ′, b′) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) .✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✽✷✮✬s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿

✶✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ t❤❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳



✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t② ✶✵

✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✷✲♣❧❛②❡r ✏♠❡t❛✲❣❛♠❡✑✿ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ t②♣❡ Lk ❛♥❞ ❛ s✐❣♥❛❧✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t k✲♥✐❝❡✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s ♠❡t❛✲❣❛♠❡ ✐s

❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ✏♠❡t❛✲❣❛♠❡✑ ✐s ❛ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t✿

✶✳ ❆♥② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳

✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② st❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❛s✐♦♥s ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇❤♦

♣❧❛② ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✲♣❛t❤✳

❲✐t❤ s♦♠❡ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Lk ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ♠❛ss ✶ t♦ t②♣❡

Lk✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛♥② ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s✿ ✭✶✮ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✲ ②✐❡❧❞ t❤❡

s❛♠❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛❧❧ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t (µ, b) ❜❡ ❛ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ b✿ ✭✶✮

✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ µ✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ✐s ❛ ❇❛②❡s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s µ✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t b ✐♥❞✉❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛②♦✛s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ▲❡t Lk ∈
C (µ) ❜❡ t❤❡ t②♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❛②♦✛✳ ❚❤❡♥✿ u ((Lk, bk) , (µ, b)) > u ((µ, b) , (µ, b))✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ > 0✱ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ✇❤♦ ♣❧❛② bk ✇♦✉❧❞

❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ st❛❜✐❧✐t②

♦❢ (µ, b)✳

✷✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t b ✐s ♥♦t ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▲❡t Lk ∈ C (µ)

❜❡ t❤❡ t②♣❡ ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❛❣❛✐♥st (µ, b)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐sts str❛t❡❣② b
′

k s✉❝❤ t❤❛t ✿ u ((Lk, b
′
k) , (µ, b)) > u ((Lk, bk) , (µ, b))✳ ❇② t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ u ((Lk, bk) , (µ, b)) = u ((µ, b) , (µ, b))✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②

s♠❛❧❧ ǫ > 0✱ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ✇❤♦ ♣❧❛② b′k ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ (µ, b)✳



✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t② ✶✶

✸✳✷ ❘❡s✉❧t ✭❙t❛❜✐❧✐t②✮

❖✉r ✜rst r❡s✉❧t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ (µ∗, b∗) ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❛✐✈❡

♣❧❛②❡rs ✭t②♣❡ L1✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡rs ✭t②♣❡ L3✮ ❝♦✲❡①✐st✳ ▲❡t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥ (µ∗, b∗) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② t②♣❡s L1 ❛♥❞ L3✿

µ∗ (L1) =
p (A− 1)− 1 + δ · c (L3)

p (A− 1)
, µ∗ (L3) =

1− δ · c (L3)

p (A− 1)
.

✷✳ ❚❤❡ ✏♥❛✐✈❡✑ ❆❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L1 ♣❧❛② d1 ✿ ✉s❡ ✏❣r✐♠✑ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✱ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ❛t

t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✳

✸✳ ❚❤❡ ✏♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✑ ❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L3 ♣❧❛②✿

✭❛✮ d2 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ L1 ✭❢♦❧❧♦✇ ✏❣r✐♠✑ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st ✷ st❛❣❡s✱ ❛♥❞

❞❡❢❡❝t ✐♥ ❧❛st ✷ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s✮✳

✭❜✮ d3 ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♦❜s❡r✈❡❞ t②♣❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♥ L1✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t A

(A−1)2
< p < A−1

A
❛♥❞ ❧❡t δ > 0 ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♥ (µ∗, b∗) ✐s

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❜r✐❡✢② s❦❡t❝❤ t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢

t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t b∗ ✐s ❛ ❇❛②❡s✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❣✐✈❡♥ µ∗✮✳ ◆❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs ✭L1✮

♣❧❛② t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ str❛t❡❣② ✲ d1 ✭❛s t❤❡② ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r ✏♥✐❝❡ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣✑

❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✮✳ ❋♦r s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡rs✱ ♣❧❛②✐♥❣ d3 ❛❣❛✐♥st

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥ts ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ p✱ ❛♥❞

♣❧❛②✐♥❣ d2 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥ts ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥s ✐❢

µ (L1) ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t (µ∗, b∗) ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ ✐t✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜t♥❡ss

♦❢ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ◆❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts s✉❝❝❡❡❞

♠♦r❡ ♦♥❧② ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t ✭✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡✐r t②♣❡✮✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❛✐✈❡t② ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉♥❞ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞

❛❣❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✿ ❛❣❛✐♥st ♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st

❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ µ (L1)

t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❧❛②❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦

s❤♦✇ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ■❢ ǫ ♠♦r❡ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs ❥♦✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✭♦♥

❛✈❡r❛❣❡✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ǫ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ✇❤♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳



✹ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ✶✷

✹ ❯♥✐q✉❡♥❡ss

✹✳✶ ❯♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❞♠✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ♠❛ss ✶ t♦ ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts ✭t②♣❡

LM✮ ✇❤♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t

t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts

❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ❛❣❛✐♥st ♥❛✐✈❡ ♠✉t❛♥ts ✭L1✮✳ ❙✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✐s str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②

❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♦♣❡r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst M − 2 st❛❣❡s ❛❣❛✐♥st ♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥ts✳

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ r❡❝✉rr❡♥t ❡♥tr❡❡s ♦❢ ♥❛✐✈❡ ♠✉t❛♥ts✱ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts

❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ♥❛✐✈❡

♦♣♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦st✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ r❡✜♥❡ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❜② ♥♦t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ ✉s❡ ✏❜❛❞✑

str❛t❡❣✐❡s ❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✬s str❛t❡❣② t❤❛t ✐s ♣❧❛②❡❞

❛❣❛✐♥st ❛ ♠✉t❛♥t t②♣❡✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❛t ♠✉t❛♥t✬s str❛t❡❣②✳ ❖♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡

t✐♠❡ ✐♥✈❛❞✐♥❣ ♠✉t❛♥ts ✇✐❧❧ ❜❡st✲r❡♣❧② t♦ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ✭s❡❡✱ ❙✇✐♥❦❡❧s ✭✶✾✾✷✮✮ ❡✐t❤❡r✿

✭✶✮ ✏❜❡st✲r❡♣❧②✑ ♠✉t❛♥ts ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ✜t♥❡ss t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠✉t❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ s✉r✈✐✈❡ ❧♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr❡❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥❀ ♦r✴❛♥❞ ✭✷✮ ♠✉t❛♥ts ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r str❛t❡❣② ❜②

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡st✲r❡♣❧② str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ▲❡t (µ, b) ❜❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡t Lk̃ ∈ L\C (µ) ❜❡ ❛ ♠✉t❛♥t t②♣❡✳ ❆ s✐❣♥❛❧✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣② b̃k̃ : L∪∅ → Σk̃ ✐s ❜❡st✲r❡♣❧② ✐❢ u
((

Lk̃, b̃k̃

)

, (µ, b)
)

≥ u
((

Lk̃, b
′

k̃

)

, (µ, b)
)

❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣② b′
k̃
: L ∪ ∅ → Σk̃✳

❆♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t str❛t❡❣② bk

(

k̃
)

✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r str❛t❡❣② b′k

(

k̃
)

✐❢ ✐t ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧②

✇♦rs❡ ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ❜❡st✲r❡♣❧② ♦❢ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk̃✳ ❙tr❛t❡❣② bk

(

k̃
)

✐s ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✐❢

✐t ✐s ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r str❛t❡❣②✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ▲❡t (µ, b) ❜❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡t Lk ∈ C (µ) ❜❡ ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t t②♣❡✱ ❧❡t Lk̃ ∈
L\C (µ) ❜❡ ❛ ♠✉t❛♥t t②♣❡✱ ❧❡t b′k

(

k̃
)

∈ Σk ❜❡ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ k′ 6= k̃ ❧❡t b′k (k
′) = bk (k

′)

✳ ❙tr❛t❡❣② bk

(

k̃
)

∈ Σk ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② b′k

(

k̃
)

✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡st✲r❡♣❧② s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣②

b̃k̃ : L ∪ ∅ → Σk̃✿ u ((Lk, bk) , (Lk̃, bk̃)) < u ((Lk, b
′
k) , (Lk̃, bk̃))✳ ❙tr❛t❡❣② bk

(

k̃
)

∈ Σk ✐s

✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st str❛t❡❣② b′k

(

k̃
)

∈ Σk s✉❝❤ t❤❛t bk

(

k̃
)

✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②

b′k

(

k̃
)

✳



✹ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ✶✸

❲❡ r❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❧❧ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❧❛②❡❞ ❛❣❛✐♥st

♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ ♠✉t❛♥ts t♦ ❜❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ✐s ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞✱ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ✏✐♥❝✉♠❜❡♥t✑ t②♣❡ Lk ∈ C (µ)✱

❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✏♠✉t❛♥t✑ t②♣❡ Lk̃ ∈ L\C (µ)✱ t❤❡ str❛t❡❣② bk

(

k̃
)

✐s ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞✳

❆ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ❜♦t❤ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞

❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧❧② ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡✳

✹✳✷ ❘❡s✉❧t ✭❯♥✐q✉❡♥❡ss✮

❖✉r s❡❝♦♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ (µ∗, b∗)✳

r❡s✉❧t ❣✐✈❡s ❛ s❤❛r♣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ A

(A−1)2
< p < A−2

A−1
✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs ✭t②♣❡ L1✮ ❛♥❞

♠♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡rs ✭t②♣❡ L3✮ ❝♦✲❡①✐st✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t 1
A−1

< p < 1 − 2·A−1
A2−A

✱ ❛♥❞ ❧❡t (µ, b) ❜❡ ❛♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ (µ, b) ❛♥❞ (µ∗, b∗) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✮✳ ❋✐rst✱

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡✿ ✶✮ ✐❢ t❤❡ t②♣❡ ✐s LM ✱ t❤❡♥ t❤❡

❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ L1 ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥

❛❣❛✐♥st t❤❡♠ ❛♥❞ ✐♥✈❛❞❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ✷✮ ✐❢ t❤❡ t②♣❡ ✐s Lk 6= LM ✱ t❤❡♥ ♠✉t❛♥ts ♦❢

t②♣❡ Lk+1 ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡t str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ▲❡t

Lk ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✭✏♥❛✐✈❡✑✮ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ s❡❡ t❤❛t t②♣❡

Lk ♠✉st ❛❧✇❛②s ❞❡❢❡❝t ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k ✭❛s ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❛❧❧

♣❧❛②❡rs ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❛t t❤❛t st❛❣❡✮✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r t②♣❡s ♠✉st ❞❡❢❡❝t ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t

♠♦st k + 1✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♦♣❡r❛t❡

❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k + 1 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ str❛♥❣❡rs✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs✱ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ✜t♥❡ss r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✭❛s

♠❛♥② ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ❧♦♦s❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❡❛r❧✐❡r t❤❡♥ k+1 ❛❣❛✐♥st

str❛♥❣❡rs✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s s♦ ❧❛r❣❡✱

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦ ❞❡❢❡❝t ❛t ❡❛r❧✐❡r ❤♦r✐③♦♥ ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs✱

t❤❡♥✿ ✭✶✮ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❤♦ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❤♦r✐③♦♥ k+1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ t♦ t②♣❡

Lk+1✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ✭t②♣❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k+1) ♠✉st ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ k+2

❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♦♥❡ st❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t ✭✇❤♦ ❤❛s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡✐r



✺ ❙t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ▲♦✇ ❛♥❞ ❍✐❣❤ p✲s ✶✹

t②♣❡✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ✇❤♦ s❛t✐s❢② t❤❡

❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛②♦✛s✱ ❜✉t ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ t♦ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ❛❧❧ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ k + 1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs✱ t❤❡♥ ✐t ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡② ❛❧❧ ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ k + 2 ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡

♣❧❛②❡rs ✐s ❧✐❦❡ ✐♥ µ∗✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ k > 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞

❜② ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ L1✱ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❡❛r♥ ❢r♦♠ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣

♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t✳

✺ ❙t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ▲♦✇ ❛♥❞ ❍✐❣❤ p✲s

❖✉r ♥❡①t r❡s✉❧t✱ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ❛♥❞ ✶ t❤❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞

♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠✉st

✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦✱ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ♦t❤❡r ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts✱ ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s✳

❲❤❡♥ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✱ t❤✐s ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧♦✇❡r t②♣❡s ✐s t♦♦ s♠❛❧❧

❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❡①✐st ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜②

t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s t♦♦ ❧♦✇✮✳ ❲❤❡♥ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✏❛r♠s✲r❛❝❡✑ ❜❡t✇❡❡♥ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞

❛❣❡♥ts ✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✿ ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❛❣❡♥t ✇✐s❤❡s t♦ ❞❡❢❡❝t ♦♥❡ st❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ✏r❛❝❡✑ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st s♦♠❡ ❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❋♦r♠❛❧❧②✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳

✶✳ ▲❡t 0 ≤ p < 1
(M−2)·(A−1)

✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜❧❡ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥
(

µ̃, b̃
)

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t②♣❡ LM ❛♥❞ t❤❡② ♣❧❛② dM ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs

❛♥❞ t②♣❡ LM ✱ ❛♥❞ dk+1 ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ ✏♠✉t❛♥t✑ t②♣❡ Lk < LM ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♦t❤❡r

✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
(

µ̃, b̃
)

✳

✷✳ ▲❡t 1 ≥ p > A−1
A

✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❛♥② ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣❧❛②❡rs ♦❢ t②♣❡ LM ✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ✇❤❡♥

♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ LM ✳

❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✮✿

✶✳ ▲♦✇ p✲s✿ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r②♦♥❡ ❤❛s t②♣❡ LM ✭❢✉❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧✮ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥

❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐s st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❛✐✈❡ ♠✉t❛♥ts

✭✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r t②♣❡ t❤❛♥ LM✮ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✿ t❤❡② str✐❝t❧② ❧♦s❡ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ♥❛✐✈❡t② ✐s



✻ ❘♦❜✉st♥❡ss ✶✺

✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❛✐✈❡t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦♦ r❛r❡❧②✳ ❉✉❡ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐♥

❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ❝♦✲❡①✐st✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t②♣❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛

str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ✭❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss✮✳

✷✳ ❍✐❣❤ p✲s✿ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡r ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡

✜rst st❛❣❡✳ ▲❡t l < M ❜❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥

❞❡❢❡❝t✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✳ ■❢ p ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥

t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t st❛❣❡ l ❛s

✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✭❛❣❛✐♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ p✮ t❤❛t st❛rt✐♥❣ t♦ ❞❡❢❡❝t ♦♥❡ st❛❣❡ ❡❛r❧✐❡r

✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠✉t❛♥ts ✇❤♦ ✏✐♠✐t❛t❡✑ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t②♣❡✬s ❜❡❤❛✈✐♦r

❡①❝❡♣t ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ st❛❣❡ ❡❛r❧✐❡r ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t②♣❡✱

✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛✳

✻ ❘♦❜✉st♥❡ss

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡

♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥ t❤❡ t②♣❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞

✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t② ♥♦t✐♦♥s✳

✻✳✶ ❱❛r✐❛♥ts ✐♥ t❤❡ ▼♦❞❡❧

✻✳✶✳✶ ▲❡✈❡❧ ✵

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♣❧❛②❡rs t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✏❧❡✈❡❧✲✵✑ ✭L0✮ ✇❤♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♥✐❝❡ ❛♥❞

r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ str❛t❡❣② ❛t ❛❧❧ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ✏❧❡✈❡❧✲✵✑ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② ❛ str✐❝t❧②✲

❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣② ✭❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ♦♠✐t t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❛s s✉❝❤ ❡①tr❡♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ♠❛② s❡❡♠ ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts

❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r♦❜✉st t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ L0 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✳ ❆❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts

✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ s❤✐❢t ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣ ❜❛❝❦✇❛r❞s✿ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✐♥ C ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t②♣❡ L0 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ L1✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡rs ✇♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ✶✲✷ st❡♣s

❛❤❡❛❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✲✸ st❡♣s✳

✻✳✶✳✷ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❚②♣❡ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② ❛❣❡♥t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s

t②♣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧♦✇❡r t②♣❡s ♠❛② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡①❛❝t t②♣❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t✳

❖♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ▼♦❤❧✐♥ ✭✷✵✶✷✮✮ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t ♦♥❧② ❤✐❣❤❡r t②♣❡s ❝❛♥

✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
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❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥s ❛ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✳

❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − p t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ (∅)✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✿

✶✳ ■❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡ ✐s str✐❝t❧② ❧♦✇❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❡①❛❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ✐t✳

✷✳ ■❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡ ✐s ✇❡❛❦❧② ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s

t②♣❡ ✐s ✇❡❛❦❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❤✐s ♦✇♥ t②♣❡✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✳

✻✳✶✳✸ ❙♠❛❧❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❙✐❣♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡

❖✉r r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❛❧t❡r❡❞ ❜② ❛♥② ♦❢

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♦❜t❛✐♥s ❛❜♦✉t

❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡✳

✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✳

❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧②

st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ t♦ (µ∗, b∗)✮✳

✻✳✷ ❉✐✛❡r❡♥t ❙t❛❜✐❧✐t② ◆♦t✐♦♥s

✻✳✷✳✶ ❋♦❝❛❧ ❙t❛❜✐❧✐t②

❖♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② s♣❡❝✐✜❡s t❤❡

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❛❣❛✐♥st ❡①✐st✐♥❣ t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❣❛✐♥st ♠✉t❛♥t t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡

♥❡✇ t②♣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈♦❧✈❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣♦st✲❡♥tr② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡

❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ st❛t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦✉r

r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ t❤✐s st❛❜✐❧✐t② ♥♦t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❡st ✐♥

❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✮✳

❆ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣②

t❤❛t ❡❛❝❤ t②♣❡ ✉s❡s ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r t②♣❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❈♦♠♣❛❝t ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ✐s ❛ ♣❛✐r ✇❤❡r❡ µ ∈ ∆(L) ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ b = (bk)k∈C(µ) ✐s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐s

♣❧❛②❡❞ ❜② ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r

❡❛❝❤ t②♣❡ Lk ∈ C (µ) ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ bk : C (µ)∪∅ → Σk ✐s ❛ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣② t❤❛t
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s♣❡❝✐✜❡s ❛ k✲♥✐❝❡✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮

❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b)✱ ❛♥ ✐♥✈❛❞✐♥❣ ♠✉t❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ′, b′) s❤♦✉❧❞

s♣❡❝✐❢② t❤❡ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t k′✲♥✐❝❡✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✉t❛♥t t②♣❡ Lk′ ∈ C (µ′)

❛❣❛✐♥st t②♣❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ C (µ) ∪ C (µ′)✳ ■♥t❡r♥❛❧ ♠✉t❛♥t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ t②♣❡s t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ C (µ′) ⊆ C (µ)✳

■♥t❡r♥❛❧ ♠✉t❛♥ts ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

✐♥❝✉♠❜❡♥t t②♣❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ str❛t❡❣✐❡s ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧❧② ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧

❣r♦✉♣ ♦❢ ✭♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠✉t❛♥ts ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❛❦❧② ✭str✐❝t❧②✮ ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥

t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❈♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧❧② ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ✐❢

❢♦r ❛♥② ✐♥t❡r♥❛❧ ♠✉t❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ′, b′) ✭(µ′, b′) 6≈ (µ, b)) ✇✐t❤ C (µ′) ⊆ C (µ) t❤❡r❡

❡①✐sts s♦♠❡ ǫσ′ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② 0 < ǫ < ǫσ′ ✿

u ((µ, b) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) ≥ u ((µ′, b′) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) .

✭u ((µ, b) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) > u ((µ′, b′) , ǫ (µ′, b′) + (1− ǫ) (µ, b)) .✮

❊①t❡r♥❛❧ ♠✉t❛♥ts ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♠✉t❛♥t t②♣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❛❞❛♣t t❤❡✐r

❥♦✐♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✏❢♦❝❛❧✑ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛♥❞

str❛♥❣❡rs ❛s ✜①❡❞✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥t♦ ❛

❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✭str✐❝t❧②✮ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❢♦❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐❢

❛♥② ♠✉t❛♥t ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✭str✐❝t❧②✮ ✇♦rs❡ ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦st✲❡♥tr❡❡

❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b)✱ ǫ > 0 ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠✉t❛♥t t②♣❡

Lk′ ∈ L\C (µ) ❧❡t B (µ, b, Lk′ , ǫ) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦st✲❡♥tr❡❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ t❤❡ s❡t ♦❢

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s (µ′, b′) t❤❛t s❛t✐s❢②✿

✶✳ ❚❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ǫ ♠✉t❛♥ts ❛♥❞ 1 − ǫ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✿ µ′ =

(1− ǫ) · µ+ ǫ · Lk′ ✳

✷✳ ❚❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ✭❢♦❝❛❧❧②✮ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❡♥tr② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✿ b′k (∅) = bk (∅) ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ C (µ)✱ ✭✸✮ b′k

(

k̃
)

=

bk

(

k̃
)

❢♦r ❡❛❝❤ Lk, Lk̃ ∈ C (µ)✳
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✸✳ ❊❛❝❤ ✐♥❝✉♠❜❡♥t t②♣❡ ❜❡st r❡♣❧② ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✉t❛♥t✳

✹✳ ❚❤❡ ♠✉t❛♥t t②♣❡ ❜❡st r❡♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ ♦♣♣♦♥❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❈♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ✐s ✭str✐❝t❧② ✮ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❢♦❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥②

♠✉t❛♥t t②♣❡ Lk′ ∈ L\C (µ) t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ǫσ′ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② 0 < ǫ < ǫσ′ ❛♥❞

✐♥ ❛♥② ♣♦st✲❡♥tr❡❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ′, b′) ∈ B (µ, b, k′, ǫ) t❤❡ ♠✉t❛♥t ♦❜t❛✐♥s ❛ ❧♦✇❡r

♣❛②♦✛✿

u ((µ, b′) , (µ′, b′)) ≥ u ((Lk′ , b
′) , (µ′, b′)) .

(u ((µ, b′) , (µ′, b′)) > u ((Lk′ , b
′) , (µ′, b′)) .)

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✭str✐❝t❧②✮ ❢♦❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ❜♦t❤ ♥❡✉tr❛❧❧② ✭❡✈♦❧✉✲

t✐♦♥❛r②✮ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✭str✐❝t❧②✮ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❢♦❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❙✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥

t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r♠❛❧❧② ✭♣r♦♦❢ ✐s ♦♠✐tt❡❞✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t A

(A−1)2
< p < 1 − 2·A−1

A2−A
❛♥❞ ❧❡t δ > 0 ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡

❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ∗, b∗) ✐s str✐❝t❧② ❢♦❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ (µ, b) ✐s ❛ ❢♦❝❛❧❧② st❛❜❧❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡♥ (µ, b) ❛♥❞ (µ∗, b∗) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✻✳✷✳✷ ❉❊❨✲❙t❛❜✐❧✐t② ✭❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✮

■♥ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❜❡st✲r❡♣❧② ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲

❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❦❡❡♣ t❤❡✐r ♣❧❛② ❛❣❛✐♥st ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛♥❞ str❛♥❣❡rs t❤❡ s❛♠❡✱

❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛❞❥✉st ✐t t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ǫ ♠✉t❛♥ts✳ ■♥ s♦♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡t✉♣s✱ t❤❡

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r

t❤❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ❡✈♦❧✈❡✳ ■♥ t❤❡s❡

s❡t✉♣s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr❡❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♣❧❛② ✐♥t♦

❛♥ ❡①❛❝t ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❢t❡r ❛♥② ❡♥tr❡❡ ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✭❜♦t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧

♠✉t❛♥ts✮✳

❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✬s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♠❛❦❡s t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳✶✶ ❆ ❝♦♠♣❛❝t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ✐s ✭str✐❝t❧②✮ ❉❊❨✲st❛❜❧❡ ✐❢✿

✶✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ b ✐s✿

✭❛✮ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s

µ✳

✶✶ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠❡♥t❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❲✐♥t❡r✱ ●❛r❝✐❛✲❏✉r❛❞♦✱ ❛♥❞ ▼❡♥❞❡③✲
◆❛②❛ ✭✷✵✶✵✮✮ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✲st❛❜❧❡ t②♣❡s ✭❆❧❣❡r ❛♥❞ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❇♦t❤ ♥♦t✐♦♥s ❛♣♣❧② ♦♥❧② t♦ ❤♦♠♦❣❡✲
♥♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ❧❡ss ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ st✉❞② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
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✭❜✮ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ✲ ✐t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛❧❧ t②♣❡s ✐♥ C (µ)✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✏♠✉t❛♥t✑ t②♣❡ Lk ∈ L✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤

ǫ < ǫ0✱ ❛❢t❡r ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ✐♥✈❛❞❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿

✭❛✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦st✲❡♥tr② ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♣❧❛② ✐s

♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡♥tr② ♣❧❛②✳

✭❜✮ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✭str✐❝t❧②✮ ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳

❲✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✱ ▲❡♠♠❛s ✸✲✹ ❛♣♣❧② ❛❧s♦ ❢♦r ❉❊❨✲st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t A

(A−1)2
< p < 1 − 2·A−1

A2−A
❛♥❞ ❧❡t δ > 0 ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡

❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ∗, b∗) ✐s str✐❝t❧② ❉❊❨✲st❛❜❧❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♦t❤❡r ❉❊❨✲st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ❤❛s s✐♠✐❧❛r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ◆❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L1 ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

✷✳ ▼♦❞❡r❛t❡❧②✲s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t②♣❡s ✭ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡t ♦❢ {L2, L3, L4}✮ ❝♦✲❡①✐st t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ♥❛✐✈❡ t②♣❡✳

✸✳ ❍✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ ✭L5❛♥❞ ❛❜♦✈❡✮ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ✏q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✉♥✐q✉❡✲

♥❡ss✑ ✐s t❤❛t ▲❡♠♠❛ ✻ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❢♦r ❉❊❨✲st❛❜✐❧✐t②✿

• P❛rt ✭✶✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❢t❡r ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk̃

✇❤♦ ❛❧✇❛②s ♣❧❛② d3 ❡♥t❡r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛❞❥✉st t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s ✐♥t♦

❛♥ ❡①❛❝t ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ♦❢ t②♣❡

Lk̃ ✇♦✉❧❞ ♣❧❛② d3✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❞❥✉st♠❡♥t t❤❛t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞

❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❢❛❝❡✿ ✐❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ Lk̃ ♣❧❛②

d3✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✇❤♦ ♣❧❛② d3 ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛✱ ❜✉t t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss

✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧♦✇❡rs t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

• P❛rt ✭✹✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻ ❜❡❝❛✉s❡ ❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥❧② ❝♦♥✲

s✐❞❡rs ❡♥tr② ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ❛❞❛♣ts ❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❡①❛❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❡♥tr❡❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧

♠✉t❛♥ts✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✻ ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞✳



✼ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✷✵

✼ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

✶✳ ❖t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥s✿ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✉s❡

♥✐❝❡ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣

❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ r❡❧❛① t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛②❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❤✐s str❛t❡❣②

❢♦r ❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥s ❢r♦♠ s♦♠❡ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡

❤❡✉r✐st✐❝s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ✏♠❡♠♦r②✲✶✑ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✏♠❡♠♦r②✲✶✑ str❛t❡❣✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡

✏❣r✐♠✑ ❛♥❞ ✏t✐t✲❢♦r✲t❛t✑ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❆ str❛t❡❣② ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ♦❢ t②♣❡ Lk ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣

s♣❡❝✐✜❡s t✇♦ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡✿

✭✶✮ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❤❡ ♣❧❛②s ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k✱ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ✭✉♥r❡str✐❝t❡❞✮

str❛t❡❣② ❤❡ ♣❧❛②s ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ✜rst

r❡s✉❧t ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✮ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ C ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧

♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ ❣r✐♠ ❛s t❤❡✐r ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s st❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②

t✇♦ s❡ts ♦❢ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ s❡t✉♣✿ ✭✶✮ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ (µ∗, b∗)✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✉s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t

❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ♥❡✈❡r ❞❡❢❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❞❡❢❡❝ts ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ✭❛ ♥✐❝❡ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣

❤❡✉r✐st✐❝✮❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ✭❛♥❞

✉s❡ ✏❛❧✇❛②s✲❞❡❢❡❝t✑ ❤❡✉r✐st✐❝✮✳

✷✳ ❆♥❛❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣

t②♣❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❏❡❤✐❡❧ ✭✷✵✵✺✮✬s ❆♥❛❧♦❣②✲❇❛s❡❞ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❊q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✭❆❇❊❊✮✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ♣❧❛②❡r ♦❢ t②♣❡ Lk ❜✉♥❞❧❡s ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥

♦❢ ❛t ❧❡❛st k ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♥❛❧♦❣② ❝❧❛ss ✭✇❤✐❧❡ ❢✉❧❧②✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s ✇✐t❤

❤♦r✐③♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ k✮✱ ❛♥❞ ❡①♣❡❝ts ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t t♦ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢

t❤✐s ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②

❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❆❇❊❊ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❡✈✲

❡r② ♣❧❛②❡r ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❤✐s ❛♥❛❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧②

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❡✈❡r② ❝❧❛ss✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♠❛r❦✿ ✭✶✮ ✐t ✐s

✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ C ✐s st❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♣❧❛②✲

❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ♣❧❛② ❛ ♥✐❝❡ ❛♥❞ r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥ t❤❡✐r ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❛♥❛❧♦❣② ❝❧❛ss✮✱

❛♥❞ ✭✷✮ ✇❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ s❡ts ♦❢ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s

❆❇❊❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿ ❡✣❝✐❡♥t (µ∗, b∗)✲❧✐❦❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✏❛❧✇❛②s✲❞❡❢❡❝t✑

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳



❆ Pr♦♦❢s ✷✶

✸✳ ❘❛♥❞♦♠ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡ t❤✐s ❢❛❝t

✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛② s❡❡♠ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❛❜❧②✱ ❧❡t T ❜❡ t❤❡

r❛♥❞♦♠ ✉♥❦♥♦✇♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛sts ❛t ❧❡❛st

M r♦✉♥❞s ✭Pr (T ≥ M) = 1✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡

✭Pr (T > n|T > n− 1)✮ ✐s ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ ✶✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞

✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ❛s t❤❡ st❛❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ❜❡❝♦♠❡s ❛✇❛r❡ t♦ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧

♣❡r✐♦❞✿ ♣❧❛②❡r ♦❢ t②♣❡ Lk ❣❡ts ❛ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱

❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ T✮ k st❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞✳ ■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ♥♦t r❡✲

str✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s ✭❡❛❝❤ t②♣❡ ♠❛② ♣❧❛② ❛♥② str❛t❡❣② ❛t ❛♥② ❤♦r✐③♦♥✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s r❡♠❛r❦s✿ ✭✶✮ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ (µ∗, b∗) ✐s st❛❜❧❡✱

❛♥❞ ✭✷✮ ✇❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ s❡ts ♦❢ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ ❡✣❝✐❡♥t

(µ∗, b∗)✲❧✐❦❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✏❛❧✇❛②s✲❞❡❢❡❝t✑ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

✹✳ ❖t❤❡r ❣❛♠❡s✿ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ ✐t❡r❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❣❛♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t❡r❛t❡❞

r❡❛s♦♥✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s ♣❛②♦✛s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ✏❝❡♥t✐♣❡❞❡✑✲

❧✐❦❡ ❣❛♠❡s ✭❘♦s❡♥t❤❛❧ ✭✶✾✽✶✮✮ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❙✉❝❤ ❣❛♠❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❣✐❢t ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❤✉♥t❡r✲❣❛t❤❡r❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❍❛✈✐❧❛♥❞✱ Pr✐♥s✱ ❛♥❞ ❲❛❧r❛t❤ ✭✷✵✵✼✮✱ P✳ ✹✹✵✮✱

✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❆ Pr♦♦❢s

❆✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ (µ∗, b∗)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡t A

(A−1)2
< p < A−1

A
❛♥❞ ❧❡t δ > 0 s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

(µ∗, b∗) ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✮ ✐s ❛♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ str♦♥❣❧② ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ s❡❡ t❤❛t (µ∗, b∗) ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛❣❛✐♥st

♠✉t❛♥t t②♣❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐s ✐s ♥❡✉tr❛❧❧②

st❛❜❧❡✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t✇♦ ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧ts✿ (µ∗, b∗) ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭▲❡♠♠❛ ✶✮✱ ❛♥❞ b∗ ✐s ❛

❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❣✐✈❡♥ µ∗✮ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✲♣❛t❤

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭▲❡♠♠❛ ✷✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ∗, b∗) ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ t♦ ❛❧❧ t②♣❡s ✐♥ C (µ∗)✮✳



❆ Pr♦♦❢s ✷✷

Pr♦♦❢✳ ▲❡t q = µ (L1) ❜❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡rs✳ ❆ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡r ❣❡ts (L− 1)A+1

❛❣❛✐♥st ❛ ♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ (L− 2)A + 1 ❛❣❛✐♥st ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t ✭t②♣❡ L3✮✳ ❆

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡r ❣❡ts (L− 2)A+ (A+ 1) + 1 = (L− 1)A+ 2 ❛❣❛✐♥st ❛ ♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✱

❛♥❞ ❛❣❛✐♥st ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t ❤❡ ❣❡ts✿ (L− 3)A+3 ✐❢ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ✐❞❡♥t✐❢② ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

(L− 3)A+ (A+ 1) + 2 = (L− 2)A+ 3 ✐❢ ♦♥❧② ❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✱ (L− 3)A+ 0 + 2

✐❢ ♦♥❧② ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❤✐♠✱ ❛♥❞ (L− 2)A + 2 ✐❢ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ✐❞❡♥t✐❢② ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❉❡♥♦t❡ ❜② δ3 = δ · c (L3) t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ t②♣❡ L3✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ❣❡t t❤❡ s❛♠❡

♣❛②♦✛ ✐❢✿

q · ((L− 1) · A+ 1) + (1− q) · ((L− 2) · A+ 1) + δ3 = q · ((L− 1) · A+ 2) + (1− q) ·
(

p2 ((L− 3)A+ 3) + p (1− p) (((L− 2) · A+ 3) + ((L− 3) · A+ 2)) + (1− p)2 ((L− 2) · A+ 2)
)

(1− q)
(

(L− 2)A+ 1−
(

(L− 3)A+ 1 + 2p2 + p (1− p) (A+ 2 + 1) + (1− p)2 (A+ 1)
))

+δ3 = q

q = (1− q) ·
(

A−
(

2p2 + p (1− p) (A+ 3) + (1− p)2 (A+ 1)
))

+ δ3

q = (1− q)
(

A−
(

p2 (2− A− 3 + A+ 1) + p (A+ 3− 2A− 2) + (A+ 1)
))

+ δ3

q = (1− q) (A− (p (1− A) + (A+ 1))) + δ3

q = (1− q) (−p (1− A)− 1) + δ3 = (1− q) (p (A− 1)− 1) + δ3

q (p (A− 1)− 1 + 1) = p (A− 1)− 1 + δ3

q =
p (A− 1)− 1 + δ3

p (A− 1)
. ✭✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ p > 1
A−1

✇❡ ❣❡t ❛ ✈❛❧✐❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0 ≤ q ≤ 1 ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ δ✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ b∗ ✐s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
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t②♣❡s µ∗✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛② ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✲♣❛t❤✱ ②✐❡❧❞s ❛

str✐❝t❧② ✇♦rs❡ ♦✉t❝♦♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ t②♣❡s ♣❧❛② ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ k✲♥✐❝❡✲r❡t❛❧✐❛t✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r ❛ ♥❛✐✈❡ ♣❧❛②❡r ✭L1✮✱ ❛s ❤✐s ♦♥❧② ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♦♣❡r❛t✲

✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦

s❤♦✇ t❤❛t ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡r ✭L3✮ ♣❧❛② ❜❡st r❡s♣♦♥s❡✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t d2 ✐s ❛ str✐❝t

❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ d2 ❛❣❛✐♥st

❛ str❛♥❣❡r ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♣❧❛②✐♥❣ d3✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s

✭❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✸ r♦✉♥❞s✮✿

q (2A+ 2) + (1− q) (2p+ (1− p) (A+ 2)) > q (A+ 3) + (1− q) (3p+ (1− p) (A+ 3))

q (A− 1) > (1− q) ⇔ q >
1

A
.

❯s✐♥❣ ✭✶✮ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿

p (A− 1)− 1

p (A− 1)
>

1

A
⇔ pA (A− 1)− A > p (A− 1)

pA2 − pA− A > pA− p ⇔ p
(

A2 − 2A+ 1
)

> A ⇔ p >
A

(A− 1)2
.

■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t d2 ✐s ❛❧s♦ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ✭❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs✮ t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r str❛t❡❣②

t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛② ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✲♣❛t❤✳ ❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s str✐❝t

❜❡tt❡r ❢♦r ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡r t♦ ♣❧❛② d3 ❛♥❞ ♥♦t d4 ❛❣❛✐♥st ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t ✭❛♥❞

t❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t d3 ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ❛❣❛✐♥st ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥ts

t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r str❛t❡❣② t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛② ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✲♣❛t❤✮✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐❢

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✭❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✹ r♦✉♥❞s✱ ❛s ❛❧❧ ♣r❡❝❡❞✐♥❣

♣❛②♦✛s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✮✿

p (A+ 3) + (1− p) (2A+ 3) > p (A+ 4) + (1− p) (A+ 4)

(1− p) (A− 1) > p ⇔ A− 1 > Ap ⇔ p <
A− 1

A
.

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t (µ∗, b∗) ✐s str♦♥❣❧② ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡

❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r ❛♥ ✐♥✈❛s✐♦♥ ♦❢ ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ, b) ✭(µ, b) 6≈ (µ∗, b∗)✮✱ t❤❡
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✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❜t❛✐♥ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr❡❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✭❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ > 0✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ✜rst ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡s L1 ♦r L3 ✭✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ■❢ t❤❡s❡

♠✉t❛♥ts ♣❧❛② ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛❣❛✐♥st ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✭str❛♥❣❡rs✱ L1 ♦r L3✮ t❤❡♥ t❤❡② ❡❛r♥ str✐❝t❧② ✇♦rs❡

❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛s✳ ❚❤✉s✱ s✉❝❤ ♠✉t❛♥ts ♠✉st ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥❝✉♠❜❡♥t t②♣❡s

❛♥❞ str❛♥❣❡rs ✭❛♥❞ ♠❛② ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♣❧❛② ❛❣❛✐♥st ✏♠✉t❛♥t✑ t②♣❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ L1 ❛♥❞

L3✮✳ ❉❡♥♦t❡ s✉❝❤ ♠✉t❛♥ts ❛s ✏✐♠✐t❛t✐♥❣✑ ♠✉t❛♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥❛✐✈❡

❛❣❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r ✭s♠❛❧❧❡r✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ µ∗ ✭❛♥❞ ❛❣❡♥ts st✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ b∗✮✱

t❤❡♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s

❜❡❝❛✉s❡ ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts ♦❜t❛✐♥ ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣

♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥ts ✭t❤❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❧❛②❡rs ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜t♥❡ss ♣♦✐♥t ❜② ❞❡❢❡❝t✐♥❣

✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✏✐♠✐t❛t✐♥❣✑ ♠✉t❛♥ts ♦❜t❛✐♥ ❛ str✐❝t❧②

❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦r ✏✐♠✐t❛t✐♥❣✑ ♠✉t❛♥ts ✭✉♥❧❡ss t❤❡

✏✐♠✐t❛t✐♥❣✑ ♠✉t❛♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ❛s t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡②

♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✮✳

◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♠✉t❛♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ✭L2 ♦r L4 ♦r ♠♦r❡✮✳ ▼✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ L2 ❛❝❤✐❡✈❡

❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✿ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❛s L3 ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱

❜✉t t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ✇❤❡♥ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ L3 ✭❞✉❡ t♦

t❤❡✐r ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❢❡❝t ✸ st❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞✮✳ ▼✉t❛♥ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r t②♣❡s ✭L4♦r ♠♦r❡✮ ♦❜t❛✐♥

❛t ♠♦st t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✬ ♣❛②♦✛ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r

❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ✭δ · c (L4)✮✳ ❚❤✉s ❛❧s♦ t❤❡s❡ ♠✉t❛♥ts ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠✉t❛♥ts ♠❛② ❣❛✐♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ s❡❝r❡t✲❤❛♥❞s❤❛❦❡ ❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

✭✮ ✲ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❛✐♥st ✐♥❝✉♠❜❡♥t t②♣❡s ❛♥❞ str❛♥❣❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤

♦t❤❡r ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ♠✉t❛♥t t②♣❡ ✭❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♥ L1 ❛♥❞ L3✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②

s♠❛❧❧ ǫ✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ str✐❝t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱

❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ str✐❝t❧② ✇♦rs❡ ♣❛②♦✛ t❤❛♥

t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✭✉♥❧❡ss t❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✮✳

❆✳✷ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ (µ∗, b∗)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ▲❡t 1
A−1

< p < 1− 2·A−1
A2−A

❛♥❞ ❧❡t (µ, b) ❜❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ (µ∗, b∗)✳ ❚❤❡♥ (µ, b) ✐s ♥♦t ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜✈❡ ❧❡♠♠❛s✳

❋✐rst✱ ▲❡♠♠❛ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦♥❡ t②♣❡ ✐♥ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st t②♣❡ ♠✉st ❜❡ L1 ♦r L2✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿
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▲❡♠♠❛ ✸✳ ▲❡t (µ, b) ❜❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t b ✐s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡♥ µ✳

▲❡t t②♣❡ Lk1 ∈ C (µ) ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✿

✶✳ ❊✈❡r②♦♥❡ ❞❡❢❡❝ts ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✮ ❛t ❛♥② ❤♦r✐③♦♥ ✇❡❛❦❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ k1✳

✷✳ ❆♥② t②♣❡ Lk 6= Lk1 ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✮ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k1 + 1✳

✸✳ ■❢ k1 < M ❛♥❞ µ (Lk1) = 1 t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳

✹✳ ■❢ k1 > 2 ❛♥❞ p > 1
A−1

t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳

✺✳ ■❢ p > 1
A−1

t❤❡♥ Lk1 ∈ {L1, L2} ❛♥❞ µ (Lk1) < 1✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❛❧❧ t②♣❡s ❛r❡ ❛t ❧❡❛st k1✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ✇❤❡♥

t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k1✱ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ str❛t❡❣② t❤❛t

s✉r✈✐✈❡s ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ♠✉st ❞❡❢❡❝t

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k1 ❣✐✈❡♥ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✳

✷✳ P❛rt ✭✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k1 + 1 ❢♦r

❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ k1✳

✸✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ k1 < M ✱ t❤❡♥ ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk1+1 ✇❤♦ ♣❧❛② dk1+1 ❛♥❞ ❡♥t❡r t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳

✹✳ ❋♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ > 0 ✱ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ L1 ✇❤♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♣❧❛②

d1) ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ✭❢♦r ❛♥② δ > 0✮ ✐❢✿

(A− 2) · p > 1− p ⇔ P >
1

A− 1

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ t②♣❡ L1 ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐t ✐s str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢♦r ❤✐s ♦❜s❡r✈✐♥❣

♦♣♣♦♥❡♥t t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞✱

L1 ♠✉t❛♥ts ❣❡t ❛t ❧❡❛st (A− 2) ✜t♥❡ss ♣♦✐♥ts ♠♦r❡ t❤❛♥ Lk1 ✭❛s t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧

❝♦♦♣❡r❛t❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠♦r❡ t✉r♥✮✳ ❲❤❡♥ ❜❡✐♥❣ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ L1 ♠✉t❛♥ts ♦❜t❛✐♥ ❛t

♠♦st ✶ ♣♦✐♥t ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ Lk1 ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳

✺✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ♣❛rts ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✳
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ ❡✈❡r②♦♥❡ ❝♦♦♣❡r❛t❡s ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ k1 + 1 ✐♥ ❛ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧②✲st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ (µ∗, b∗)✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ▲❡t A−1
A

> p✳ ▲❡t (µ, b) ❜❡ ❛♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❧❡t t②♣❡

Lk1 ∈ C (µ) ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t µ (Lk1) < 1 ❛♥❞ k1 ≤ M − 2✳

❉❡♥♦t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t②♣❡s ✐♥ C (µ) ❜❡s✐❞❡s Lk1 ❛s ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

❛❧❧ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k1 + 1 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣

str❛♥❣❡rs✳ ❚❤❡♥✿

✶✳ ◆♦ ♦♥❡ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❤♦r✐③♦♥ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❡♥ k1 + 2 ❛❣❛✐♥st ❛♥② ✐♥❝✉♠❜❡♥t✳

✷✳ ❆❧❧ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♣❧❛② dk1+1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ♦r ♦❜s❡r✈❡❞ t②♣❡ Lk1✱ ❛♥❞ ♣❧❛②s

dk1+2 ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✳

✸✳ ◆♦ ♣❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t②♣❡ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Lk1+2✳

✹✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t②♣❡s {Lk1 , Lk1+2}✳

✺✳

µ (Lk1) =
p (A− 1)− 1 + δ · (c (Lk1+2)− c (Lk1))

p (A− 1)

✭❢♦r ❛♥② p > 1
A−1

✱ ❛♥❞ ♥♦ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✐❢ p < 1
A−1

).

✻✳ (µ, b) ❛♥❞ (µ∗, b∗) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ dk1+2 ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❡♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❛♥

♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k1 + 3 ✭❞❡❢❡❝t✐♥❣

❛t ❤♦r✐③♦♥ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k1 + 3✮ ②✐❡❧❞s A − 1 ✭❛t ❧❡❛st 2 · (A− 1)✮ ❧❡ss ♣♦✐♥ts

t❤❛♥ dk1+2 ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛t ♠♦st ✶ ✭✷✮ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts t❤❛♥ dk1+2

❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✉s dk1+2 ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥

♦❢ ❛t ❧❡❛st k1 + 3 ✐❢✿

(1− p) · (A− 1) > p ⇔ (A− 1) > A · p ⇔ A− 1

A
> p.

✷✳ ❇② ♣❛rt ✭✷✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ❛❧❧ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♣❧❛② dk1+1
✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣

str❛♥❣❡rs ♦r ♦❜s❡r✈❡❞ Lk1 ✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t dk1+2 ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣

❛t ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ❛t ♠♦st k1+1 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱
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❛♥② ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✇✐t❤ t②♣❡ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❡♥ Lk1+1 ♣❧❛② dk1+2 ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦♥✲

♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❤❛✈❡ t②♣❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♥ Lk1+1✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t✿ ✭■✮ ❛❧❧ ♥♦♥✲

♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❤❛✈❡ t②♣❡ Lk1+1❀ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk1+2✇❤♦ ♣❧❛②

dk1+2❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛♥❞ dk1+1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ♦r ♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱

✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts❀ ♦r ✭■■✮ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❤❛✈❡ t②♣❡

Lk1+1 ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r t②♣❡s❀ t❤❡♥ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ δ > 0✱ t❤❡

❧❛tt❡r ❣r♦✉♣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳

✸✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❧❛②❡rs ♦❢ t②♣❡ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ Lk1+2✳ ■❢

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk1+1 t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s

♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✲♣❛t❤✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r t②♣❡s

♠✉st ♦❜t❛✐♥ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥② ❜❡st✲r❡♣❧②

♠✉t❛♥t t②♣❡ Lk1+1 ♠✉st ♣❧❛② dk1+1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ❛♥② ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❞❡❢❡❝t ❛t

❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ k1+2 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✉t❛♥t t②♣❡ Lk1+1✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s✉❝❤ ♠✉t❛♥ts ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts✳

✹✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ♣❛rts✳

✺✳ ■♥ ❛♥② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡

s❛♠❡ ♣❛②♦✛✳ ❇② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✱ t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❤♦❧❞ ✐❢ µ (Lk1) =
p(A−1)−1+δ·(c(Lk1+2)−c(Lk1))

p(A−1)
> 0 ✳

✻✳ ■❢ Lk1 = L1 t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts ✐♠♣❧② t❤❛t (µ, b) ❛♥❞ (µ∗, b∗) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥✜❣✲

✉r❛t✐♦♥s✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t Lk1 = L2✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡

L1 ✇❤♦ ✐♥✈❛❞❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L2 ✭❛♥❞ t❤✐s

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠✉t❛♥ts ❛❧s♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L4✱ ❛s

t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr❡❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛②♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐s O (ǫ)✮✳ ❲❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣

❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ L2 ♦r ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ L4✱ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡

❧❡ss ♣♦✐♥t✳ ❲❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ L4✱ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ♦❜t❛✐♥ A − 1

♠♦r❡ ✜t♥❡ss ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠✉t❛♥ts ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ✐❢✿

µ (L2) + µ (L4) · (1− p) < p · (A− 1) · µ (L4) ,

µ (L2) + µ (L4) < p · A · µ (L4) ⇔ 1 < p · A · µ (L4) ⇔ µ (L4) >
1

p · A.
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❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✿

µ (L4) =
1− δ · (c (L4)− c (L2))

p · (A− 1)
>

1

p · A

❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ δ✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ▲❡t 1− 2·A−1
A2−A

> p✳ ▲❡t (µ, b) ❜❡ ❛♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❧❡t

t②♣❡ Lk1 ∈ C (µ) ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t µ (Lk1) < 1 ❛♥❞ k1 ≤ M−2✳

❉❡♥♦t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t②♣❡s ✐♥ C (µ) ❜❡s✐❞❡s Lk1 ❛s ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ▲❡t η ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❝♦♦♣❡r❛t❡s ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥

k1 + 1 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t 0 < η < 1✳ ❚❤❡♥✿

✶✳ µ (Lk1) ≤ 1
A
✳

✷✳ ■❢ p > 1
(A−1)2

✱ t❤❡♥ Lk1 = L1✳

✸✳

η >
(A− 1) · (1− p)− 1

(A− 1) · (1− p)
.

✹✳ η ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♣❧❛② dk1+1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ 1 − η

♣❧❛② dk1+2 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs✳

✺✳ ❲❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥② ✐♥❝✉♠❜❡♥t✱ ❛❧❧ t②♣❡s ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧②

❧❛r❣❡r t❤❛♥ k1 + 3✳

✻✳ ◆♦ ♣❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t②♣❡ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Lk1+3✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✇❤♦ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❤♦r✐③♦♥s

str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k1 + 1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛r❧② ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✭❛t ❤♦r✐③♦♥

str✐❝t❧② ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ k1 + 1✮ ②✐❡❧❞s ❛ ✇❡❛❦❧②✲❜❡tt❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ dk1+1 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs✳

❊❛r❧② ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k1+2 ✭❃k1+2✮ ②✐❡❧❞s ❛t ❧❡❛st A− 1 ✭2 · (A− 1)✮ ❧❡ss ✜t♥❡ss

♣♦✐♥ts ❛❣❛✐♥st ♥❛✐✈❡ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛t ♠♦st ✶ ✭✷✮ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥ts✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❤♦❧❞ ♦♥❧② ✐❢✿

µ (Lk1) · (A− 1) ≤ (1− µ (Lk1)) · 1

µ (Lk1) ≤
1

A
. ✭✷✮
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✷✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t k1 > 1✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ L1 ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r✲

❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk1✭❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥ t❤❡

♣♦st✲❡♥tr② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✮ ✐❢✿

p · (A− 1) · (1− µ (L2)) > µ (L2) · 1

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ L1 ❡❛r♥ ❛t✲❧❡❛st A − 1 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡✐r

t②♣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✱ t❤❡② ❡❛r♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡✐r t②♣❡ ✐s ♥♦t

♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡② ❡❛r♥ ❛t ♠♦st ✶ ❧❡ss ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣

❛❣❛✐♥st ❛ ♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✭t②♣❡ Lk1✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠✉t❛♥ts ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r

♣❛②♦✛ ✐❢✿

p · (A− 1) > µ (L2) · (1 + p · (A− 1)) ⇔ p · (A− 1)

1 + p · (A− 1)
> µ (L2) .

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✮ ②✐❡❧❞s✿

p · (A− 1)

1 + p · (A− 1)
>

1

A
⇔ p · A · (A− 1) > 1 + p · (A− 1) ⇔ p >

1

(A− 1)2
.

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ k1 = 1 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢s ✭t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❤♦❧❞

❛❧s♦ ❢♦r k1 6= 1 ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r p ≤ 1
(A−1)2

✮✳

✸✳ ❚②♣❡ L1 ❣❡ts (L− 1) ·A+ 1 ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ✐ts❡❧❢✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤

❛ t②♣❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ L1 ✇❤♦ ♣❧❛②s ❛❣❛✐♥st L1 ❣❡ts ❛t ♠♦st (L− 1) ·A+1+ 1 ✇❤❡♥ ❤❡

♦❜s❡r✈❡s ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s t②♣❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛t ♠♦st η · ((L− 1)A+ 2) +

(1− η) · ((L− 2) · A+ 3)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♦t❤❡r t②♣❡s t♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✮ ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❛❣❛✐♥st L1 t❤❛♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ t❤❛t L1

❣❡ts ❛❣❛✐♥st ✐ts❡❧❢ ✐s ✭s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ (L− 2) ·A+1 ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣❛②♦✛✮✿

A < p · (A+ 1) + (1− p) · (η · (A+ 1) + 2 · (1− η))

A < 1 + p · A+ (1− p) · (η · A+ 1− η) ⇔ A− 1

1− p
< η · A+ 1− η

A− 1− 1

1− p
< η · (A− 1) ⇔ 1− 1

(A− 1) · (1− p)
< η

(A− 1) · (1− p)− 1

(A− 1) · (1− p)
< η ✭✸✮

■❢ ✭✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛
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s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ t②♣❡ L1 ✇❤♦ ♣❧❛② d1 ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳

✹✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ str❛♥❣❡rs✱ ❛❧❧ t②♣❡s ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ❛t ❛❧❧

❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 3✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ ✇❤♦ ❞❡❢❡❝ts

✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛t ❤♦r✐③♦♥ l > 3✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♥❣

❛t ❤♦r✐③♦♥ l ②✐❡❧❞s ❛ ✇❡❛❦❧② ❜❡tt❡r ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs t❤❛♥ d3✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♦❝❝✉r

♦♥❧② ✐❢✿

η · (1− p) · (A− 1) ≤ (1− η) + η · p.

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ l = 4 ✭l > 4✮✱ dk1+2 ②✐❡❧❞s A − 1 ✭❛t ❧❡❛st 2 · (A− 1) ✮ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts

❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥ts ✇❤♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2✱ ❛♥❞ ✐t

②✐❡❧❞s ❛t ♠♦st ✶ ✭✷✮ ❧❡ss ♣♦✐♥ts ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♦t❤❡r ♦♣♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✿

η · (1− p) · (A− 1) ≤ 1− η · (1− p) ⇔ η · (1− p) · A ≤ 1 (1− p) ⇔ η ≤ 1

(1− p) · A.

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✸✮ ②✐❡❧❞s✿

(A− 1) · (1− p)− 1

(A− 1) · (1− p)
≤ 1

(1− p) · A ⇔ A · ((A− 1) · (1− p)− 1) ≤ A− 1

A · (A− 1) · (1− p)− A ≤ A− 1 ⇔ A · (A− 1) · (1− p) ≤ 2 · A− 1

1− p ≤ 2 · A− 1

A · (A− 1)
⇔ p ≥ 1− 2 · A− 1

A2 − A

❛♥❞ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ p < 1 − 2·A−1
A2−A

✳ ❇② ♣❛rt ✭✷✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ❛t ❛♥② ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ❛t ♠♦st 2✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t η

♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♣❧❛② d2 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ 1− η ♣❧❛② d3

❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs✳

✺✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡♣❡❛ts t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt ✭✶✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳

✻✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡♣❡❛ts t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt ✭✸✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ▲❡t 1 > p > 0✳ ▲❡t (µ, b) ❜❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t t②♣❡ L1 ∈ C (µ) ❜❡ t❤❡

s♠❛❧❧❡st t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭µ (Lk1) < 1✮✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t②♣❡s ✐♥ C (µ) ❜❡s✐❞❡s L1

❛s ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ▲❡t η ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t

❝♦♦♣❡r❛t❡s ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k1 + 1 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

0 < η < 1✳ ❚❤❡♥ (µ, b) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t (µ, b) ✐s ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
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✶✳ ❆❧❧ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦ ♣❧❛② d2 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❤❛✈❡ t②♣❡ L2✳

❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣❡ Lk̃ ✭k̃ > 2✮ t❤❛t ♣❧❛②s d2 ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ✭❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✐t ♣❧❛②s d3 ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t❛♥ts✿ (µ′, b′)✿ ✭✶✮ µ′ = µ ✱ ✭✷✮

❢♦r ❡❛❝❤ k 6= k̃✱ b′k = bk✱ ✭✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ Lk ∈ L✱ b′
k̃
(k) = bk̃ (k)✱ ❛♥❞ ✭✹✮ b′

k̃
(∅) = d3✳ ❚❤❛t

✐s✱ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ❛s t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡② ♣❧❛②

t❤❡ s❛♠❡ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk̃ ❛❧✇❛②s ♣❧❛② d3 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ str❛♥❣❡rs✳ ❖❜s❡r✈❡

t❤❛t s✉❝❤ ♠✉t❛♥ts ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✿ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ Lk̃

♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❛s t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk̃ ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡

❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ Lk̃ ✭♣r❡✲❡♥tr② ❜♦t❤

d2 ❛♥❞ d3 ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛❀ ♣♦st✲❡♥tr② t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❡❛r❧② ❞❡❢❡❝t♦rs ❛♥❞

t❤✉s d3 ②✐❡❧❞ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛✮✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r

❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡✉tr❛❧❧②✲st❛❜❧❡✳

✷✳ C (µ) = {L1, L2, L4}✳ ❚②♣❡ L1 ❛❧✇❛②s ♣❧❛②s d1✱ t②♣❡ L2 ❛❧✇❛②s ♣❧❛②s d2✱ ❛♥❞ t②♣❡ L4

♣❧❛②s d2 ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ L1✱ d3 ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ L2✱ ❛♥❞ ♣❧❛②s d4 ❛❣❛✐♥st

♦❜s❡r✈❡❞ L4✳

❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t②♣❡s str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ L4✳ ❇② ❛ s✐♠✐❧❛r

❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣❛rt ✭✷✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L4 ✇❤♦ ♣❧❛② ❛s t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L3 ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡② ♣❧❛② d4 ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t②♣❡ L3✱ ✇♦✉❧❞

♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ L3✳ ❚❤✉s✱ t②♣❡ L3 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ t②♣❡ ♣❧❛②s ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠

♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛✳

✸✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✵ ✭δ → o✮✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇♦r❦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r❧② ✭❜✉t t❤❡

♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✮ ❢♦r ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ δ✳ ❚❤❡♥✿

µ (L1) =
1

A+ p · (1− p) · (A− 1)2
, µ (L2) = 1− 1 + A− p · (A− 1)

A+ p · (1− p) · (A− 1)2
,

µ (L4) =
1

p · (A− 1) + 1
.

▲❡t µk = µ (Lk)✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t (µ, b) ✐s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t②♣❡s

L1 ❛♥❞ L2 s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✳ ❚②♣❡ L2 ♦❜t❛✐♥s ✶ ♠♦r❡ ✜t♥❡ss ♣♦✐♥t ❛❣❛✐♥st

t②♣❡s L1 ❛♥❞ L2✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ t②♣❡ L4✱ ❛♥❞ A−1 ❧❡ss ♣♦✐♥ts
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❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t②♣❡ L4✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛②♦✛s ✐♠♣❧✐❡s✿

(1− µ4) = µ4 · p · (A− 1) ⇔ µ4 =
1

p · (A− 1) + 1
. ✭✹✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ L2 ❛♥❞ L4 s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✳ ❚②♣❡ L2 ♦❜t❛✐♥ ✶ ❧❡ss ✜t♥❡ss ♣♦✐♥t

❛❣❛✐♥st ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ L2✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ t②♣❡ L1✱ A − 1 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts

❛❣❛✐♥st ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ t②♣❡ L1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t②♣❡ L4 ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✿ A−2 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t②♣❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✶ ❧❡ss ♣♦✐♥t ✇❤❡♥

❜♦t❤ t②♣❡s ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ ✷ ❧❡ss ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞

A− 1 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❛s ♦❜s❡r✈✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣❛②♦✛s ✐♠♣❧✐❡s ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts✮✿

(1− p) · µ1 · (A− 1) + µ4 ·
(

p2 · (A− 2)− (1− p)2 + p · (1− p) · (A− 1− 2)
)

= µ2

(1− p) · µ1 · (A− 1) + µ4 ·
(

p2 · (A− 3)− 1 + 2p+
(

p− p2
)

· (A− 3)
)

= µ2

(1− p) · µ1 · (A− 1) + µ4 · (p · (A− 3)− 1 + 2p) = µ2

(1− p) · µ1 · (A− 1) + µ4 · (p · (A− 1)− 1) = µ2 = 1− µ1 − µ4

µ4 · p · (A− 1) = 1− µ1 · (1 + (1− p) · (A− 1))

µ4 · p · (A− 1) = 1− µ1 · (A− p · (A− 1))

µ1 · (A− p · (A− 1)) = 1− µ4 · p · (A− 1)

µ1 =
1− µ4 · p · (A− 1)

A− p · (A− 1)

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✹✮ ②✐❡❧❞s✿

µ1 =
1− p·(A−1)

p·(A−1)+1

A− p · (A− 1)
=

1
p·(A−1)+1

A− p · (A− 1)

µ1 =
1

(p · (A− 1) + 1) · (A− p · (A− 1))
=

1

A+ p · (1− p) · (A− 1)2
.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

µ2 = 1− µ1 − µ4 = 1− 1

(p · (A− 1) + 1) · (A− p · (A− 1))
− 1

p · (A− 1) + 1
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µ2 = 1− 1 + A− p · (A− 1)

(p · (A− 1) + 1) · (A− p · (A− 1))
= 1− 1 + A− p · (A− 1)

(p · (A− 1) + 1) · (A− p · (A− 1))

µ2 = 1− 1 + A− p · (A− 1)

A+ p · (1− p) · (A− 1)2
.

■❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ µi✲s ✐s ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ t❤❡♥ ♥♦ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳

✹✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡✳

❆ ❞✐r❡❝t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ, ǫ′ > 0✿

✭❛✮ ■❢ p < 0.5 t❤❡♥ ǫ ✏✐♠✐t❛t✐♥❣✑ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ′, b′) ✇✐t❤ µ′ (L1) =

1− µ (L4) + ǫ′✱ µ′ (L2) = 0, µ′ (L4) = µ (L4)− ǫ′✱ ❛♥❞ b′ = b ✭♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

✭❜✮ ■❢ p > 0.5 ǫ ✏✐♠✐t❛t✐♥❣✑ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (µ′, b′) ✇✐t❤ µ′ (L1) = 0✱

µ′ (L2) = 1−µ (L4)+ǫ′✱ µ′ (L4) = µ (L4)−ǫ′✱ ❛♥❞ b′ = b ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts

♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ✳

❆✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✲ ❙t❛❜❧❡ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ◆❡❛r ✵ ❛♥❞ ✶

❚❤❡♦r❡♠✳ ✸

✶✳ ▲❡t 0 ≤ p < 1
(M−2)·(A−1)

✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥
(

µ̃, b̃
)

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t②♣❡ LM ❛♥❞ t❤❡② ♣❧❛② dM ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ t②♣❡

LM ✱ ❛♥❞ dk+1 ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ ✏♠✉t❛♥t✑ t②♣❡ Lk < LM ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♦t❤❡r ♥❡✉tr❛❧❧②

st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
(

µ̃, b̃
)

✳

✷✳ ▲❡t 1 ≥ p > A−1
A

✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❛♥② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

♣❧❛②❡rs ♦❢ t②♣❡ LM ✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t

♦❢ t②♣❡ LM ✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t②♣❡

LM ❛♥❞ t❤❡② ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t ♣❧❛②❡r ❜❡st r❡♣❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❈♦♥s✐❞❡r ǫ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ t②♣❡ k < L ✇❤♦ ✐♥✈❛❞❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ✐♥✲

❝✉♠❜❡♥ts✱ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ♦❜t❛✐♥ ✶ ✜t♥❡ss ♣♦✐♥t ❧❡ss ✇❤❡♥ t❤❡✐r t②♣❡ ✐s ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞
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(A− 1) · (M − k − 1) − 1 ♠♦r❡ ✜t♥❡ss ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡✐r t②♣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✉s ❢♦r

s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ ❛♥❞ δ✱ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ✐❢✿

(1− p) > p · ((A− 1) · (M − k − 1)− 1) ⇔ 1 > p · (A− 1) · (M − k − 1)

p <
1

(A− 1) · (M − k − 1)
.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② p < 1
(M−2)·(A−1)

✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧②

st❛❜❧❡✳

◆❡①t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ✇❤❡♥

p < 1
A−1

✭t❤✉s✱ ✐❢ 1
(M−2)·(A−1)

< p < 1
A−1

t❤❡♥ ♥♦ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①✐sts✮✳ ■❢

❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t②♣❡ LM t❤❡♥ t❤❡② ♠✉st ❛❧❧ ♣❧❛② dM ✐♥ ❛♥② ❇❛②❡s✐❛♥✲

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡r✐❛❧❧② str✐❝t❧② ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

❧❡t Lk < LM ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t②♣❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❢ k = M − 1✱ t❤❡♥

✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ t②♣❡ LM ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ t②♣❡ LM−1✳

■❢ k ≤ M − 2✱ t❤❡♥ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ▲❡♠♠❛s ✸✲✻✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♥♦

✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳

✷✳ ▲❡t Lk ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡t l ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Lk

❜❡❣✐♥s ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

t②♣❡✳ ■❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ ✶✱ t❤❡♥ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t t♦ P❛rt ✭✶✮

♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ✭ǫ ✏✐♠✐t❛t✐♥❣✑ ♠✉t❛♥ts ✇❤♦ ❞✐✛❡r

♦♥❧② ✐♥ t❤❛t t❤❡✐r Lk✲s ♣❧❛② dl ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛

✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❡♥tr② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ◆♦✇✱ ✐❢ l < k✱ t❤❡♥ ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ✇❤♦ ♣❧❛②

dl+1 ✭st❛rt ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ st❛❣❡ ❡❛r❧✐❡r✮ ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ Lk✱ ❛♥❞ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ✭❛♥❞ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✮✿

p > (1− p) · (A− 1) ⇔ p · A > (A− 1) ⇔ p >
A− 1

A

✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✉t❛♥ts ♦❜t❛✐♥ ✶ ♠♦r❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❡❞ Lk ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❜s❡r✈❡s

t❤❡✐r t②♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❣❡t ❛t ♠♦st A − 1 ❧❡ss ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r

t②♣❡❀ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥ts✮✳

❋r♦♠ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥s✱ ■❢ l = k < M ✱ t❤❡♥ ǫ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk+1 ✇❤♦ ♣❧❛② dk+1❛❣❛✐♥st

♦❜s❡r✈❡❞ Lk✱ ❛♥❞ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✇♦✉❧❞

♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❢ t②♣❡ Lk ✭❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ✐♥❝✉♠✲

❜❡♥ts✮ ✐♥ ❛♥② ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❧❣❡r✱ ■✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❍♦♠♦ ▼♦r❛❧✐s✲Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱✑ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❛♣❡r✱ ❚♦✉❧♦✉s❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

✭❚❙❊✮✳

❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✐❧❧❡r ✭✶✾✾✸✮✿ ✏❘❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s✲

♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱✑ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✵✸✭✹✶✽✮✱ ✺✼✵✕✺✽✺✳

❇♦s❝❤✲❉♦♠❡♥❡❝❤✱ ❆✳✱ ❏✳ ▼♦♥t❛❧✈♦✱ ❘✳ ◆❛❣❡❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❛t♦rr❛ ✭✷✵✵✷✮✿ ✏❖♥❡✱

t✇♦✱✭t❤r❡❡✮✱ ✐♥✜♥✐t②✱✳✳✳✿ ◆❡✇s♣❛♣❡r ❛♥❞ ❧❛❜ ❜❡❛✉t②✲❝♦♥t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✷✭✺✮✱ ✶✻✽✼✕✶✼✵✶✳

❇r✉tt❡❧✱ ▲✳✱ ❲✳ ●üt❤✱ ❛♥❞ ❯✳ ❑❛♠❡❝❦❡ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❋✐♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡rs ❞✐❧❡♠♠❛

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❡♥❞✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ♣♣✳

✶✕✷✺✳

❈❛♠❡r❡r✱ ❈✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ Pr✐♥❝❡✲

t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❈❛♠❡r❡r✱ ❈✳✱ ❚✳ ❍♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈❤♦♥❣ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❆ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣❛♠❡s✱✑ ❚❤❡

◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✾✭✸✮✱ ✽✻✶✕✽✾✽✳

❈❤♦♥❣✱ ❏✳✱ ❈✳ ❈❛♠❡r❡r✱ ❛♥❞ ❚✳ ❍♦ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✿ ❆ ❧✐♠✐t❡❞ t❤✐♥❦✐♥❣

t❤❡♦r② ✐♥ ❣❛♠❡s✱✑ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❇✉s✐♥❡ss ❘❡s❡❛r❝❤✱ ♣♣✳ ✷✵✸✕✷✷✽✳

❈♦♦♣❡r✱ ❘✳✱ ❉✳ ❉❡❏♦♥❣✱ ❘✳ ❋♦rs②t❤❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ❘♦ss ✭✶✾✾✻✮✿ ✏❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t

r❡♣✉t❛t✐♦♥✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡s✱✑ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✶✷✱ ✶✽✼✕✷✶✽✳

❈♦st❛✲●♦♠❡s✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❱✳ ❈r❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏❈♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t✇♦✲♣❡rs♦♥

❣✉❡ss✐♥❣ ❣❛♠❡s✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡✈✐❡✇✱ ✾✻✭✺✮✱ ✶✼✸✼✕

✶✼✻✽✳

❈♦st❛✲●♦♠❡s✱ ▼✳✱ ❱✳ ❈r❛✇❢♦r❞✱ ❛♥❞ ❇✳ ❇r♦s❡t❛ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❈♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥

◆♦r♠❛❧✲❋♦r♠ ●❛♠❡s✿ ❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙t✉❞②✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✾✭✺✮✱ ✶✶✾✸✕✶✷✸✺✳

❈r❛✇❢♦r❞✱ ❱✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏▲②✐♥❣ ❢♦r str❛t❡❣✐❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✿ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞❧② r❛t✐♦♥❛❧

♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥t✐♦♥s✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✸✭✶✮✱ ✶✸✸✕✶✹✾✳
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❈r❛✇❢♦r❞✱ ❱✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏▲♦♦❦✲✉♣s ❛s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ s♦✉❧✿ ❙t✉❞②✐♥❣ ❝♦❣♥✐t✐♦♥

✈✐❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❣❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱✑ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦♥ t❤❡ ❋✉t✉r❡ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✿

P♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ◆♦r♠❛t✐✈❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱ ❆✳ ❈❛♣❧✐♥ ❛♥❞ ❆✳ ❙❝❤♦tt❡r✱ ❊❞s✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②

Pr❡ss✳

❈r❛✇❢♦r❞✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ◆✳ ■r✐❜❡rr✐ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏▲❡✈❡❧✲❦ ❆✉❝t✐♦♥s✿ ❈❛♥ ❛ ◆♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼♦❞❡❧

♦❢ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❚❤✐♥❦✐♥❣ ❊①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡ ❛♥❞ ❖✈❡r❜✐❞❞✐♥❣ ✐♥ Pr✐✈❛t❡✲❱❛❧✉❡ ❆✉❝✲

t✐♦♥s❄✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✺✭✻✮✱ ✶✼✷✶✕✶✼✼✵✳

❉❡❦❡❧✱ ❊✳✱ ❏✳ ❈✳ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❖✳ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✹✭✸✮✱ ✻✽✺✕✼✵✹✳

❋❡rs❤t♠❛♥✱ ❈✳✱ ❑✳ ▲✳ ❏✉❞❞✱ ❛♥❞ ❊✳ ❑❛❧❛✐ ✭✶✾✾✶✮✿ ✏❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ❈♦♥tr❛❝ts✿ ❙tr❛t❡❣✐❝

❉❡❧❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✷✭✸✮✱ ✺✺✶✕✺✺✾✳

❋r❡♥❦❡❧✱ ❙✳✱ ❨✳ ❍❡❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❘✳ ❚❡♣❡r ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❊♥❞♦✇♠❡♥t ❛s ❛ ❇❧❡ss✐♥❣✱✑ ✳

●✐❧❧✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❱✳ Pr♦✇s❡ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ♣❧❛② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❆

❧❡✈❡❧✲❦ ❛♥❛❧②s✐s✱✑ ✳

●üt❤✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❨❛❛r✐ ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❙✐♠♣❧❡ ❙tr❛t❡❣✐❝

●❛♠❡s✿ ❆♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆♣♣r♦❛❝❤✱✑ ✐♥ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ Pr♦❝❡ss ❛♥❞ ❈❤❛♥❣❡✿ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❡❞✳ ❜② ❯✳ ❲✐tt✱ ♣♣✳ ✷✸✕✸✹✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥ Pr❡ss✱

❆♥♥ ❆r❜♦r✳

❍❛✈✐❧❛♥❞✱ ❲✳✱ ❍✳ Pr✐♥s✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲❛❧r❛t❤ ✭✷✵✵✼✮✿ ❈✉❧t✉r❛❧ ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣②✿ t❤❡ ❤✉♠❛♥

❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❲❛❞s✇♦rt❤ P✉❜ ❈♦✳
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