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Resumen

La econometria espacial es una rama econométrica relativamente joven pero con un gran crecimiento en
las dltimas décadas. La complejidad del anélisis espacial ha sido uno de las principales obstaculos para la
aplicacién en estudios empiricos. El objetivo de este trabajo es contribuir a la difusién de las herramientas
espaciales desarrolladas. Concretamente, el documento realiza una concisa revision de los aspectos tedricos que
involucran el tratamiento espacial. Asimismo, se presenta una aplicacién empirica de las técnicas abordadas.
Usando el programa estadistico R, se analizan los determinantes de la fecundidad en la Argentina.
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Abstract

Spatial econometrics is a relatively young branch econometric but with a great growth in the last decades.
The complexity of spatial analysis and the estimation of spatial models has been the major obstacle for applied
studies. The aim of this paper is to contribute to the diffusion of spatial tools developed. Specifically, this paper
performs a concise review of the theoretical aspects that involve the spatial treatment. We also present an
empirical application of the techniques discussed. Using the statistical program R, we analyze the determinants
of fertility in Argentina.
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1. Introduccion

La econometria espacial es un sub-campo relativamente joven dentro de la econometria que
incorpora el tratamiento de las efectos espaciales y los problemas que los mismos provocan en
los modelos econométricos que utilizan datos de corte transversal y de panel. Esta disciplina ha
tenido un importante crecimiento en las Gltimas décadas debido a tres principales razones (Anselin y
Florax, 1995): (1) La importancia del espacio geografico dentro de la teoria econdémica para explicar
aspectos como los rendimientos crecientes y las economias de aglomeracion. Especificamente, la
Nueva Geografia Econdémica (Krugman, 1991) ha reconocido la importancia de la localizacién como
factor influyente en la determinacién de las variables econémicas; (2) La existencia de grandes
bases de datos socio-econémicos georeferenciados como REIS en Estados Unidos, sostenida por
el departamento de Anélisis Econémico (BEA), y REGIO en Europa, sostenido por el departamento
estadistico de la Comisiéon Europea (Eurostat); (3) El avance tecnolégico en el manejo de grandes
bases de datos con informacién espacial: Sistemas de Informacién Geografica y programas especificos
para manipular y modelizar estos datos.

Los mencionados avances han generado que la econometria espacial adquiera especial relevancia
dentro de las principales lineas de investigaciéon econométrica. Pero a pesar de su relativa importancia,
en la Argentina la presencia de este tipo de investigacién econémica es notoriamente escasa. Es por
ello que nuestro trabajo busca incentivar, desde una revisidn teérica y posterior ilustracién empirica,
la investigacion en esta area.

El presente trabajo analiza la incorporacién de los efectos espaciales! en un contexto de
regresion lineal. En particular el efecto espacial que analizaremos es la dependencia espacial,
comlnmente denominada autocorrelacién espacial®. En este caso, la econometria clasica ha confinado
el tratamiento de la dependencia dentro de un contexto temporal. La mayoria de libros de texto tales
como Goldberger (1991), Greene (1993), Davidson y MacKinnon (1993), Kennedy (1998), Ruud
(2000), Hayashi (2000), por citar algunos, no mencionan la posibilidad de autocorrelacién espacial
en datos de corte transversal (para este tipo de datos el principal problema que los textos destacan es
la heterocedasticidad). Sin embargo, otras areas cientificas como la geologia, ecologia, epidemiologia
han incorporado el tratamiento de dependencia espacial como sumamente relevante (véase Fischer y
Getis, 2010, y sus referencias). En geografia, la primera ley establecida por Tobler (1979) destaca que
“todo esta relacionado con todo, pero las cosas préximas estan mas relacionadas que las distantes”,
dando a entender que la dependencia espacial es mas una norma que una excepcién.

La estructura del trabajo es de la siguiente manera. La segunda seccién se limita a revisar la
incorporacién de la dependencia espacial para datos de corte transversal (no se discute la dependencia
en espacio-tiempo ni modelos con variable dependiente limitada). La tercera seccién presenta una
aplicacién empirica para los departamentos® de la Argentina. En esta seccién aplicamos los conceptos
desarrollados al anélisis de la fecundidad mediante el uso del programa estadistico R. La cuarta seccion
presenta las principales conclusiones del trabajo. Adicionalmente, se incorpora un apéndice con la
secuencia de comandos en R utilizados para la estimacién de los diferentes modelos.

!Los efectos espaciales se pueden dividir en dos tipos: dependencia y heterogeneidad. El tratamiento de la
heterogeneidad espacial hace referencia a la inestabilidad estructural en los coeficientes del modelo (coeficientes variables
o regimenes espaciales) o la presencia de heterocedasticidad en el término de error. En este trabajo este tipo de efecto
espacial no sera analizado (véase Anselin, 1988).

2Claramente los dos conceptos no son sinénimos, en términos estadisticos, siendo el concepto de dependencia un
término mas amplio. Por simplicidad, en este trabajo, utilizaremos ambos términos de forma intercambiable.

3El uso del término departamentos es valido para la mayoria de las provincias de la Argentina. Las dos excepciones
son la provincia de Buenos Aires que denomina a estas areas como partidos y la Ciudad Auténoma de Buenos Aires que se
divide en distritos. Por simplicidad en este trabajo utilizaremos el término departamento para referirnos indistintamente
a este nivel de agregacion regional del pais.



2. Incorporando la Dependencia Espacial en el Modelo Econométrico

Desde un punto de vista metodolégico, la inclusién de la dependencia espacial en los modelos
econométricos ha sido motivada por dos vias alternativas. Por un lado, el espacio se ha incorporado
mediante fundamentos tedricos, es decir, siguiendo una especificaciéon formal dentro de un modelo
econdémico tal que refleje la interaccién de los agentes y/o la interaccién social (Brock y Durlauf,
1995). Por otro lado, desde los inicios ha existido una solucién pragmatica, introduciendo el espacio
como una peculiaridad de los datos utilizados tales como la interdependencia espacial y la relevancia
de los factores localizados en otros lugares (Paelinck y Klaassen, 1979).

Formalmente, la autocorrelaciéon espacial puede definirse mediante la autocovarianza de la
siguiente manera:

Cov (yi,y;) = E(viyj) — E(yi) - E(y;) #0, ¥V i#}j, (1)

donde y; e y; son observaciones de una variable aleatoria localizada en i y j sobre el espacio.

Suponiendo que el conjunto de observaciones de un corte transversal es igual a N, en total
existen [N - (N — 1) /2] autocovarianzas espaciales para todos los posibles pares de observaciones
(considerando la simetria de la matriz de autocovarianzas). Dado que el nimero de pardmetros a
estimar excede al niimero de observaciones es imposible estimar cada una de las autocovarianzas.
Adicionalmente, incrementar el tamafio muestral no soluciona el problema ya que el nimero de
pardmetros a estimar también crece, siendo este caso un ejemplo tipico del problema de parametros
incidentales (Lancaster, 2000).

Desde una perspectiva univariante, la dependencia espacial puede ser representada mediante un
modelo espacial autoregresivo no restringido tal como:

Yi = QY5 + QikYk + €4,

Yj = Qjiyi + QY + €5,

Yk = OgiYi + gy + €k,
€i3 €5y €k ~ i4.dN (0;0’2) ,

=y=Ay+e, (2)

siendo A una matriz de coeficientes de interaccién con la siguiente estructura:

0 Oéij (6797
A= Qg 0 Oéjk
(6773 Oékj 0

El modelo (2) es de “(...) escasa utilidad practica dado que esto resultard en un sistema con
muchos mas parametros que observaciones (...). La solucién al problema de la sobreparametrizacion,
que surge cuando permitimos que cada relacién de dependencia posea su propio parametro, es
imponer una estructura sobre las relaciones de dependencia espacial” (LeSage y Pace, 2009, p. 8).

En otros términos, el modelo (2) se encuentra subidentificado y la solucién clésica radica en
imponer alguna estructura en la matriz A, parametrizando la interaccién espacial como, por ejemplo:
A = pW, donde p es un pardmetro a estimar y W una matriz de contactos (también denominada
matriz de contigliidades, pesos, ponderaciones, distancias o interacciones espaciales).

2.1. Matriz de Contactos /. Su Importancia Clave

La matriz de contactos permite incorporar el espacio dentro del anélisis econométrico y ocupa
una posicidon central dado que, esencialmente, define el conjunto de vecinos para cada localizacién.
Tal como hemos enunciado, la necesidad de una matriz de contactos proviene del problema de
subidentificacion que afecta a la mayoria de los modelos espaciales. Haining (2003, p. 74) menciona
que “el primer paso para cuantificar la estructura de dependencia espacial en un conjunto de datos
es definir, para el conjunto de puntos o areas, la relacion espacial existen entre ellos”. Este primer



paso es crucial y, en puntuales casos, se puede tener informaciéon completa sobre la especificacién de
dicha matriz. En otros casos, en su gran mayoria, esta matriz es una mera hipétesis de trabajo.
Utilizando la estructura A = pW, el modelo (2) se transforma en un modelo restringido:

y = pWy +e¢, (3)

donde el término Wy es cominmente denominado rezago espacial de la variable endégena.
Suponiendo que el tamafio muestral es igual a IV, la matriz W es de orden N x N y puede
representarse de la siguiente manera:

0 w172 o o e wl’] o« o e w17N
w271 0 .« . w27] .« .. w27N
W= , (4)
w1 W2 0 w; N
| wng wNn2 o wny e 0]

donde las columnas vy filas corresponden a las observaciones de corte transversal y los pesos w; ;
(i, =1,2,...,N) aproximan la relacién entre dos localizaciones i (filas) y j (columnas). La diagonal
principal esta formada por ceros, estableciendo que ninguna observacién puede estar relacionada
consigo misma (no puede ser que la misma observacién sea vecina de si misma). Obsérvese que se ha
intercambiado «;; (pardmetro a estimar dentro del modelo) por w;; (hipétesis externa al modelo).

Llegado a este punto, el problema radica en cémo se construyen los pesos de la matriz W. Existen
diferentes criterios sobre su construccién siguiendo, por ejemplo, alguna hipédtesis de interaccién. Cada
hipétesis resultard en una matriz de ponderaciones diferentes llevando a un rezago espacial distinto.
Es comiin que la representacién del conjunto de vecinos obtenidos por algin criterio de seleccién se
realice mediante una eleccién binaria, con w; ; = 1 cuando 7 y j son vecinos, y w; ; = 0 cuando no
lo son.

En la practica econométrica, la matriz de contactos es a menudo construida desde la geografia
o geometria, usando los conceptos de contigiiidad y distancia. Por ejemplo, suponiendo que las
observaciones se distribuyen sobre un mapa regular como el representado en la Figura 1, hay varias
alternativas para establecer el conjunto de vecinos para la celda a. Una posibilidad es considerar
vecinos a aquellas celdas que poseen un borde com(n, siendo para nuestro ejemplo cada celda b del
mapa superior izquierdo. Otra posibilidad es considerar como vecinos a aquellas celdas que poseen un
vértice comun, como en el mapa superior derecho. Las elecciones de estos conjuntos de vecinos son
denominadas, respectivamente, criterio tipo torre y criterio tipo alfil, en analogia al movimiento de
las piezas de ajedrez. De igual forma, podriamos elegir vecinos mediante una combinaciéon de ambos
criterios dando lugar al criterio tipo reina.

Las areas o poligonos de un mapa pueden transformarse en puntos, y viceversa. La eleccién de
un punto representativo de un poligono es tipicamente resuelto por criterios geométricos mediante el
punto central o centroide del poligono. Dado el centroide de cada celda, como en la grafica inferior
izquierda (Figura 1), es posible definir una red de puntos o nodos. En este caso, nos basariamos en
un criterio de distancia para definir a los vecinos de a tal que cada centroide que se encuentre dentro
de una distancia maxima al centroide de a seria considerado vecino.

Un problema con la eleccién de vecinos por medio de la distancia (y contigiiidad) es la existencia
de puntos aislados que pueden no contener vecino alguno para un radio determinado. Esto sucede
habitualmente cuando la densidad de los puntos sobre el plano no es regular o cuando se encuentran
algunos nodos distribuidos por agrupamientos (clusters) y otros aislados. Para salvar este problema
se suele determinar un radio d de amplitud tal que asegure que cada observacién tienen al menos un
vecino.



Figura 1: Contigiiidad sobre Mapa Regular
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Fuente: Anselin (1988).

Un criterio alternativo es el de k —vecinos mas cercanos. En este caso, considerando la distancia
geométrica entre las regiones, seleccionariamos a los k vecinos mas cercanos de cada punto. La
ventaja de este criterio es que todas las unidades poseeran la misma cantidad de vecinos evitando el
problema de unidades aisladas. Bajo mapas regulares, como los representados en la Figura 1, si k es
igual a 4, los vecinos mas cercanos a la localidad a seran los mismos que los elegidos por el criterio
tipo torre y, si k es igual a 8, los vecinos mas cercanos a la localidad a seran los mismos que los
elegidos por el criterio tipo reina.

Por otro lado, es posible considerar varios ordenes de contigiiidad o vecindad. En la Figura 1, la
grafica inferior derecha muestra el grupo de vecinos de segundo orden para la celda a. Este conjunto
de vecinos, identificado por las letras ¢ y d, incluye a los vecinos de los vecinos de a definidos por el
criterio tipo torre. Para distinguir el orden de vecindad se afiade un supra-indice a la matriz: W),
VY 7 > 2, siendo j el orden de vecindad.

Como alternativa a los pesos binarios, pueden considerarse aquellas funciones de distancia entre
unidades espaciales que combinan la distancia, el perimetro y otras caracteristicas geograficas. A
continuacién, Cuadro 1, presentamos algunas especificaciones utilizadas en la literatura aplicada.

Determinadas especificaciones plantean posibles problemas de endogeniedad que deberan ser
considerados en el momento de la estimacién del modelo econométrico. Este tipo de problema
puede surgir con propuestas que utilizan variables socio-econémicas, como el nivel de empleo o el
producto bruto per capita, para la eleccién de los pesos. Exceptuando estos casos, los procedimientos
presentados en el Cuadro 1 pueden encasillarse como procedimientos exdgenos, es decir, aquellos que
determinan la estructura de la matriz en funcién, nicamente, del arreglo espacial de los datos.

Desde una perspectiva diferente, podrian seleccionarse los pesos espaciales mediante una
descripcion estadistica de los datos. Las propuestas de este tipo suelen denominarse procedimientos
enddgenos. En este caso, los vecinos cercanos o lejanos son establecidos mediante la informacién



brindada por los propios datos mediante un estadistico que sirve de guia, como en el modelo
estadistico local, SLM, de Getis y Aldstadt (2004), el procedimiento AMOFEBA de Aldstadt y
Getis (2006), el de modelo de ecuaciones estructurales de Folmer y Oud (2008), la técnica de
filtrado espacial de Tiefelsdorf y Griffith (2007), el procedimiento de méaxima entropia general de
Fernandez et al. (2008) o el procedimiento del coeficiente de correlacién completo, CCC', de Mur y
Paelinck (2010).

Cuadro 1: Especificaciones Alternativas de Pesos Espaciales

’ Referencia

|

Modelo

|

Descripcién

Dacey (1968)

wij = Yij iP5

~vij : factor de contigiiidad binario (1,0).

«;: proporcion del drea de la unidad 4 respecto al
total de area de todas las unidades del sistema.
Bi(4): proporcién del perimetro de la unidad ¢ en

contacto con la unidad j.

Cliff y Ord (1973)

wij = d;;* {ﬁi(j)]b

a, b: parametros positivos

d;; :distancia entre los puntos o regiones (i,5).

Ky,: importancia del medio de comunicacién n.

Wi5 =
Bodson y Peters N u N': total de medios de comunicacién considerados.
(1975) nz:l n {1+b e(icjdij } a, b, ¢;: pardmetros a estimar.
- d;; :distancia entre los puntos o regiones (i,5).
Anselin (1980) Wij = d;j2 d;; :distancia entre los puntos o regiones (%,5).
—a c: término constante positivo.
Cliff y Ord (1981) wij = [c+ d;j]
d;; :distancia entre los puntos o regiones (i,5).
1
Case et al. (1993) Wy j [2i—x;] x: variable socioeconémica (ej.: PBI per capita)
Eia‘dij
J
i — —ad;p; ! E: volumen de empleo.
Molho (1995) > B
k#i d;; :distancia entre los puntos o regiones (i,5).
Vi#j
—d%

Ma et al. (1997)

l;;: longitud de frontera entre las regiones (i, j).
l;: perimetro de la regién <.

d;; :distancia entre los puntos o regiones (i,5).

Toral (2000)

. 5. kikipip;
wij = 0jj a7

0;5 = 1, si las unidades espaciales i, j tienen una
frontera en comin y cero, si no la tienen. p:
poblacién. k: longitud de carreteras (km). d;:
distancia por carretera entre las capitales ¢, j. a:

parametro positivo,con valores 0, 1 6 2.

Fuente: Chasco Yrigoyen (2003).

Una vez elegidos los pesos espaciales, es raro que se utilicen en su forma natural. Lo habitual es
trabajar con alguna transformacién de la matriz en el modelo espacial ya que mejora las propiedades
estadisticas de los estimadores y sus estadisticos. La transformaciéon mas utilizada es la normalizacion

por fila, en donde los nuevos pesos son obtenidos como wfj = wij/3 w,;, de tal forma que la suma
j
de cada fila de la matriz sea igual a la unidad: Zw;} = 1 (representaremos como W* a la matriz de
J
contactos normalizada).



2.2. Detecciéon Global de Dependencia Espacial Univariante

Una primera pregunta de andlisis en los estudios empiricos suele ser: jPresenta la variable de
estudio autocorrelacion espacial?. Si la respuesta es afirmativa, entonces deberemos formular modelos
econométricos mas complejos donde se incorpore explicitamente el efecto del espacio.

La cuestién, entonces, pasa por conocer aquellas herramientas que nos permiten detectar la
presencia de autocorrelacion espacial. Desde una perspectiva descriptiva, una primera aproximacién
cualitativa puede realizarse mediante el anélisis exploratorio espacial (Haining, 2003).

El anélisis exploratorio espacial permite la visualizacién mediante diferentes graficos del
comportamiento de la variable bajo estudio, siendo el mapa un elemento central. Existe una amplia
variedad de mapas y formas para describir datos continuos sobre poligonos irregulares* (“lattice
data”), una de las mas usuales es el mapa de coropletas. En este tipo de mapa se representa
la distribucidén espacial de una variable o atributo mediante diferentes tonalidades. El niimero de
tonalidades representa a los diferentes intervalos y los mismos pueden ser definidos por el usuario.
La realizacién de este anélisis puede llevarse a cabo mediante el programa estadistico OpenGeoDa,
posiblemente la opcidn existente mas integrada en cuanto a anélisis exploratorio espacial.

El andlisis exploratorio espacial nos brindard los primeros indicios de dependencia aunque
necesitaremos herramientas inferenciales para poder obtener una cuantificacién de la misma. La
formulacién de estas herramientas varia a través de diferentes estadisticos, aunque cada uno de ellos
puede ser visto como un caso especial del test de Mantel (Mantel, 1967).

El test de Mantel estima la correlacién existente entre dos matrices B y C donde dichas matrices
capturan el grado de similitud en el espacio y en la distribucién de la variable, respectivamente. Dicho
estadistico se define como:

N N
I'= Zzbij%’ (5)
i=1j=1
i#]
donde b;; es un elemento de la matriz B que captura la similitud espacial de las localizaciones i y
J, Y ¢ij es un elemento de la matriz C' que captura la similitud de los valores de una determinada
variable entre las localizaciones ¢ y j.
Reformulando del estadistico I, tal que los elementos b;; sean los pesos espaciales de la matriz
de contactos W' y los elementos c;; representen el cuadrado de la diferencia de valores de la variable
de interés entre localizaciones, puede obtenerse el estadistico C' de Geary (1954):

N N )
> wi (Yi — yy)

= N -1 i=1j=1 ’ (6)
250 N _\2
(yi —7)
i=1
N N
donde Sy = Y > w;; = 1'W1, siendo 1 un vector (N x 1) de unos y 3 es la media muestral.
i=1j=1

Los momentos del estadistico de Geary, bajo la hipétesis nula de aleatoriedad, son:

ElC] = 1, (7)
(251 + S2) (N — 1) — 452
V =
€] 2(N+1)538 ’ ®)
NN ) N - N
donde Sy = 53 > (wij +wj;)” y So = > (w;. +w.;)”, siendo w;. = > wy;.
i=1j=1 j=1 i=1

“Existen diferentes tipos de datos georeferenciados. En este trabajo nos enfocamos en el manejo de variables
continuas distribuidas en un espacio discreto o lattice data. Véase Cressie (1993) para una exposicién de los diferentes
tipos de datos.



Su distribucién asintética es normal:

VNI[C —1] ~N[0;V(C)]. (9)

as
Posiblemente el test mas ampliamente utilizado, y que también puede derivarse del test de Mantel,
es el estadistico I de Moran (1950):

> (Wi — P wii (y; —7)

S . (10)
(vi — )

I =

&=
=

Il
fa

(2

Los momentos del estadistico de Moran, bajo la hipdtesis nula de aleatoriedad, son:

1
Bl = - (11)
(382 + S1R? — N S) 1

So(N+1)(N—-1) (N—-1)

Su distribucién asintética, nuevamente, es normal:
VNI - E(D)] ~N[0;V(I)]. (13)

Diferentes experimentos Monte Carlo (Anselin y Florax, 1995) revelan que la aproximacién a la
distribucién normal funciona razonablemente bien con tamafios muestrales medios (N > 50). El
comportamiento del estadistico empeora sensiblemente cuando reducimos el tamaiio muestral o se
anaden problemas nuevos como heterocedasticidad, atipicos, etc., lo que significa que los resultados
deben interpretarse con cautela.

Como nota final, tanto el test C' de Geary como el test I de Moran capturan la dependencia
global, es decir, la autocorrelacién existente en todo el espacio geografico. Existen otros estadisticos
que permiten capturar la dependencia local utilizando sub-muestras del espacio geografico. Entre los
mas utilizados se destacan el anélisis LIS A de Anselin (1995) y los tests G; (d) y G (d) de Getis y
Ord (1996) y Ord y Getis (2001). El anélisis de estos estadisticos se encuentra fuera de los objetivos
del presente trabajo (para mayor detalle, véase las citadas referencias).

El rechazo de la hipétesis nula de aleatoriedad de alguno de estos tests de autocorrelacién espacial
implica un andlisis mas detallado sobre los determinantes de la variable bajo estudio. Detectada la
importancia del espacio sobre la variable, ahora estamos en condiciones de introducir los diferentes
modelos econométricos que permiten la incorporacién de los efectos espaciales.

2.3. Modelos Econométricos y Tests de Independencia Espacial

En esta seccién desarrollaremos la metodologia méas habitual en el campo aplicado. La misma
consiste en el planteo inicial de un modelo estatico simple y a partir de alli se incorporan elementos
espaciales segtin las diferentes pruebas estadisticas.

El modelo estatico mas simple considera que existe una variable dependiente y un conjunto de
variables explicativas. La ecuacién de trabajo es la siguiente:

y = XB+s¢, (14)
e~ N(O,UQIN),
siendo la variable dependiente y un vector de dimensién (N x 1), X es una matriz de variables

explicativas, incluyendo una constante, de orden (N X k), 3 es un vector de pardmetros desconocidos
de orden (k x 1) y € es el término de error de dimensién (N x 1).



Comenzar con el modelo (14) tiene su légica en el sentido de que la dependencia espacial
univariante, detectada en la seccién 2.2, puede ser explicada por el conjunto de variables
independientes X . Si este fuese el caso, la sola incorporacién de estas variables explicativas evitaria
introducir modelos méas complejos.

Por otra parte, utilizaremos como modelo de referencia, que incorpora la dependencia espacial
residual, el Modelo de Error Espacial (Spatial Error Model):

y = XB+u, (15)
u = Wu+e=u=Bl¢
£ o~ N(O,O’QIN),

siendo B = [I — 0W].
Si el modelo (15) se estima por minimos cuadrados ordinarios, M CO, las consecuencias seran /3
insesgado y consistente, con una matriz de covarianzas diferente a la habitual:

B = {X/X]_ley:,BqL{X/X}_lX/u, (16)
E[B] = 8, (17)
vm = o2 [X/X]_IX/ (B/B)_IX[X/X]_I. (18)

Ademas, el estimador M CO del pardmetro de dispersion serad sesgado pero consistente:

o i B u Mu B £ B 1MB ¢
> T N-k N-k  N-k (19)
~ tr (B-1M B~
ple?] = #TEME), (20)
2 PN
_ NU_ o (B—2 - (x'x) x B—2X> + 02, (21)
plim [62} = o2, (22)

siendo M =T — X (X/X)_l X'

Estas consecuencias son las esperadas cuando se estima por M CO un modelo lineal con matriz
de covarianzas no escalar en el término de error.

Por lo tanto, tal como sucede en la practica econométrica clasica, podemos implementar la
secuencia habitual de estimar el modelo estatico (14) por MCO vy, a continuacién, analizar los
posibles problemas de especificacion.

En concreto, analizaremos la presencia de autocorrelacién espacial a través del examen residual
de la estimaciéon M CO. Planteado de esta forma, podemos utilizar los tests de dependencia global
adaptados al marco de regresién lineal general.

En este caso, el test I de Moran ha tenido un rol preponderante en esta etapa. Aplicado sobre
los residuos M CO del modelo (14), la expresién del estadistico es:

(23)



Las expresiones de los momentos del estadistico, bajo la hipétesis nula de aleatoriedad espacial,
se modifican de la siguiente forma:

oy [(X’X)lx’WX]

I i e 0
. (Sﬂo)Qtr (MWMW') + tr (MW MW) + [tr (MW))*
B|r] (N=1)(N-k+2) )

La varianza puede obtenerse como: V[I] = E[I?] — E[I]?.

La distribucién probabilistica del estadistico I de Moran es desconocida para muestras finitas, por
lo que cominmente se utiliza una aproximacién empirica por permutacién. Otra opcién es plantear
la misma aproximacién asintética del caso univariante:

VNI = E(D)] ~ N [0;V(D)]. (26)

El problema con el test I de Moran es que el rechazo de la hipétesis nula no brinda informacién
adicional sobre el modelo bajo la hipdtesis alternativa.

Otra alternativa para la deteccién de dependencia espacial residual son los estadisticos que
resultan de la aplicacién del principio de maxima verosimilitud. En este caso, podemos utilizar el
Mutiplicador de Lagrange que para las hipdtesis nula y alternativa:

Hy: 6=0,
H1 : 0 7& 0,
posee la siguiente estructura:
1 (awa\®
LMEgrr = 25, <82> ~ X(1); (27)

donde 1 son los residuos M CO del modelo bajo la hipétesis nula. El resultado es simple y puede
generalizarse a otros tipos de casos mas complejos en la estructura del error.

Otro modelo de referencia que puede plantearse es el Modelo de Rezago Espacial (Spatial Lag
Model). Este modelo incorpora dependencia sustantiva en el sentido de que la variable endégena
depende de su propio rezago espacial, entre otros elementos. La estructura de dependencias generada
por este tipo de procesos es mucho mas intensa que la contemplada en el caso de dependencia residual.

El Modelo de Rezago Espacial tiene la siguiente estructura:

y = pWy+XB+u, (28)
u ~ N(0,6%Iy),

La implicaciones econométricas derivadas de la omisidén de elementos dinamicos, como Wy, son
muy significativas. Suponiendo que el modelo (28) es el correcto pero se ha estimado el modelo (14),
puede comprobarse que los estimadores de los pardmetros de posicion M CO son sesgados:

B o= [x'x] ' xy=[x'x]"x (B'X8+B ),
_ {X’X}_lX,B_1X5+[X,X}_lX,B_IIL

E{B} - [X/X}_IX/B*Xﬂ;Aﬁ, (29)
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Los residuos, la estimacidn del pardmetro de dispersién y su esperanza tienen la siguiente forma:

i = y-XB=M"'B ' (XB+u), (30)
, Wi (XB+u) B'MB (XS +u)
T N—k~ N —k ’ (31)
"y p—1 -1 2 -1 -1
E[&g} _ BXB'MB )](\?j;: tr (B~'MB )‘ (32)

Finalmente, el sesgo no desaparece en un contexto asintético:

plim {B] = I¢kSxBxB # B, (33)
plim {82] = JQpIImU(B];,_Z), (34)

, —1
siendo E;(IX = lim |:XNX] , 2xBx = lim {

x'B-1x

7 .

La severidad de estos resultados aconseja chequear la posible omisiéon de elementos dindmicos en
el modelo. El contexto mas detallado para afrontar esta cuestién se corresponde con el planteamiento
de maxima-verosimilitud, que desarrollaremos a continuacion.

Partiendo de la habitual funcién de log-verosimilitud, correspondiente en este caso al modelo

(28):

(By — XB) (By — XB)
202

+1In|B], (35)

N N
Lyle) = —2|n27r—2|n02—[

N
donde In|B| =In|I — pB| = > In(1 = p)\;).
i=1
El sistema de condiciones necesarias es no lineal, imposibilitando la obtencién de una solucién

analitica:

ol 1

1 / !
9 = S [X By -x8)] = 5x'u, (36)
ol 1 NN
% = zﬂ[yW(By_XB)}_gl—p)\i’

1 NN

- ﬂ[ywu}_;1_p)\i’ (37)

o _ N (By-Xp) (y-Xp_ N uu (38)
Oo? 202 204 202 204"

Para poder solucionar este sistema debe recurrirse a algoritmos numéricos o a procedimientos
basados en la log-verosimilitud concentrada. En este dltimo caso resulta relativamente sencillo
obtener los estimadores maximo-verosimiles, MV, del vector 3 y del parametro de dispersién o2,

condicionados ambos al pardmetro de dependencia p:

3 = [X’X}_l X'By,
= [X'x] X'y p[x'x] X'y =5~ 0wy, (39)
3 = [X'Xrl X'y, Bwy= [X’X} " X'wy, (40)
7 = ﬁ:]/\rﬁ _ [ﬁy - pﬁWY]/]V[ﬁy — pﬁWy]’ (41)
u = y—XB, ﬁWy—Wy_XﬂWy (42)



Sustituyendo estos resultados en (35) se obtiene la funcién de log-verosimilitud concentrada que
depende solo del pardmetro p. A continuacién se optimiza esta funcién mediante iteraciones hasta
alcanzar convergencia.

Con el objetivo de contrastar la existencia de elementos dindmicos en la ecuacién principal del
modelo (28), bajo la hipétesis nula y alternativa:

H() Lop= 0,
H; - p 7& 0,
el Multiplicador de Lagrange es igual a:
1o\ 2 i\ 2
y Wu y Wu
LM _ < o > _ ( o ) 2 (43)
MG VN (/?’X’WMWX/?) as X
o2

Es interesante mencionar que los casos de autocorrelacién residual pueden entenderse como casos
particulares de dependencia sustantiva, lo cual se hace evidente en el test denominado COM FAC
(de factores comunes). Supongamos que nuestro modelo de partida es un modelo con autocorrelacién
residual tal como:

y = XB+u, (44)
u = pWu+e
e~ N(O,O'QIN>,

Manipulando el término de error tal que: u = pW (y — X3) +¢, y reintroduciendo este resultado
en (44), obtenemos el Modelo Espacial de Durbin:

y=pWy+ X8+ WX~ +e. (45)

La ecuacién final (45) se corresponde con un modelo dindmico (aparece un rezago de la endégena
como variable explicativa, Wy), en el que se ha afiadido un rezago espacial de las exdgenas WX,
siendo v el vector de pardmetros que acompana a estos rezagos. Dado que la perturbacién del modelo,
€, cumple con los supuestos basicos, la ecuacién puede estimarse por maxima verosimilitud. El test
de factores comunes se concreta en:

HU: '7+P/B:O7
Hy: v+ pB#0,

el cual puede resolverse ficilmente aplicando la razén de verosimilitudes, LR. En este caso, el modelo
amplio es el de la expresién final de (45), el cual se estimard por MV sin restricciones. El modelo
restringido, bajo hipétesis nula, es el modelo (15)°. Este mismo modelo también se estimara por
MYV para poder obtener finalmente el estadistico LR:

~X; (46)

as

LRcomFrac =2 [5|H1 - l|H0}

®Bajo Ho, ¥ = —pB, entonces reemplazando en el modelo (45):
Yy=pWy+ XB4+WX (—pB)+e=>y=pWy+ X8 —pWXB+e= T —-pW)y=1—-pW)XB+e.
La dltima ex