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ABSTRACT 

In this paper I compare different models, a linear and a non-linear one, for 

forecasting industrial production by means of some related indicators. I claim 

that the difficulties associated with the correct identification of a non-linear 

model could be a possible cause of the often observed worse performance of 

non-linear models with respect to linear ones observed in the empirical 

literature. To cope with this issue I use a non-linear non-parametric model. The 

results are promising, as the forecasting performance shows a clear 

improvement over the linear parametric model. 

Keywords: Forecasting, Business Surveys, Non-linear time-series models,  

Non-parametric models. 

JEL classification: C22, C53. 
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❚❤✐s ♣❛♣❡r✶ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ■t❛❧✲
✐❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐s ♦♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✈s✳ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛
s❡t ♦❢ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛♥❞ s❤♦✇ ❛ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t t♦
❛❧❧ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ ●❉P✿
❛❝t✉❛❧❧②✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❞✐❝❛t♦r
❛❜♦✉t s❤♦rt✲t❡r♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦r
♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥❞✐❝❛t♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s
✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ str❡❛♠ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲
s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ t❤❛t ❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥
❜❡ ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❛♥❞✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❞❞✱ ♦♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇♦✉❧❞ ❛♥②✇❛②
❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✳ ❍❛✈✐♥❣ s❛✐❞
t❤❛t✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❝♦st✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❛t❡s
❛r❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠♦❞❡❧✱ ❡✐t❤❡r ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❆♥②✇❛②✱ ■ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ t❤❛♥ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣
❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦
❜❡ ♠✐ss✲s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❛s t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t✐♠❡❧✐♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❡❛t❧② ❧✐♠✐t t❤❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦rr❡❝t❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✷ ▲■❚❊❘❆❚❯❘❊

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✶■ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❚✳ Pr♦✐❡tt✐ ❢♦r ❤✐s ♣r❡❝✐♦✉s ❛❞✈✐s❡✱ ❋✳ P❡r❛❝❝❤✐ ❛♥❞ ●✳ ❈✉❜❛❞❞❛ ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡

❝♦♠♠❡♥ts✳

✺



▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❧✐♥❡❛r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ❛
s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙✐❧✐✈❡rst♦✈s ❛♥❞ ❉✐❥❦ ✭✷✵✵✸✮ ❝♦♠♣❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛✉t♦r❡✲
❣r❡ss✐✈❡ ✭❆❘✮✱ ❧✐♥❡❛r ❆❘ ✇✐t❤ ❜r❡❛❦s✱ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❚❆❘✮✱
s❡❧❢✲❡①❝✐t✐♥❣ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❙❊❚❆❘✮ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛✉t♦r❡✲
❣r❡ss✐✈❡ ✭▼❙✲❆❘✮ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✐♥t✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❆❘ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞✲
❡❧s ✇❤❡♥ ♣♦✐♥t ❢♦r❡❝❛sts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ▼❙✲❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤❡ st✉❞② ✇❛s ❝♦♥✲
❞✉❝t❡❞ ♦♥ s❡❛s♦♥❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❞❛t❛✿ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡
✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❆❘ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛t ❧❡❛st q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳✷ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s❡❛s♦♥❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s r❡✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐♥t❛❣❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ♠✐❣❤t ✇❡❧❧
❜❡ t❤❡ ✜♥❛❧ t❛r❣❡t t♦ ❢♦r❡❝❛st✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② tr❡❛t✐♥❣
t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t② ✐♥ ♠♦♥t❤❧② ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥
t♦♦✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❆s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❖s❜♦r♥ ❛♥❞ ▼❛t❛s✲▼✐r ✭✷✵✵✸✮ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②
❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❛s♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s❡❛s♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r❡❣✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦
✐♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❝❛s❡ ❜② Pr♦✐❡tt✐ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❇r✉♥♦ ❛♥❞ ▲✉♣✐ ✭✷✵✵✹✮✳
❋r❛♥s❡s ❛♥❞ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ✭✷✵✵✺✮ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛s♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r s❡❛s♦♥❛❧✐t② ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r ♣♦✐♥t ❢♦r❡✲
❝❛sts ❢♦r s❤♦rt ❤♦r✐③♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r
❢♦r ❧♦♥❣❡r ❤♦r✐③♦♥s✳

Ö❝❛❧ ✭✷✵✵✵✮ ❝♦♠♣❛r❡s ❛ s♠♦♦t❤✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❙❚❆❘✮
♠♦❞❡❧ ✈s✳ ❛ ❧✐♥❡❛r ❆❘ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❡ ✜♥❞s t❤❛t t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧
✐s ❛ t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ❙❚❆❘✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s s❡❡♠s
str♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ✐♥ ❇r❛❞❧❡② ❛♥❞ ❏❛♥s❡♥
✭✷✵✵✹✮✱ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❚❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛❣❛✐♥st ❛ ❧✐♥❡❛r ❆❘ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❥♦✐♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st♦❝❦ r❡t✉r♥s✳ ❙♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥

✷❙❡❛s♦♥❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♠♦st ♦❢ t✐♠❡s ❝❛✉s❡ ❛ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡

❛❞❥✉st❡❞ ❞❛t❛ ❛t s❡❛s♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s♦ t❤❛t s✉❝❤ s❡r✐❡s ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡ss ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
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✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r❡❝❛st ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
♦✈❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳

❱❡♥❡t✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❧❛❣ ✭❆❉▲✮ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❚❆❘ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❡r♠ s♣r❡❛❞❀ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥s ✐♥ ♣❛rt ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳
❆❧s♦ ❏❛❣r✐❝ ✭✷✵✵✸✮ ✜♥❞s t❤❛t ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❡❧♣s ✐♠♣r♦✈✐♥❣
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦✈❡r
❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ❙✐♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r
❆❉▲ ❛♥❞ ❛ ▼❙ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ✜♥❞ t❤❛t ♦♥❡✲st❡♣
❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛sts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❜❡tt❡r✳

❍✉❤ ✭✶✾✾✽✮ ❡①♣❧♦✐ts ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str✐❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥❡✲st❡♣
❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛sts ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛ ▼❙ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r✳

■♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❝❛s❡✱ ▼❛r❝❤❡tt✐ ❛♥❞ P❛r✐❣✐ ✭✷✵✵✵✮ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✲
✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❙❚❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥②✇❛②✱
t❤❡ ❜❡st ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳

✸ ▼❖❉❊▲

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

• ■ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ Xt t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❜❡ ❢♦r❡❝❛st ✭st❛t✐♦♥✲
❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①✮❀

• ■ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ Zt t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t✉r♥
❢r♦♠ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠✐♥❣ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❛❜♦✉t
✹✺ ❞❛②s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ s♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦♥t❤ t✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❧❡❛st ✉♣ t♦ ♠♦♥t❤
t + 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ Xt ❛♥❞ Zt−d ✱ ✇✐t❤
d ≥ 0✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r❡❝❛st Xt ✉♣ t♦ d + 1 st❡♣✲❛❤❡❛❞✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❋❈❘✮ ♠♦❞❡❧✿

Xt = a1(Zt−d)Xt−1+. . .+ap(Zt−d)Xt−p+εt , t = p+1, . . . , T ✭✶✮
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✇❤❡r❡ εt ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ {Xt , . . . , Xt−p} ✐s ❛
str✐❝t❧② st❛t✐♦♥❛r② β−♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

▼♦❞❡❧ ✭✶✮ ✐s ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai(·) ✐s ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✳ ■t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② Pr✐❡st❧❡② ✭✶✾✽✵✮✳ ❈❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵❛✮
❛♥❞ ❈❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵❜✮ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧
✐s t❤❛t t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✈❛r②✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✱ ✐♥ ❛
r❛t❤❡r s♠♦♦t❤ ✇❛②✱ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r Zt ❛t ❛
❝❡rt❛✐♥ ❧❛❣ d ✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❤❛s s♦♠❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ♥❡sts
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❆❘ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t✲
r✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤r❡s❤♦❧❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❚❆❘✮✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛✉✲
t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❊❳P❆❘✮ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❙❚❆❘✮
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠❛♥② ❦✐♥❞s ♦❢
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ r❡✲
❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✿ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s s❡t✲✉♣✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❛ ♥✐❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ✏st❛t❡✑ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Zt−d ✐♥ ❛ s♠♦♦t❤ ✇❛②✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠
✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❚❆❘ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs s❤✐❢t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Zt−d ✳

✸✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s a(·) ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡♠ ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡
♦r❞❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ai(u) ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❛r♦✉♥❞ x ✿

ai(u) ≈ ai(x) + a
′
i(u − x) ≡ αi + βi(u − x). ✭✷✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤✐s ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ Ut = Zt−d ✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ {αi , βi , i =
1, . . . p}✿

T
∑

t=p+1

{

Xt −

p
∑

i=1

[αi + βi(Ut − u)]Xt−p

}2

K

(

Ut − u

h

)

✭✸✮

✽



✇❤❡r❡ K(·) ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦✇♥✇❡✐❣❤t ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t u ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r h ✐s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣
❝♦♥st❛♥t✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇
♠✉❝❤ ✏❧♦❝❛❧✑ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r♦✉♥❞
❛ ♣♦✐♥t u ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t
t❤❛t ♣♦✐♥t✳

❉❡♥♦t❡ ✇✐t❤ XXX t❤❡ T × 2n ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ t r♦✇ ✐s✿
(Xt−1, . . . , Xt−p, Xt−1(Ut − u), . . . , Xt−p(Ut − u))✱ ✇✐t❤ YYY t❤❡ T × 1
✈❡❝t♦r (X1, . . . , XT )✱ ✇✐t❤WWW t❤❡ T×T ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t
❡q✉❛❧ t♦ h−1K

(

Ut−u
h

)

❛♥❞ 0 ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✮
❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✿

β̂ββ = (XXX ′WWWXXX)−1XXX ′WWWYYY ✭✹✮

✇❤❡r❡ βββ = (α1, . . . , αp, β1, . . . , βp)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst p ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ β̂ββ✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ {α̂i}i=1,...,p ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ai(u)}i=1,...,p✳

✸✳✷ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❧❛❣ ❧❡♥❣t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧s♦
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ h ❛♥❞ p ♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ✸

❆ ❢♦r♠ ♦❢ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❜♦t❤ t❤❡s❡
q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵❛✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤
Q ❛♥❞ m t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t Qm < T ❀ t❤❡ ✜rst Q s✉❜✲s❡r✐❡s ♦❢
❧❡♥❣t❤ T − qm ❛r❡ ✉s❡❞ (q = 1, . . . , Q) t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t m
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ h ✭❜❛♥❞✇✐❞t❤✮ ❛♥❞ p ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ s✉❜✲s❡r✐❡s✿

APEq(h, p) =
1

m

T−qm+m
∑

t=T−qm+1

[

Xt −

p
∑

i=1

α̂i ,q(Zt−d)Xt−i

]2

, q = 1, . . . , Q.

✭✺✮
✇❤❡r❡ α̂i ,q(u) ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
{1, . . . , T−qm}✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ q = 2 t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ {1, . . . , T−
2m} ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α̂i ,2(u)✱ ❛♥❞ t❤❡

✸■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❛❧s♦ ❢♦r d ✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❢♦r

t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

✾



s✉❜s❡q✉❡♥t s❡t ♦❢ ❞❛t❛ {T −2m+1, . . . , T −m} ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭✺✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵❜✮✱ Q ✐s t❛❦❡♥
❡q✉❛❧ t♦ ✹ ❛♥❞ m ❡q✉❛❧ t♦ T/10✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② APE(h, p)✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r
t❤❡ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜✲s❡r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

APE(h, p) = Q−1
Q

∑

q=1

APEq(h, p). ✭✻✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ❛♥❞ h ❛r❡ t❤❡♥ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ✭✻✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞

✜①❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ u✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ k✲
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✭k✲♥♥✮✱ ❝♦♥s✐sts✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐♥ t❛❦✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ u✳ ❚❤♦✉❣❤ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧s♦ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai(·)✱ ■ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇
t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❝❛s❡✳

✹ ❉❆❚❆

■ ❝❛rr② ♦✉t t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✉s✐♥❣ ■t❛❧✐❛♥ ❞❛t❛✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿

• ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✭Xt✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠♦♥t❤❧② ❜②
■❙❚❆❚✱ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦✣❝❡❀

• s✉r✈❡② r❡s✉❧ts ✭Zt✮ ♦♥✿ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ tr❡♥❞ ✭P❚✮✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
✭P▲✮✱ ♦r❞❡r ❜♦♦❦s ✭❖❇✮✱ r❡❧❡❛s❡❞ ♠♦♥t❤❧② ❜② ■❙❆❊✱ ❛ st❛t❡
♦✇♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥st✐t✉t❡✳

❚❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✐ts ✇♦r❦✐♥❣✲❞❛②s
❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r♠✹✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛t✐♦♥❛r✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧♦❣ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❛s♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✉r✈❡② ✇❤❡r❡ ✐♥✲
❞✉str✐❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛r❡ ❛s❦❡❞ ♠❛♥② q✉❡st✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✿ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ tr❡♥❞ ✭P❚✮ ✐♥ t❤❡✐r ✜r♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✸✲✹ ♠♦♥t❤s❀
t❤❡ ❛♥s✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ✏✐♥❝r❡❛s✐♥❣✑✱ ✏❞❡❝r❡❛s✐♥❣✑✱ ✏st❛t✐♦♥❛r②✑✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✹❚❤✐s ✐s ❛ ♠✐♥♦r ♣♦✐♥t ✐♥ ♦✉r ✈✐❡✇✱ ❛s t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛②s ❛❞❥✉st❡❞ s❡r✐❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❚❘❆▼❖✲❙❊❆❚❙✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡r✐❡s✳ ❆s t❤❡ ❚❘❆▼❖✲❙❊❆❚❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

r❛✇ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣✲❞❛②s ❛❞❥✉st❡❞ ❞❛t❛ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■t❛❧✐❛♥ ■♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str② ✲ t♦t❛❧ ✐♥❞✉str② ❡①✲
❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✲ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ✐♥❞❡① ❜❛s❡ ✷✵✵✺❂✶✵✵✱ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿
s❡❛s♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣s✳
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r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ s✉✐t❛❜❧② ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❤❛r❡s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥s✇❡rs ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r✳ ❍❡r❡ ✇❡
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✉s✉❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✏✐♥❝r❡❛s✐♥❣✑ ❛♥❞ ✏❞❡❝r❡❛s✲
✐♥❣✑ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥s✇❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❧❡✈❡❧ ✭P▲✮❀ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✏❤✐❣❤✑✱ ✏♥♦r♠❛❧✑✱ ✏❧♦✇✑✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✏❤✐❣❤✑ ❛♥❞ ✏❧♦✇✑
❛♥s✇❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ♦r❞❡r ❜♦♦❦s ✭❖❇✮✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ✐s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t P❚ ✐s ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ s❡r✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❖❇✱ ✇❤✐❧❡
P▲ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s s♦
❝❧❡❛r ❝✉t✳

❚❤❡ s✉r✈❡② s❡r✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❡❛s♦♥❛❧✐t②❀
❛♥②✇❛② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✱
❛s t❤❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞❧② t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❜❡✐♥❣ s❡❛s♦♥❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✭❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✮✳✺ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ■ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✲
✐t② ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ✶✷✲t❡r♠ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡
✐♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t② ❜② ♠♦r❡
❡❧❛❜♦r❛t❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❧✐❦❡ ❳✲✶✷ ♦r ❚❘❆▼❖✲❙❊❆❚❙✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ✐♠♣❧② ❛ r❡✈✐s✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❝❤ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜✐❧❡ ✐♥ ❛ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡✳

✺■♥❞❡❡❞✱ P❛♣♣❛❧❛r❞♦ ✭✶✾✾✽✮ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❜✉s✐♥❡ss s✉r✈❡②s ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② ❛ st❛t✐♦♥❛r② s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳
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✺ ❊▼P■❘■❈❆▲ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠
❛♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧❛❣ ✭❆❉▲✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ s❡❡❦✐♥❣ t♦ ❢♦r❡❝❛st
❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ❆❉▲ ♠♦❞❡❧
t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

Xt =

p
∑

i=1

αiXt−i +

q
∑

j=d

βjZt−j + εt d ≥ 0. ✭✼✮

❖❜✈✐♦✉s❧② ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦r❞❡r p ❛♥❞ q ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥
s♦♠❡ ✇❛②✱ ✉s✉❛❧❧② ❜② s♦♠❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r d ✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡
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✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t❡rs t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱
♥❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❋❈❘ ♥♦r ✐♥ t❤❡ ❆❉▲ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠② ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❋❈❘ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❉▲ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ d ✱ ✐✳❡✳ d = 0, . . . , 5✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ r❡❧❡❛s❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ Xt ❛♥❞ Zt ✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛
❧❡❛❞ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠♦♥t❤❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② d ✱ ❢♦r❡❝❛sts ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♣ t♦ d + 1 st❡♣✲❛❤❡❛❞✳

❖♥❝❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❣ ❝r❡✲
❛t✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✶✾✻ ♠♦♥t❤❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❛❣s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ✜rst ✶✹✺
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ❧❛st ✹✽ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢♦r❡❝❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❖❜✈✐✲
♦✉s❧② ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ❧❛❣s ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❧❛❣ d ✇✐t❤
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❡♥t❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✼✮✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ d ❜❡✲
t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 5 ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✻✮❀ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❣s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛s {1, . . . , p, 12}✳
❚❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❧❛❣ ✇❛s ❛❧✇❛②s ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
1 ≤ p ≤ 6 ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ❆❉▲ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② d ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Xt =

12
∑

i=1

αiXt−i +

12
∑

j=d

βjZt−j + εt d ∈ {0, . . . , 5}. ✭✽✮

❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❇■❈ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥
❛ st❡♣✇✐s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳

✻ ❘❊❙❯▲❚❙

❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ s♦♠❡ ✉s✉❛❧
✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ Xt t❤❡ tr✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ✇✐t❤ X̂st t❤❡ s✲st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st ❢♦r Xt ✱
❛♥❞ ✇✐t❤ 1, . . . , τ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❡❛s✉r❡s✿

• ♠❡❛♥ ❡rr♦r ✭▼❊✮✿ 1τ
∑τ
t=1

(

Xt − X̂st
)

❀

• ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭▼❆❊✮✿ 1τ
∑τ
t=1

∣

∣Xt − X̂st
∣

∣❀

• r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮✿
√

1
τ

∑τ
t=1

(

Xt − X̂st
)2
❀

✶✸



• ♠❡❞✐❛♥ ❡rr♦r ✭▼❡❞❊✮✿ Med
{

Xt − X̂st
}

t=1,...,τ
❀

• ♠❡❞✐❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭▼❡❞❆❊✮✿ Med
{
∣

∣Xt − X̂st
∣

∣

}

t=1,...,τ
✳

■♥ t❛❜❧❡ ✶ ■ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘▼❙❊✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❋❈❘ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r
♦✈❡r t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❆❉▲ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥✱ s♦ t❤❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ✐♥
t❤❡ t❛❜❧❡ ♠❡❛♥s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧✳

▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛s
❛ss❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t t♦ t❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦ t❡st ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❍❛r✈❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ ei t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣
❡rr♦rs st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ i ❛t t✐♠❡ t✱ t❤❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ τ
❢♦r❡❝❛sts st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s i ❛♥❞ j t❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞✲
▼❛r✐❛♥♦ st❛t✐st✐❝s ✐s✿

DM =
τ−1

∑τ
t=1[g(ei t)− g(ej t)]
√

τ−12π ˆfd(0)

✭✾✮

✇❤❡r❡ fd(0) ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢
τ−1

∑τ
t=1[g(ei t)−g(ej t)] ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ✵✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ t❡st ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ❜② ❍❛r✈❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥
s✿

DM∗ =

[

τ + 1− 2s + τ−1s(s − 1)

τ

]1/2

DM. ✭✶✵✮

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s✉❝❤ ❛ st❛t✐st✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t
t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ τ − 1 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ■ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(·) = | · |✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇ ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❢♦r❡✲
❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ d ❛♥❞ ❛t s❤♦rt❡st ❤♦r✐③♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡st ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❤❛♣s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ P❚ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡❀
✐♥ t❤❡ s❤♦rt ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ d ❧❡ss t❤❛♥ ✹ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ✷✵✪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t ✶✲
st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❤♦r✐③♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
✈❛❧✉❡s✳ ❖♥❧② ✐♥ ♦♥❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❆❉▲ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❋❈❘ ♦♥❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P▲✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s st✐❧❧ tr✉❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛❧✇❛②s
♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡❀ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❉▼ t❡st✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ d ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✳ ❲❤❡♥ ❖❇ ✐s
✉s❡❞ ❛s t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧❡ss ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❋❈❘

✶✹



♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ P▲
✐s ✉s❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ ❋❈❘✴❆❉▲ ❘▼❙❊ ❜② st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ✭d✮ ❛♥❞
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ✭s✮

P❚

s❂✶ s❂✷ s❂✸ s❂✹ s❂✺ s❂✻
❞❂✵ ✵✳✼✾✽✯✯
❞❂✶ ✵✳✽✶✾✯ ✵✳✽✶✻
❞❂✷ ✵✳✼✽✹✯✯ ✵✳✼✽✸ ✵✳✾✷✶
❞❂✸ ✵✳✼✾✽✯✯ ✵✳✼✾✹ ✵✳✾✵✷ ✶✳✵✹✺
❞❂✹ ✵✳✾✶✽✯✯ ✵✳✾✷✾✯ ✵✳✾✶✹ ✵✳✾✻✵ ✵✳✾✺✼
❞❂✺ ✵✳✾✺✼✯ ✵✳✾✻✹ ✵✳✾✸✸ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✻✸ ✵✳✾✻✹

P▲

s❂✶ s❂✷ s❂✸ s❂✹ s❂✺ s❂✻
❞❂✵ ✵✳✼✻✵
❞❂✶ ✵✳✽✽✹ ✵✳✾✷✻
❞❂✷ ✵✳✾✷✶ ✵✳✾✼✵ ✵✳✾✾✽
❞❂✸ ✵✳✾✷✽✯✯ ✵✳✾✹✸✯✯ ✵✳✾✶✹✯✯ ✵✳✾✺✶✯✯
❞❂✹ ✵✳✾✻✶✯ ✵✳✾✻✽✯✯ ✵✳✾✸✷✯✯ ✵✳✾✻✺✯ ✵✳✾✻✺✯✯
❞❂✺ ✵✳✾✼✻ ✵✳✾✼✻✯ ✵✳✾✹✶✯✯ ✵✳✾✼✸✯ ✵✳✾✻✾✯✯ ✵✳✾✻✶✯✯

❖❇

s❂✶ s❂✷ s❂✸ s❂✹ s❂✺ s❂✻
❞❂✵ ✵✳✽✻✻
❞❂✶ ✵✳✽✾✷ ✵✳✾✹✼
❞❂✷ ✵✳✾✷✼ ✵✳✾✻✷ ✶✳✵✼✵★★
❞❂✸ ✵✳✾✻✽ ✵✳✾✾✾ ✵✳✾✾✾ ✶✳✵✻✽
❞❂✹ ✵✳✾✺✹✯✯ ✵✳✾✺✹✯✯ ✵✳✾✸✸✯✯ ✵✳✾✽✵ ✶✳✵✶✵
❞❂✺ ✵✳✾✺✽✯ ✵✳✾✺✸ ✵✳✾✸✼✯ ✵✳✾✽✷ ✶✳✵✵✸ ✶✳✵✶✷

✯ ❞❡♥♦t❡s ❋❈❘ ❢♦r❡❝❛st ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❆❉▲ ❢♦r❡❝❛sts ❛t ✶✵✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ✯✯ ❛t ✺✪✳ ★ ✐s

✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❆❉▲ ❢♦r❡❝❛sts ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r✳

❆♥♦t❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❡❞
❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛sts✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

1

τ

τ
∑

t=1

I(Xt−Xt−s)(X̂st−Xt−s)=1
.

■♥ t❛❜❧❡ ✷ ■ s❤♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❧❛② d ❛♥❞
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞✐r❡❝✲

✶✺



t✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r t❤♦s❡ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❉▲
♠♦❞❡❧✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s
❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❆❉▲ ♦♥❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭P❚✱
P▲✱ ❛♥❞ ❖❇✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ✷✶ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♠✐♠✐❝
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘▼❙❊ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿ ✇❤❡♥ P❚ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ✶✵ ❝❛s❡s ♦✉t ♦❢ ✷✶ t❤❡ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ ✸ ❝❛s❡s ✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ✐♥ ✽ ❝❛s❡s t❤❡ ❆❉▲ ♦❜t❛✐♥s
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ P▲ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧ ✐s
s❤❛r♣❡r✱ ✇✐t❤ ✶✷ ❝❛s❡s ❢❛✈♦✉r✐♥❣ ✐t ❛♥❞ ✺ ❝❛s❡s ❢❛✈♦✉r✐♥❣ t❤❡ ❆❉▲✱
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✹ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✳ ❖♥❧② ✇❤❡♥ ❖❇ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛✲
t♦r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❈❘ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇♦rst t❤❛♥ t❤❡ ❆❉▲✱ ✇✐t❤ ✾
❝❛s❡s ❢❛✈♦✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛❣❛✐♥st ✶✵ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝❛s❡s ❜❡✐♥❣
❡q✉❛❧✳

✶✻



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ ❋❈❘✴❆❉▲ ❝♦rr❡❝t ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛sts ❜② st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ✭d✮ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ✭s✮

P❚

s❂✶ s❂✷ s❂✸ s❂✹ s❂✺ s❂✻
❞❂✶ ✶✳✶✶✺
❞❂✷ ✶✳✶✶✺ ✶✳✶✵✸
❞❂✸ ✶✳✶✷✵ ✶✳✶✵✸ ✶✳✵✸✹
❞❂✹ ✵✳✾✵✵ ✶✳✵✵✵ ✶✳✵✵✵ ✶✳✵✸✷
❞❂✺ ✵✳✾✻✸ ✵✳✾✸✺ ✵✳✾✸✶ ✶✳✵✵✵ ✶✳✵✷✽
❞❂✻ ✵✳✾✻✸ ✵✳✾✸✺ ✵✳✾✸✶ ✶✳✵✸✵ ✶✳✵✷✽ ✵✳✾✹✹

P▲

s❂✶ s❂✷ s❂✸ s❂✹ s❂✺ s❂✻
❞❂✶ ✵✳✽✻✼
❞❂✷ ✵✳✾✻✻ ✵✳✾✸✾
❞❂✸ ✵✳✾✻✹ ✵✳✽✷✾ ✶✳✵✸✽
❞❂✹ ✶✳✵✵✵ ✶✳✵✼✹ ✶✳✵✽✵ ✶✳✵✸✸
❞❂✺ ✶✳✵✵✵ ✶✳✵✼✹ ✶✳✵✽✵ ✶✳✵✻✼ ✶✳✵✺✼
❞❂✻ ✶✳✵✵✵ ✶✳✶✶✶ ✶✳✵✽✵ ✶✳✶✵✵ ✶✳✵✺✼ ✶✳✵✵✵

❖❇

s❂✶ s❂✷ s❂✸ s❂✹ s❂✺ s❂✻
❞❂✶ ✵✳✾✸✶
❞❂✷ ✶✳✵✵✵ ✵✳✾✵✾
❞❂✸ ✵✳✾✷✾ ✵✳✾✻✼ ✵✳✽✻✼
❞❂✹ ✵✳✾✻✸ ✶✳✵✵✵ ✶✳✵✽✸ ✶✳✵✻✼
❞❂✺ ✵✳✾✷✾ ✵✳✾✻✼ ✶✳✵✹✵ ✶✳✶✵✸ ✶✳✵✽✽
❞❂✻ ✵✳✾✻✹ ✶✳✵✸✻ ✵✳✾✻✵ ✶✳✶✹✸ ✶✳✵✺✼ ✶✳✵✷✾

✶✼



✼ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

❆ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥❞✐❝❛✲
t♦rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ♥✐❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥❞✐❝❛t♦rs
❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ st❛t❡✳

❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦rs ✉♣ t♦ ✻✲st❡♣✲❛❤❡❛❞✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❜❛s❡✲
❧✐♥❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧❛❣ ♠♦❞❡❧✱ s❤♦✇ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✱
❜② s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡♣♦rt❡❞ ❛r❡
s♦♠❡t✐♠❡s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦
t❡st✳

❋✉rt❤❡r ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡✿

• ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts✱ ❞❡✈❡❧✲
♦♣✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❛t ❤❛♥❞❀

• t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ♠✉❧t✐✲st❡♣ ❢♦r❡❝❛st ✭❛s ✐♥ ❍❛r✈✐❧❧ ❛♥❞
❘❛② ✭✷✵✵✺✮✮❀

• t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts❀

• ❛s ❢❛r ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐s❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭●■❘❋✮ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♠♦r❡
✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✽



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❇r❛❞❧❡②✱ ▼✳ ❉✳ ❛♥❞ ❏❛♥s❡♥✱ ❉✳ ❲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ st♦❝❦ r❡t✉r♥s ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✵✭✷✮✿✸✷✶✕✸✹✷✳

❇r✉♥♦✱ ●✳ ❛♥❞ ▲✉♣✐✱ ❈✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱
✷✾✭✸✮✿✻✹✼✕✻✼✶✳

❈❛✐✱ ❩✳✱ ❋❛♥✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▲✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✵❛✮✳ ❊✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✲
❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✈❛r②✐♥❣✲❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✺✭✹✺✶✮✿✽✽✽✕✾✵✷✳

❈❛✐✱ ❩✳✱ ❋❛♥✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❨❛♦✱ ◗✳ ✭✷✵✵✵❜✮✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✲❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✺✭✹✺✶✮✿✾✹✶✕✾✺✻✳

❋❛♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ❨❛♦✱ ◗✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝

❛♥❞ P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡t❤♦❞s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❋r❛♥s❡s✱ P✳ ❍✳ ❛♥❞ ✈❛♥ ❉✐❥❦✱ ❉✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❢♦r s❡❛s♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❢♦r q✉❛r✲
t❡r❧② ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱
✷✶✭✶✮✿✽✼✕✶✵✷✳

❍❛r✈❡②✱ ❉✳ ■✳✱ ▲❡②❜♦✉r♥❡✱ ❙✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ◆❡✇❜♦❧❞✱ P✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❡sts ❢♦r
❢♦r❡❝❛st ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐s✲

t✐❝s✱ ✶✻✿✷✺✹✕✷✺✾✳

❍❛r✈✐❧❧✱ ❏✳ ▲✳ ❛♥❞ ❘❛②✱ ❇✳ ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ♠✉❧t✐✲st❡♣ ❢♦r❡❝❛st✲
✐♥❣ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✶✿✼✶✼✕✼✷✼✳

❍✉❤✱ ❈✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✭✶✮✿✷✾✕✹✶✳

❏❛❣r✐❝✱ ❚✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❡❛❞✐♥❣
❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✫ ❊❝♦♥♦♠❡t✲

r✐❝s✱ ✼✭✷✮✿✶✶✸✺✕✶✶✸✺✳
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▼❛r❝❤❡tt✐✱ ❉✳ ❏✳ ❛♥❞ P❛r✐❣✐✱ ●✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ s✉r✈❡②
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ■t❛❧②✿ ❛ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱
✶✾✭✺✮✿✹✶✾✕✹✹✵✳

Ö❝❛❧✱ ◆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❯✳❑✳ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t✐♠❡
s❡r✐❡s✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✫ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✹✭✸✮✿✶✷✸✕
✶✸✺✳

❖s❜♦r♥✱ ❉✳ ❘✳ ❛♥❞ ▼❛t❛s✲▼✐r✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ s❡❛✲
s♦♥❛❧✴❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r ✸✽✱ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛♥❝❤❡st❡r✳

P❛♣♣❛❧❛r❞♦✱ ❈✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▲❛ st❛❣✐♦♥❛❧✐tà ♥❡❧❧❡ s❡r✐❡ ■❙❈❖✳ ❘❛ss❡❣♥❛ ❞✐
❧❛✈♦r✐ ❞❡❧❧✬■❙❈❖ ✸✱ ■❙❈❖✳

Pr✐❡st❧❡②✱ ▼✳ ❇✳ ✭✶✾✽✵✮✳ ❙t❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧s✿ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱
✶✿✹✼✕✼✶✳

Pr♦✐❡tt✐✱ ❚✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❙❡❛s♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ❛♥❞ tr❡♥❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✶✼✿✶✕✶✼✳

❙✐❧✐✈❡rst♦✈s✱ ❇✳ ❛♥❞ ❉✐❥❦✱ ❉✳ ❱✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧s✳
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ❘❡♣♦rt ✸✷✶✱ ❊r❛s♠✉s ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘♦tt❡r❞❛♠✱
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ■♥st✐t✉t❡✳

❙✐♠♣s♦♥✱ P✳ ❲✳✱ ❖s❜♦r♥✱ ❉✳ ❘✳✱ ❛♥❞ ❙❡♥s✐❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❋♦r❡❝❛st✲
✐♥❣ ❯❑ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✵✭✻✮✿✹✵✺✕✷✹✳

❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳✱ ▲✐♥✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ●r❛♥❣❡r✱ ❈✳ ✭✶✾✾✸✮✳ P♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❡❛r✐t② t❡st✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✹✿✷✵✾✕
✷✷✵✳

❱❡♥❡t✐s✱ ■✳ ❆✳✱ P❡❡❧✱ ❉✳ ❆✳✱ ❛♥❞ P❛②❛✱ ■✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡
❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✿ t❤r❡s❤♦❧❞
❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✸✭✺✮✿✸✼✸✕✸✽✹✳
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■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① s♦♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❋❈❘ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s t❛❦❡♥ ❥✉st ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤
■ t❤✐♥❦ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛s
❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ P▲ ❛s
t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ d❂✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧❛❣s s❡❧❡❝t❡❞ ❛r❡✿ ✶ t♦
✺✱ ✶✷✳

❚❤❡ ✜rst st❡♣✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐s t♦ ❣❡t ❛♥
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸ ■ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❧♦t
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❆P❊✮ ✈s✳ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
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❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ s✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹❀ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡② s❤♦✇ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦ts ■ tr② t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❛❦✐♥❣
❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛
❧✐♥❡❛r ❆❘ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ s❝❛tt❡r ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❛
❧✐♥❡❛r ❆❘ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥
✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❝❡♥tr❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ❧♦✇❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r
❧♦✇ ✈❛❧✉❡s✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭t❤❡ ✜rst✱ s❡❝♦♥❞
❛♥❞ t❤✐r❞ q✉❛rt✐❧❡✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
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t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r ❆❘ ♠♦❞❡❧s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜✐❧❡
t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
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