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▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②
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❆❜str❛❝t

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❜❡❡♥

❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■ ❛tt❡♠♣t t♦ ❛♥s✇❡r s♦♠❡

♦❢ t❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r

♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

s❧✐❣❤t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❛❧s♦ ✜♥❞✱ ❛s ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡s❡

✜♥❞✐♥❣s t❡♥❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦♥❡t❛r② st♦❝❦ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦♥ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♦✈❡rst❛t❡❞✳

❑❡② ✇♦r❞s✿ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ▼♦♥❡② ❙t♦❝❦✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②✱

❚❛r❣❡t❡❞ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✿ ❊✹✾

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡

♣❛st ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✵✼



■ ❛tt❡♠♣t t♦ ❛♥s✇❡r s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

♠❡t❤♦❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦

♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❋❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ♠✉❝❤ ♣r♦♠✐s❡ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱

t❡♥❞✐♥❣ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮ ❢♦✉♥❞

t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✐s r♦❜✉st t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦✿ ♦♥❡✱ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②❀ ❛♥❞ t✇♦✱ ❝♦♥✜r♠

t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss r❡s✉❧t ♦❢ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳✳

❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ✭✶✾✾✾✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s t❡♥❞ t♦

♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♦t❤❡r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡

♣❛♥❡❧ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧ ✉t✐❧✐③❡ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ✶✶✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣

✭✷✵✵✷✮ ❞❡r✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs t❤❛t

✉♥❞❡r❧✐❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ✷✵✵✻ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ❇❛✐ ❛♥❞

◆❣ ✭✷✵✵✻❛✮ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡

♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❧❡❛st ❛♥❣❧❡

r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▲❆❘❙✮✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❊❢r♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢

❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ ❢♦r❡❝❛st❡❞✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡s❡

✏t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s✑ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❆❘✭✹✮ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥♥✉❛❧

✐♥✢❛t✐♦♥✳

■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♠♣r♦✈❡s

t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② s❧✐❣❤t❧②✱ ❜✉t

❜❡❝❛✉s❡ ❞✐st❛♥t ❢✉t✉r❡ s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s ❛r❡ ❤❡❛✈✐❧② ❞✐s❝♦✉♥t❡❞✱ ■ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ r♦✲

❜✉st♥❡ss r❡s✉❧t ♦❢ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮❀ t❤❛t ✐s✱ ■ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✐s r♦❜✉st t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❡①♣❡❝✲

t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r♦❜✉st♥❡ss r❡s✉❧t t❡♥❞s t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢

❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦♥❡t❛r②

✷



st♦❝❦ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦♥ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦✈❡rst❛t❡❞✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥s t✇♦ r❡✈✐❡✇s t❤❡

r❡❧❡✈❛♥t ♠♦♥❡t❛r② ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❛t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✜✈❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✉s✐♥❣ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛sts

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❈❛♣✐t❛❧ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②

✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❯♥❞❡r P❡r❢❡❝t ❋♦r❡s✐❣❤t

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✼✽✮✱ ❧❡t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞

✐♥t❡r t❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ut✱ ❜❡ ✇❡❛❦❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✬s ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✳ 1 ▲❡t ♣❡r✐♦❞ t ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡

♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ❧❡t T ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t②✱ s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣❧❛♥s ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s✱ s = t, t + 1, . . . t + T ✳

◆♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ s✿

Cs = (I × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛♥♥❡❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞
s❡r✈✐❝❡s ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ s✱

ps = (I × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ♦❢ ❞✉r❛❜❧❡
❣♦♦❞s ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♥t❛❧ ♣r✐❝❡s✱

p∗s = t❤❡ tr✉❡ ❝♦st ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥❞❡①✱
ms = (N × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛♥♥❡❞ r❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✱
Ms = (N × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛♥♥❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✱

1 ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ut ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s
♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆rr♦✇ ❛♥❞ ❍❛❤♥ ✭✶✾✼✶✮ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ ♠♦♥❡② ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦♥❡②✳

✸



rs = (N × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❤♦❧❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ②✐❡❧❞s ♦♥ ♠♦♥✲
❡t❛r② ❛ss❡ts✱

Rs = t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❤♦❧❞✐♥❣ ②✐❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❛ss❡t✳

❋✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts p∗s = p∗s (ps)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr✉❡ ❝♦st ♦❢ ❧✐✈✐♥❣

✐♥❞❡① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✢❛t❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ s✳ ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✶✮

r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ T + 1✲♣❡r✐♦❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❋✐s❤❡r✐♥❡ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❋r♦♠ t❤✐s ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❋✐s❤❡r✐♥❡ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❇❛r♥❡tt ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❊❙▼✱

Vt✱ ❛s

Vt ≡
T
∑

s=t

N
∑

n=1

[

p∗s
ρs

− p∗s (1 + rn,s)

ρs+1

]

mns, ✭✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ s ✐s

ρs =



















1 s = t

∏s−1
u=t (1 + Ru) s 6= t

. ✭✷✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

Vt =
∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

mns

(

p∗s ·
Rs + rn,s

1 + Rs

)

1

ρs

]

=
∞
∑

s=t

TEs

ρs

, ✭✸✮

✇❤❡r❡ TEs ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ s✱

❛♥❞ T ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✜♥✐t②✳

✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧❧②

str♦♥❣ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ✉s❡r ❝♦st ❛♥❞ ❉✐✈✐s✐❛ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤

✹



t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡t ♣r✐❝✲

✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r②✱ 2 t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②

✉♥❞❡r ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ str♦♥❣ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❡❝♦♠❡s

Vt = Et

(

∞
∑

s=t

ΓsTEs

)

, ✭✹✮

✇❤❡r❡

Γs = βs−t ∂u

∂Cs

/
∂u

∂Ct

✭✺✮

✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧②✲❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ t ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❡r✐♦❞ s✳

✸ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

■ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❛t ♠♦♥t❤❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✻✵✿✵✸ ✲ ✷✵✵✻✿✵✷ t❤❛t ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉❛t❛ ✲ ❋❘❊❉ ❘© ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙❛✐♥t ▲♦✉✐s ❋❡❞❡r❛❧

❘❡s❡r✈❡✱ 3 t❤❡ ❇r✐❞❣❡ ❈♦♠♠♦❞✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✉r❡❛✉ 4 ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s

❇✉r❡❛✉ ♦❢ ▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s 5 ✳ ■ ❧✐♠✐t t❤❡ st✉❞② t♦ t❤❡ ✶✾✻✵✿✵✸ ✲ ✷✵✵✹✿✵✸ t✐♠❡

♣❡r✐♦❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

✸✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❋♦r❡❝❛st❡❞

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❛r❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ♠♦♥❡t❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳

2 ❙❡❡ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✽✾✮ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❛♥❞ ❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✷✵✵✺✮✳
3 ❙❛✐♥t ▲♦✉✐s ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡✿ ✷✵✵✻✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉❛t❛ ✲ ❋❘❊❉ ❘©✳
❤tt♣✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳st❧♦✉✐s❢❡❞✳♦r❣✴❢r❡❞✷✴
4 ❇r✐❞❣❡ ❈♦♠♠♦❞✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✉r❡❛✉✿ ✷✵✵✻✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝r❜tr❛❞❡r✳❝♦♠✴
5 ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s✿ ✷✵✵✻✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❧s✳❣♦✈

✺



❋✐❣✉r❡s ✶ ♣❧♦ts ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s t❡st❡❞ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r✐t② ✉s✐♥❣

t❤❡ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r t❡st ❛♥❞ t❤❡ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r ●▲❙ ✭❊❧❧✐♦tt ❡t ❛❧✳✱

✶✾✾✻✮✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts✳ ❊❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦

❜❡ ■✭✶✮ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞ s♦ ❡❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡❞ ♦♥❝❡✳
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M1 Total Nomial Expenditure

M2 Total Nomial Expenditure

M3 Total Nomial Expenditure

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚♦t❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✭▼✶✮✿ ✶✾✺✾✿✵✶ ✲ ✷✵✵✹✿✵✸

❚❛❜❧❡ ✶
❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❯♥✐t ❘♦♦t ❚❡sts ♦♥ ❚♦t❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❱❛r✐❛❜❧❡s

ADF Test Statistic DF-GLS Test Statistic

Critical Values: 1% -3.975 -3.480

5% -3.418 -2.890

10% -3.131 -2.570

TE (M1) Level -2.975 -2.135

-18.586 * -18.555 *

TE (M2) Level -2.103 -1.529

-19.581 * -6.462 *

TE (M3) Level -0.651 -0.742

-6.154 * -5.877 *

* Reject that the series has a unit root at the 5% confidence level.

1st Diff.

1st Diff.

1st Diff.

✻



✸✳✷ ❊①♣❧❛♥❛t♦r② ❉❛t❛

❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡s ✶✶✽ s❡r✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ❧♦♥❣✲

t❡r♠ ❛♥❞ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞❛t❛✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡ ❞❛t❛✱

♠♦♥❡t❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛✱ s❡❡ t❛❜❧❡

❆✳ ❇❡✈❡r✐❞❣❡ ❛♥❞ ◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✽✶✮ ❛♥❞ ◆❡❧s♦♥ ❛♥❞ P❧♦ss❡r ✭✶✾✽✷✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t

♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ■✭✶✮ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♦r ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ■✭✶✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s t❡st❡❞ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆✉❣♠❡♥t❡❞

❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r t❡st ❛♥❞ t❤❡ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r ●▲❙ ✭❊❧❧✐♦tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ❊❛❝❤ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❧♦❣s✱ ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s ♥❡❡❞❡❞✳

✸✳✸ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ▼♦❞❡❧s

❚❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢❛❝✲

t♦r ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s

t❡♥❞ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♦t❤❡r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡

♥❡❡❞ t♦ t❤r♦✇✲❛✇❛② ✉s❡❢✉❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❇♦✐✈✐♥ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t

❛❞❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t♦rs t❤❛t ❜❡❛r ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞♦❡s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t❡ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢

❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t❤❡ s❡r✐❡s ❜❡✐♥❣ ❢♦r❡❝❛st❡❞✳ ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✻❜✮ ♣r♦✲

♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ■ ✇✐❧❧

❞✐s❝✉ss ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✸✳✹✳

✼



✸✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧

▲❡t X(T×N) ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ N ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r T ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✷✮✱

X = FΛ′ + e, ✭✻✮

✇❤❡r❡ Λ = (λ1 . . . λN)′ ✐s ❛ (N × r) ♠❛tr✐① ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ F ✐s ❛ (T × r)

♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✱ ❛♥❞ e ✐s ❛ (T × N) ♠❛tr✐① ♦❢ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❡rr♦rs✳

❙❡❡ ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✱ r✱ ■ ♠✐♥✐♠✐③❡✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣

k✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✿

ICp1 (k) = ln
[

V
(

k, F̂ k
)]

+ k
(

N + T

NT

)

ln
(

NT

N + T

)

, ✭✼✮

✇❤❡r❡ F̂ k ❡q✉❛❧s
√

T t✐♠❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ k ❧❛r❣❡st

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ (T × T ) ♠❛tr✐① XX ′ ❛♥❞

V
(

k, F̂ k
)

= min
Λ

[

(NT )−1
N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

Xit − λk′

i F k
t

)

]

.

■ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✻❜✮✿

ŷh
T+h|T = α̂′WT + β̂′F̂T

k
, ✭✽✮

✇❤❡r❡ ŷh
T+h ✐s t❤❡ h✲♣❡r✐♦❞ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yt ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ✱ WT ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t

✽



❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞✴♦r ❧❛❣s ♦❢ yt+h✱ F̂T

k
✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ k ❝♦♠♠♦♥

❢❛❝t♦rs ♦❢ X✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②

❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

yh
t+h = α′WT + β′F̂T

k
+ εt+h.

✸✳✸✳✷ ❙q✉❛r❡❞ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts

❖♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s t❤❛t ✐t ♣r❡s✉♣♣♦s❡s

❛ ❧✐♥❡❛r ❧✐♥❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❇❛✐ ❛♥❞

◆❣ ✭✷✵✵✻❜✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r r✉❞✐♠❡♥t❛r②

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❧✐♥❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡ X∗ t♦ ❜❡ X ❛✉❣♠❡♥t❡❞

❜② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉❝ts ♦❢ X✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r X∗ =

{Xtn, X
2
tn}✱ ✇❤✐❝❤ ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s sq✉❛r❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts 6

✭❙P❈✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs ♦❢ X∗ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙P❈✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 2N ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ X∗ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐❢ ♦t❤❡r ❝r♦ss✲♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤✉s

■ ❛♠ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❛r❡ r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r②✳

✸✳✸✳✸ ❚❛r❣❡t❡❞ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧

❇♦✐✈✐♥ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦rs t❤❛t ❜❡❛r ❧✐tt❧❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r❡❝❛sts✳

❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛♥❡❧ ✐s t♦♦ ♥♦✐s②✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ s♦♠❡

♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡

6 ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✻❜✮ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉❝ts✱
XtiXtj ✇❤❡r❡ i 6= j✱ ❜✉t t❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞
❞✐❞ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
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♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ s✉❝❤ ❛s ❇■❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ N ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱

t❤❡r❡ ❛r❡ 2N♣♦ss✐❜❧❡ s❡ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❇❛✐

❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✻❜✮ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢

♣r❡❞✐❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ t❛r❣❡t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ ❢♦r❡❝❛st❡❞✳ ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ❢♦✉♥❞

t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧❡❛st ❛♥❣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▲❆❘❙✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❊❢r♦♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✹✮ ✇❛s t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛t ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ t❤✉s ■ ✉s❡ ▲❆❘❙ t♦

t❛r❣❡t ♦✉r ♣❛♥❡❧✳

✸✳✸✳✹ ▲❡❛st ❆♥❣❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

■ s❤❛❧❧ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ▲❆❘❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t µ̂k❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢

y ✇✐t❤ k ♣r❡❞✐❝t♦rs ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

ĉ = X ′ (y − µ̂k)

t♦ ❜❡ t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳✑ ✭◆♦t❡✿ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ X

❤❛s ❜❡❡♥ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞✳✮ ❈❤♦♦s❡ j t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ |ĉj| ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣

r✉❧❡

µ̂k+1 = µ̂k + γ̂sign (ĉj) Xj. ✭✾✮

❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ γ̂ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s

❡q✉✐❛♥❣✉❧❛r❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s❡t ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❆❢t❡r k st❡♣s✱ k ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞❀ t❤✉s✱

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

❛ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡ ❢♦r k✳

❚❤❡ ▲❆❘❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ µ̂0 = 0✳ ▲❡t µ̂ ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ y✱

❧❡t ĉ = X ′ (y − µ̂)✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ K t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✶✵



✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❜s♦❧✉t❡ ✏❝✉rr❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱✑ ✐✳❡✳ t❤❡ ✏✐♥ s❡t✱✑

Ĉ = max
j

|ĉj| K =
{

j : |ĉj| = Ĉ
}

.

▲❡t sj = sign (ĉj) ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ K ✐s

XK = (. . . sjxj . . . )
j∈K

.

▲❡t

GK = X ′
KXK and AK = (1′KGK1K)

− 1

2 ,

✇❤❡r❡ 1K ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦♥❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ K✳ ❚❤❡ ✉♥✐t

❡q✉✐❛♥❣✉❧❛r✲✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❛tr✐① ✐s

uK = XKwK , wK = AKG−1
K 1K ,

s♦ t❤❛t

XKuK = AK1K and ‖uK‖2 = 1.

▲❆❘❙ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡s µ̂ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❆❘❙ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ✭✾✮✱

µ̂new = µ̂ + γ̂uK ,

✇❤❡r❡

γ̂ =
+

min
j∈Ac

K

{

Ĉ − ĉj

AK − aj

,
Ĉ + ĉj

AK + aj

}

,

✇❤❡r❡ aK = X ′uK ✱
+

min ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ j✱ ❛♥❞ Ac
K ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ②❡t ✐♥ t❤❡ ✏✐♥ s❡t✳✑ ■❢ ▲❆❘❙ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ N t✐♠❡s✱ ✐t r❡t✉r♥s

❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ N ♣r❡❞✐❝t♦rs ❢r♦♠ ❜❡st t♦ ✇♦rst✳

✶✶



✸✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ▼♦❞❡❧s

■ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛sts ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ♦✉r ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ■ ❡st✐♠❛t❡ ❛ s✐♠♣❧❡

❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ p ❧❛❣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦

s❡❧❡❝t p✳ ■ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥ ❆❘✭♣✮ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts

❧♦♥❣ st❛♥❞✐♥❣ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t②♣❡s✳ ■♥ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡

❆❘✭♣✮ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❆❘✭♣✮ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥②

♥❡✇ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s ❆❘ ✐♥ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❛❜❧❡s ❛♥❞ ✜❣✉r❡s✳ ■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ❛✉t♦ r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ■ ✉s❡

t❤❡ ▲❆❘❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛❣s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦

t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s ❆❘❴▲❆❘❙✳

❖✉r s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st✳ ❚❤❡ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡✲

❝❛st ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛s ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆r❣✉♠❡♥ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ ▼❛r✲

t✐♥❣❛❧❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❞❛t❡ ❜❛❝❦ t♦ ❙❛r❣❡♥t ✭✶✾✼✻✮ ❛♥❞ P❡s❛♥❞♦ ✭✶✾✼✾✮✳ ❊❧❧✐♦tt

❛♥❞ ❇❛✐❡r ✭✶✾✼✾✮ ❢♦✉♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛sts

♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❚❤❡ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛r✐✲

s♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♠♦♥❡t❛r② st♦❝❦ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ✭❇❛r♥❡tt✱

✶✾✾✶✮✳ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ✜❣✉r❡s✳

✶✷



✸✳✺ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts

✸✳✺✳✶ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ r♦♦t ♠❡❛♥

sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✱ ❚❤❡✐❧✬s U st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦r❡❝❛st r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡t TEt+h

❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ TE ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t + h✱ ❛♥❞ ❧❡t ˆTEt+h|t ❜❡ t❤❡ h✲♣❡r✐♦❞

❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ TE ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳ ❚❤❡♥

RMSEH (model) =

√

√

√

√

1

H

H
∑

t=1

(

TEt+h − ˆTEt+h|t

)2
✭✶✵✮

❛♥❞

UH(model) =

√

1
H

∑H
t=1

(

TEt+h − ˆTEt+h|t

)2

√

1
H

∑H
t=1 (TEt+h − TEt)

2
✭✶✶✮

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ H ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤❡✐❧✬s U st❛t✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡s ❛ ♠♦❞❡❧✬s ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ U ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st

♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r❡❝❛st✳ ❲❤❡♥ U ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ♣♦♦r❧② t❤❛♥ t❤❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r❡❝❛st✳

✸✳✺✳✷ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡

❡❛❝❤ t♦ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ 7 ❋✐❣✉r❡s ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹ ♣❧♦t t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❢♦r❡✲

❝❛sts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘▼❙❊✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ▼✶✱

▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s✐① ♠♦♥t❤✱ ✶✷ ♠♦♥t❤✱ ✷✹ ♠♦♥t❤

❛♥❞ ✸✻ ♠♦♥t❤ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❛❜❧❡s ✷✱ ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

7 ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❖① ✈❡rs✐♦♥ ✹✳✵✵ ✭❉♦♦r♥✐❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙❡❡
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞♦♦r♥✐❦✳❝♦♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✶✸



♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r❡❝❛st ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ❛♥❞ ❚❤❡✐❧✬s

U st❛t✐st✐❝✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡① ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱

❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❤❡✐❧✬s U st❛t✐st✐❝✱ ❛t t❤❡ ▼✷ ❛♥❞ t❤❡ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞

❛ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥s ♦❢ s✐① ❛♥❞ ✶✷ ♠♦♥t❤s ❛♥❞ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡

❛❧s♦ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛t t❤❡ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛t ❧♦♥❣❡r

t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ♦t❤❡r

♠♦❞❡❧s ❛t ❛❧❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥s ❛t t❤❡ ▼✶ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✷
❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ✭✻ ▼♦♥t❤ ❚✐♠❡ ❍♦r✐③♦♥✮

Variable

Total Expenditure (M1) Martingale 19.58065 1.00000

AR 23.13588 1.18157

AR_LARS 20.78049 1.06128

LARS 27.04081 1.38100

TFM 21.46643 1.09631

Total Expenditure (M2) Martingale 528.68123 1.00000

AR 532.18815 1.00663

AR_LARS 528.28452 0.99925

LARS 523.38807 0.98999

TFM 513.46344 0.97122

Total Expenditure (M3) Martingale 1450.73554 1.00000

AR 1159.16294 0.79902

AR_LARS 1187.70426 0.81869

LARS 1107.41616 0.76335

TFM 1068.20332 0.73632

Forecasting 
Method

Root Mean 
Squared Error

Theil's U 
Statistic

✶✹



❚❛❜❧❡ ✸
❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ✭✶✷ ▼♦♥t❤ ❚✐♠❡ ❍♦r✐③♦♥✮

Variable

Total Expenditure (M1) Martingale 36.77069 1.00000

AR 38.79432 1.05503

AR_LARS 38.69613 1.05236

LARS 47.02705 1.27893

TFM 40.06596 1.08962

Total Expenditure (M2) Martingale 1217.54731 1.00000

AR 1163.32466 0.95547

AR_LARS 1186.59930 0.97458

LARS 1195.15246 0.98161

TFM 1158.32468 0.95136

Total Expenditure (M3) Martingale 3342.65402 1.00000

AR 2908.17955 0.87002

AR_LARS 2922.34333 0.87426

LARS 2863.17481 0.85656

TFM 2766.15834 0.82753

Forecasting 
Method

Root Mean 
Squared Error

Theil's U 
Statistic

✶✺



❚❛❜❧❡ ✹
❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ✭✷✹ ▼♦♥t❤ ❚✐♠❡ ❍♦r✐③♦♥✮

Variable

Total Expenditure (M1) Martingale 54.38643 1.00000

AR 60.17125 1.10637

AR_LARS 60.69944 1.11608

LARS 70.02686 1.28758

TFM 61.03253 1.12220

Total Expenditure (M2) Martingale 2142.22520 1.00000

AR 1928.17834 0.90008

AR_LARS 1896.27860 0.88519

LARS 2013.62204 0.93997

TFM 1937.90244 0.90462

Total Expenditure (M3) Martingale 6150.45427 1.00000

AR 5355.93840 0.87082

AR_LARS 5385.85992 0.87568

LARS 5636.30650 0.91640

TFM 5440.54167 0.88458

Forecasting 
Method

Root Mean 
Squared Error

Theil's U 
Statistic

✶✻



❚❛❜❧❡ ✺
❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ✭✸✻ ▼♦♥t❤ ❚✐♠❡ ❍♦r✐③♦♥✮

Variable

Total Expenditure (M1) Martingale 80.35107 1.00000

AR 86.14545 1.07211

AR_LARS 90.81359 1.13021

LARS 102.41892 1.27464

TFM 93.98284 1.16965

Total Expenditure (M2) Martingale 3325.83595 1.00000

AR 2940.10811 0.88402

AR_LARS 2920.11263 0.87801

LARS 3015.66041 0.90674

TFM 2960.97874 0.89030

Total Expenditure (M3) Martingale 9813.96862 1.00000

AR 8457.48247 0.86178

AR_LARS 8664.67006 0.88289

LARS 9343.70693 0.95208

TFM 8815.59455 0.89827

Forecasting 
Method

Root Mean 
Squared Error

Theil's U 
Statistic

✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❋♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ▼♦♥❡t❛r② ❙❡r✈✐❝❡ ✭▼✸✮
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✹ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ t❤❡ ❊❙▼✱ ✭✸✮✱

Vt =
∞
∑

s=t

TEs

ρs

,

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❛♥❞ t❤✉s ✉s❡ ❛❝t✉❛❧ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❛ t♦

❝♦♠♣✉t❡ ✭✸✮✳ ❚❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼ ✭❊❙▼❴P❋✮ ✐s ♥♦t ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥❞❡①

♥✉♠❜❡r s✐♥❝❡ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❡① ❛♥t❡✱ ❜✉t ❛s ✐♥ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✺✮✱ ■ ✉s❡ ❊❙▼❴P❋ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡

❊❙▼ t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❞❛t❛✳

■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊❙▼ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞

✉s✐♥❣ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ✭❄❄✮✱

Vt = Et

(

∞
∑

s=t

βs−tTEs

)

.

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞

❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❧✉s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s✳ ■ ❢♦❧❧♦✇ ♠❡t❤♦❞

✸ ♦❢ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮ ❛♥❞ s❡t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s t♦

③❡r♦✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ t❤❡♦r② t❤❛t

i =
1 − β

β
,

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ i ✐s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡

❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r β ②✐❡❧❞s

β =
1

1 + Rt

.

✷✶



❚❤✉s✱ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s t♦ ③❡r♦✱ ■ ❛♠ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐✲

❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡

✐s ③❡r♦✳

■ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❄ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

r❛t❡ t❡♥❞ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ▼❛r✲

t✐♥❣❛❧❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠❡t❤♦❞ ✷ ♦❢ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮✳

❚♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐s ❢♦r❡❝❛st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✸✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✭✸✮ ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✱ H✱ s♦ t❤❛t

✭✸✮ ❜❡❝♦♠❡s

Vt =
H
∑

s=t

TEs

ρs

.

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ H✱ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❊❙▼ ✐♥❞❡①

♥✉♠❜❡r✱ ■ ❝❤♦s❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st H t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑H
s=t

TEs

ρs
−∑H−1

s=t
TEs

ρs

∑H−1
s=t

TEs

ρs

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< 10−4. ✭✶✷✮

✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ 8 ❋✐❣✉r❡s ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ ♣❧♦t t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣

✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇❛r♥❡tt

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼ ❛t t❤❡ ▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢

8 ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❖① ✈❡rs✐♦♥ ✹✳✵✵ ✭❉♦♦r♥✐❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙❡❡
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞♦♦r♥✐❦✳❝♦♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷✷



❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✻ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s

♣❛♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ 9 ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡

♠❡❛♥ ♣❡r❝❡♥t ❡rr♦r ✭▼P❊✮✱ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❝❡♥t ❡rr♦r ✭▼❆P❊✮ ❛♥❞ r♦♦t

♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡① r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼✳

■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡① ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❜❛s❡❞

♦♥ ❘▼❙❊✱ ❛t t❤❡ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❜✉t ■ ❢❛✐❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✉♣♦♥

❇❛r♥❡tt✬s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❊❙▼ ❛t t❤❡ ▼✶ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✜♥❞

t❤❛t ✇❤✐❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤

❜❡tt❡r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ s✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ■ ❝♦♥❝✉r

✇✐t❤ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

9 ■ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ♠❡t❤♦❞ ✶✱ ✷ ✱ ❛♥❞ ✸ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ❱❆❘ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳

✷✸
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Targeted Factor Model

Barnett et al. (2005) Method 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡② ✭▼✶✮
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Targeted Factor Model

Barnett et al. (2005) Method 1

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡② ✭▼✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡② ✭▼✸✮

✷✺



❚❛❜❧❡ ✻✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②

Variable Forecasting Method

ESM (M1) Auto Regression Model 68.757 8.58% 0.46%

Auto Regression/LARS Model 69.562 8.80% 0.94%

Targeted Factor Model 67.393 8.39% 0.18%

Barnett et al. (2005) Method 1 40.656 6.47% 4.23%

Barnett et al. (2005) Method 2 42.380 5.98% 2.13%

Barnett et al. (2005) Method 3 41.616 6.76% 4.75%

ESM (M2) Auto Regression Model 235.414 10.85% 0.00%

Auto Regression/LARS Model 233.885 11.02% 0.35%

Targeted Factor Model 232.033 10.96% -0.01%

Barnett et al. (2005) Method 1 287.450 15.82% 15.24%

Barnett et al. (2005) Method 2 279.541 15.48% 14.52%

Barnett et al. (2005) Method 3 322.190 18.77% 18.32%

ESM (M3) Auto Regression Model 295.926 11.59% -0.23%

Auto Regression/LARS Model 293.788 11.76% -0.24%

Targeted Factor Model 289.632 11.74% -0.25%

Barnett et al. (2005) Method 1 341.800 15.22% 13.88%

Barnett et al. (2005) Method 2 324.316 13.50% 11.46%

Barnett et al. (2005) Method 3 344.253 15.39% 14.20%

Root Mean 
Squared Error

Mean Absolute 
Percent Error

Mean Percent 
Error

✷✻



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆rr♦✇✱ ❑✳ ❏✳✱ ❍❛❤♥✱ ●✳ ❍✳✱ ✶✾✼✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✿
❍♦❧❞❡♥✲❉❛②✳

❇❛✐✱ ❏✳✱ ◆❣✱ ❙✳✱ ✷✵✵✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢❛❝t♦r
♠♦❞❡❧s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✵✭✶✮✱ ✶✾✶✕✷✷✶✳

❇❛✐✱ ❏✳✱ ◆❣✱ ❙✳✱ ✷✵✵✻❛✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❧❛t❡♥t ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦✲
♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✸✶✭✶✲✷✮✱ ✺✵✼✕✸✼✳

❇❛✐✱ ❏✳✱ ◆❣✱ ❙✳✱ ▼❛② ✷✵✵✻❜✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ t❛r❣❡t❡❞
♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲♣❡rs♦♥❛❧✳✉♠✐❝❤✳❡❞✉✴ ♥❣s❡✴♣❛♣❡rs✴❥♦✐♥t❛r❣❡t✳♣❞❢✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ✶✾✼✽✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs ✶ ✭✷✮✱
❘❡♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❚❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ◆♦rt❤✕❍♦❧❧❛♥❞✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ✶✾✾✶✳ ❆ r❡♣❧② t♦ ❏✉❧✐♦ ❏✳ ❘♦t❡♠❜❡r❣✳ ■♥✿ ❇❡❧♦♥❣✐❛✱ ▼✳ ❚✳ ✭❊❞✳✮✱
▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ✼✺t❤ ❆♥♥✐✈❡rs❛r② ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉rt❡❡♥t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s✱ ❑❧✉✇❡r✱ ♣♣✳ ✶✽✾✕✷✷✷✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❚❤❡
❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ◆♦rt❤✕❍♦❧❧❛♥❞✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ✶✾✾✺✳ ❊①❛❝t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r r✐s❦✳ ■♥✿ ❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ❙❛❧❧❡s✱
▼✳✱ ▼♦✉❧✐♥✱ ❍✳✱ ❙❝❤♦✜❡❧❞✱ ◆✳ ✭❊❞s✳✮✱ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡✱ ❲❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ❊t❤✐❝s✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❊✐❣❤t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②
❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ♣♣✳ ✸✺✸✕✸✼✹✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✐♥
❚❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ◆♦rt❤✕❍♦❧❧❛♥❞✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ❈❤❛❡✱ ❯✳✱ ❑❡❛t✐♥❣✱ ❏✳ ❲✳✱ ❏✉❧② ✷✵✵✺✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝
st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✇✐t❤ ❱❆❘ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✷ ✭✷✮✱ ✷✷✾✕✷✺✽✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ❈❤❛❡✱ ❯✳✱ ❑❡❛t✐♥❣✱ ❏✳ ❲✳✱ ❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✳ ❋♦r❡❝❛st ❞❡s✐❣♥ ✐♥
♠♦♥❡t❛r② ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥✿ ❇❡r❣❧✉♥❞✱ P✳ ●✳✱ ❯ss❤❡r✱ ▲✳ ❏✳
✭❊❞s✳✮✱ ❈r✐t✐❝❛❧ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦♥ ❘❡❝❡♥t ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✳
❘♦✉t❧❡❞❣❡✱ ▲♦♥❞♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❈❤✳ ❋♦r❡❝❛st ❉❡s✐❣♥ ✐♥ ▼♦♥❡t❛r② ❈❛♣✐t❛❧
❙t♦❝❦ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ▲✐✉✱ ❨✳✱ ❏❡♥s❡♥✱ ▼✳✱ ✶✾✾✼✳ ❈❆P▼ r✐s❦ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢♦r ❡①❛❝t
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶ ✭✷✮✱ ✹✽✺✕✺✶✷✳
❘❡♣r✐♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ◆♦rt❤✕❍♦❧❧❛♥❞✳

❇❡✈❡r✐❞❣❡✱ ❙✳✱ ◆❡❧s♦♥✱ ❈✳✲❘✳✱ ✶✾✽✶✳ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦✲
♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s✐t♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✬❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡✳✬✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r②
❊❝♦♥♦♠✐❝s ✼✭✷✮✱ ✶✺✶✕✼✹✳

❇❧❛♥❝❤❛r❞✱ ❖✳ ❏✳✱ ❋✐s❝❤❡r✱ ❙✳✱ ✶✾✽✾✳ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿
▼■❚ Pr❡ss✳

❇♦✐✈✐♥✱ ❏✳✱ ◆❣✱ ❙✳✱ ✷✵✵✻✳ ❆r❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r ❢♦r ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s❄
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✸✷✭✶✮✱ ✶✻✾✕✾✹✳

❈♦❝❤r❛♥❡✱ ❏✳ ❍✳✱ ✷✵✵✺✳ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣✱ ❘❡✈✐s❡❞ ❊❞✐t✐♦♥✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✿ Pr✐♥❝❡t♦♥
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❉♦♦r♥✐❦✱ ❏✳ ❆✳✱ ✷✵✵✻✳ ❖①✲❆♥ ❖❜❥❡❝t ❖r✐❡♥t❡❞ ▼❛tr✐① Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✳
▲♦♥❞♦♥✿ ❚✐♠❜❡r❧❛❦❡ ❈♦♥s✉❧t❛♥ts Pr❡ss ❛♥❞ ❖①❢♦r❞✿ ✇✇✇✳❞♦♦r♥✐❦✳❝♦♠✳

❊❢r♦♥✱ ❇✳✱ ❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ■✳✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳✱ ✷✵✵✹✳ ▲❡❛st ❛♥❣❧❡ r❡❣r❡s✲

✷✼



s✐♦♥✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✷ ✭✷✮✱ ✹✵✼✕✹✾✾✳
❊❧❧✐♦tt✱ ●✳✱ ❘♦t❤❡♥❜❡r❣✱ ❚✳✲❏✳✱ ❙t♦❝❦✱ ❏✳✲❍✳✱ ✶✾✾✻✳ ❊✣❝✐❡♥t t❡sts ❢♦r ❛♥ ❛✉t♦r❡✲
❣r❡ss✐✈❡ ✉♥✐t r♦♦t✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✹✭✹✮✱ ✽✶✸✕✸✻✳

❊❧❧✐♦tt✱ ❏✳ ❲✳✱ ❇❛✐❡r✱ ❏✳ ❘✳✱ s❡♣ ✶✾✼✾✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❡st
r❛t❡s✿ ❍♦✇ ✇❡❧❧ ❞♦ t❤❡② ♣r❡❞✐❝t ❢✉t✉r❡ r❛t❡s❄ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✸✹ ✭✹✮✱
✾✼✺✕✾✽✻✳

◆❡❧s♦♥✱ ❈✳ ❘✳✱ P❧♦ss❡r✱ ❈✳ ■✳✱ ✶✾✽✷✳ ❚r❡♥❞s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦s ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦✲
♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s✿ ❙♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r②
❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✵✭✷✮✱ ✶✸✾✕✻✷✳

P❡s❛♥❞♦✱ ❏✳✲❊✳✱ ✶✾✼✾✳ ❖♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲
t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❦❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t✱ ❛♥❞
❇❛♥❦✐♥❣ ✶✶✭✹✮✱ ✹✺✼✕✻✻✳

❙❛r❣❡♥t✱ ❚✳✲❏✳✱ ✶✾✼✻✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐t❡❞ st❛t❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✽✹✭✷✮✱ ✷✵✼✕✸✼✳

❙t♦❝❦✱ ❏✳ ❍✳✱ ❲❛ts♦♥✱ ▼✳ ❲✳✱ ✶✾✾✾✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r②
❊❝♦♥♦♠✐❝s ✹✹ ✭✷✮✱ ✷✾✸✕✸✸✺✳

✷✽



❆ ❉❛t❛ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

▼♥❡♠♦♥✐❝ ❚r❛♥✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❍❖❯❙❚ ln ❍♦✉s✐♥❣ ❙t❛rts✿ ❚♦t❛❧✿ ◆❡✇ Pr✐✈❛t❡❧② ❖✇♥❡❞ ❍♦✉s✐♥❣
❯♥✐ts ❙t❛rt❡❞✱ ❚❤♦✉s✳ ♦❢ ❯♥✐ts✱ ❙❆❆❘

❍❖❯❙❚✶❋ ln Pr✐✈❛t❡❧② ❖✇♥❡❞ ❍♦✉s✐♥❣ ❙t❛rts✿ ✶✲❯♥✐t ❙tr✉❝t✉r❡s✱
❚❤♦✉s✳ ♦❢ ❯♥✐ts✱ ❙❆❆❘

■◆❉P❘❖ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

◆❆P▼ ❧✈ ■❙▼▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✿ P▼■ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ■♥❞❡①✱ ■♥❞❡①✱ ❙❆

P❊❘▼■❚ ln ◆❡✇ Pr✐✈❛t❡ ❍♦✉s✐♥❣ ❯♥✐ts ❆✉t❤♦r✐③❡❞ ❜② ❇✉✐❧❞✐♥❣
P❡r♠✐t✱ ❚❤♦✉s✳ ♦❢ ❯♥✐ts✱ ❙❆❆❘

❈❈❖❈❇ ∆❧✈ ▼❛❥♦r ❍♦❧❞❡rs ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❈r❡❞✐t ❖✉tst❛♥❞✐♥❣✿
❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❇❛♥❦s✱ ▼✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs✱ ◆❙❆

❈❈❖❈❯ ∆❧✈ ▼❛❥♦r ❍♦❧❞❡rs ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❈r❡❞✐t ❖✉tst❛♥❞✐♥❣✿
❈r❡❞✐t ❯♥✐♦♥s✱ ▼✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs✱ ◆❙❆

❈❈❖❋❈ ln ▼❛❥♦r ❍♦❧❞❡rs ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❈r❡❞✐t ❖✉tst❛♥❞✐♥❣✿ ❋✐✲
♥❛♥❝❡ ❈♦♠♣❛♥✐❡s✱ ▼✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs✱ ◆❙❆

❈❈❖◆❋❇ ∆
2
ln ▼❛❥♦r ❍♦❧❞❡rs ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❈r❡❞✐t ❖✉tst❛♥❞✐♥❣✿ ◆♦♥✲

✜♥❛♥❝✐❛❧ ❇✉s✐♥❡ss✱ ▼✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs✱ ◆❙❆

❈❈❖P❙❆ ∆❧✈ ▼❛❥♦r ❍♦❧❞❡rs ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❈r❡❞✐t ❖✉tst❛♥❞✐♥❣✿
P♦♦❧s ♦❢ ❙❡❝✉r✐t✐③❡❞ ❆ss❡ts✱ ▼✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs✱ ◆❙❆

❈❈❖❚ ∆ ln ▼❛❥♦r ❍♦❧❞❡rs ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❈r❡❞✐t ❖✉tst❛♥❞✐♥❣✿ ❚♦✲
t❛❧✱ ▼✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs✱ ◆❙❆

❈❊✶✻❖❱ ∆ ln ❈✐✈✐❧✐❛♥ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t✿ ❙✐①t❡❡♥ ❨❡❛rs ✫ ❖✈❡r✱ ❚❤♦✉s✳✱
❙❆

❈▲❋✶✻❖❱ ∆ ln ❈✐✈✐❧✐❛♥ ▲❛❜♦r ❋♦r❝❡✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❈◆P✶✻❖❱ ∆ ln ❈✐✈✐❧✐❛♥ ◆♦♥✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ P♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❚❤♦✉s✳✱ ◆❙❆

❊▼❘❆❚■❖ ❧✈ ❈✐✈✐❧✐❛♥ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t✲P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❘❛t✐♦✱ ✪✱ ❙❆

▼❆◆❊▼P ∆ ln ❊♠♣❧♦②❡❡s ♦♥ ◆♦♥❢❛r♠ P❛②r♦❧❧s✿ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱
❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

P❆❨❊▼❙ ∆ ln ❚♦t❛❧ ◆♦♥❢❛r♠ P❛②r♦❧❧s✿ ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

P❖P ∆ ln ❚♦t❛❧ P♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ ❆❧❧ ❆❣❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❆r♠❡❞ ❋♦r❝❡s
❖✈❡rs❡❛s✱ ❚❤♦✉s✳✱ ◆❆

❙❘❱P❘❉ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❙❡r✈✐❝❡✲Pr♦✈✐❞✐♥❣ ■♥❞✉str✐❡s✱ ❚❤♦✉s✳✱
❙❆

✷✾



▼♥❡♠♦♥✐❝ ❚r❛♥✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❯❊▼P✶✺❖❱ ln ❈✐✈✐❧✐❛♥s ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✲ ✶✺ ❲❡❡❦s ✫ ❖✈❡r✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❊▼P▲❚✺ ∆ ln ❈✐✈✐❧✐❛♥s ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✲ ▲❡ss ❚❤❛♥ ✺ ❲❡❡❦s✱ ❚❤♦✉s✳✱
❙❆

❯❙❈❖◆❙ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙❊❍❙ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ✫ ❍❡❛❧t❤ ❙❡r✈✐❝❡s✱ ❚❤♦✉s✳✱
❙❆

❯❙❋■❘❊ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❆❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙●❖❖❉ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ●♦♦❞s✲Pr♦❞✉❝✐♥❣ ■♥❞✉str✐❡s✱ ❚❤♦✉s✳✱
❙❆

❯❙●❖❱❚ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙■◆❋❖ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❡r✈✐❝❡s✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙▲❆❍ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ▲❡✐s✉r❡ ✫ ❍♦s♣✐t❛❧✐t②✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙▼■◆❊ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s ✫ ▼✐♥✐♥❣✱ ❚❤♦✉s✳✱
❙❆

❯❙P❇❙ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ✫ ❇✉s✐♥❡ss ❙❡r✈✐❝❡s✱
❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙❙❊❘❱ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❖t❤❡r ❙❡r✈✐❝❡s✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙❚P❯ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❚r❛❞❡✱ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✫ ❯t✐❧✐t✐❡s✱
❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙❚❘❆❉❊ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❘❡t❛✐❧ ❚r❛❞❡✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❯❙❲❚❘❆❉❊ ∆ ln ❆❧❧ ❊♠♣❧♦②❡❡s✿ ❲❤♦❧❡s❛❧❡ ❚r❛❞❡✱ ❚❤♦✉s✳✱ ❙❆

❉❙P■ ∆ ln ❉✐s♣♦s❛❜❧❡ P❡rs♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆❆❘

❉❙P■❈✾✻ ∆ ln ❘❡❛❧ ❉✐s♣♦s❛❜❧❡ P❡rs♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ❈❤❛✐♥❡❞
✷✵✵✵ ✩✱ ❙❆❆❘

P❈❊ ∆ ln P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆❆❘

P❈❊❈✾✻ ln ❘❡❛❧ P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ❇✐❧✳ ♦❢
❈❤❛✐♥❡❞ ✷✵✵✵ ✩✱ ❙❆❆❘

P❈❊❉● ∆ ln P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ❉✉r❛❜❧❡ ●♦♦❞s✱
❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆❆❘

P❈❊❉●❈✾✻ ∆ ln ❘❡❛❧ P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ❉✉r❛❜❧❡
●♦♦❞s✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ❈❤❛✐♥❡❞ ✷✵✵✵ ✩✱ ❙❆❆❘

P❈❊◆❉ ∆ ln P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ◆♦♥❞✉r❛❜❧❡
●♦♦❞s✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆❆❘

✸✵



▼♥❡♠♦♥✐❝ ❚r❛♥✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❈❊◆❉❈✾✻ ∆ ln ❘❡❛❧ P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ◆♦♥✲
❞✉r❛❜❧❡ ●♦♦❞s✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ❈❤❛✐♥❡❞ ✷✵✵✵ ✩✱ ❙❆❆❘

P❈❊P■ ∆
2
ln P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ❈❤❛✐♥✲t②♣❡

Pr✐❝❡ ■♥❞❡①✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✵❂✶✵✵✱ ❙❆

P❈❊P■▲❋❊ ∆
2
ln P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ❈❤❛✐♥✲❚②♣❡

Pr✐❝❡ ■♥❞❡① ▲❡ss ❋♦♦❞ ❛♥❞ ❊♥❡r❣②✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✵❂✶✵✵✱
❙❆

P❈❊❙ ∆ ln P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ❙❡r✈✐❝❡s✱ ❇✐❧✳ ♦❢
✩✱ ❙❆❆❘

P❈❊❙❈✾✻ ∆ ln ❘❡❛❧ P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ❙❡r✈✐❝❡s✱
❇✐❧✳ ♦❢ ❈❤❛✐♥❡❞ ✷✵✵✵ ✩✱ ❙❆❆❘

P■ ∆ ln P❡rs♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆❆❘

✶✵❚❈▼ ∆❧✈ ✶✵✲②❡❛r ❚r❡❛s✉r② ❈♦♥st❛♥t ▼❛t✉r✐t②✱ ✪✱ ◆✴❆

✶❨❚❈▼ ∆❧✈ ✶✲②❡❛r ❚r❡❛s✉r② ❈♦♥st❛♥t ▼❛t✉r✐t②✱ ✪✱ ◆✴❆

✷✵▼❇■ ∆❧✈ ❇♦♥❞ ❇✉②❡r ●❖ ✷✵✲❨❡❛r ❇♦♥❞ ▼✉♥✐❝✐♣❛❧ ❇♦♥❞ ■♥❞❡①✱
✪✱ ◆✴❆

✷✵❚❈▼ ∆❧✈ ✷✵✲②❡❛r ❚r❡❛s✉r② ❈♦♥st❛♥t ▼❛t✉r✐t②✱ ✪✱ ◆✴❆

✸▼❚❇✷▼ ∆❧✈ ✸✲♠♦♥t❤ ❚r❡❛s✉r② ❇✐❧❧s ✲ ❙❡❝♦♥❞❛r② ▼❛r❦❡t✱ ✪✱ ◆✴❆

✸❨❚❈▼ ∆❧✈ ✸✲②❡❛r ❚r❡❛s✉r② ❈♦♥st❛♥t ▼❛t✉r✐t②✱ ✪✱ ◆✴❆

✺❨❚❈▼ ∆❧✈ ✺✲②❡❛r ❚r❡❛s✉r② ❈♦♥st❛♥t ▼❛t✉r✐t②✱ ✪✱ ◆✴❆

✻▼❚❇✷▼ ∆❧✈ ✻✲♠♦♥t❤ ❚r❡❛s✉r② ❇✐❧❧s ✲ ❙❡❝♦♥❞❛r② ▼❛r❦❡t ✱ ✪✱ ◆✴❆

❆❆❆ ∆❧✈ ▼♦♦❞②✬s ❙❡❛s♦♥❡❞ ❆❛❛✱ ✪✱ ◆✴❆

❇❆❆ ∆❧✈ ▼♦♦❞②✬s ❙❡❛s♦♥❡❞ ❇❛❛✱ ✪✱ ◆✴❆

❋❋❘ ❧✈ ❋❡❞❡r❛❧ ❢✉♥❞s ✭❡✛❡❝t✐✈❡✮✱ ✪✱ ◆✴❆

■P■❆P ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝ts✱
■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❇❊ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❇✉s✐♥❡ss ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ ■♥✲
❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❇❙❯P ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❇✉s✐♥❡ss s✉♣♣❧✐❡s✱ ■♥❞❡①
✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❈❊P ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❈♦♥s✉♠❡r ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✲
✉❝ts✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❈● ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❈♦♥s✉♠❡r ❣♦♦❞s✱ ■♥❞❡①
✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

✸✶



▼♥❡♠♦♥✐❝ ❚r❛♥✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■P■❈▲❖ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❈❧♦t❤✐♥❣✱ ■♥❞❡①
✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❈❙❯P ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉♣♣❧✐❡s✱
■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❉● ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❉✉r❛❜❧❡ ❝♦♥s✉♠❡r
❣♦♦❞s✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❉●▼❆❚ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❉✉r❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ♠❛t❡r✐✲
❛❧s✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❉❙❊ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❉❡❢❡♥s❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❡q✉✐♣✲
♠❡♥t✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❊▼❆❚ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❊♥❡r❣② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ■♥❞❡①
✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❋P ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❋✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ♥♦♥✲
✐♥❞✉str✐❛❧ s✉♣♣❧✐❡s✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❋❚ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❋♦♦❞s ❛♥❞ t♦❜❛❝❝♦✱ ■♥✲
❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■▼❆◆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✭❙■❈✮✱
■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■▼❆❚ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ■♥❞❡①
✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■◆❉❈● ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ◆♦♥❞✉r❛❜❧❡ ❝♦♥s✉♠❡r
❣♦♦❞s✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■◆❉●▼❆❚ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ◆♦♥❞✉r❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ♠❛✲
t❡r✐❛❧s✱ ■♥❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■P■❚❊ ∆ ln ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥❞❡①✿ ❚r❛♥s✐t ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ ■♥✲
❞❡① ✷✵✵✷❂✶✵✵✱ ❙❆

■❉▼◆❖❉■ ln ■❙▼ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ◆❡✇ ❖r❞❡rs ❉✐✛✉s✐♦♥ ■♥❞❡①✱ ■♥✲
❞❡①✱ ❙❆

■❙▼■❉■ ln ■❙▼ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ■♥✈❡♥t♦r✐❡s ❉✐✛✉s✐♦♥ ■♥❞❡①✱ ■♥✲
❞❡①✱ ❙❆

■❙▼P▼■ ln ■❙▼ P▼■ ✭P✉r❝❤❛s✐♥❣ ▼❛♥❛❣❡rs✬ ■♥❞❡①✮✱ ■♥❞❡①✱ ❙❆

P❙▼❙❉❉■ ln ■❙▼ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙✉♣♣❧✐❡r ❉❡❧✐✈❡r✐❡s ❉✐✛✉s✐♦♥ ■♥✲
❞❡①✱ ■♥❞❡①✱ ❙❆

❇❊◆❈❍ ∆❧✈ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❘❛t❡✱ ◆✴❆

▼❙■▼✶ ∆
2
ln ◆♦♠✐♥❛❧ ✭❚♦r♥q✈✐st✲❚❤❡✐❧✮ ▼♦♥❡t❛r② ❙❡r✈✐❝❡s ■♥❞❡①

❋♦r ▼✶✱ ❙❆
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▼♥❡♠♦♥✐❝ ❚r❛♥✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

▼❙■▼✷ ∆ ln ◆♦♠✐♥❛❧ ✭❚♦r♥q✈✐st✲❚❤❡✐❧✮ ▼♦♥❡t❛r② ❙❡r✈✐❝❡s ■♥❞❡①
❋♦r ▼✷✱ ❙❆

▼❙■▼✸ ∆
2
ln ◆♦♠✐♥❛❧ ✭❚♦r♥q✈✐st✲❚❤❡✐❧✮ ▼♦♥❡t❛r② ❙❡r✈✐❝❡s ■♥❞❡①

❋♦r ▼✸✱ ❙❆

❚❖❚❊❳P▼✶ ∆ ln ❚♦t❛❧ ◆♦♠✐♥❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❋♦r ▼✶✱ ❙❆

❚❖❚❊❳P▼✷ ∆ ln ❚♦t❛❧ ◆♦♠✐♥❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❋♦r ▼✷✱ ❙❆

❚❖❚❊❳P▼✸ ∆ ln ❚♦t❛❧ ◆♦♠✐♥❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❋♦r ▼✸✱ ❙❆

❆❉❏❘❊❙❙▲ ∆ ln ❙t✳ ▲♦✉✐s ❆❞❥✉st❡❞ ❘❡s❡r✈❡s✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆

❆▼❇❙▲ ∆ ln ❙t✳ ▲♦✉✐s ❆❞❥✉st❡❞ ▼♦♥❡t❛r② ❇❛s❡✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆

❇❖●❆▼❇❙▲ ln ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ▼♦♥❡t❛r② ❇❛s❡✱ ❆❞❥✉st❡❞ ❢♦r
❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘❡s❡r✈❡ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆

❇❖●◆❖◆❇❘ ∆ ln ◆♦♥✲❇♦rr♦✇❡❞ ❘❡s❡r✈❡s ♦❢ ❉❡♣♦s✐t♦r② ■♥st✐t✉t✐♦♥s✱
❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆

❇❖●❯▼❇◆❙ ln ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ▼♦♥❡t❛r② ❇❛s❡✱ ◆♦t ❆❞❥✉st❡❞ ❢♦r
❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘❡s❡r✈❡ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ◆❙❆

❇❖❘❘❖❲ ln ❚♦t❛❧ ❇♦rr♦✇✐♥❣s ♦❢ ❉❡♣♦s✐t♦r② ■♥st✐t✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ◆❙❆

❈❯❘❘❈■❘ ∆ ln ❈✉rr❡♥❝② ✐♥ ❈✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ◆❙❆

❊❳❈❘❊❙◆❙ ∆ ln ❊①❝❡ss ❘❡s❡r✈❡s ♦❢ ❉❡♣♦s✐t♦r② ■♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱
◆❙❆

◆❋❖❘❇❘❊❙ ❧✈ ◆❡t ❋r❡❡ ♦r ❇♦rr♦✇❡❞ ❘❡s❡r✈❡s ♦❢ ❉❡♣♦s✐t♦r② ■♥st✐t✉✲
t✐♦♥s✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ◆❙❆

❘❊◗❘❊❙◆❙ ∆ ln ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡s❡r✈❡s✱ ◆♦t ❆❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘❡✲
s❡r✈❡ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ◆❙❆

❘❊❙❇❆▲◆❙ ∆ ln ❘❡s❡r✈❡ ❇❛❧❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦s✱ ◆♦t
❆❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘❡s❡r✈❡ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❇✐❧✳
♦❢ ✩✱ ◆❙❆

❙❇❆❙❊◆❙ ln ❙t✳ ▲♦✉✐s ❙♦✉r❝❡ ❇❛s❡✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ◆❙❆

❚❘❆❘❘ ∆ ln ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ❚♦t❛❧ ❘❡s❡r✈❡s✱ ❆❞❥✉st❡❞ ❢♦r
❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘❡s❡r✈❡ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❇✐❧✳ ♦❢ ✩✱ ❙❆

❱❆❯▲❚ ∆ ln ❱❛✉❧t ❈❛s❤ ❯s❡❞ t♦ ❙❛t✐s❢② ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡s❡r✈❡s✱ ◆♦t
❆❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘❡s❡r✈❡ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❇✐❧✳
♦❢ ✩✱ ◆❙❆

PP■❈▼❆❚ ∆ ln Pr♦❞✉❝❡r Pr✐❝❡ ■♥❞❡①✿ ❈r✉❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❋✉rt❤❡r
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■♥❞❡① ✶✾✽✷❂✶✵✵✱ ❙❆
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▼♥❡♠♦♥✐❝ ❚r❛♥✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❉❏■P❘❆❚■❖ ∆ ln ❉❏■✴■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✷✵✵✵ ❜❛✲
s✐s✮✴✴♣❡r✐♦❞❂♠♦♥t❤❧②✱ ◆❙❆

❉❏❖P❊◆ ∆ ln ❉❏ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆✈❡r❛❣❡ ❖♣❡♥✱ ◆❙❆

❉❏❚❖P❊◆ ∆ ln ❉❏ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❆✈❡r❛❣❡ ❖♣❡♥✱ ◆❙❆

❉❏❯❖P❊◆ ∆ ln ❉❏ ❯t✐❧✐t② ❆✈❡r❛❣❡ ❖♣❡♥✱ ◆❙❆

❙P✺■P❘❆❚■❖ ∆ ln ❙P✺✵✵✴■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✷✵✵✵ ❜❛✲
s✐s✮✴✴♣❡r✐♦❞❂♠♦♥t❤❧②✱ ◆❙❆

❙P✺❖P❊◆ ∆ ln ❙✫P ✺✵✵ ❖♣❡♥✱ ◆❙❆

❙P✺❱❖▲ ∆ ln ❙✫P ✺✵✵ ❱♦❧✉♠❡✱ ◆❙❆
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