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❚♦✇❛r❞ ❛ ❇✐❛s ❈♦rr❡❝t❡❞

❈✉rr❡♥❝② ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ■♥❞❡①

❲✐❧❧✐❛♠ ❆✳ ❇❛r♥❡tt a✱ ❏♦❤♥ ❲✳ ❑❡❛t✐♥❣ a✱ ▲♦❣❛♥ ❏✳ ❑❡❧❧② b,∗

a❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑❛♥s❛s✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ❑❙ ✻✻✵✹✺

b❇r②❛♥t ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❙♠✐t❤✜❡❧❞✱ ❘■ ✵✷✾✶✼

❡✲♠❛✐❧✿ ❧❦❡❧❧②❅❜r②❛♥t✳❡❞✉ P❤✿ ✭✹✵✶✮ ✷✸✷✲✻✽✾✼ ❋❛①✿ ✭✹✵✶✮ ✷✸✷✲✻✸✶✾

❆❜str❛❝t

▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✱ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t
❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s✱ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st
♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ②✐❡❧❞ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st ②✐❡❧❞✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t ✐s ❛ ❥♦✐♥t
♣r♦❞✉❝t✿ ❛ ❞✉r❛❜❧❡ ❣♦♦❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡t
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ r❡t✉r♥✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐❧✐✈❛♥t ✐♥❞❡① ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t
❞♦❡s s♦ ❜② ♠❛❦✐♥❣ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡
✢♦✇s✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛✉s❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① t♦ ❡①❤✐❜✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞♦✇♥✇❛r❞ ❜✐❛s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✐♥❞❡① t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤✐s ❜✐❛s✳

❑❡② ✇♦r❞s✿ ❈✉rr❡♥❝② ❊q✉✐❧✐✈❛♥t ■♥❞❡①✱ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ▼♦♥❡② ❙t♦❝❦
❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✿ ❊✹✾

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✭❊❙▼✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✶✮ t♦
❜❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s✱ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t
❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ②✐❡❧❞ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✉s✱ ❛♥
✐♥t❡r❡st ②✐❡❧❞✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t ✐s ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❞✉❝t✿ ❛ ❞✉r❛❜❧❡ ❣♦♦❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛
♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡t ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ r❡t✉r♥✳ ❇❛r♥❡tt s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ✭❈❊✮✱ ✜rst s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❍✉tt ✭✶✾✻✸✮ ❛♥❞
❢♦r♠❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❘♦t❡♠❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t s♦❧✉t✐♦♥✱
❜✉t ✐t ❞♦❡s s♦ ❜② ♠❛❦✐♥❣ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡
♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s✳ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

∗ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✳

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✹✱ ✷✵✵✼



❝❛✉s❡ t❤❡ ❈❊ t♦ ❡①❤✐❜✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞♦✇♥✇❛r❞ ❜✐❛s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈❊ t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤✐s ❜✐❛s✳
❲❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ♥❡✇ ✐♥❞❡① ♥✉♠❜❡r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡①
✭▼❈❊✮✳

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❊❙▼✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❈❊ ❛♥❞ t❤❡ ▼❈❊✱ ❞✐✛❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡✬s ♦✣❝✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦
♦❢ ♠♦♥❡②✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ s✐♠♣❧❡ s✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❇❡❝❛✉s❡
✐♥t❡r❡st ②✐❡❧❞✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ❛r❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❞✉❝ts✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♠♦♥❡t❛r②
❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t s❡r✈✐❝❡s✱ s✐♠♣❧❡ s✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦✉♥❞s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ②✐❡❧❞ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❊❙▼✳ ❚❤✐s ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣
❝❛✉s❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t♦ ♦✈❡rst❛t❡ ❛♥❞ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ tr✉❡ ❊❙▼ ❚❤✐s ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛② ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♦✣❝✐❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✷ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❈❛♣✐t❛❧ ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②

✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❯♥❞❡r P❡r❢❡❝t ❋♦r❡s✐❣❤t

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✼✽✮✱ ❧❡t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞
✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ut✱ ❜❡ ✇❡❛❦❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✬s ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✳ 1 ▲❡t ♣❡r✐♦❞ t ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡
♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ❧❡t T ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t②✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣❧❛♥s ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s✱ s = t, t + 1, . . . t + T ✳
◆♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♣❡r✐♦❞ s✿

Cs = (I × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛♥♥❡❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞
s❡r✈✐❝❡s ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ s✱

ps = (I × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ♦❢ ❞✉r❛❜❧❡
❣♦♦❞s ❡①♣❡❝t❡❞ r❡♥t❛❧ ♣r✐❝❡s✱

p∗s = t❤❡ tr✉❡ ❝♦st ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥❞❡①✱
ms = (N × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛♥♥❡❞ r❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✱
Ms = (N × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛♥♥❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✱
rs = (N × 1) ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❤♦❧❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ②✐❡❧❞s ♦♥ ♠♦♥✲

❡t❛r② ❛ss❡ts✱
Rs = t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❤♦❧❞✐♥❣ ②✐❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

❛ss❡t✳

1 ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ut ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s
♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆rr♦✇ ❛♥❞ ❍❛❤♥ ✭✶✾✼✶✮ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ ♠♦♥❡② ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦♥❡②✳

✷



❋✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts p∗s = p∗s (ps)✱ t❤❡ tr✉❡ ❝♦st ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥❞❡①✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✢❛t❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ s✳ ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✶✮ r❡❝✉r✲
s✐✈❡❧② ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ T + 1✲♣❡r✐♦❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❛❣❡♥ts ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❋✐s❤❡r✐♥❡ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❋r♦♠
t❤✐s ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❋✐s❤❡r✐♥❡ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❇❛r♥❡tt ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❊❙▼✱ Vt✱ ❛s

Vt ≡
T
∑

s=t

N
∑

n=1

[

p∗s
ρs

−
p∗s (1 + rn,s)

ρs+1

]

mns, ✭✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ s ✐s

ρs =







1 s = t
∏s−1

u=t (1 + Ru) s 6= t
. ✭✷✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

Vt =
∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

mns

(

p∗s ·
Rs + rn,s

1 + Rs

)

1

ρs

]

=
∞
∑

s=t

TEs

ρs

, ✭✸✮

✇❤❡r❡ TEs ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ s✱
❛♥❞ T ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✜♥✐t②✳

✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

❆ss✉♠✐♥❣ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ str♦♥❣ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✱ ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ✉s❡r ❝♦st ❛♥❞ ❉✐✈✐s✐❛ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡t
♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②
✉♥❞❡r ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ str♦♥❣ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❡❝♦♠❡s

Vt = Et

(

∞
∑

s=t

ΓsTEs

)

, ✭✹✮

✇❤❡r❡

Γs = βs−t ∂u

∂Cs

/
∂u

∂Ct

✭✺✮

✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧②✲❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ t ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❡r✐♦❞ s✳ 2

2 ❙❡❡ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✽✾✮ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❛♥❞ ❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✷✵✵✺✮✳
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✸ ❇✐❛s ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✉rr❡♥❝② ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ■♥❞❡①

✸✳✶ ❙♦✉r❝❡ ♦❢ ❇✐❛s ❖❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❈✉rr❡♥❝② ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ■♥❞❡①

❚❤❡ ❈❊ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❙▼✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❢♦❧❧♦✇ ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✶✮ ❜②
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Rs = Rt✱ rns = rnt✱ ❛♥❞ Mns = Mnt ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N ❛♥❞ s =
t, t + 1, t + 2 . . .✳ ❚❤❡♥ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

Vt =
∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

Rt − rnt
∏s

u=t (1 + Rt)

]

Mnt =
N
∑

n=1

[

Rt − rnt

Rs−t+1

]

Mnt = V CE
t . ✭✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐s t❤❡ ❈❊ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❘♦t❡♠❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡ t❤❡ ❈❊✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ❢♦❧❧♦✇s
❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡✲
s✉❧ts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❜✐❛s ❜❡❝❛✉s❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s
tr❡♥❞s ✉♣✇❛r❞s ♦✈❡r t✐♠❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✮✳ 3 ❚❤✉s✱ ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡
❢✉t✉r❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❊ r❡sts ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳
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M1 Total Nomial Expenditure

M2 Total Nomial Expenditure

M3 Total Nomial Expenditure

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚♦t❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ▼♦♥❡t❛r② ❙❡r✈✐❝❡

✸✳✷ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐❛s ❈♦rr❡❝t❡❞ ❈✉rr❡♥❝② ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ■♥❞❡①

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r
✐♥ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t ✐s

Et (Γs) =
s
∏

u=t

[1 + Et (Ru)]
−1 .

3 ❋✐❣✉r❡s ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✻ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳

✹



❚❤❡♥ ✭✹✮ ❜❡❝♦♠❡s

Vt =
∞
∑

s=t

Et (TEs)
∏s

u=t [1 + Et (Ru)]
+ cov (TE, Γ) .

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡ ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ s♦
t❤❛t Rs = Rt ❢♦r ❛❧❧ s ≥ t✱ ❛♥❞ t❤❛t cov (TE, Γ) = 0✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

Vt =
∞
∑

s=t

Et (TEs)

(1 + Rt)
s−t . ✭✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

Et (TEs) = TEt (1 + gt)
s−t , ✭✽✮

✇❤❡r❡ gt ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s
❛t t✐♠❡ t✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ②✐❡❧❞s

V MCE
t =

TEt (1 + Rt)

Rt − gt

, ✭✾✮

✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ✭▼❈❊✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✐❢ gt ✐s ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ t✱ t❤❡♥ V MCE

t r❡❞✉❝❡s t♦ V CE
t ✳

✹ ❘❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❈❊ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❈❊✱ ✇❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡ ❡❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳ 4

❋✐❣✉r❡s ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✻ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❈❊ ❢r♦♠ P❋✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❈❊✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❝❡♥t ❡rr♦r ✭▼P❊✮✳ ❆t t❤❡ ▼✶
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❈❊ ♦✈❡rst❛t❡s ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✸✳✵✶✺❀ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡
▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❈❊ ✉♥❞❡rst❛t❡s ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✼✳✷✺✹
♣❡r❝❡♥t✱ ❛♥❞ ✺✳✽✵✼ ♣❡r❝❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ❛t t❤❡ ▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s
♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❈❊ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✹✻✳✹✺ ♣❡r❝❡♥t✱ ✺✺✳✸✼ ♣❡r❝❡♥t
❛♥❞ ✻✷✳✽✺ ♣❡r❝❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❊✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❈❊ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❈❊ ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❝❡♥t ❡rr♦r ✭▼❆P❊✮ ❛♥❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞
❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ▼❈❊ ❛♥❞ t❤❡ ❈❊ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t
❊❙▼✳ ❚❤❡ ▼❈❊ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❈❊ ❜② ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛t ❛❧❧

4 ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❖① ✈❡rs✐♦♥ ✹✳✵✵ ✭❉♦♦r♥✐❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙❡❡
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞♦♦r♥✐❦✳❝♦♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▼❈❊ t♦ ❈❊ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❊❙▼
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✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② r❡q✉✐r❡ ❢♦r❡✲
❝❛st✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ❣r❡❛t❧②
s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❛t ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ❛s ❛
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② st♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❜✐❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s✐♠♣❧❡ s✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡
♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ❜✐❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥❝②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♥❡❛r❧② ✻✸✪✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ❞♦❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ s♠❛❧❧ ❜✐❛s✱ ✐t
✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
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❜♦t❤ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② st♦❝❦✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s ✉♣♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥❝②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✉♠ ✐♥❞✐❝❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆rr♦✇✱ ❑✳ ❏✳✱ ❍❛❤♥✱ ●✳ ❍✳✱ ✶✾✼✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✿
❍♦❧❞❡♥✲❉❛②✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ✶✾✼✽✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs ✶ ✭✷✮✱ ✶✹✺✕
✶✹✾✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❚❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❇❛r♥❡tt
❛♥❞ ❆♣♦st♦❧♦s ❙❡r❧❡t✐s ✭❡❞s✳✮✱ ✷✵✵✵✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✻✕✶✵✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ✶✾✾✶✳ ❆ r❡♣❧② t♦ ❏✉❧✐♦ ❏✳ ❘♦t❡♠❜❡r❣✳ ■♥✿ ❇❡❧♦♥❣✐❛✱ ▼✳ ❚✳ ✭❊❞✳✮✱
▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ✼✺t❤ ❆♥♥✐✈❡rs❛r② ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉rt❡❡♥t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s✱ ❑❧✉✇❡r✱ ♣♣✳ ✶✽✾✕✷✷✷✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❚❤❡
❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❇❛r♥❡tt ❛♥❞ ❆♣♦st♦❧♦s ❙❡r❧❡t✐s
✭❡❞s✳✮✱ ✷✵✵✵✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✷✾✻✕✸✵✻✳

❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ✶✾✾✺✳ ❊①❛❝t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r r✐s❦✳ ■♥✿ ❇❛r♥❡tt✱ ❲✳ ❆✳✱ ❙❛❧❧❡s✱
▼✳✱ ▼♦✉❧✐♥✱ ❍✳✱ ❙❝❤♦✜❡❧❞✱ ◆✳ ✭❊❞s✳✮✱ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡✱ ❲❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ❊t❤✐❝s✳ Pr♦✲
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