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❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ■ ❛♥❛❧②③❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
❝r✐♠❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ st❛t✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❢♦r♠s ❛ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛rr❡st ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥✲
❝✐❞❡♥t ❇❛s❡❞ ❘❡♣♦rt✐♥❣ ❙②st❡♠✱ ■ ♣✐♥♣♦✐♥t ♠❛t❝❤❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ❞✐✛❡r✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ s✉❝❝❡ss ♠❡❛♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
❣r♦✉♣s✱ ■ ✜♥❞ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡ t❤❡ ♣❛t✲
t❡r♥s ♦❢ ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ r❛❝✐❛❧ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ✇❤✐t❡✲❜❧❛❝❦ ♠❛t❝❤❡s✱
❜❧❛❝❦s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✇❤✐t❡s✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss ♠❡❛♥s✳ ■♥ ♠❛❧❡✲❢❡♠❛❧❡
♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❢❡♠❛❧❡✬s s✉❝❝❡ss r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❧❡✬s✱ ❝♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✉❝❝❡ss ♠❡❛♥s✱ ✇❤❡r❡ ♠❛❧❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❢❡✲
♠❛❧❡s✱ ❤✐♥t✐♥❣ ❛t ❛ ❞✐st❛st❡ ♣r❡♠✐✉♠✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❖r❣❛♥✐③❡❞ ❈r✐♠❡✱ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ▼❛t❝❤✐♥❣✱ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❏❊▲ ❈♦❞❡s✿ ❑✹✷✱ ❏✶✻✱ ❏✼✶✱ ❈✼✽

∗■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ●✐♦✈❛♥♥✐ ▼❛str♦❜✉♦♥✐ ❛♥❞ ❋❧♦r✐s ❩♦✉t♠❛♥ ❢♦r t❤♦r♦✉❣❤ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ■
❛❧s♦ t❤❛♥❦ s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊ss❡① ❛♥❞ ❊r❛s♠✉s ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘♦tt❡r❞❛♠✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ▲②♦♥✲❚✉r✐♥ ❉♦❝t♦r❛❧ ✇♦r❦s❤♦♣✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐s❝❧❛✐♠❡r
❛♣♣❧✐❡s✳ ■ ❛♠ ♣r♦✉❞ t♦ ❝✐t❡ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ✇♦r❦s ❜② ●❛r② ❇❡❝❦❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡♥t❡♥❝❡✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✇❛♥ts t♦ ❝♦♠♠✐t t♦ ❛ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣✱ ❥✉st ❧✐❦❡ t✇♦ s♣♦✉s❡s ❝♦♠♠✐t
✐♥ ❛ ♠❛rr✐❛❣❡✱ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛rt♥❡r ❜② ❤❡r ❧♦♦❦s✳ ✭❇❡❝❦❡r✱ ✶✾✺✼✱
✶✾✻✽✱ ✶✾✼✸✮✳ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ❛ ❝r✐♠❡ t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧♦✇s ❝r✐♠✐♥❛❧s t♦ ❝♦♠♠✐t ♠♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❝ts t❤❛♥ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♠♦r❡ ♣❡♦♣❧❡
t❤✐♥❦ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡✐r tr❛❝❡s✱ ❛ ❣r♦✉♣ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❧✉s✐✈❡ t♦
❧❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r✐♠✐♥❛❧✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❝r✐♠❡ ✇❛s ❧✐❦❡ ❛
♠❛rr✐❛❣❡ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt♥❡r ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❜❡tt❡r ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■♥ ♠② s❡tt✐♥❣✱
✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝r✐♠✐♥❛❧s ♣r❡❢❡r ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② ❛s
t❤❡✐r ♦✇♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ ♣❛rt♥❡r ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❡r
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr❛✐ts✱ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛rr✐❛❣❡ ♣❛rt♥❡r ♦❢t❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦r✲
t❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❡❞✉❝❛t❡❞ ♣❛rt♥❡rs ♣r❡❢❡r t♦ ♠❛rr② t❤❡✐r ♣❡❡rs
✭❢♦r ❡✳❣✳ ❘♦s❡ ✭✷✵✵✼✮✮ ❛♥❞ ♣❛rt♥❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡❛r♥✐♥❣s ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡❧❡❝t ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r✭❢♦r ❡✳❣✳ P❡♥❝❛✈❡❧ ✭✶✾✾✽✮✱ ◆❛❦♦st❡❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
♦✛❡♥❞✐♥❣✱ t❤✐s ♠❡❛♥s s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s♠❛rt ♣❛rt♥❡r✱ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t s♥✐t❝❤ ❛♥❞ ✇❤♦
✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦r♣s❡s✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥
❝r✐♠❡ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s✐♥❣❧❡ ♦✛❡♥❞❡rs ✭❇❡❝❦❡r✱ ✶✾✻✽✮ ❛♥❞ ❜✐❣ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❣r♦✉♣s✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ s♠❛❧❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❡♥t❡r♣r✐s❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡ ♠❛t❝❤❡s ✭❢♦r ❡✳❣✳ ❇♦r♦✇❝③②❦✲▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱❋❧❛❜❜✐
✭✷✵✶✵✮✮✱ t❤❡ ❝r✐♠❡ ♠❛r❦❡t ♦✛❡rs ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢❛❝❡t t❤❛t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛❜✐❧✲
✐t②✱ ♥❛♠❡❧② ❛rr❡st✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❜✐❛s❡s✳

■♥ t❤❡ r❡❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✇♦r❧❞✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝❡ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ❜❛r❣❛✐♥ t♦
t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r t❤❛t ✇❛s ✜rst ❛♣♣r❡❤❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛t❝❤ ❤✐s ♣❛rt♥❡r ❝r❡❛t❡s
❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡✬s ♣❛rt♥❡r ❛s t❤❡ ❜❡st ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤❡s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❛rt♥❡r tr❛✐t ✐s ❛
❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡s❝❛♣❡ ❧❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❧❡❛❞s ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs t♦
❞❡s✐r❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❡r❡❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r✐♠✐♥❛❧s✳

❯s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝✐❞❡♥t ❇❛s❡❞ ❘❡✲
♣♦rt✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭◆■❇❘❙✮✱ ■ ✜♥❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ r❛❝❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ t❤❛t
❧❡♥❞ ♠❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝r✐♠✐♥❛❧s ♠♦st ♦❢t❡♥
♣r❡❢❡r ❛ ♣❛rt♥❡r ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦✇♥ ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ r❛❝❡✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝r✐♠✐♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ tr✉st ✐ss✉❡s ❜❡✐♥❣ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❜❧♦♦❞ t✐❡s
✭❢♦r ❡✳❣✳ ❆❧❛r✐❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮✳

❆r❣✉❛❜❧②✱ ❛♥ ❛rr❡st r❡✈❡❛❧s ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t②✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❜✐❧✐t②
❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❣♦t ❛rr❡st❡❞ ♦r ❜♦t❤
♦❢ t❤❡♠ r✉♥ ❢r❡❡✳ ■❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt♥❡r ❣❡ts ❛rr❡st❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛❜✐❧✐t②
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs✳ ■❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❛s ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✐♥
❛ ❜❧❛❝❦✲✇❤✐t❡ ♣❛✐r t❤❡ ✇❤✐t❡s ❛❧✇❛②s ❣❡ts ❛rr❡st❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✇❛s
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦s✱ ❤✐♥t✐♥❣ ❛t ❛ ♣r❡❥✉❞✐❝❡ ♦r ❜✐❛s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❦✐♥
❝♦❧♦✉r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ■ s❡t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❢❛❝t✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❛rt♥❡rs t♦ ✵ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② s②st❡♠❛t✐❝

✷



❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s t❛st❡ ❜✐❛s✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♠② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ■ t✉r♥ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ♠♦❞❡❧ ♦❢

t❛st❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▼② ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡rs ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ t❛st❡ ❞✐s❝r✐♠✲
✐♥❛t✐♦♥✱ ❛s ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❛st❡ ❜✐❛s t♦ ❜❡ ❡①❡r❝✐s❡❞ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
❣r♦✉♣✱ t❤❛t ✐s✱ ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♠❛t❝❤❡s
✇✐t❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ♦❢ ❤✐s s❛♠❡ ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❜✐❛s❡s✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt♥❡r✬s ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♣❡rs♦♥ ❡①❡r❝✐s✐♥❣ t❤❡ t❛st❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤
❛ ♣❛rt♥❡r ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ❤✐s ♦✇♥✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ t❛st❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s✱ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡ ✇❤❡♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♥♦ ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ❣r♦✉♣s ❛♥❞
s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢✉❧❧ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ■ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t❡ ♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣ ♠❛t❝❤❡s✳ ❚✇♦ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ♠❛t❝❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❡✐t❤❡r ✐❢ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡s✱ ♦r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ■♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✜♥❞✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❛st❡ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t s✉❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①❡r❝✐s❡❞✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣✲
♣❛r❡♥t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt♥❡rs ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣✳

❖♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❛rr❡st ♦❢ ♦♥❡✬s ♣❛rt♥❡r ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s❡❡♠ ❛s
❛♥ ❛❝t ♦❢ ♣♦❧✐❝✐♥❣ t❤❛♥ ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ❝♦♠♠♦♥ ❛❝t ♦❢ ♣♦♦r ❥✉❞❣♠❡♥t ♦❢ ❜❧❛❝❦s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐t❡s✳ ■ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ❜❧❛❝❦✲✇❤✐t❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣✱ ♠♦st ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ♥♦t
t❤❡ ✇❤✐t❡s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ♦❢ ♣♦♦r q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❢❛❝❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❜♦t❤ ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛s ♣❛rt♥❡rs ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❜❧❛❝❦s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡②
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ t❛st❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❛t ♠❛❦❡s ❜❧❛❝❦ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❞❡s✐r❡ ✇❤✐t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣❡♥❞❡rs✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❤❛♥ ❢❡♠❛❧❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛❧❡ ❢❡♠❛❧❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s t❤❡ ❢❡♠❛❧❡s ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t②
t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢❡♠❛❧❡s ♦✈❡r✈❛❧✉❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛❧❡s✱ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡ t❤❛t
♠❛❧❡s ❡①❡r❝✐s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢❡♠❛❧❡s✳

❋r♦♠ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦❜❛❜❧❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s✱ s❡✈❡r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞
r✐❣❤t ❛✇❛②✳ ❋✐rst✱ ✐❢ ♦♥❡ ♣❛rt♥❡r ♣❡r❝❡✐✈❡s ❛♥ ❛❝t s♣❡❝✐✜❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✭❢♦r ❡✳❣✳ t❤❛t
❛ ✇❤✐t❡ ♣❛rt♥❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❧❡♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝r✐♠❡ ❛❝t ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞✮✱ t❤✐s ✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ♦♥❡ ❝r✐♠❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t
❜❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✾✵✵ t❤♦✉s❛♥❞ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt♥❡r ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡♥ ❤❡
❝♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ ❢❛✈♦r❛❜❧②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ✐s ❛ ✭✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡✮ s②st❡♠❛t✐❝ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱
✐♥ ♠② ❛♥❛❧②s✐s ■ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠②
r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤✐r❞✱ ❢❡♠❛❧❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛❢❡r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠❡
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❣❡♥❞❡r st❡r❡♦t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ tr✉❡ ❢♦r ❜❧❛❝❦✲✇❤✐t❡ ♠❛❧❡ ❝♦✉♣❧❡s✱ ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r✐♠❡ s♣❡❝✐✜❝✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✛❡♥s❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣ ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ♠❛❧❡ t♦ t✉r♥ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ✐♥ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ■ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦rs ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ s✉❜s❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛rr❡st❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣
❛♥❞ ❛ s✉❜s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❛②❧✐❣❤t ❝r✐♠❡s✱ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ r♦❜✉st✳ ❖♥❧② ✇❤❡♥ ■ ❝♦♥s✐❞❡r

✸



❝r✐♠✐♥❛❧s ✇❤♦s❡ ❛❣❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ✸✵✱ ■ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ❢♦r
❢❡♠❛❧❡s ❤❛s ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✱ ❤✐♥t✐♥❣ ❛t ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❡♥❞❡r✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❧✐♥❦s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s✱ ❛s ❝✉rr❡♥t❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢♦r✲s❛♠❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ s❡tt✐♥❣s✳ ❇❛❣✉❡s ✫ P❡r❡③✲❱✐❧❧❛❞♦♥✐❣❛ ✭✷✵✶✷✮ s❤♦✇
✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t r❡❝r✉✐t❡rs ♣r❡❢❡r ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡✐r✬s s❦✐❧❧s✳ ❆r❝❛♥❞ ✫ ❋❛❢❝❤❛♠♣s ✭✷✵✶✷✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥
s♦❝✐❛❧ tr❛✐ts ❧✐❦❡ ❡t❤♥✐❝ ♣r♦①✐♠✐t② ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t②✲
❜❛s❡❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✷ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥✲
t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧② ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥t❡①ts✱ ❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■ s❤♦✇
❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❜✐❧✐t②✳

❇② t❤❡ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❛rr❡st ❞❛t❛✱ ■ ❝❛♥ ❧✐♥❦ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t②
♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ t❤✉s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❡❝♦♥♦♠✐❝ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇❡❝❦❡r ✭✶✾✺✼✮✱ ❛♥❞
❆✐❣♥❡r ✫ ❈❛✐♥ ✭✶✾✼✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❛st❡ ❛♥❞
st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs ♠✐❣❤t r❡❢❡r t♦ ▲❛♥❣ ✫ ▲❡❤♠❛♥♥
✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❛♥ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ s❡❛r❝❤
❤❛s ❡①♣❧♦r❡❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❇♦r♦✇❝③②❦✲▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞
❋❧❛❜❜✐ ✭✷✵✶✵✮ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
❛♥❞ r❛❝✐❛❧ ✇❛❣❡ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❛st❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ♠②
♣❛♣❡r ❞✐✛❡rs✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❛❦❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞
❢♦r♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✷ s✐❞❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❇❡❝❦❡r ✭✶✾✼✸✮ ❤❛s ❞❡✜♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ❛
♣❛✐r✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t✇♦ s♣♦✉s❡s✳
❙❤✐♠❡r ✫ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✸✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❤♦❧❞s✳ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✻✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉rt❤❡r
❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✶✶✮ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❆❜r❛♠✐t③❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❆♥❣r✐st ✭✷✵✵✷✮ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡① r❛t✐♦s ♦♥ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t✐♥❣✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❛ ❢❡♠❛❧❡✱ ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ s❡①
r❛t✐♦ ❡♥❞♦✇s ♦♥❡ ❣❡♥❞❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ s❡❝✉r✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ♣❛rt♥❡r ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s❡① r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❝r✐♠❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❜② ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ s❡① ❛♥❞ r❛❝❡ r❛t✐♦s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♣✐♥♣♦✐♥t ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜✐❛s✳

❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ♠② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡rs ❜② t❤❡ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ❛s ✐s ❡✳❣✳ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❘♦s❡ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ P❡♥❝❛✈❡❧
✭✶✾✾✽✮✳ ■ t❛❦❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt♥❡rs✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❣r❡ss✐♥❣ t❤❡
tr❛✐t ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt♥❡r ♦♥ t❤❡ tr❛✐ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛s ❞♦❡s ❢♦r ❡✳❣✳ P❡♥❝❛✈❡❧ ✭✶✾✾✽✮
❛♥❞ ■ t❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝r✐♠❡✳ ❙t❛rt✐♥❣
✇✐t❤ ❇❡❝❦❡r ✭✶✾✻✽✮ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛❣✲
❣r❡❣❛t❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦✲♦✛❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
♠❛tt❡r ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡✈✐tt ✫ ▼✐❧❡s ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❝r✐♠✐♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❣✐✈❡♥ ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝r✐♠❡s
❛♥❞ ❆❧❛r✐❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♣r✐s♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡✇s t❤❛t ♦✛❡♥❞❡rs
❝❤♦♦s❡ t♦ ❝♦♠♠✐t ❛ ❝r✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r✐❡♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s♦❝✐❛❧ ❝✐r❝❧❡ r❡s♦❧✈✐♥❣
✐ss✉❡s ♦❢ tr✉st ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ s♦❝✐❛❧ t✐❡s✳ ✈❛♥ ▼❛str✐❣t ✫ ❈❛rr✐♥❣t♦♥ ✭✷✵✶✸✮
♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❤♦♠♦♣❤✐❧②

✹



✭s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✮ ✐♥ ❣r♦✉♣ ♦✛❡♥❞✐♥❣✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
t♦ s❡❧❡❝t ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛rt♥❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r st♦♣♣✐♥❣ s❤♦rt ❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❤✐♠ ❢r♦♠ t❤❡
❧♦❝❛❧ ♦✛❡♥❞❡r ♣♦♦❧ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡✱ ❛s ✐t
✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❧✐♥❦s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❛t ♦♥ ❝r✐♠❡
❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❡ss❛❣❡
t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s✱ ♦♥❡
❝❛♥ r❡❢❡r s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛t❝❤ t♦ t❛st❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr❛✐ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♠❛t❝❤ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❛rr❡st r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥
❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ t❛st❡ ❜✐❛s ✐s ❡①❡r❝✐s❡❞ ✐t ♠✐❣❤t ❣♦ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ♣✐♥ ♣♦✐♥t
❜✐❛s❡s✳

❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr❛✐ts ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛
♣❛rt♥❡r ❜❛s❡❞ s♦❧❡❧② ♦♥ ❛❜✐❧✐t②✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡
♣❛rt♥❡r ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤❡♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr❛✐t✱ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❜✐❧✐t② ❢❛✐❧s✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ♠② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②
❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝❡♥✲
t✐✈❡s t♦ ♠❛t❝❤ ♦♥ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ■ ✜♥❞ t❤❛t ❝r✐♠✐♥❛❧s ❧✐❦❡ t♦ ✐♥❞✉❧❣❡ t❤❡✐r ❝♦st❧②
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ❜✐❛s❡s✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ■ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛✐❞
t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✹
❛♥❞ ✺ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②✱ r❡s✉❧ts ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻
❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❉❛t❛

❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝✐❞❡♥t ❇❛s❡❞ ❘❡♣♦rt✲
✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭◆■❇❘❙✮✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ❚❤❡ s❛♠✲
♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ r✉♥s ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✶✵✳ ◆■❇❘❙ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ r❡❝♦r❞s ♦♥ ❝r✐♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥ts s✉❜♠✐t✲
t❡❞ ❜② ❧❛✇ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❛❣❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡❝♦r❞s ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥②
♣❡r♣❡tr❛t♦rs ✇❡r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✱ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠❡✳ ❚❤❡ ◆■❇❘❙ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❯❙✳ ■♥ ✶✾✾✺
❛❣❡♥❝✐❡s ✐♥ ✾ st❛t❡s s✉❜♠✐tt❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ ✷✵✶✵ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✸✻ st❛t❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜♠✐ss✐♦♥ ❡✛♦rt ✭♣r❡s✉♠❛❜❧②✱ ✐t ✐s ❝♦st❧✐❡r ❢♦r ❜✐❣❣❡r
❛❣❡♥❝✐❡s✮✱ t❤❡ ◆■❇❘❙ ✐s s❦❡✇❡❞ t♦✇❛r❞s ❝r✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧❡r
❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❛❣❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥t② t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢r♦♠ ✶ t♦ s❡✈❡r❛❧
❛❣❡♥❝✐❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♦♥❡
❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡rs❡❡♥ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❧❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❛❣❡♥❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ tr❛❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦r t②♣❡s ♦❢ ❝r✐♠❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐t❤✐♥
❛♥ ❛❣❡♥❝②✬s ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ s♦ ■ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ✇✐t❤ ❝✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

Pr♦♣❡rt② ❝r✐♠❡s ❛r❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❝r✐♠❡ ✇❤❡r❡ ♦✛❡♥❞✐♥❣ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❞❡rs✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛✲
s♦♥✱ ■ s❡❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❝r✐♠❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❯♥✐❢♦r♠ ❈r✐♠❡ ❘❡♣♦rts

✺



❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐♠❡s✿ ❛rs♦♥✱ r♦❜❜❡r②✱ ❜✉r❣❧❛r②✱ ❧❛r❝❡♥② ♦✛❡♥s❡s s✉❝❤ ❛s
♣♦❝❦❡t✲♣✐❝❦✐♥❣✱ ♣✉rs❡✲s♥❛t❝❤✐♥❣✱ s❤♦♣❧✐❢t✐♥❣✱ t❤❡❢t ❢r♦♠ ❜✉✐❧❞✐♥❣✱ t❤❡❢t ❢r♦♠ ❝♦✐♥
♦♣❡r❛t❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❡❢t ❢r♦♠ ❝❛r ♦r ❝❛r✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧❛r❝❡♥② ❛♥❞ s❡❧❧✐♥❣ ♦❢ st♦❧❡♥
♣r♦♣❡rt②✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✱ ■ ❡①❝❧✉❞❡ ❛❣❡♥❝✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡♣♦rt ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝r✐♠❡
❢♦r ❛ ✇❡❡❦✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❉❛❤❧ ✫ ❉❡❧❧❛❱✐❣♥❛ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♠② ❛♥❛❧②s✐s
♦♥ ❝r✐♠❡ ❝♦♠♠✐t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡✳ ❉r♦♣♣✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ r❛❝❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❧❡❛✈❡s ♠❡ ✇✐t❤ ✾✽ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳
■ s❡❧❡❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺ ❛♥❞ ✻✺ ②❡❛rs ♦❢ ❛❣❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦✉t ♦✛❡♥❞❡rs ✇❤♦
❛r❡ ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧② ②♦✉♥❣ ♦r ♦❧❞ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✽✼ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥✳
❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦✉♣❧❡s ❛♠♦✉♥ts t♦ ✼✽ ♣❡r❝❡♥t✳ ■♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s ■ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t❡ ♠② ❛♥❛❧②s✐s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❛rr❡sts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♦♥ ❞❛②❧✐❣❤t ❝r✐♠❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ r❡♣♦rt✐♥❣
❜✐❛s✳ ■ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♠② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s✱ ❜✉t ■ ♣r♦✈✐❞❡ r♦✲
❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r r❛❝❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ▲❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❛❣❡♥❝✐❡s
❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✐♥
❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡❝♦r❞s ❛r❡ ❛s ✐❢ r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ■ r❛♥❞♦♠✲
✐③❡ t❤❡✐r ♦r❞❡r ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✜rst ❢♦r t❤❡
❝r✐♠✐♥❛❧ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥✳

❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝r✐♠✐♥❛❧ ✐s ✷✺ ②❡❛rs ♦❧❞ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡✱ ❤❡ ❝♦♠♠✐ts ✶ ♦✛❡♥s❡ ♣❡r ❝r✐♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ■t
✐s ✇♦rt❤ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝r✐♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♠✐❣❤t ✐♥✈♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♦✛❡♥s❡s✱
❢♦r ❡✳❣✳ ❛ss❛✉❧t ❛♥❞ r♦❜❜❡r② ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛s ♦✛❡♥s❡s✳ ❍❡ ❢❛❝❡s ❛ ✵✳✻
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛rr❡st❡❞✳ ❚❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✛❡♥❞❡rs ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ✐s ✵ ②❡❛rs✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✭❛s ✐♥ |AgeGap|✮ ✈❛❧✉❡ ✐s ✹✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥❝② ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❢❡♠❛❧❡s t✐♠❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✇❤✐t❡s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛tt❛✐♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✵ ♦r ✶ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛r❦❡t ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s✳ ❲✐t❤
❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥
❝r✐♠✐♥❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ t♦t❛❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ✶✱✽✺✼✱✷✼✷ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣
✾✷✽✱✻✸✻ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t t♦ t✇♦✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡
✇✐t❤ ❞②❛❞✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡
t♦t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✹ t②♣❡s✿ ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡s✱ ❜❧❛❝❦ ❢❡♠❛❧❡s✱ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡s ❛♥❞
✇❤✐t❡ ❢❡♠❛❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡✳ ❚❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ t❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ❞♦❡s ❛ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧✱ ❢♦r
❡✳❣✳ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡✱ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡s
❡♠❡r❣❡ ❛s t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❢❡♠❛❧❡s ❛s t❤❡ ❧❡❛st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝r✐♠✐♥❛❧s✳
■♥ ✼✽✪ t❤❡② ♣❛✐r ✉♣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❢❡♠❛❧❡s✳ ❇❧❛❝❦
❢❡♠❛❧❡s ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ✻✼✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❲❤✐t❡ ♠❛❧❡s ❝❤♦♦s❡ ♦t❤❡r
✇❤✐t❡s ✐♥ ✾✹✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✼✹ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦t❤❡r ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡s✳
❲❤✐t❡ ❢❡♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♦t❤❡r ✇❤✐t❡s✱ ❜✉t ✺✶✪ ♦❢ t❤❡♠ ❛❧s♦
❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❣❡♥❞❡r✳ ❈r♦ss✲r❛❝❡ ♠❛t❝❤❡s ♦❝❝✉r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡
❝❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♣r❡❢❡rs ❤✐s ♦✇♥ t②♣❡ ❛s ❛
♣❛rt♥❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✜rst t♦ r❡❢✉t❡ t❤❛t
♣❛rt♥❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✷ ✐t ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s ♣r❡❢❡r ♣❛rt♥❡rs ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡✳ ❆ ❢✉rt❤❡r

✻



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙✉♠♠❛r② ❙t❛t✐st✐❝s

▼❡❛♥ ❙❉
❲❤✐t❡ ✵✳✻✺✵ ✵✳✹✼✼
❋❡♠❛❧❡ ✵✳✸✵✼ ✵✳✹✻✶
❆❣❡ ✷✺✳✻✶✽ ✾✳✽✼✺
❙✉❝❝❡ss ✵✳✻✵✸ ✵✳✹✽✾
❖✛❡♥s❡s ✶✳✵✶✹ ✵✳✶✸✷
❆❣❡ ●❛♣ ✹✳✹✷✻ ✻✳✸✻✾
❆❣❡♥❝② ✳✵✼✶ ✳✷✺✻
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✶✽✺✼✷✼✷

◆♦t❡s✿ ❆♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐♥ ❛ ❝r✐♠❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥❝② ✐♥
❝❡rt❛✐♥ ❞❛t❡ ❛♥❞ ❤♦✉r✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ❛r❡ ❞✉♠♠✐❡s✳ ❆❣❡ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥
✶✺ ❛♥❞ ✻✺✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❛rr❡st r❛t❡✳ ❊❛❝❤ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❤❛s ♦♥❡ ♦r
♠♦r❡ ♦✛❡♥s❡s ♦♥ ❤✐s r❡❝♦r❞ ❢♦r t❤❡ ❝r✐♠❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❆❣❡ ●❛♣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs✳ ❆❣❡♥❝② t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ✶ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✲❛❣❡♥❝② ❝❡❧❧
t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦♥❧② ✇❤✐t❡s✱ ♦♥❧② ❜❧❛❝❦s✱ ♦♥❧② ❢❡♠❛❧❡s ♦r ♦♥❧② ♠❛❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈r♦ss ❚❛❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P❛✐rs

❚♦t❛❧ ❙✉❝❝❡ss ❇❧❛❝❦ ▼❛❧❡s ❇❧❛❝❦ ❋❡♠❛❧❡s ❲❤✐t❡ ▼❛❧❡s ❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡s
❇❧❛❝❦ ▼❛❧❡s ✵✳✷✻✶ ✵✳✼✶✼ ✵✳✼✼✾ ✵✳✷✽✸ ✵✳✵✺✶ ✵✳✵✹✽
❇❧❛❝❦ ❋❡♠❛❧❡s ✵✳✵✽✾ ✵✳✺✶✽ ✵✳✵✾✼ ✵✳✻✸✵ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✷✺
❲❤✐t❡ ▼❛❧❡s ✵✳✹✸✸ ✵✳✻✵✵ ✵✳✵✽✹ ✵✳✵✷✺ ✵✳✼✸✼ ✵✳✹✶✸
❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡s ✵✳✷✶✼ ✵✳✺✵✼ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✻✷ ✵✳✷✵✼ ✵✳✺✶✹

◆♦t❡s✿ ❆♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐♥ ❝r✐♠❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥❝②✳
❚❤❡ t②♣❡s ❤❡r❡ ❛r❡ ✹✿ ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡s✱ ❜❧❛❝❦ ❢❡♠❛❧❡s✱ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡s✱ ✇❤✐t❡ ❢❡♠❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s
s✉♠ t♦ ✶✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❇✐❛s ❛❣❛✐♥st ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❛❧❡s

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ Pr(female, female) ❛♥❞ Pr(female)×Pr(female)✳
❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❣❛♣ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ✵ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐❛s ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✶✵✵✵ ❜♦♦tstr❛♣ ❞r❛✇s ♦❢ ✶✵ ✵✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡❛❝❤✳ ❚❤❡
❧❛r❣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❛② r❡✢❡❝t t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
❡✛♦rt ♦❢ ◆■❇❘❙✱ ❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ✶✾✾✺ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ ✷✵✶✵✳

❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ t✇♦ ❢❡♠❛❧❡s✿

Pr(female1, female2) = Pr(female1)Pr(female2|female1)

■❢ ✷ ♣❛rt♥❡rs ♠❛t❝❤ ✉♣ r❛♥❞♦♠❧②✱ t❤❡♥ Pr(female2|female1) = Pr(female2)✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❢❡♠❛❧❡ ♣❛rt♥❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ♦✇♥ ❣❡♥❞❡r✳ ■♥ ✜❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ■ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ Pr(female1, female2) ❛♥❞ Pr(female1)Pr(female2) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ r❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ✲ ❜② r❡✲
♣❡❛t❡❞ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧
✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ②❡❛r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶ Pr(female1, female2) ❃
Pr(female1)Pr(female2)✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t Pr(female2|female1) 6= Pr(female2)
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❢❡♠❛❧❡ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♠❛t❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♦✇♥ t②♣❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦t r❛♥❞♦♠ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ r❛❝❡✳

■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ❝r✐♠✐♥❛❧s ❞♦ ♥♦t ❢♦r♠
♣❛rt♥❡rs❤✐♣s r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② s❡❣r❡❣❛t❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐✈❡
❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❣❡♥❞❡r ♦r ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♥❞❡r ❜✐❛s ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥

✽



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❇✐❛s ❛❣❛✐♥st ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❇❧❛❝❦s

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ Pr(white, white) ❛♥❞ Pr(white)×Pr(white)✳ ❲❤❡♥✲
❡✈❡r t❤❡ ❣❛♣ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ✵ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐❛s ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✶✵✵✵ ❜♦♦tstr❛♣ ❞r❛✇s ♦❢ ✶✵ ✵✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦♥✲
✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❛② r❡✢❡❝t t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡✛♦rt ♦❢
◆■❇❘❙✱ ❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ✶✾✾✺ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ ✷✵✶✵✳

✾



s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✳

✸ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝r✐♠❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♣r❡s❡♥ts ✐ts❡❧❢✱ ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛
♣❛rt♥❡r ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ❥♦✐♥t❧② t♦ ❡①♣❧♦✐t ✐t✳ ❆ ♣❛rt♥❡r ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛r✐✲
❡t② ♦❢ ♠♦t✐✈❡s ✲ ❢♦r ❡✳❣✳ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ s❦✐❧❧s✱ ♠❡♥t♦rs❤✐♣ ♦r ❝♦✉r❛❣❡✳ ❲❤✐❧❡
♠♦t✐✈❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛s❡✱ ♣♦❧✐❝✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ♣❧❡❛ ❜❛r❣❛✐♥ t♦ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣❛rt♥❡r ❛rr❡st❡❞
✜rst✱ ❡❛❝❤ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❢❛❝❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♣❛✐r ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st s✉❝✲
❝❡ss❢✉❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ♦r✱ ♣✉t s✐♠♣❧②✱ ♦♥❡ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❣❡t ❛rr❡st❡❞ ❛♥❞
✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✏s✐♥❣✑ t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝❡✱ ✐❢ ❛rr❡st❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ❝r✐♠✐♥❛❧ ✇♦✉❧❞
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt♥❡r t❤r♦✉❣❤ ❤❡r ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❛
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣✱ ✐t s❡❡♠s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
t❤❛t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② tr❛✐ts ❜❡t✇❡❡♥
♣❛rt♥❡rs✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛s ❛ ♠❛t❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✸ ♣❛tt❡r♥s ✐♥
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt♥❡rs✳ ❋✐rst✱ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧✬s tr❛✐ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s✳
❙❡❝♦♥❞✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ❛❜❧❡ ♣❛rt✲
♥❡r ♣r❡❢❡rs t❤❡ ❧❡❛st ❛❜❧❡ ♦♥❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤✐r❞✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s
❛ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤❡r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ ❝❛♥
t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❡s✱ ❛s ✐♥
t❤❡ ✜rst ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♠♦t✐✈❡ ❛t ❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡
❝❛♥ ❜❡ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛❜❧❡ ♣❛rt♥❡r ✇❛♥ts t♦ t❡❛❝❤✱ s♦ ❤❡
✇♦✉❧❞ ✇❛♥t t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❧❡❛st ❛❜❧❡ ♣❛rt♥❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛rr❡st ✐♥❝❡♥t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❛rt♥❡r ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
t❤❛t ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❛❜❧❡ ❛s ❤✐♠ ❛s ♥♦t t♦ ❣❡t ❛rr❡st❡❞✳

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t❤❡♠✱
❡❛❝❤ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss p ∈ [0, 1]✳ ♣ ✐s str✐❝t❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❛t ✐s✱ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ p ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ t❤❛♥ ❝r✐♠✲
✐♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ p✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ▼ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s
❛♥❞ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❛ ♠❛t❝❤
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷ ❝r✐♠✐♥❛❧s✱ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣
♠ ❛♥❞ ♥✳ ❈r✐♠✐♥❛❧s ❣❡t ❛♥ ❡①♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛♥❞♦♠ r❡t✉r♥ ♦♥ ❝r✐♠✐♥❛❧
❛❝t✐✈✐t② Y ≥ 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧
♦❜s❡r✈❡s t❤❡ r❡❛❧ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐s ♣❛rt♥❡rs✱ s♦ t❤❛t ❤❡ ❝❤♦♦s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡s
t❤❛t ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦r ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❤✐♠ ✐♥ t❤✐s ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❆❧s♦✱ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❤❛s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣❛rt♥❡rs ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣✳ ❲✐t❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs ✐s ♥♦♥ r❛♥❞♦♠
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❛s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡♠✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝r✐♠✐♥❛❧s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐♥ ❛
♣❛rt♥❡rs❤✐♣✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❛❣r❡❡
t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❝❡ ❛ ❝r✐♠❡ ✐s ❝♦♠♠✐t❡❞ t❤❡② ♣❛rt ✇❛②s✳

▲❡t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉t✐❧✐t② Tm ❞❡♥♦t❡ ❛ t❛st❡ ❢r♦♠ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝r✐♠❡ ✇✐t❤
❛ ♣❛rt♥❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡

✶✵



♦✇♥ ❣r♦✉♣ ✐s ✵✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ✐t ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡①❡r❝✐s❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ s✉❝❝❡❡❞s✳ ❆ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡s ❤✐s
❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

EUmn(p
2) = p1mp2n(Y + Tm) + p1m(1− p2n)(Y − S + Tm) + ✭✶✮

p2n(1− p1m)0 + (1− p2n)(1− p1m)0

✇❤❡r❡ p1m ❛♥❞ p2n ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r s✉❝❝❡ss r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❝r✐♠✐♥❛❧ ✶
❢r♦♠ ❣r♦✉♣ ♠ ❛♥❞ ❤✐s ♣❛rt♥❡r ✷ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ ♥✳ ■❢ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✶ ❣❡ts ❛rr❡st❡❞ ❤❡
❣❡ts ❛ ❞✐s✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✵✳ ■❢ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t ❛rr❡st❡❞ ❤❡ ✇✐❧❧
❣❡t t❤❡ r❡t✉r♥ Y ✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❤✐s ♣❛rt♥❡r ❣❡ts ❛rr❡st❡❞ ❤❡ ✇✐❧❧ ❣❡t
t❤❡ s❛♠❡ r❡t✉r♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt❡❞ ❛♥❞ s❤❛r❡❞ t❤❡ ❜♦♦t②✱
❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛rr❡st ❤❡ ✇✐❧❧ ❧♦♦s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉t✐❧✐t②
S > 0 ❢♦r t❤❡ s❡❝✉r✐t② t❤❛t ❤✐s ♣❛rt♥❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❜② st❛②✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ❧❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✶✷✸✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡r✱
❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❛❜❧❡ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝❤♦♦s✐♥❣ ❝r✐♠✐♥❛❧✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ✇✐t❤ ❛
❜❡tt❡r ♣❛rt♥❡r✹✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt♥❡r✱ ♠✉t✉❛❧ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
♦❢ ♠❛t❝❤❡s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✇✐❧❧ ♣❛✐r ✉♣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❜✐❧✐t② ✐♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ✏t❛st❡❧❡ss✑ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ Tm = 0 ❛♥❞ p1 = p2 ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❧❛t❡r ❛s ✉♥❜✐❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❤❛✈❡ ❛
r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ p1✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛❜✐❧✐t②✳ ■❢ ✶ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞
❧♦✇❡rs ❤✐s r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❛t ✐s✱ ❤❡ ❛❝❝❡♣ts ❛ ♣❛rt♥❡r t❤❛t ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✲
✐t② t❤❛♥ ❤✐♠ p2 < p1✱ t❤❡♥ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rs❡ ♦✛✳ ■❢ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt♥❡r
✇✐t❤ p2 > p1✱ t❤❡♥ ♥♦❜♦❞② ❡❧s❡ ✇♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❤✐♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r②❜♦❞② ❡❧s❡
❤❛s t❤❡ str❛t❡❣② t♦ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t
✵✳

■❢ ❛❧❧ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ✭t❤❛♥ t❤❡✐r ♦✇♥✮✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥
❞❡✈✐❛t❡ ♣r♦✜t❛❜❧② ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ❝r✐♠✐♥❛❧✳ ■❢ ❛❧❧ ❝r✐♠✐♥❛❧s
❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡♥ ♥♦❜♦❞② ✇♦✉❧❞ ❛❣r❡❡ t♦ ❛ ♠❛t❝❤ ✭❡①❝❡♣t
❛♠♦♥❣ pi = 1✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✇✐t❤ p2 > p1 ✇♦✉❧❞ ✇❛♥t t♦
♠❛t❝❤ ✇✐t❤ s♦♠❡♦♥❡ ♦❢ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② p3 > p2 > p1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛t❝❤✐♥❣
✇✐t❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❜✐❧✐t②✱ p1 = p2✱ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❙ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt♥❡r ♥♦t t♦ r❡♠❛✐♥ s✐♥❣❧❡✳ ■❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙ ❛♥❞ ❨ ✇❛s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ S < 1 ✇♦✉❧❞
✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt♥❡r ❜❡✐♥❣ ❛rr❡st❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❡❛✲❜❛r❣❛✐♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✳ ❙❡tt✐♥❣
S = Y (1−α) ✇♦✉❧❞ r❡❧❛① t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣❛rt♥❡r ❣❡ts ❛rr❡st❡❞✱ ✇❤♦s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs
❛❢t❡r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

✷❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ❥❛✐❧ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✵ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❙ ❛♥❞ ❨ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♥♦t ✈❛r② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡
♣❛rt♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t s❤❛r✐♥❣ r✉❧❡✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ t❤❡②
❛r❡ ❝r✐♠❡ s♣❡❝✐✜❝✳ ❋♦r ❡✳❣✳ ✐❢ ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❞❡❝✐❞❡s t♦ r♦❜ ❛ ❜❛♥❦ ❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❡❛r♥
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ♣❛rt♥❡r ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠❡ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❛ ❞✐s✉t✐❧✐t②
✐❢ ❤✐s ♣❛rt♥❡r ❣❡t ❝❛✉❣❤t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②
r❡t✉r♥ ♦♥ ❝r✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❨ ❢❛❧❧s ✐♥t♦
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❢♦r ❡✳❣✳ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✶✶✮✳

✸■❢ Tm✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✇❛s s♦♠❡❤♦✇ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ t❤❡♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✲ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♣❛rt♥❡r ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ♦✇♥✱
t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡✳

✹ ∂EU
∂p2

= p1S

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s

pm pn
p

❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✜❣✉r❡ ✸✳ ▲❡t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❛❜✐❧✐t② pmi t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❞❢ F ✇✐t❤ ♠❡❛♥ pm ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ δm✳
❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♠ ❣r♦✉♣ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛❜✐❧✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛t❝❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❣r♦✉♣s✱ ♠ ❛♥❞ ♥✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t pm < pn✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛t t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt♥❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✵✳ ■❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s ♦❢ ❣r♦✉♣s ♠ ❛♥❞ ♥ ❛r❡ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ❣r♦✉♣s✳ ■❢
❝r✐♠✐♥❛❧ ❥ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ ♥ ❞r❛✇s ❛ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ ♠ ❞r❛✇s
❛ ❤✐❣❤ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❢♦r♠ ❛ ♠❛t❝❤✳ ❋♦r ❡✳❣✳ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
✐♠♣❧② t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡❛♥ t❤❛♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦
♠❛❧❡s✱ t❤❡ ✇❤✐t❡ ✐♥ ❛ ❜❧❛❝❦✲✇❤✐t❡ ❣r♦✉♣ ❝❛♥ ♣r❡s✉♠❛❜❧❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝r✐♠✐♥❛❧
❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❤✐t❡ ✐♥ ❛ ✇❤✐t❡✲✇❤✐t❡ ❣r♦✉♣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✷ ❣r♦✉♣s
✇♦✉❧❞ s❡❣r❡❣❛t❡ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❣r♦✉♣s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧
♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ ♠✳

❘❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ✏t❛st❡❧❡ss✑ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❝❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♠ ❛♥❞ ♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠ ❝r✐♠✐♥❛❧✿

EUmn = p1m(Y − S + p2nS + Tm)

❲❤❡♥ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣❛rt♥❡r ❢r♦♠ ❤✐s ♦✇♥ ❣r♦✉♣ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❡r❝✐s❡
❛ t❛st❡✱ s♦ t❤❛t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣r♦✉♣✱ ✐❢ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ p1m = p2m

EUmm = p1m(Y − S + p2mS)

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣ ♠ ❝❤♦♦s❡s ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝r✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣ ♠ ❛♥❞ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣ ♥✿

EUmm − EUmn = p1m(S(p2m − p2n)− Tm)

❆♥② ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡r❡ ✐s ❜✐❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ s✉❝❤ t❤❛t pm 6= pn✳ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s
str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rs ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ✐ts❡❧❢✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ❝❛♥♥♦t ♠❛t❝❤ ✇✐t❤
✐t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✐ts ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❜✐❛s❡❞
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛ t❛st❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣ ♠❛t❝❤❡s ♦❜s❡r✈❡❞✳

✶✷



❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣ ♠❛t❝❤❡s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t EUmm−EUmn ≤ 0
❛♥❞ EUnn − EUnm ≤ 0✱ s✉❝❤ t❤❛t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r
✐♥❞✐✛❡r❡♥t t♦ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s✳ EUmm − EUmn ≤ 0 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

p2m − p2n ≤
Tm

S

✇❤❡r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t p1m = p2m✱ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ s✉❜s❝r✐♣ts✿

pm − pn ≤
Tm

S
✭✷✮

❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡q✉✐r❡s ❛ ✷ s✐❞❡❞ t❛st❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ pm ❢♦r t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❡❛r♥s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s✿

Tm + Tn ≥ 0 ✭✸✮

■♥ ✜❣✉r❡s ✹ ❛♥❞ ✺ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹❛ s❤♦✇s t❤❡
✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛st❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠ ❣r♦✉♣ ❝r✐♠✐♥❛❧✳
❚❤❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ❝r✐♠✐♥❛❧ ♠ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❛♥②
♥ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Tm✳ ❋♦r Tm > 0 t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✹✺ ❞❡❣r❡❡
❧✐♥❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✉♥❜✐❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉rs✳ ❆s ✐t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ✐❢ Tm > 0 t❤❡♥
pn < pm✱ ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✜♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ✇✐t❤ ❛
❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ❤✐s✳ ❋♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡✱ Tm < 0✱ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤
❛ ♣❛rt♥❡r ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ♦♥❧② ✐❢ ❤❡ ✐s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t②pn > pm✳

❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹❜ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✷ t❛st❡
t❡r♠s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ Tm = Tn > 0 ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✺✳ ■♥ t❤✐s
❛r❡❛✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✹✺ ❞❡❣r❡❡ ❧✐♥❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦r
❡✳❣✳ ✐❢ ❛❧❧ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ str❛t❡❣② t♦ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ s♦♠❡♦♥❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ❛❜✐❧✐t②✱
❛♥②♦♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rs❡ ♦✛ ♦r ♥♦t ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥❜✐❛s❡❞
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛s❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺❛ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥ ❣r♦✉♣
❤❛s ♥♦ t❛st❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠ ❣r♦✉♣ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ t♦ ❝♦♠♠✐t ❛
❝r✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺❜ t❤❡ t❛st❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱−Tn = Tm > 0✱ ❛♥❞ t❤❡
✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛t pn < pm✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✷ ✜❣✉r❡s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
♦♥❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛s ❜✐❣ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r ❣r♦✉♣✱ Tm > −Tn > 0✱ ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ❧✐♥❡s ❛♥❞✱ ❛❣❛✐♥✱ pn < pm✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❜✐❛s❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡✳

●✐✈❡♥ t❤❛t Tm ✐s ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ s♣❡❝✐✜❝✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■❢ ♦♥❡ r✉♥s t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷
pm − pn ♦♥ βT ✱ ✇❤❡r❡ ❚ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr❛✐t ❢♦r t❤❡ ♥
♣❛rt♥❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠✱ t❤❡♥ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t β ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t❛st❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❢r♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■❢ β ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❢♦r ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ ♠ ✭t❤❡ ✜rst ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r✮
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣ ♥ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐s ♦✇♥ ❣r♦✉♣✱
❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② pm > pn✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ β ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✵✱ ❛♥❞
②❡t t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛st❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt♥❡r✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣

✺❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✷✳

✶✸



pm

pn
T = 0

Tm > 0

Tm < 0

pm

pn < pm

pn = pm

pn > pm

✭❛✮ ❚❛st❡s ♦❢ ●r♦✉♣ ♠

pm

pn
T = 0

Tm > 0

Tn > 0

pm

p′′n < pm

pn = pm

p′n > pm

p′m > p′n

✭❜✮ P♦s✐t✐✈❡ ❚❛st❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❚❛st❡s

◆♦t❡✿ ❋✐❣✉r❡ ✹❛ ♣❧♦ts t❤❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠
❣r♦✉♣✳ ❇♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Tm < 0 ❛♥❞ Tm > 0 ❤❡ ❞❡s✐r❡s ♣❛rt♥❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ❛❜♦✈❡
t❤❡ ❧✐♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❛st❡ t❡r♠s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹❜ ♣❧♦ts t❤❡ ✷ s✐❞❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝r✐♠✐♥❛❧s✳

pm

pn
Tn = 0

Tm > 0

pm

p′′n < pm

pn = pm

pn < p′m

✭❛✮ ❖♥❡ ❚❛st❡

pm

pn

Tm = −Tn > 0

pm

pn < pm

✭❜✮ ❖♣♣♦s✐t❡ ❚❛st❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼❛t❝❤✐♥❣

◆♦t❡✿ ❋✐❣✉r❡ ✺❛ ♣❧♦ts t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡t ❢♦r ✷ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❣r♦✉♣s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Tn = 0 ❛♥❞ Tm > 0✳
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡t ✐s t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ t❛st❡ ❧✐♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺❜ ♣❧♦ts
t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡t ❢♦r Tn < 0 ❛♥❞ Tm > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t Tn = −Tm✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♠❛t❝❤✐♥❣ s❡t ✐s ❛ ❧✐♥❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ pm > pn

✶✹



❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ 45 ❞❡❣r❡❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ beta 6= 0 ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦
s❛② t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❛st❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❛t✐st✐❝✳

■❞❡❛❧❧②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐♠✐♥❛❧
♣❛✐r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣✐♥♣♦✐♥t t❤❡ ✜♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ pm ❛♥❞ pn ✐♥ ❛ ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝❛♥
r❡❧❛t❡ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤ t♦ ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡ tr❛✐ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♠❛t❝❤❡s ✐♥
t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛❜✐❧✐t② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❛st❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr❛✐ts✳

✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t p1 = p2 ♠❡❛♥s t❤❛t ❝r✐♠✐♥❛❧s ✐♥ ❛ ♣❛✐r ❛r❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r q✉❛❧✐t②✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✇❡r❡ ❛rr❡st❡❞ ♦r ♥♦t
❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ p1− p2 = 0✳ ■♥ ♣❛✐rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❣♦t
❛rr❡st❡❞ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡✐r q✉❛❧✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t t❤❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rr❡st ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❋r♦♠ t❤❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣
❝❛✉❣❤t ❛♥❞ ❛rr❡st ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝✐♥❣✱ ♥♦t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ♠✐st❛❦❡
❞✉❡ t♦ ❜✐❛s✳ ❖♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ ■ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ♠✐st❛❦❡s ❛♠♦✉♥t t♦ ❛
s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐❛s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❣❡♥❞❡r✳

■❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

p1 = a1 + a1 × a2 ✭✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝r✐♠✐♥❛❧ a1 ❛♥❞ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝r✐♠❡✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐s ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ♣❛rt♥❡r a1×a2✱ s♦ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
♦✇♥ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✻✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✷ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t t❤❡ ❝r✐♠❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡r♠✱ s♦ t❤❛t✿

p1 − p2 = a1 − a2 ✭✺✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤✐s ■ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

p1 − p2 = (X1 −X2)β + υ ✭✻✮

❚❤❡ ♥❡t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s X1 − X2 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐t❡✱ ❢❡✲
♠❛❧❡ ❛♥❞ ❛❣❡✳ ❋♦r ❡✳❣✳ ✇❤✐t❡= white1 − white2✱ ✇❤❡r❡ white1 ❛♥❞ white2
❛r❡ ❞✉♠♠✐❡s ❢♦r ✇❤✐t❡ r❛❝❡ ❢♦r ❝r✐♠✐♥❛❧ ✶ ❛♥❞ ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛ ❜❧❛❝❦✲
✇❤✐t❡ ♣❛✐r ✇❤✐t❡= 0 − 1 = −1✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣❛✐r ✐s r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ❛ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✐③❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t
βwhite1 = −βwhite2

✼✳
▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ H0 : β = 0 t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷

❛❜✐❧✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✵ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉♥❜✐❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ H1 : β 6= 0✱ t❤❡

✻❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s p1 = A(a1)+B(a1, a2)✱ ✇❤❡r❡ ❆ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❇ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts✳

✼❚❤❡ s②♠♠❡tr② ✐s ♣r❡s❡♥t ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤
s❡♣❛r❛t❡ β✬s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦✛❡♥❞❡rs✳

✶✺



♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
♥❡t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❛st❡✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❛❞ ✏♠❛❧❡✲❢❡♠❛❧❡✑ ❛s ✜rst ❝r✐♠✐♥❛❧
✐s ♠❛❧❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐s ❢❡♠❛❧❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❛st❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜rst✱ ♠❛❧❡✱ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✏s✇✐t❝❤✑ ♦❢ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ X2✱ ♦r
t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛✐t✳

❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝t ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦✉t ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❧❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❛❣❡♥ts✱ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦❧✐❝❡♠❡♥ ♦♥ ♣❛tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❛② ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠❡✱ ❝r✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♦t❤❡r
tr❛✐ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✽✳ ❙❡❛r❝❤ ❢r✐❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ♥♦t ❛ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❙❤✐♠❡r ✫ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✻✮
s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
✵✱ ❛s t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r❡❞✐❝ts✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ p1−p2 ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s {−1, 0, 1} ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♠❡❛♥
♦❢ ③❡r♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❛s r❡❣r❡ss♦rs✱ ✇♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤ ❛s ❡✈❡r② ♠❛t❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤
♣❛rt♥❡rs s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❖♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s
✐♥ t❤✐s ♣❛✐r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ p✬s ✭❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✮✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐❢ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❜✐❧✐t② ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡♠✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❢♦r ❡✳❣✳ ❛ ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡
♠❛❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ p1 > p2✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐t❡✳ ❚❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇♦✉❧❞ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t❛st❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜✐❛s ❢♦r ❜❧❛❝❦s✳
❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ✇❤✐t❡ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt♥❡r ✐s ✇❤✐t❡ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐ts❡❧❢ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✱
❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ ❢♦r
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡s✱ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❤✐t❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐st❛st❡ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣
✇✐t❤ ❜❧❛❝❦s✳ ■❢ ✇❤✐t❡❂✵✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦r ❛ ❜✐❛s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ ❞✐✈❡rs❡ r♦❜✉st♥❡ss
❝❤❡❝❦s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ✇❤✐t❡ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ❢❡♠❛❧❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✹ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✉❝❝❡ss ♠❡❛♥s✳ ❚❤❡ ✜rst
✷ ❝♦❧✉♠♥s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p1 ❛♥❞ p2 ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛st
✷ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳

■♥ ♠❛❧❡✲❢❡♠❛❧❡ ❣r♦✉♣s ❢❡♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ❢❡♠❛❧❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ s❤♦✇✲
✐♥❣ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❡♠❛❧❡s ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t ❛rr❡st❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❛
♠❛❧❡✲❢❡♠❛❧❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ♥❡t ❜✐❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✾✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❧❡s t❤❡ t❛st❡ ❢♦r ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❢❡♠❛❧❡s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ t❛st❡ ❢♦r ♦t❤❡r ♠❛❧❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❢❡♠❛❧❡s

✽▲♦❝❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s✳
✾❢❡♠❛❧❡= female1−female2✱ ✇❤❡r❡ female1 ❛♥❞ female2 ❛r❡ ❞✉♠♠✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs

❢♦r ❢❡♠❛❧❡ ❣❡♥❞❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡♠❛❧❡❂✵✲✶❂✲✶✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s female2✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✳

✶✻



❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛❧❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss
❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡✬s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❛ ❜❧❛❝❦ ❢❡♠❛❧❡✳ ❋♦r t❤❡♠ t❤❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡s ❢❛❝❡ ❛
❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss t❤❛♥ ❜❧❛❝❦ ❢❡♠❛❧❡s✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
pblackmale−pblackfemale > 0 ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛t❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ❢❡♠❛❧❡

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ̂pblackmale − pblackfemale < 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡
❜❧❛❝❦ ❢❡♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss t❤❛♥ ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡s✱ ❜✉t ✇❤❡♥✲
❡✈❡r t❤❡② ❢♦r♠ ❛ ❝r♦ss✲❣❡♥❞❡r ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t②✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ♣❛✐r✱ ✇❤❡r❡ ✇❤✐❧❡ ✇❤✐t❡
♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛t❝❤❡s t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❛
❧♦✇❡r ❝r✐♠✐♥❛❧ q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ❢❡♠❛❧❡s ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ s✉❝❝❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡✐r ❣❡♥❞❡r ♦r t❤❡② ❛❝❝❡♣t ❛ ♠❛❧❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s✉❝❝❡ss r❛t❡✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ✐♥ ❛ ❜❧❛❝❦✲✇❤✐t❡ ❝♦✉♣❧❡ ✇❤✐t❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t
❛rr❡st❡❞✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ r❛❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❤✐♥t✐♥❣ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t
❜✐❛s✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❜❧❛❝❦s t❤❡ t❛st❡ ❢♦r t❤❡✐r ♦✇♥ ❣r♦✉♣ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❛st❡
❢♦r t❤❡ ✇❤✐t❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐t❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠
❛ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ t②♣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r✐♥❣ r❛❝❡ ❛♥❞ ❣❡♥❞❡r✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤
♣❛rt♥❡rs ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧❛❝❦
♠❛❧❡s ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❢❡♠❛❧❡s✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❤✐t❡ ❢❡♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❛✈❡r❛❣❡
♠❡❛♥ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❜✉t ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❝❦ t❤❡② ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡ ♥❡t ❜✐❛s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ ❤✐♥t✐♥❣
❛t ❡✐t❤❡r ♥♦ ❜✐❛s❡s ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♠❛t❝❤❡s ♦r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✇❤✐t❡s
✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛st❡ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t ♣❛rt♥❡rs ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✷
❣r♦✉♣s ♠❛t❝❤ ♦♥ ❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧✳ ❚❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✉♥❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐s ❛ ❤✐♥t ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐❛s ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rr❡st ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛♥❡❝❞♦t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❝r✐♠✐♥❛❧s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❣❡t ❝❛✉❣❤t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛
t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❙❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs ❢❛❝❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛rr❡st✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ♣♦❧✐❝❡ ❡①❡rts ❡q✉❛❧ ❡✛♦rt t♦ ❝❛t❝❤
❡❛❝❤ ♣❛rt♥❡r✳ ■❢ t❤✐s ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦❧✐❝❡ ❡✛♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡
♣♦❧✐❝❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❛❣❡r t♦ ❛rr❡st t❤❡ ♠❛❧❡ ✐♥ ❛ ♠❛❧❡✲❢❡♠❛❧❡ ♣❛✐r ❛♥❞ t❤❡ ✇❤✐t❡ ✐♥
❛ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♣❛✐r✳ ■ ❦♥♦✇ ♦❢ ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳

❚❤✐r❞✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ♠✐❣❤t ♣✐❝❦ ✉♣ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t
❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦♥❡s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s r❡sts✱ ❜✉t t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ❝♦✉❧❞ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s❡❧❡❝t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧✐❝✐♥❣✳

✶✼



✺ ❘♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ♦❢ t❛❜❧❡ ✸
■ ♣r❡s❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❢♦r ②❡❛r ❛♥❞ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥❝②✳
❘❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝r✐♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❢✲
❢❡❝ts ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ♣❛rt♥❡rs✳
❙❡❝♦♥❞✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❢♦r ♥♦♥✲❛rr❡st❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡♣♦rt✐♥❣ ❜✐❛s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ ■ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ❛❣❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✸ ♦❢
t❛❜❧❡ ✸✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s✐❣♥✱ ❜✉t t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✳
❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❛tt❡♥✉❛t❡s ❡s✲
t✐♠❛t❡s✱ ♦r✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ■ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s t❤❛t ✇❡r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦
s❡❧❡❝t ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✹ ♦❢ t❛❜❧❡ ✸ ■ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② r❡t✉r♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt♥❡r✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐t ❛s ❛ ❝♦✈❛r✐❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ st♦❧❡♥ ❧♦♦t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✺ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s ✇❤♦s❡ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ♦❧❞❡r t❤❛♥ ✷✾ ②❡❛rs✳ ❚❤❡s❡
♦✛❡♥❞❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r✳
❨❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ✇❤✐t❡s✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✻ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❝r✐♠❡s t❤❛t ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ❞❛②❧✐❣❤t ❤♦✉rs✱
❜❡t✇❡❡♥ ✽ ❛♥❞ ✶✾✳ ❚❤✐s ❝❤❡❝❦ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r❡♣♦rt✐♥❣ ❜✐❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦❛❦
♦❢ t❤❡ ♥✐❣❤t✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝r✐♠❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✛❡♥❞❡rs ✇❛s ❛rr❡st❡❞ ✭t❤✉s✱
s✉❜s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✸✮ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦
t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✸✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ s✐③❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ r❡❧❛①✐♥❣ s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝r✐♠❡ ♠❛r❦❡t ✐s t♦
s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣❛rt♥❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦✇♥ ❣❛♥❣✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✶ ♦❢ t❛❜❧❡ ✺ ■ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r
❣❛♥❣ ❛✣❧✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡❛s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❣❛♥❣ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ♠❛t❝❤❡s ♦❢ ♥♦♥✲❣❛♥❣ ❛♥❞ ❣❛♥❣ ♠❡♠❜❡rs✱ t❤❡
❣❛♥❣ ♦♥❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t ❛rr❡st❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❞✉❡ t♦ ✐♥❤❡r❡♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❛♥❞ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❢r♦♠ ❣❛♥❣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❢♦r♠❡r ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t ❛rr❡st❡❞✱ ♦r✱ ❧❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❤❛s ❛♥ ❡❛s✐❡r ❛❝❝❡ss
t♦ ❣❛♥❣st❡rs ❞✉❡ t♦ ❢♦r ❡✳❣✳ ✐♥❢♦r♠❛♥ts✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ■ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❤♦✐❝❡
s❡t ♦❢ r❛❝❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❝❦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✸ ■ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r s❛♠❡ ♦✛❡♥s❡ ✲
✐❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❝♦♠♠✐t t❤❡ s❛♠❡ ♦✛❡♥s❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ❛❜❧❡ t♦ ❥✉❞❣❡ ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧ r❡❛s♦♥s ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ■ r❡str✐❝t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡ ❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✷ ♦✛❡♥❞❡rs✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✹ ♦❢ t❛❜❧❡ ✺ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦♥❧② t❤♦s❡
♣❛✐rs ✇❤♦s❡ ❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✺ ②❡❛rs✶✵✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡
❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❤✐♥t✐♥❣ t❤❛t ♦❧❞❡r ♦✛❡♥❞❡rs ❛r❡ ❧❡ss
s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ r❛❝❡ ✐s ❧♦✇❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜✐❛s
❢♦r ♦❧❞❡r ♣❛rt♥❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ②♦✉♥❣❡r
♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡② ❡♥❥♦② ❛ ❜✐❛s ♣r❡♠✐✉♠ ✐♥ t❤❡✐r ❢❛✈♦✉r✳ ❚❤✐s ❛❣❡ ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦
❞✉❡ t♦ str❛t❡❣✐❝ ♣♦❧✐❝✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♦✛❡♥❞❡rs ❛r❡ ②♦✉♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦❧❞❡r
♦♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✏❜❛❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡✑✱ ♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❧❞❡r ♦✛❡♥❞❡r ✐s ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧✐❝❡✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✺ ■ ❡①❝❧✉❞❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛
❣✐✈❡♥ ❛❣❡♥❝②✲②❡❛r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s ✇❡r❡ ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧❛❝❦s

✶✵❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❣❡ ❣❛♣ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ❜✉t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥
✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛♣s✳

✶✽



♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♠❛r❦❡t ✇♦✉❧❞ s✉✛❡r ❢r♦♠ ♥♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
♦t❤❡r ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✻ ■ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ❛❣❡♥❝✐❡s
✐♥t♦ ❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❝✐t②✲②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ r♦❜✉st
t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛❧❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❉✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❝r✐♠❡ t②♣❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t
❢♦r ✇❤✐t❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❤♦♣✲❧✐❢t✐♥❣✱ t❤❡❢t ❢r♦♠ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ r♦❜❜❡r✐❡s✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡❢ts ❢r♦♠ ❛♥❞ ♦❢ ♠♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❜✉r❣❧❛r✐❡s✱
r♦❜❜❡r✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❧❛r❝❡♥② ❛♥❞ st♦❧❡♥ ♣r♦♣❡rt② ♦✛❡♥s❡s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡ ✐s
❜❛r❡❧② ❛♥ ❡✛❡❝t ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s ✐♥ s❤♦♣❧✐❢t✐♥❣✱ ❛ ❝r✐♠❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡✐r ❣❡♥❞❡r✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦st ♠❛t❝❤❡s ✐♥ t❤✐s
❝r✐♠❡ s❡❝t♦r ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡♠❛❧❡s✱ ♦r t❤❡r❡ ✐s ❥✉st ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s✱
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ s❤♦♣❧✐❢t✐♥❣ ❛♥❞ r♦❜❜❡r✐❡s ❛❣❡ ✐s
❛♥ ❛ss❡t✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝❛r t❤❡❢t ✐t ✐s ❛ ❧✐❛❜✐❧✐t②✳

❋✉rt❤❡r ♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s
✹ ❛♥❞ ✺ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✺ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
✻✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✷ ❝r✐♠✐♥❛❧s✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❛❧②③❡s ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ❝r✐♠✐♥❛❧s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ❜✐❛s ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts ♣❛tt❡r♥s ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t②✳ ❆rr❡st r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ♠❡ t♦
♣✐♥♣♦✐♥t ♠❛t❝❤❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❜✐❧✐t② ❞✐✛❡rs✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ❣♦t
❛rr❡st❡❞ t❤✐s ♠✐❣❤t ❤✐♥t ♦♥ t❤❡r❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ s❦✐❧❧s ♦❢ t❤❡
♣❛rt♥❡rs✳ ■❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤✐s ♠✐❣❤t
❜❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ❜✐❛s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ t✇♦ ✇❤✐t❡
♠❛❧❡s ♦♥❡ ❣❡ts ❛rr❡st❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡
♠❛❧❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t ❛rr❡st❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❦✐♥ ❝♦❧♦✉r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ✐❞❡♥t✐❢② ❜✐❛s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✲
❞♦❣❡♥♦✉s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ t♦ ♠❛t❝❤✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r
♦♥❡ ♣❛rt♥❡r ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉❝❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❞❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❢❡♠❛❧❡s ❢♦r♠ ❛
♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ✇✐t❤ ♠❛❧❡s t❤❡② ❢❛❝❡ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛rr❡st t❤❛♥ ♠❛❧❡s✳ ❚❛❦✲
✐♥❣ t❤✐s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❡♠❛❧❡s ❢❛❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛rr❡st t❤❛♥ ♠❛❧❡s✱ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ♠❛❧❡✲❢❡♠❛❧❡ ♠❛t❝❤❡s ❢❡♠❛❧❡s
❛r❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ♦r ♠❛❧❡s ❛r❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r
❝r✐♠✐♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❢❡♠❛❧❡s ✉♥❞❡r✈❛❧✉✐♥❣
t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② ✭♦r ♠❛❧❡s ♦✈❡r✈❛❧✉✐♥❣ t❤❡✐rs✮✳ ❚❤✉s✱ ♠❛❧❡s ❣❡t ❛ ♠❛t❝❤ ♣r❡♠✐✉♠
t❤❛t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r ❛ t❛st❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② t❤❡② ✐♥❝✉r✱ ♦r✱ ❢❡♠❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ t❛st❡ ❢♦r
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛❧❡s✳

■ ♠❛❦❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ ❜❧❛❝❦s✱ ✇❤♦ ❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r s✉❝❝❡ss
❛✈❡r❛❣❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡s t❤❡② st✐❧❧ ❢❛❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ●✐✈❡♥ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦
✉♥❞❡r✈❛❧✉✐♥❣ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛st❡ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡s✳
❋♦r ✇❤✐t❡s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐s tr✉❡✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❡①❡r❝✐s❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛st❡ ❢♦r ❜❧❛❝❦s✳
❚❤❡ ❣r♦✉♥❞s ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣✲

✶✾



t✐♦♥ t❤❛t ❜❧❛❝❦s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t st♦♣♣❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❡❝❦s ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝❡✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ■ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❜❧❛❝❦s ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t ❛rr❡st❡❞
t❤❛♥ ✇❤✐t❡s✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❜✐❛s❡s ♣❡rs✐st ✇✐t❤ ❛❣❡✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r②
♦♥❡ ♦♥ ❣❡♥❞❡r ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❤✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✳ ■ ✜♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥
♣❡❡rs ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐❢ ❛ ✷✵ ②❡❛r ♦❧❞ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❢♦r♠s ❛ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ✇✐t❤
❛ ✶✼ ②❡❛rs ♦❧❞ ♦♥❡✱ t❤❡♥ ❤❡ ❢❛❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛rr❡st✳ ❚❤✐s ❤✐♥ts ❛t ❛
♣❛tt❡r♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ②♦✉♥❣❡r ♦♥❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r ❤✐s ❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t②✳
❖t❤❡r r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐✈❡rs❡ ♦✛❡♥❞❡r ♣♦♦❧ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❡rs♦♥ ✇❛s ❛rr❡st❡❞ ♦r t❤❡ ❝r✐♠❡
✇❛s ❝♦♠♠✐t❡❞ ✐♥ ❜r♦❛❞ ❞❛②❧✐❣❤t✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❧✐♥❦s ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦✈❡❧ ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ■t ♠❛❦❡s ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ✐❧❧❡❣❛❧
❝r✐♠✐♥❛❧ ♠❛r❦❡t✱ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❝r✐♠❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛ss♦rt❛t✐✈❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♦✛❡rs ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
✐♥t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r✐♠✐♥❛❧ ❣r♦✉♣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥❝❡♥✲
t✐✈❡ ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✈❡❧✱ ✐t
❝r❡❛t❡s ❛ ♥✐❝❤❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞✱ t❤✉s✱
❢♦r ❧❛✇✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t t♦ ❡①♣❧♦✐t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝r✐♠❡ r❛t❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝✐❞❡♥t✲❇❛s❡❞ ❘❡♣♦rt✐♥❣ ❙②st❡♠✳ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❏✉s✲
t✐❝❡✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✶✾✾✺✲✷✵✶✵✳ ■♥t❡r✲✉♥✐✈❡rs✐t② ❈♦♥s♦rt✐✉♠
❢♦r P♦❧✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✳

❆❜r❛♠✐t③❦②✱ ❘❛♥✱ ❉❡❧❛✈❛♥❞❡✱ ❆❞❡❧✐♥❡✱ ✫ ❱❛s❝♦♥❝❡❧♦s✱ ▲✉✐s✳ ✷✵✶✶✳ ▼❛rr②✐♥❣ ❯♣✿
❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❙❡① ❘❛t✐♦ ✐♥ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ▼❛t❝❤✐♥❣✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿

❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✭✸✮✱ ✶✷✹✕✺✼✳

❆✐❣♥❡r✱ ❉❡♥♥✐s ❏✱ ✫ ❈❛✐♥✱ ●❧❡♥ ●✳ ✶✾✼✼✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❚❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
✐♥ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡ts✳ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ▲❛❜♦r ❘❡❧❛t✐♦♥s ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✵✭✷✮✱ ✶✼✺✕✶✽✼✳

❆❧❛r✐❞✱ ▲❡❛♥♥❡ ❋✐❢t❛❧✱ ❇✉rt♦♥ ❏r✱ ❱❡❧♠❡r ❙✱ ✫ ❍♦❝❤st❡t❧❡r✱ ❆♥❞② ▲✳ ✷✵✵✾✳ ●r♦✉♣
❛♥❞ ❙♦❧♦ ❘♦❜❜❡r✐❡s✿ ❉♦ ❆❝❝♦♠♣❧✐❝❡s ❙❤❛♣❡ ❈r✐♠✐♥❛❧ ❋♦r♠❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❈r✐♠✐♥❛❧ ❏✉st✐❝❡✱ ✸✼✭✶✮✱ ✶✕✾✳

❆♥❣r✐st✱ ❏♦s❤✳ ✷✵✵✷✳ ❍♦✇ ❉♦ ❙❡① ❘❛t✐♦s ❆✛❡❝t ▼❛rr✐❛❣❡ ❛♥❞ ▲❛❜♦r ▼❛r✲
❦❡ts❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❆♠❡r✐❝❛✬s ❙❡❝♦♥❞ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✾✼✕✶✵✸✽✳

❆r❝❛♥❞✱ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s✱ ✫ ❋❛❢❝❤❛♠♣s✱ ▼❛r❝❡❧✳ ✷✵✶✷✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐t②✲
❇❛s❡❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✽✭✷✮✱ ✷✵✸✕✷✶✾✳

❇❛❣✉❡s✱ ▼❛♥✉❡❧✱ ✫ P❡r❡③✲❱✐❧❧❛❞♦♥✐❣❛✱ ▼❛r✐❛ ❏✳ ✷✵✶✷✳ ❉♦ r❡❝r✉✐t❡rs ♣r❡❢❡r ❛♣✲
♣❧✐❝❛♥ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r s❦✐❧❧s❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✫ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✽✷✭✶✮✱ ✶✷✕✷✵✳

❇❡❝❦❡r✱ ●✳ ✶✾✺✼✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
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❇❡❝❦❡r✱ ●✳ ✶✾✼✸✳ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼❛rr✐❛❣❡✿ P❛rt ■✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠②✱ ✽✶✭✹✮✱ ✽✶✸✕✽✹✻✳

❇❡❝❦❡r✱ ●✳❙✳ ✶✾✻✽✳ ❈r✐♠❡ ❛♥❞ P✉♥✐s❤♠❡♥t✿ ❆♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✼✻✭✷✮✱ ✶✻✾✕✷✶✼✳

❇♦r♦✇❝③②❦✲▼❛rt✐♥s✱ ❉❛♥✐❡❧✱ ❇r❛❞❧❡②✱ ❏❛❦❡✱ ✫ ❚❛r❛s♦♥✐s✱ ▲✐♥❛s✳ ✷✵✶✷✳ ❆ss♦rt❛✲
t✐✈❡ ▼❛t❝❤✐♥❣✱ ❙❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❉❛❤❧✱ ●♦r❞♦♥✱ ✫ ❉❡❧❧❛❱✐❣♥❛✱ ❙t❡❢❛♥♦✳ ✷✵✵✾✳ ❉♦❡s ▼♦✈✐❡ ❱✐♦❧❡♥❝❡ ■♥❝r❡❛s❡
❱✐♦❧❡♥t ❈r✐♠❡❄ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✹✭✷✮✱ ✻✼✼✕✼✸✹✳

❋❧❛❜❜✐✱ ▲✉❝❛✳ ✷✵✶✵✳ ●❡♥❞❡r ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❙❡❛r❝❤ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤
▼❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✺✶✭✸✮✱ ✼✹✺✕✼✽✸✳

▲❛♥❣✱ ❑❡✈✐♥✱ ✫ ▲❡❤♠❛♥♥✱ ❏❡❡✲❨❡♦♥ ❑✳ ✷✵✶✷✳ ❘❛❝✐❛❧ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❛❜♦r
▼❛r❦❡t✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊♠♣✐r✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ✺✵✭✹✮✱ ✶✕✹✽✳

▲❡✈✐tt✱ ❙t❡✈❡♥ ❉✱ ✫ ▼✐❧❡s✱ ❚❤♦♠❛s ❏✳ ✷✵✵✼✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❙t✉❞② ♦❢ ❈r✐♠✐♥❛❧ P✉♥✲
✐s❤♠❡♥t✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▲❛✇ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✱ ✹✺✺✕✹✾✺✳

◆❛❦♦st❡❡♥✱ ❘♦❜❡rt ❆✱ ❲❡st❡r❧✉♥❞✱ ❖❧❧❡✱ ✫ ❩✐♠♠❡r✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆✳ ✷✵✵✹✳ ▼❛r✐t❛❧
▼❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❊❛r♥✐♥❣s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥♠❛rr✐❡❞ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✇❡❞❡♥✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍✉♠❛♥ ❘❡s♦✉r❝❡s✱ ✸✾✭✹✮✳

P❡♥❝❛✈❡❧✱ ❏♦❤♥✳ ✶✾✾✽✳ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ▼❛t✐♥❣ ❜② ❙❝❤♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❲♦r❦ ❇❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❲✐✈❡s ❛♥❞ ❍✉s❜❛♥❞s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✽✭✷✮✱ ✸✷✻✕✷✾✳

❘♦s❡✱ ❊✳ ✷✵✵✼✳ ❆ ❏♦✐♥t ▼♦❞❡❧ ♦❢ ▼❛rr✐❛❣❡ ❛♥❞ P❛rt♥❡r ❈❤♦✐❝❡✳ ❚❡❝❤✳ r❡♣t✳
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✳

❙❤✐♠❡r✱ ❘♦❜❡rt✱ ✫ ❙♠✐t❤✱ ▲♦♥❡s✳ ✷✵✵✸✳ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❙❡❛r❝❤✳
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✽✱ ✸✹✸✕✸✼✵✳

❙♠✐t❤✱ ▲♦♥❡s✳ ✷✵✵✻✳ ❚❤❡ ▼❛rr✐❛❣❡ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❙❡❛r❝❤ ❋r✐❝t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✶✹✭✻✮✱ ✶✶✷✹✕✶✶✹✹✳

❙♠✐t❤✱ ▲♦♥❡s✳ ✷✵✶✶✳ ❋r✐❝t✐♦♥❛❧ ▼❛t❝❤✐♥❣ ▼♦❞❡❧s✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱
✸✱ ✸✶✾✕✸✸✽✳

✈❛♥ ▼❛str✐❣t✱ ❙❛r❛❤ ❇✱ ✫ ❈❛rr✐♥❣t♦♥✱ P❡t❡r ❏✳ ✷✵✶✸✳ ❙❡① ❛♥❞ ❆❣❡ ❍♦♠♦♣❤✐❧②
✐♥ ❈♦✲♦✛❡♥❞✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❖♣♣♦rt✉♥✐t② ♦r Pr❡❢❡r❡♥❝❡❄ ❈r✐♠❡ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦s✳

✷✶



❚❛❜❧❡ ✸✿ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s

✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮
p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2

❲❤✐t❡ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✺✯✯✯ ✲✵✳✵✶✵✯✯✯ ✲✵✳✵✵✻✯✯✯ ✲✵✳✵✵✽✯✯✯ ✲✵✳✵✶✸✯✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✹✮

❋❡♠❛❧❡ ✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✶✼✯✯✯ ✵✳✵✵✻✯✯✯ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✶✷✯✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✷✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✸✮

❆❣❡ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✯✯ ✲✵✳✵✵✵
✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮

▲♦❣✭❧♦♦t✮ ✵✳✵✵✵
✭✵✳✵✵✵✮

❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✯✯✯ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✶
✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✷✽✱✻✸✻ ✹✷✷✱✸✼✼ ✽✹✼✱✶✷✶ ✶✽✼✱✻✶✼ ✷✸✾✱✺✹✼
❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵
❨❡❛r✯❆❣❡♥❝② ❋❊ ✲ ① ✲ ✲ ✲ ✲
❙❛♠♣❧❡ ❖♥❧②
❘❡str✐❝t✐♦♥✿ ✳ ✳ ❆rr❡st❡❞ ▲♦♦t ❆❣❡≥✸✵ ✼<❍♦✉r<✷✵

◆♦t❡s✿ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯✯✯ ♣<✵✳✵✶✱ ✯✯ ♣<✵✳✵✺✱ ✯ ♣<✵✳✶✳ ❊rr♦rs
❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❊st✐♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❖▲❙✱ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ②❡❛r ❛♥❞ ❛❣❡♥❝② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✇❤❡r❡ ♥♦t❡❞
✇✐t❤ ✏①✑✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s t❛❜❧❡

❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s✉❝❝❡ss ♠❡❛♥s ❘❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts

❚②♣❡ ♦❢ ❈♦✉♣❧❡ p1∗ p2∗ p̂1 − p2 ❙t❛♥❞❛r❞ ❊rr♦r
❇❧❛❝❦ ▼❛❧❡✲❇❧❛❝❦ ▼❛❧❡ ✵✳✼✶✼ ✵✳✼✶✼
❇❧❛❝❦ ▼❛❧❡✲❇❧❛❝❦ ❋❡♠❛❧❡ ✵✳✼✶✼ ✵✳✺✶✾ ✲✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✵✶
❇❧❛❝❦ ▼❛❧❡✲❲❤✐t❡ ▼❛❧❡ ✵✳✼✶✼ ✵✳✻✵✵ ✵✳✵✵✺✯✯✯ ✵✳✵✵✶
❇❧❛❝❦ ▼❛❧❡✲❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡ ✵✳✼✶✼ ✵✳✺✵✽ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✷
❇❧❛❝❦ ❋❡♠❛❧❡✲❇❧❛❝❦ ❋❡♠❛❧❡ ✵✳✺✶✽ ✵✳✺✶✾
❇❧❛❝❦ ❋❡♠❛❧❡✲❲❤✐t❡ ▼❛❧❡ ✵✳✺✶✽ ✵✳✻✵✵ ✵✳✵✶✷✯✯✯ ✵✳✵✵✷
❇❧❛❝❦ ❋❡♠❛❧❡✲❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡ ✵✳✺✶✽ ✵✳✺✵✽ ✵✳✵✵✺✯✯✯ ✵✳✵✵✶
❲❤✐t❡ ▼❛❧❡✲❲❤✐t❡ ▼❛❧❡ ✵✳✻✵✵ ✵✳✻✵✵
❲❤✐t❡ ▼❛❧❡✲❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡ ✵✳✻✵✵ ✵✳✺✵✽ ✲✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✵✶
❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡✲❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡ ✵✳✺✵✼ ✵✳✺✵✽

◆♦t❡s✿ p1∗ ❛♥❞ p2∗ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ p1 ❛♥❞ p2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣❛rt♥❡r✳ ✏s✳❡✳✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ p1 − p2✳

✷✷



❚❛❜❧❡ ✺✿ ❘♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s

✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮
p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2

❲❤✐t❡ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✸✯✯ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✺✯✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✷✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮

❋❡♠❛❧❡ ✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✵✻✯✯✯ ✵✳✵✵✻✯✯✯ ✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✵✼✯✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮

❆❣❡ ✲✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✷✯✯✯ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵
✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮

●❛♥❣ ✲✵✳✵✵✻✯✯
✭✵✳✵✵✸✮

■♥❞✐❛♥ ❘❛❝❡ ✲✵✳✵✵✹
✭✵✳✵✵✻✮

❆s✐❛♥ ❘❛❝❡ ✵✳✵✵✶
✭✵✳✵✵✻✮

❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✶✯ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✯✯✯
✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✹✺✱✶✼✻ ✼✽✼✱✷✽✷ ✻✹✽✱✷✼✾ ✾✷✹✱✶✸✼ ✾✷✽✱✻✸✻
❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✶✼

❨❡❛r✯❆❣❡♥❝② ✲ ✲ ✲ ✲ ✲
❨❡❛r✯❈✐t② ①

❙❛♠♣❧❡ ❙❛♠❡ ❆❣❡♥❝②
❘❡str✐❝t✐♦♥✿ ❖✛❡♥s❡ ❆❣❡ ●❛♣❁✺ ✐♥❞❡① ∈ (0, 1)

◆♦t❡s✿ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯✯✯ ♣<✵✳✵✶✱ ✯✯ ♣<✵✳✵✺✱ ✯ ♣<✵✳✶✳ ❊rr♦rs
❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ②❡❛r ❛❣❡♥❝② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✇❤❡r❡ ♥♦t❡❞✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✺ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✐♥❝❧✉❞❡s ❛❣❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ r❛❝❡✳
❈♦❧✉♠♥ ✻ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ②❡❛r ❝✐t② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ②❡❛r✲❛❣❡♥❝②✳

✷✸



❚❛❜❧❡ ✻✿ ❘❡s✉❧ts ❜② ❈r✐♠❡ ❚②♣❡

❯❈❘ ❈♦❞❡ ❈r✐♠❡ ❲❤✐t❡ ❋❡♠❛❧❡ ❆❣❡ ❈♦♥st❛♥t ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❘✲sq✉❛r❡❞

✷✵✵ ❆rs♦♥ ✲✵✳✵✷✶ ✭✵✳✵✷✷✮ ✵✳✵✶✼ ✭✵✳✵✶✸✮ ✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✶✮ ✵✳✵✶✶✯ ✭✵✳✵✵✻✮ ✹✱✸✸✼ ✵✳✵✵✶
✷✸✶ P♦❝❦❡t✲♣✐❝❦✐♥❣ ✲✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✷✷✮ ✵✳✵✵✻ ✭✵✳✵✶✶✮ ✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✶✮ ✵✳✵✵✻ ✭✵✳✵✵✻✮ ✶✱✼✾✵ ✵✳✵✵✶
✷✸✷ P✉rs❡✲s♥❛t❝❤✐♥❣ ✵✳✵✵✹ ✭✵✳✵✶✼✮ ✲✵✳✵✵✼ ✭✵✳✵✶✶✮ ✲✵✳✵✵✷ ✭✵✳✵✵✶✮ ✲✵✳✵✵✵ ✭✵✳✵✵✻✮ ✷✱✽✻✸ ✵✳✵✵✶
✷✸✸ ❙❤♦♣❧✐❢t✐♥❣ ✲✵✳✵✵✾✯✯✯ ✭✵✳✵✵✸✮ ✲✵✳✵✵✸✯ ✭✵✳✵✵✷✮ ✲✵✳✵✵✶✯✯✯ ✭✵✳✵✵✵✮ ✲✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✶✮ ✷✻✵✱✸✵✷ ✵✳✵✵✵
✷✸✹ ❚❤❡❢t ❢r♦♠ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✲✵✳✵✶✶✯✯ ✭✵✳✵✵✹✮ ✵✳✵✵✷ ✭✵✳✵✵✷✮ ✵✳✵✵✵✯ ✭✵✳✵✵✵✮ ✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✶✮ ✻✻✱✹✽✺ ✵✳✵✵✵
✷✸✺ ❚❤❡❢t ❢r♦♠ ❈♦✐♥✲❖♣❡r❛t❡❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ✲✵✳✵✼✸ ✭✵✳✵✹✺✮ ✵✳✵✻✻ ✭✵✳✵✹✶✮ ✲✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✶✮ ✵✳✵✵✷ ✭✵✳✵✵✻✮ ✷✱✹✾✾ ✵✳✵✶✸
✷✸✻ ❚❤❡❢t ❢r♦♠✴♦❢ ▼♦t♦r ❱❡❤✐❝❧❡ ✵✳✵✵✸ ✭✵✳✵✵✻✮ ✵✳✵✶✾✯✯✯ ✭✵✳✵✵✹✮ ✵✳✵✵✶✯✯✯ ✭✵✳✵✵✵✮ ✲✵✳✵✵✸✯✯ ✭✵✳✵✵✶✮ ✺✸✱✽✻✻ ✵✳✵✵✶
✷✸✼ P❛rts ✲✵✳✵✵✾ ✭✵✳✵✶✶✮ ✵✳✵✸✶✯✯✯ ✭✵✳✵✶✵✮ ✲✵✳✵✵✵ ✭✵✳✵✵✶✮ ✵✳✵✵✵ ✭✵✳✵✵✸✮ ✶✷✱✹✻✹ ✵✳✵✵✶
✷✸✽ ❆❧❧ ❖t❤❡r ▲❛r❝❡♥② ✲✵✳✵✵✺✯ ✭✵✳✵✵✸✮ ✵✳✵✵✺✯✯✯ ✭✵✳✵✵✶✮ ✵✳✵✵✵✯✯✯ ✭✵✳✵✵✵✮ ✲✵✳✵✵✵ ✭✵✳✵✵✶✮ ✶✻✻✱✼✸✹ ✵✳✵✵✵
✷✹✵ ▼♦t♦r ❱❡❤✐❝❧❡ ❚❤❡❢t ✵✳✵✶✸✯ ✭✵✳✵✵✼✮ ✵✳✵✷✻✯✯✯ ✭✵✳✵✵✹✮ ✵✳✵✵✶✯✯✯ ✭✵✳✵✵✵✮ ✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✷✮ ✹✼✱✹✾✹ ✵✳✵✵✷
✷✷✵ ❇✉r❣❧❛r② ✲✵✳✵✵✸ ✭✵✳✵✵✸✮ ✵✳✵✶✼✯✯✯ ✭✵✳✵✵✷✮ ✲✵✳✵✵✵ ✭✵✳✵✵✵✮ ✲✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✶✮ ✶✹✷✱✶✾✸ ✵✳✵✵✶
✶✷✵ ❘♦❜❜❡r② ✲✵✳✵✵✽✯✯ ✭✵✳✵✵✸✮ ✵✳✵✶✾✯✯✯ ✭✵✳✵✵✹✮ ✲✵✳✵✵✶✯✯✯ ✭✵✳✵✵✵✮ ✲✵✳✵✵✵ ✭✵✳✵✵✶✮ ✶✵✶✱✶✻✵ ✵✳✵✵✶
✷✽✵ ❙t♦❧❡♥ Pr♦♣❡rt② ❖✛❡♥s❡s ✵✳✵✶✸ ✭✵✳✵✶✵✮ ✵✳✵✶✾✯✯✯ ✭✵✳✵✵✺✮ ✵✳✵✵✶✯✯ ✭✵✳✵✵✵✮ ✲✵✳✵✵✶ ✭✵✳✵✵✸✮ ✶✺✱✵✵✸ ✵✳✵✵✶
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❆ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ✐s✿

p1 − p2 = α+ βw(W
1 −W 2) + βf (F

1 − F 2) + βa(A
1 −A2) + ǫ ✭✼✮

✇❤❡r❡ ✶ ❛♥❞ ✷ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣✳ ❲ ✐s
❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r s❦✐♥ ❝♦❧♦✉r✱ ❋ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢❡♠❛❧❡
❣❡♥❞❡r✳ ❆ ✐s ❛❣❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ p1− p2 ∈ {−1, 0, 1}✳
❚❤❡ ✜rst ✷ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❛❜❧❡ ❆✳✶ r❡♣❡❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✸ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥
t❡①t✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♥♦ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❧❛st ✷ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜❛s❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✵ ❛♥❞ ♥♦ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✷ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❖▲❙✳ ❋♦r ❡✳❣✳ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t
❢♦r ✇❤✐t❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✳✵✵✷✺✮ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ p2 > p1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
p2 = p1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝r✐♠✐♥❛❧ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✇❤✐t❡ ✭✈❡r②
❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❜❧❛❝❦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t
p2 > p1✳

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s✿

p1 − p2 = α+ β1

wW
1 + β2

wW
2 + β1

fF
1 + β2

fF
2 + β1

aA
1 + β2

aA
2 + ǫ

✇❤❡r❡ β1 = −β2 ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡rs ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❡st✐♠❛t❡
❢♦r ✇❤✐t❡ ✐s ✵✳✵✵✹ ❛♥❞ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡ ✵✳✵✵✼✱ ❜♦t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✷
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥✲②❡❛r
s♣❡❝✐✜❝ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜❧❛❝❦ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ❝♦✉♣❧❡✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡❝♦♠❡s
♥❡❣❛t✐✈❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠❛❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❛ ♠❛❧❡ ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳ ❚❤❡ ❧❛st ✷ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝♦❧✉♠♥✳ ❋♦r ❡✳❣✳ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❲❤✐t❡ ✷ ❢♦r ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✵✳✵✵✸✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡rs♦♥ ✐♥ t❤❡
♣❛✐r ✐s ✇❤✐t❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜❧❛❝❦
♠❛❧❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❤✐t❡ ♠❛❧❡✳ ❚❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐♠✐♥❛❧ t♦ ❜❡ ❛ ❢❡♠❛❧❡ ✐s ✲✵✳✵✵✺✳ ❖♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢♦r ❛❣❡ s❡❡♠s t♦ s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ❢♦r ❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭ ✳✵✵✵✶✽ t♦ ✳✵✵✵✷✷✮ ❢♦r ❜♦t❤
r❡❧❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❇ ❋✉rt❤❡r ❘♦❜✉st♥❡ss ❈❤❡❝❦s

✷✺



❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ▲♦❣✐t ❊st✐♠❛t❡s

✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮
p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2

❖▲❙ ❖▲❙ ✲✶ ✶

❲❤✐t❡ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✺✯✯✯ ✵✳✵✹✹✯✯ ✲✵✳✵✸✷✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✶✽✮ ✭✵✳✵✶✺✮

❋❡♠❛❧❡ ✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✵✼✯✯✯ ✲✵✳✵✼✵✯✯✯ ✵✳✵✺✼✯✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✶✶✮ ✭✵✳✵✶✶✮

❆❣❡ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵
✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮

❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✯✯✯ ✲✷✳✼✷✹✯✯✯ ✲✷✳✼✷✾✯✯✯
✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✷✹✮ ✭✵✳✵✷✹✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✷✽✱✻✸✻
❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✷✵
❨❡❛r✯❆❣❡♥❝② ❋❊ ✲ ① ✲ ✲

◆♦t❡s✿ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯✯✯ ♣<✵✳✵✶✱ ✯✯ ♣<✵✳✵✺✱ ✯ ♣<✵✳✶✳ ❊rr♦rs
❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❚❤❡ ✜rst ✷ ❝♦❧✉♠♥s r❡♣❡❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇ t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛s❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✵✳

✷✻



❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❉✐✛❡r❡♥t ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮

p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2

❖▲❙ ❖▲❙ ✲✶ ✶

❈r✐♠✐♥❛❧ ✶
❲❤✐t❡ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✵✳✵✺✼✯✯ ✲✵✳✵✵✾

✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✷✮ ✭✵✳✵✷✺✮ ✭✵✳✵✷✸✮
❋❡♠❛❧❡ ✵✳✵✵✽✯✯✯ ✵✳✵✵✽✯✯✯ ✲✵✳✶✶✹✯✯✯ ✵✳✵✷✵

✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✷✺✮ ✭✵✳✵✷✵✮
❆❣❡ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✹✯✯✯ ✵✳✵✵✺✯✯✯

✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮
❈r✐♠✐♥❛❧ ✷

❲❤✐t❡ ✵✳✵✵✺✯✯✯ ✵✳✵✵✺✯✯✯ ✲✵✳✵✸✶ ✵✳✵✺✻✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✷✼✮ ✭✵✳✵✷✹✮

❋❡♠❛❧❡ ✲✵✳✵✵✼✯✯✯ ✲✵✳✵✵✼✯✯✯ ✵✳✵✷✸ ✲✵✳✵✾✸✯✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✷✸✮ ✭✵✳✵✷✼✮

❆❣❡ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✹✯✯✯ ✵✳✵✵✹✯✯✯
✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮

❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✵✵✷✯ ✲✵✳✵✵✷ ✲✷✳✾✷✷✯✯✯ ✲✷✳✾✻✶✯✯✯
✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✻✶✮ ✭✵✳✵✺✽✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✷✽✱✻✸✻ ✾✷✽✱✻✸✻
❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✷✵

❨❡❛r✯❆❣❡♥❝② ❋❊ ✲ ① ✲ ✲

◆♦t❡s✿ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯✯✯ ♣<✵✳✵✶✱ ✯✯ ♣<✵✳✵✺✱ ✯ ♣<✵✳✶✳ ❊rr♦rs
❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❚❤❡ ✜rst ✷ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥

s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛s❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✵✳

❚❛❜❧❡ ❇✳✶✿ ❱❛r②✐♥❣ ▼❛r❦❡t ❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮
p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2 p1 − p2

❲❤✐t❡ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✺✯✯✯ ✲✵✳✵✵✹✯✯ ✲✵✳✵✵✺
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