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Resumen

En este trabajo se presenta un marco tedrico que conjunta y ordena sistematicamente,
en cuanto a complejidad y realismo, varios modelos disponibles en la literatura especiali-
zada para estimar la distribucién de la volatilidad de los rendimientos diarios de indices
bursatiles. Para tal fin se consideran los modelos discretos ARCH y algunas de sus ex-
tensiones, asi como los modelos de difusiéon en tiempo continuo. En el caso discreto, los
modelos estiman la volatilidad por medio de la heteroscedasticidad condicional. Mientras
que en el caso continuo, los modelos estiman la distribucién de la volatilidad a través de
procesos estocasticos de difusion, en cuyo caso se utiliza simulacion Monte Carlo. Por 1l-
timo se comparan los resultados obtenidos con las diferentes metodologias para los indices
bursatiles: S&P 500 de EEUU, Indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de
Valores (IPC) e Indice General de la Bolsa de Valores de Colombia (IGBC)
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1. Introduccion

Los modelos ARCH (modelos autorregresivos de heteroscedasticidad condicional) son am-
pliamente utilizados en el estudio de la volatilidad estocéstica de series financieras. El
desarrollo de los modelos ARCH se debe a Engle (1982) y su versién generalizada, cono-
cida como GARCH, se debe a Bollerslev (1986). Estos modelos suponen rendimientos dis-
tribuidos normalmente con una varianza condicional dependiente del tiempo y, en muchas
ocasiones, describen el comportamiento de las series financieras mucho mejor que los mo-
delos autoregresivos tradicionales. El éxito de los modelos ARCH consiste en capturar no
linealidades de las series de tiempo; situaciéon que ha propiciado muchas extensiones del

modelo original.

Por otro lado, los modelos de difusién en tiempo continuo que describen el compor-
tamiento de la volatilidad estocastica de los rendimientos de diversos activos financieros
e indices bursatiles han tenido mucho éxito en la valuacion de opciones; entre los que
destacan los modelos de Hull y White (1987) y Heston (1993). Sin embargo, salvo casos
muy especiales, los procedimientos numéricos asociados con estos modelos, incluyendo los
métodos de diferencias finitas y simulaciéon Monte Carlo, suelen ser computacionalmente

intensivos lo que representa un serio inconveniente para la mayoria de las aplicaciones.

Un gran nimero de series de tiempo financieras y econdmicas presentan media no
constante, asi como periodos de estabilidad seguidos de otros de alta volatilidad, desta-
cando con esto el hecho de que la variabilidad de la serie en torno a un valor medio, medida
por la varianza, es muy alta en determinados tramos de la muestra comparada con otros
periodos en los que, al menos aparentemente, es menor. Entre estas series se encuen-
tran, los agregados monetarios, la tasa de inflacion, los tipos de cambio, las variaciones
porcentuales de los precios de las acciones (rendimientos), etc. Existen también, en la

literatura especializada, modelos en los que la varianza condicional no es constante, sino
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que depende del conjunto de informacién disponible en cada instante; ignorar este hecho
puede conducir a estimadores ineficientes, con graves consecuencias, tales como, intervalos
de confianza con mayor amplitud para un nivel de confianza dado y mayor variabilidad de

en predicciones puntuales.

El desarrollo de esta investigacion es como sigue. En la proxima seccion se presenta,
brevemente, el modelo ARCH y algunas de sus extensiones. A través de la seccién 3 se
discute sobre el modelo GARCH. En la seccion 4 se estudian los modelos de volatilidad
asimétrica TGARCH y EGARC. En la seccién 5 se discute sobre los modelos de volatilidad
en tiempo continuo. A través de la seccién 6 se examinan las implicaciones de la volatilidad
implicita en la valuacion de productos derivados. En la seccién 7 se estudian los procesos
de difusion de volatilidad estocastica. En la seccion 8 se establece el modelo empirico
de volatilidad estocédstica. A través de la seccién 9 se presentan los resultados empiricos.
Por tltimo, en la secciéon 10 se presentan las conclusiones, asi como las limitaciones y

sugerencias para futuras investigaciones.

2. El modelo univariado ARCH

En esta seccién se estudian, brevemente, los modelos ARCH (modelos autorregresivos de
heteroscedasticidad condicional) y algunas de sus extensiones. Estos modelos econométri-
cos son ampliamente utilizados para describir el comportamiento de la volatilidad de di-

versas series financieras y econdmicas.

En muchas ocasiones es necesario desarrollar modelos econométricos en los cuales se
permita que la varianza condicional del proceso cambie en el tiempo. Mas precisamente, si
la varianza de un proceso Yy, dada la informacién disponible hasta el periodo ¢t — 1, no es
constante, esto es, si V (Y3|Q;—1) = f(¢), donde V (-, Q;_1) denota la varianza condicional
de un proceso, dada la informacién disponible del periodo anterior, entonces una alter-
nativa consiste en emplear los modelos ARCH y sus extensiones, los cuales se describen,
brevemente, a continuacién. Dichos modelos permiten estimar la duraciéon y la magnitud
de la volatilidad, lo cual es crucial para determinar si las predicciones que se hacen acerca

de los precios son confiables o no.
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2.1 Modelo ARCH(1)

En esta subseccién se presenta el modelo autorregresivo mas simple, y también més po-
pular, de heteroscedasticidad condicional. El proceso ARCH(1), introducido por Engle
(1982), el cual se define a través de las siguientes ecuaciones:

of =60+ 61671,

er = otay, a¢ son v.aiid. N(0,1), o y a; sonindependientes,
donde 6p y 81 son coeficientes tales que 69 > 0y 0 < 6; < 1 (como siempre, v.a.i.i.d.
significa “variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas”). Observe que
la condicion 6y > 0 corresponde a la minima varianza condicional observada, mientras
que 0 < 61 < 1 es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de las varianzas
incondicional y condicional. El coeficiente ¢; mide la persistencia de la volatilidad; si
dicho coeficiente es cercano a uno, se dice que hay una alta persistencia de los “shocks” de

volatilidad.

En este caso, la distribucién de los errores dado el conjunto de informacion €2; 4
tiene distribucién normal con media cero y varianza o2, lo cual se denota mediante
et|Q_1 ~ N(0,62) v Var (4/Q:_1) = o2. De esta manera, la varianza condicional de

las perturbaciones depende de la informacion disponible en cada instante ¢.

2.2 Modelo ARCH(p)

A continuacién se extiende el orden del modelo ARCH(1). Un proceso ARCH de orden p,

denotado mediante ARCH (p), presenta la siguiente estructura:
0f =60+ 81671 + d2ch_o + o+ Spery,
- (1)
=60+ > bict i,
i=1
donde 6¢g > 0, 6, > 0,i=1,2..., p, ¢4 = oras, con o, y a; variables aleatorias independi-

entes y a; son v.a.i.i.d. N(0,1). En este caso, la varianza incondicional de los errores bajo

una estructura ARCH (p) es

o2 = 0 . (2)
L— (61 + 62+ +6p)



Se puede mostrar, en este caso, que la distribucién de los errores dado el conjunto de

informacién €;_; es una normal con media cero y varianza o} = 8o + y ., 8ig7_;.

3. El modelo GARCH univariado (modelo ARCH generalizado)

La motivacion para emplear una estructura GARCH proviene de la evidencia empirica
sobre el comportamiento de la volatilidad de los rendimientos de indices bursatiles en la
década de los ochentas analizados por Bollerslev (1986). Este proceso se introduce para
tratar el exceso de curtosis (la distribuciéon empirica de los rendimientos comparada con la
distribucién normal tiene cresta mas alta) y el fenémeno de agrupamiento de la volatilidad
(eventos de alta volatilidad se agrupan en el tiempo); estas dos caracteristicas son muy

comunes en las series financieras.

Con base en lo anterior, los modelos de volatilidad condicional proporcionan una mejor
alternativa para modelar y pronosticar las varianzas y covarianzas de los rendimientos de
diversos activos. La ausencia de una correlacion lineal significativa en el incremento de
los precios y el rendimiento de los activos ha sido ampliamente documentada y citada
como respaldo de la hipdtesis de mercados eficientes. Por otro lado, las funciones sim-
ples no lineales de rendimientos, tales como la desviacion absoluta y la cuadrada, exhiben
autocorrelacién positiva significativa o persistencia. Este fenémeno se conoce como agru-
pamiento de la volatilidad y quiere decir que cambios grandes en los precios van seguidos
de mas cambios grandes en precios. Este fenémeno cuantifica el hecho de que los eventos
de alta volatilidad se agrupan en el tiempo. Una medida cominmente usada para medir
el agrupamiento de la volatilidad es la funcién de autocorrelacion de los rendimientos al

cuadrado:

C (1) = correlacién(|r(t + r, At)|, |r(t, At) ).

Los estudios empiricos que utilizan los rendimientos de varios indices y acciones indican
que esta funcién de autocorrelacién decae lentamente, permaneciendo significativamente
positiva por varios dias e incluso semanas. En la literatura econométrica se le conoce como

“efecto ARCH” dado que es un rasgo de los modelos (G)ARCH. Es importante tener en

6



mente que esta propiedad de los rendimientos es independiente del modelo y no recae en

la hipétesis GARCH.

Los modelos GARCH se aplican extensivamente en la valuacién de opciones, la ad-
ministraciéon de portafolios, la asignacién de activos y la determinacion de estructuras de
tasas de interés. Asimismo, Se pueden encontrar un sinnimero de aplicaciones del modelo
GARCH para describir el comportamiento de los mercados accionarios, no sélo para titulos
de capital individuales, sino también para portafolios accionarios e indices. De igual forma
se pueden encontrar aplicaciones en la medicién del riesgo del mercado mediante el uso del
VaR (Value at Risk, Valor en Riesgo). Por ltimo, es importante destacar que los modelos
GARCH se utilizan también para examinar la relacién entre las tasas de interés de corto

y largo plazo.

3.1 Modelo GARCH(1,1)

El proceso GARCH(1,1), el cual es debido a Bollerslev (1986), esta definido por la siguiente

expresion:

Ut2 =g + 515%_1 + 910752_1

ey = oray, a¢ son v.a.iid. N(0,1), o4 y a; sonindependientes,

donde ég, 61 y 01 son coeficientes tales que 69 > 0,61 > 0,601 >0y 0<6;1+60; < 1. En
este caso, la varianza condicional heterosceddstica del proceso GARCH(1,1), en el periodo
t, depende del cuadrado del choque (perturbacién) y de la varianza condicional, ambos
observados en el periodo t — 1 (efecto GARCH). El coeficiente §; captura el efecto ARCH,
es decir, mide la intensidad con la cual los efectos de volatilidades pasadas alimentan
volatilidades presentes; el coeficiente 61 captura el efecto GARCH; y 61 + 61 mide la tasa
a la cual dichos efectos van disminuyendo en el tiempo, es decir, mide la persistencia en el
tiempo de la volatilidad condicional. Si la suma de los coeficientes 61 + 61 es muy cercana
a uno, se dice que hay una elevada persistencia que ocasiona que los efectos del “shock”
tarden en olvidarse; en tanto que la baja persistencia solo tiene efectos de corta duracién.

Por 1ltimo, la condicion 0 < §1+67 < 1 garantiza la existencia de la varianza incondicional.
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3.2 Modelo GARCH(p,q)

En esta subseccién se generaliza el proceso GARCH(1,1). Un proceso GARCH de 6rdenes

(o pardmetros) p y ¢, denotado mediante GARCH(p,q), se define como:

p q
ot =0+ bt + > 008, (3)

donde 69 > 0, 6; > 0,7 = 1,2,...,p, y 0; > 0, j = 1,2,...q. También se requiere
que Zle 0; + 2321 0; < 1y ey = otay con oy y ay variables aleatorias independientes
y a¢ son v.a.i.id. N (0,1). La varianza incondicional de los errores bajo una estructura

GARCH(p,q) es

o)
o2 = 2 (4)

1 - ( ?:1 i + 23':1 93’)

con
q

p
0<> 8+ 0 <1

i=1 j=1
Los procesos ARCH y GARCH son modelos simétricos en el sentido de que los “shocks”
de los rendimientos ya sean positivos o negativos tienen el mismo impacto de volatilidad.
Ahora bien, cuando el rendimiento cae por debajo de lo esperado se genera un escenario
donde las noticias son malas, esto viene asociado con una volatilidad que incrementa;
mientras que cuando las noticias son buenas, se espera que la volatilidad disminuya. Para

modelar una varianza condicional asimétrica, dos familias que son muy ttiles son EGARCH

y TGARCH. A continuacion se estudiaran, brevemente, dicho modelos.

4. Modelos asimétricos

Una de las principales caracteristicas de los mercados financieros es que ante malas noti-
cias, se producen caidas en las cotizaciones que tienen una volatilidad mayor, es decir, se
presentan volatilidades de mayor magnitud que cuando se producen alzas en los precios por
buenas noticias, en cuyo caso la volatilidad es de menor magnitud. Para estos escenarios

de volatilidad asimétrica se utilizan los modelos TGARCH y EGARCH.
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4.1 El modelo univariado TGARCH

Un modelo que tiene la capacidad de producir efectos asimétricos, es el modelo TGARCH
(“Threshold Heteroscedastic Autoregressive Model”), debido a Zakoian (1994). Este tipo
de modelos depende de un umbral (“threshold”) a partir del cual se genera una reaccion.
En los mercados bursatiles se observa que los movimientos a la baja son, generalmente, mas
volétiles que los movimientos al alza. En particular, el modelo TGARCH(1,1) (brevemente
llamado “Threshold ARCH(1,1)”) para estimar la varianza condicional se define a partir

de la siguiente ecuacion
of =60+ 61671 +ydi—1ei_1 + 01071, (5)

donde

d, | = {0 s% er—1 > 0,

1 si g1 <0.
De esta manera, los valores negativos del residuo de la regresién son interpretadas como
malas noticias para el mercado y los valores positivos representan buenas noticias. Las
malas noticias tendran un impacto 61 + v sobre la varianza condicional, mientras que
las buenas noticias sélo impactaran en 61. Si v > 0, se dice que existe un efecto de
apalancamiento (“leverage effect”). Dicho efecto se refiere al hecho de que a rendimientos
negativos corresponde una mayor volatilidad condicional que a rendimientos positivos. El

“efecto apalancamiento” es una medida de dependencia no lineal en los rendimientos y se

define como la correlacién de los rendimientos con rendimientos subsecuentes al cuadrado:
L(7) = correlacién(r (¢, At), |r(t + 7, At)[)].

Esta funcién comienza con un valor negativo y decae a cero, sugiriendo que los rendimientos
negativos llevan a un alza en la volatilidad. Sin embargo, este efecto es asimétrico, es
decir, L(T) # L(—T), y en general L(T) es imperceptible para T < 0. La existencia de
tal dependencia no lineal, opuesto a la ausencia de autocorrelacién en los rendimientos
mismos, indica que hay correlaciéon en la volatilidad de los rendimientos pero no en los
rendimientos mismos. Sin embargo, hay que tener mucho cuidado con estos estimadores ya

que pueden ser poco confiables. Esto es debido a que la funcion de autocorrelacion de colas
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pesadas tiene propiedades estadisticas no estdndares que invalidan muchos procedimientos
de pruebas econométricas utilizados para detectar o medir dependencia. Asi, siy # 0 , se

tiene que el impacto de las noticias es asimétrico.

4.2 El modelo univariado EGARCH

El modelo EGARCH (GARCH Exponencial) es debido a Nelson (1991) quien define una
curva de impactos asimétricos, en la cual las buenas y las malas noticias no repercuten de
la misma forma; los movimientos a la baja en el mercado tienen mayor volatilidad que a la

alza. El modelo EGARCH(1,1) para estimar la volatilidad condicional se define mediante:

€ et
1n0t2:60+61 -l + v -l +911nat271. (6)
Ot—1 Ot—1
En consecuencia,
_ Et—
o2 = (02 )% exp (60 R T e R 11103_1) : (7)
ot—1 ot—1

Por 1ltimo, observe que al comparar los modelos GARCH y EGARCH, el modelo GARCH
tiene una limitacién importante ya que trata los efectos de modo simétrico pues consid-
era los cuadrados de las innovaciones. Otra limitacién son las restricciones que deben
cumplir los pardmetros. Observe que en un modelo EGARCH no hay restricciones en los

parametros.

4.3 Modelos FIGARCH (GARCH fraccionalmente integrados)

En los ultimos anos, ha surgido un gran interés por la aplicacién de procesos con memoria

larga en la varianza condicional para el modelado del comportamiento de series financieras.

Al respecto, Robinson (1991) sugirié la primera extensién del modelo GARCH para pro-

ducir memoria larga en los cuadrados de la serie y Baillie, Bollerslev y Mikkelsen (1996)

concretaron esta idea con el modelo GARCH fraccionalmente integrado (FIGARCH). En
2

el modelo GARCH(p, ¢), la varianza condicional de la serie, o}, es una funcién lineal de su

pasado y de las observaciones pasadas de una serie y;, de la siguiente forma:

of = ao+a(L)y; +B(L)o},

10



donde . »
a(L) = aiL’, B(L) =Y B;L7,
i=1 j=1

q>0, p>20, ap>0, a; 20, i=1,....,q, y B; 20 j=1,...,p.

El modelo GARCH asi definido puede verse como un proceso ARMA para la serie de los

cuadrados, de la forma:

[1—a(L) = B(L)yi = ao+ [ — B(L)]ut

donde u; es un ruido blanco definido mediante u; = y? — 02 = o02(¢7 — 1). De esta manera,

el modelo FIGARCH es que una extensién del modelo anterior que incluye el operador de
diferencias fraccionales, (1 — L)%, en la parte autoregresiva de la tltima ecuacién, de tal
forma que el modelo resultante puede reescribirse como un proceso ARFIMA de la serie

de los cuadrados:
$(L)(1 — L)y} = ag + [1 — B(L)]us,

donde d es un numero real 0 < d < 1y todas las raices de los polinomios ¢(L) y 1 — 3(L)
estan fuera del circulo unitario. Alternativamente, la ecuacién de la varianza condicionada

en el modelo FIGARCH puede escribirse como:
of = [1 =B8] tag+ {1 - [1-BL)] o(L)(1 - L)}y

Al permitir 6rdenes de integracién fraccional, el proceo FIGARCH proporciona una gran
flexibilidad en el modelado de la dependencia temporal de la varianza condicional, e in-
cluye como casos particulares el modelo GARCH (d = 0) y el modelo GARCH integrado,
IGARCH (d = 1). Para que el modelo FIGARCH esté bien definido y se garantice la
no negatividad de la varianza, los parametros del modelo deben cumplir una serie de re-
stricciones que, salvo en casos muy concretos, no son féiciles de establecer, lo cual es una
limitaciéon seria en la estimacién del modelo. Respecto a las condiciones de estacionariedad,
el modelo FIGARCH sélo es débilmente estacionario cuando d = 0, en cuyo caso se re-
duce al GARCH estandar. No obstante, Baillie, Bollerslev y Mikkelsen (1996) argumentan
que el modelo es estrictamente estacionario y ergddico, de la misma forma que lo es el

IGARCH.
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5. Modelos de volatilidad estocastica en tiempo continuo

Algunos modelos clasicos en el estudio de series de precios de activos suponen que la
volatilidad en los rendimientos permanece constante en el tiempo. Bajo este supuesto
pueden encontrarse los modelos de Black y Scholes (1973) y Merton (1973), en los cuales se
concibe que la serie de precios del activo subyacente sigue un proceso estocéastico lognormal.
En estos modelos, el supuesto de volatilidad constante en los rendimientos de la serie
de precios del subyacente, resulta ser inadecuado, puesto que un gran numero de series
financieras reflejan presencia de heteroscedasticidad y curtosis en los rendimientos (como
lo muestra la evidencia empirica en los estudios de Mandelbrot (1963) y Fama (1965)),
produciendo curvas de distribucion leptoctrticas y de colas anchas. Algunos modelos mas
acordes con esta realidad, son los modelos de volatilidad estocéstica en tiempo continuo.
En este escenario se considera que tanto el precio como la volatilidad del activo subyacente
siguen procesos estocasticos, cada uno de los cuales esta representado por una ecuacion
diferencial estocastica con movimientos brownianos, posiblemente correlacionados. En esta
direccién se orientan los trabajos seminales de Hull y White (1987), Scott (1987), Stein y
Stein (1991) y Heston (1993), entre muchos otros.

Un modelo general de volatilidad estocéstica en tiempo continuo puede ser establecido
de la siguiente manera. Suponga que el precio de un activo subyacente sigue una distribu-
cion lognormal y su volatilidad instantanea, o;, es una funcion del tiempo, de tal manera
que:

dSt - MStdt + O'tStht,

donde el parametro de tendencia, u, representa el rendimiento medio esperado. El proceso
(Ut)tejo,m) s un movimiento browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad con

su filtracién aumentada, (QU,]-"U, (ftU)te[o,T], ]PU). Suponga, adicionalmente que
do? = A(o?,t)dt + B(o?,t) AWy,

donde A(-,-) y B(:,-) son funciones “bien” comportadas y el proceso (W¢)icpo,r] €s un

movimiento browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtracién
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aumentada, (QW,J’:W,IFW7]PW)7 FY = (ftw)tG[O,T] con
Cov(dUy, dWy) = pdt.

En el modelo de Hull y White (1987) se tiene que A(c2,t) = ao? y B(o2,t) = fo? donde o
y 3 on constantes conocidas. De esta forma, la ecuacion diferencial estocastica que conduce
a la varianza o? es un movimiento geométrico browniano. Por otro lado, en el modelo de

Heston (1993) se tiene que A(07,t) = a (b — o7) y B(07,t) = voy, lo cual produce reversién

a la media en el proceso de la varianza.

6. Volatilidad implicita en modelos de valuacion de opciones

El modelo de Black y Scholes (1973) supone que el precio, Sy, del activo subyacente sigue
un movimiento browniano geométrico, en cuyo caso la férmula de valuacién de una opcién

europea de compra esta dada por
c(Sp,t;0) = S ®(d1) — Ke "7 (dy),

donde la funcién ®(d) es la funcién de distribucién acumulada de una variable £ ~ N (0, 1),

es decir,
d 1 L
b =Pele<dp = [ et de=1- (=),
o T
In (i> + (r+ 50%)(T —t)
dy = dl(St,t;U) = K \/T :
o _

y

W)+ (= Lo (T - 1)

=dy —oVvVT —t.
a\/T—t

ln(
dg = dQ(St,t;O'> =

En este caso, T es la fecha de vencimiento del contrato, K es el precio de ejercicio convenido,
r es la tasa de interés libre de riesgo (de incumplimiento) y o es la volatilidad instanténea,
la cual se pone constante. El precio de una opcién de venta del tipo europeo, p = p(S¢, t;0),
esta dado por

p=Ke "T D0 (—dy) — S ®(—dy).
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Es importante recordar que el precio de una opcién europea de venta también se puede
obtener a través de la condicién de paridad “put-call”, a saber, p + S; = ¢ + Ke "(T—1).
Ahora bien, si V (S¢, t;0) denota la prima de una opcién de compra o venta de tipo europeo,
entonces la volatilidad implicita, denotada por o7, se define como el valor de la volatilidad

para el cual el precio de la opcion generado por el modelo de Black-Scholes es igual al

precio de mercado, esto es,

V(St, t; U]) = Vmercado-

Si se conoce en el mercado un conjunto de precios V de una opcioén europea sobre un activo
fijo, correspondientes a diferentes precios de ejercicio K, y se obtienen a partir del modelo
Black-Scholes los respectivos valores de o, manteniendo los demds parametros fijos (este
proceso puede llevarse a cabo con el método de Newton-Raphson). En contradiccién con
el modelo de Black-Scholes, el valor de la volatilidad o; varia con el precio de ejercicio K
(cuando la opcidn estd en el dinero). En el caso de opciones de divisas, frecuentamente, se
tiene que la volatilidad es menor para opciones en el dinero y mayor progresivamente para
aquellas dentro o fuera del dinero, forméndose lo que se conoce como sonrisa (“smile”)
de la volatilidad; véanse, por ejemplo, Rubinstein (1994), Dupire (1994), Derman y Kani
(1994), Wilmott (2000) y Hull (2005).

La variacién de o asociada a los cambios en el precio de ejercicio de la opcion, K,
forma curvas conocidas como efecto sonrisa (“smile”) o muecas (“skew”). La presencia
de una volatilidad implicita no constante sugiere una distribucién asociada a los precios
del activo subyacente, diferente a la distribucién lognormal considerada en el conjunto de
supuestos del modelo Black-Scholes. La curva de la distribucién de rendimientos reales

tiene frecuentemente forma leptocurtica y de colas mas anchas que la distribucién normal.

Por otro parte, la variaciéon de la volatilidad implicita o, también se manifiesta con
la variacion de la fecha de expiracion T'. De esta forma se construye una superficie de
volatilidad, la cual se obtiene cuando ambos, precio de ejercicio K y fecha de expiracién
T, varian. En la Grafica 1(a) se representa una distribucién normal y una distribucién

empirica de los rendimientos de un activo financiero. La Grafica 1(b) muestra el efecto
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sonrisa asociado a la distribuciéon empirica mencionada. Esto indica que la distribuciéon de
los rendimientos para un activo en el mercado, tiene cresta més alta y colas méas anchas

en comparacién con la distribucién normal, tal como se muestra en la Grafica 2.

- - Mercado
= Lognarmal

Sp K _SO
Grafica 1: (a) Distribucién de rendimientos de un activo financiero y

(b) sonrisa de la volatilidad.

- -: Mercado
= Normal

Grafica 2. Distribucion de rendimientos para un activo financiero.

7. Procesos de difusiéon de volatilidad estocastica

Uno de los supuestos fuertes en el modelo de Black-Scholes es considerar la volatilidad o
como un parametro constante. Los rendimientos de los precios de un activo en la realidad

exhiben curvas leptoctrticas (“high peaks”) o con una gran desviacién estandar (“fat
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tails”) y por tanto, no siguen una distribucién normal como lo establecen los supuestos en

el modelo de Black-Scholes.

Un proceso estocastico de la volatilidad modela el cambio de la volatilidad implicita
en el modelo Black-Sholes cuando cambia la fecha de expiracién T o el precio de ejercicio
K. Un proceso de este tipo supone que el precio S; de un activo financiero satisface un

sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas dado por
dSt(St, ¢, t) = u Sidt + o Stth(l) (8)

dot(Se, 01,t) = p(Se, o1, )t + a(S, o1, ) AW, (9)

en donde la volatilidad o; del precio Sy en (8) es un proceso estocdstico descrito por (9)
que en general representa un proceso de reversion a la media, y el coeficiente p, el cual es
constante, es la tendencia en la tasa de crecimiento del activo. La notacién o; se hace para
enfatizar que la volatilidad cambia con el tiempo. Las funciones p y ¢ son la tendencia
de la volatilidad y la volatilidad de la volatilidad del precio S¢, respectivamente, las cuales
deben ser determinadas. Por el momento puede considerarse que ambas funciones, p y q,
representan procesos de reversién a la media Wilmott (1998) y Wilmott (2000). EI modelo
incorpora dos fuentes de aleatoriedad, Wt(l) y Wt(Q), los cuales son procesos de Wiener con

correlacion p. De este modo, el proceso de precios S; no esta completamente descrito por

la relacién (8), sino que esta condicionado a la trayectoria seguida por la volatilidad o;.

Las ecuaciones (8) y (9) pueden conducir a la implementacién de un algoritmo que
simule una solucién numérica para el proceso de precios {S¢,0 < t < T'}; véase Kloeden y
Platen (1992). Por otro parte, si se desea valuar una opcién europea bajo el modelo descrito
(8)-(9), su precio serd V (t, S¢,o04; K, T;7), el cual denotaremos de manera simplificada por
V (t, St,0¢). Sise construye un portafolio libre de riesgo, bajo condiciones de no arbitraje,

es posible mostrar que V satisface la ecuacion diferencial estocdstica (¢f. Wilmott (2000))

oV 1, 50V 0’V 1 ,0%*V oV oV
o252l s —?l S+ (p—A)— —rV =0 (10
ot 27 Ptggz TP, T 52 T tos, =g, -7 (10)

para una funcién A\ = \(t, S, 0¢), llamada precio en el mercado del riesgo de la volatilidad,

que debe ser determinada. La calibracién de A depende de argumentos econémicos y por
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ejemplo en Wiggins (1987) se considera que A\ es proporcional a la varianza v; = atz.
Otros avances mas recientes en la determinacién del precio en el mercado del riesgo de la

volatilidad A se encuentran en Doran y Ronn (2004).

8. Modelo empirico de volatilidad estocastica

Una alternativa para el estudio de la evolucion de la volatilidad del precio de un activo
financiero fue propuesta por Oztukel y Wilmott (1998) en un estudio que ajusta datos
empiricos del indice Dow Jones a lo largo de 20 anos. Este modelo supone que la ecuacién

(9), de la volatilidad ¢, toma la forma
dat(at,t):a(at)dt—i—ﬂ(at)dwt <11)

donde la tendencia « (o) y la volatilidad de la volatilidad 3 (o) son funciones sélo de
o¢ y no del precio S; del activo y del tiempo ¢; y donde ademas los procesos brownianos
asociados con los procesos de volatilidad o, y de precios S; no tienen correlacion. Este
modelo presenta caracteristicas compatibles con los datos histéricos de la volatilidad del
activo subyacente y ha mostrado ser adecuado en el estudio del comportamiento de la
volatilidad en el precio de un activo; sélo se requiere la existencia de datos que registren

el valor que toma el activo subyacente a través del tiempo.

Antes de proceder a la descripcion del modelo, es conveniente definir la densidad de
probabilidad en estado estable de un proceso estocastico y la ecuacién de Fokker-Planck

asociada a dicha densidad.

8.1 Densidad de probabilidad en estado estable

Suponga que se tiene un proceso estocastico X = {zy,t € I = [0,00]} descrito por la

ecuacién diferencial estocastica general para la variable x = x4
dz = A(z,t)dt + B(z,t)dW (12)

donde W es un movimiento browniano. Si s,t € I con s <ty B es un conjunto de Borel

sobre IR, entonces la probabilidad de que el proceso estocastico X cambie del estado = a
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un estado y € B en el intervalo [s,t], se conoce como probabilidad de transicién. Esta
probabilidad es denotada IP(s,z ;t,y) y se determina por la siguiente relacién Kloeden y

Platen (1992)
P(s,z ;t,B) =IP(X; € B|X; =)

—P({w € Q: Xi(w) € B} X, = 2) (13)

:/p(s,x it y)dy
B

donde p(s,z ;t,y) se denomina densidad de transicién y corresponde a la probabilidad de
que la variable z se mueva del estado (s,z) en el tiempo s al estado (¢,y) en el tiempo
t. Asi, en la medida de probabilidad IP(s,z ;t, B) se consideran todas las formas posibles
como un fenémeno o sistema puede evolucionar hacia un estado y € B, a partir de un

estado anterior z a lo largo de un tiempo finito ¢ — s.

La densidad de probabilidad en estado estable, o también llamada estacionaria o
incondicional, ¢(r), en caso de que exista, es una densidad a largo plazo cuando t — oo, y

se calcula como
o) = [ olmlsaitr)ds (14)

resultando independiente del estado inicial del proceso estocastico X .

8.2 Ecuacion de Fokker-Planck

La ecuacion de Fokker-Planck es una ecuacién diferencial parcial parabdlica con condicién

inicial en el tiempo s y que se resuelve para un tiempo ¢ > s. Esta ecuacion toma la forma

op 107 9

3 = 20,2 (B (y,t)2p> = 5y A W0)p) (15)

en la ecuacion anterior se aprecia el comportamiento probabilistico de la densidad de tran-
sicién p(s,z ;t,y) asociada al proceso estocastico X. Dicha ecuacién puede ser utilizada
para conocer la distribucién de los valores que el proceso X puede tomar en el tiempo
t, dado que su estado inicial se conoce en el tiempo s. La forma de esta ecuacién puede
deducirse de manera natural a partir de la funcién densidad de transicién p(s,z ;t,y)

y haciendo una aproximacién trinomial de la caminata aleatoria definida por X (véase

Wilmott (2000)).
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8.3 Descripcion del modelo empirico de volatilidad estocastica

Si se conocen las formas funcionales a (0¢) v 3 (0¢), la ecuacién (11) queda completamente

determinada, y con este objetivo, el modelo se desarrolla de la siguiente manera:

1. Supone que la forma funcional de 8 (o) es

8 (o¢) = ¢o] (16)

con ¢ y v siendo constantes que se deben hallar a partir de la serie de tiempo de
precios S; del activo subyacente. La forma funcional para 3 (o) debe ajustarse de la

manera mas precisa a los cambios reflejados a corto plazo por la volatilidad o.
A partir de (11), al considerar que dW; = v/dt¢ con ¢ ~ N(0,1) y que si ¢ ~ N(0, 1),
entonces (2 ~ X%, se obtienen las siguientes igualdades:
(do)? = B(or)*¢*dt

E(do)? = B(oy)*dt IE [¢?]
T

= B(O't)2dt

donde se aplico que (dt)2 = dtdW; = 0 por tratarse de diferenciales de orden mayor que 1.

Ahora, tomando logaritmo natural en ambos lados de la dltima igualdad, se verifica que
InIE(do)? = 2In (o) + Indt

Por otro lado, si a partir de la serie de tiempo de precios del activo subyacente, se hace
una regresion lineal entre las variables InIE(do)? y In(o), entonces la recta de regresién

puede escribirse para a y b constantes del siguiente modo
InIE(do)? = a + bIn(oy) + ¢

donde ¢ es la perturbacién entre la regresion lineal y los datos observados. La expresion

anterior puede escribirse de manera equivalente como

2InB(oy) + Indt = a + bln(oy).
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En diversas series de tiempo financieras, es frecuente hacer la regresiéon lineal que se ha
indicado: véase, por ejemplo, Oztukel y Wilmott (1998) y Wilmott (2000); en dichas series

se confirma empiricamente un ajuste lineal.

Si de la ultima ecuacién despejamos (o) se obtienen las siguientes igualdades
1 b
lnﬁ(at) = 5((1 - hldt) + 5 th't
1
6(0'15) = exp |:§(a — lndt)‘| 0'113/2.
Por tltimo, al comparar la tltima igualdad con la ecuacién (16) resulta que

¢ = exp B(a —In dt)] (17)

v = (18)

b

2
lo cual justifica el supuesto inicial de que 8(o;) = doy .
2. Considere la funcién densidad de probabilidad para o¢, p(oy,t). Sila anterior den-
sidad existe en estado estable y la denotamos por ps(o¢), y si ademds se supone
que poo (o) es una densidad lognormal, entonces a partir de conocer poo(ot) y B(o¢)

puede calcularse la forma funcional de a (o) a través de la denominada ecuacién de

Fokker-Planck.

La ecuacién de Fokker-Planck, satisfecha por la densidad de probabilidad p(o¢,t)
asociada a la volatilidad o} y que a veces se denomina como ecuacién de Kolmogorov hacia
adelante, se presenta como:

op 19% 0
o1 = 2902 )~ 5 ()

donde al hacer que ¢t — oo, con lo cual p = poo(o¢) v asi dp/dt = 0 se llega a:

d(a(at)poo) o le (ﬁ(gt)zpoo)

doy 2 dO'tQ
1 d2 6(Ut>2poo
Oé(o’t) = 2poo/ ( do-? )dO't
1 d oo
alon) = @) P)
2pso doy P
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La constante de integracién c resulta ser cero de acuerdo a las condiciones de la distribucion
p(o¢) en estado estable; véanse Oztukel y Wilmott (1998) y Wilmott (2000). De esta

manera se obtiene
1 d (ﬁ(at)zpoo)
2P0 doy

(19)

alor) =

Ahora, dado que la distribucién de p,, es lognormal, su forma es

1 1 o\ ?
Pool(0t) = \/Tmexp {_ﬁ <ln ?) } (20)

donde los coeficientes ¢ y o pueden estimarse por maxima verosimilitud para una distribu-
cién lognormal, a partir de la serie de volatilidades méviles anualizadas. Al sustituir (20)

en (19), se obtiene que

a(or) = 2021 (7 - % -l (2)) (21)

202 o
En resumen, el modelo empirico de volatilidad estocastica establece que el comportamiento

en la volatilidad o; de un activo financiero con precio S; se describe por
dO’t<O't, t) =« (O't) dt + 6 (O't) th

B (o1) = ¢oy

(22)

1 1 o
2 2vy—1 t
i (7—5—2—921“(5)>

donde las constantes a y b se calculan por una regresion lineal entre las variables In IE(do)?
y In(o4); v las constantes p y @ resultan de un ajuste lognormal para la funcién densidad

de probabilidad en estado estable po, de oy.

9. Resultados empiricos

Para el andlisis del S&P 500 de EEUU, el IPC de México y el IGBC de Colombia, se tomé
una muestra desde el 2 de enero de 2003 hasta el 19 de abril de 2007. Las bases de datos

fueron tomadas de Reuters(c).
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9.1 Resultados en tiempo discreto

En el Cuadro 1 se muestran las estimaciones realizadas, a partir de los modelos en tiempo
discreto, para las volatilidades de los rendimientos de las series S&P 500, IPC y el IGBC.
Puede observarse que para la primera serie, el modelo estimado resulté un EGARCH(2,1),
para la segunda, un modelo EGARCH(1,1) y para la tercera, un modelo GARCH(1,1). Los
anteriores modelos se estimaron bajo el supuesto de innovaciones gaussianas utilizando el

software EViews

Parametros estimados S&P 500 IPC IGBC
EGARCH(2,1) | EGARCH(1,1) | GARCH(1,1)
bo -0.152974 -0.773267 8.73E-06
o1 -0.176684 0.156517 0.297574
0o 0.235608 NA NA
5 -0.078257 -0.137086 NA
0 0.989314 0.929084 0.695175

Cuadro 1: Estimacién de los Modelos Discretos.

En la Grafica 3, se muestra para cada una de las series mencionadas, la densidad de
probabilidad simulada de la volatilidad de los rendimientos en un posible escenario. Las
simulaciones fueron implementadas en MATLAB(©). En esta grafica se muestra un ajuste
lognormal a las volatilidades de los rendimientos de las series S&P 500, IPC y el IGBC,
como también el valor p asociado con la prueba de Kolmogorov—Smirnov para una muestra,
donde la distribuciéon hipotética es la distribucién lognormal. En cada caso, la prueba de
Kolmogorov—-Smirnov sugiere que la volatilidad de los rendimientos de las series financieras
descritas, siguen una distribucion lognormal, a un nivel de significancia de 0.05, dado que

el valor p fue mayor que 0.05 en cada uno de los escenarios simulados.
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(c) Volatilidad del IGBC. valor p = 0.0557

Grafica 3: Volatilidad de los rendimientos en el modelo discreto para

las series financieras S&P 500, IPC, y el IGBC.

En cada grafica se muestra el valor p asociado a la prueba de bondad de ajuste de

Kolmogorov-Smirnov para una muestra a un nivel de significancia de 0.05.

9.2 Resultados en tiempo continuo

La metodologia de estimaciéon de los parametros ¢,v, 0, v o en el modelo continuo de
volatilidad estocéastica fue implementada en Microsoft(c) Office Excel y se describe a con-

tinuacién.
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9.2.1 Implementacion en Excel de la estimacion del modelo continuo

de volatilidad estocastica

Se obtiene la serie de rendimientos logaritmicos diarios a partir de la serie de precios.

Se calcula la serie de volatilidades para los rendimientos mediante media moévil simple

en una ventana de tamano 15, y se anualiza.

Se estiman los parametros ¢ y o por maxima verosimilitud para una distribucién
lognormal. Lo anterior se realiza considerando la serie anualizada, o, de volatilidades
por medias moviles, en ventanas de 15 dias, asociada a la serie de los rendimientos

logaritmicos. Para anualizar dicha serie se toman 250 dias de negociacién por ano.

Se calcula la serie anualizada (doy)?, donde (doy) son diferencias simples calculadas a

partir de la serie o definida anteriormente.
Se agrupa en clases la variable o; y se calcula su frecuencia relativa en cada clase.

Para dichas clases se calculan las variables In (¢;), a partir de las marcas de clase
definidas antes, y In [IE (dat)ﬂ, de modo usual, y se hace la regresion entre ellas,

sugerida en la seccién (8.3).

Se estiman los pardametros ¢ y v a partir de la regresion realizada.

En el Cuadro 2 se muestran las estimaciones realizadas para la volatilidad de los rendimien-

tos de las series S&P 500, IPC y el IGBC, a partir del modelo continuo de volatilidad

estocastica desarrollado.

Parametros estimados | S&P 500 IPC IGBC
10) 0.410750 0.681834 1.133636
0.508400 | 0.664150 | 0.838150
0.327664 | 0.346323 | 0.554850
0.109319 | 0.152458 | 0.171367

Q|| (=

Cuadro 2: Estimacién del modelo continuo.

Con las estimaciones mostradas en el Cuadro 2 es posible realizar algunas simulaciones

de la volatilidad de los rendimientos para las series establecidas. De esta manera, en
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la Grafica 4 se muestran las funciones densidad de probabilidad, real y simulada, para
un posible escenario, de cada una de series financieras, S&P 500, IPC y el IGBC. Las
simulaciones fueron implementadas en MATLAB(@). Debe notarse que la densidad real
corresponde a la densidad de probabilidad para la serie de la volatilidad anualizada de los
rendimientos, mediante media mévil simple en una ventana de tamano 15, y la simulada,
corresponde a la densidad de probabilidad para la serie de datos simulados, obtenidos con
las ecuaciones dadas en (22). La Grafica 4 también muestra los ajustes lognormales para
las densidades asi definidas, dado que la construccién del modelo continuo, desarrollado
en la seccién 8, considera que la funcion densidad de probabilidad de o; existe en estado

estable, y se supone que en tal estado es lognormal.

[_JRealsigma |

[ 1Real sigma

[ | Wilmott sigma | Wilmott sigma
L Real fit 4 12) Real fit

= VMiimctt fit Wilmott fit
120 =] S ~

0 0.0s 01 015 0.2 025 0.3 0.35
Data Data

(a) Volatilidad del S&P 500. valor p = 0.6435 (b) Volatilidad del IPC. valor p = 0.1565

: . . : : ' :
M: : : [ Real sigma :

: : : [ | Wilmett sigma |
e . : . Real fit H
T : : — Wilmott fit :

P . : 5 “
Data

(c) Volatilidad del 1IGBC. valor p — 0.1421

Graéfica 4: Volatilidad de los rendimientos en el modelo continuo para

las series financieras S&P 500, IPC, y el IGBC.
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En cada grafica se muestra el valor p asociado a la prueba de bondad de ajuste de

Kolmogorov-Smirnov para una muestra a un nivel de significancia de 0.05.

Por otra parte, la Gréfica 4 muestra el valor p correspondiente a la prueba de bondad
de ajuste Kolmogorov—Smirnov para dos muestras a un nivel de significancia de 0.05, en
cada escenario simulado. La hipoétesis nula de la prueba, Hg, es que ambas muestras, real
y simulada, provienen de una misma distribuciéon continua y la hipotesis alternativa, H1,

es que las muestras provienen de diferente distribucion continua.

También puede observarse, en la Grafica 4, que para los escenarios simulados la prueba
sugiere que las muestras, real y simulada, provienen de una misma distribuciéon de proba-

bilidad continua, dado que el valor p fue mayor que 0.05 en cada caso.

Por ultimo, la Grafica 5 muestra un ajuste lognormal a las series S&P 500, IPC y el
IGBC, como también el valor p asociado con la prueba de Kolmogorov—Smirnov para una
muestra, donde la distribucion hipotética es la distribucion lognormal. En cada caso, la
prueba de Kolmogorov—Smirnov sugiere que la volatilidad de los rendimientos de las series
financieras descritas, siguen una distribucion lognormal, a un nivel de significancia de 0.05,

dado que el valor p fue mayor que 0.05 en cada uno de los escenarios simulados.
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(c) Volatilidad del IGBC. valor p = 0.1779
Grafica 5: Volatilidad de los rendimientos en el modelo continuo para
las series financieras S&P 500, IPC, y el IGBC.

En cada grafica se muestra el valor p asociado a la prueba de bondad de ajuste de

Kolmogorov-Smirnov para una muestra a un nivel de significancia de 0.05.

10. Conclusiones

Se estimaron los parametros para los indices bursatiles S&P 500 de EEUU, IPC de México
y el IGBC de Colombia, bajo la familia de modelos ARCH, que son en tiempo discreto, y

bajo un modelo empirico de volatilidad estocastica en tiempo continuo.
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Es razonable estimar la volatilidad de estos indices bajo los modelos ARCH o bajo el
modelo empirico en tiempo continuo. Estos modelos pueden ser aplicados posteriormente
en la evolucién temporal de la distribucion de la volatilidad y en la valuacién de derivados
sobre dichos indices, ya que en un gran ntimero de escenarios simulados, en ambos casos,
se reflejan caracteristicas probabilisticas comunes de las series simuladas, concretamente,
que la distribucién de la volatilidad de los rendimientos es lognormal, bajo la prueba de

bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov.
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