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■♥ ♠❛♥② ♠❛r❦❡ts✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛r❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❢✉❧❧② t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s t❤❛♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❡①♣❧❛✐♥s ❛s②♠♠❡tr✐❝
♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② ✜r♠s ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦❧❧✉❞✐♥❣ ♦♥ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❲❤✐❧❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦♥❧② ♦❝❝✉r ♦♥❝❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ t✉r♥s ♦✉t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❧♦✇✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞
✇❤❡♥❡✈❡r ❞❡♠❛♥❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳

✯●♦❡t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❋r❛♥❦❢✉rt✱ ●rü♥❡❜✉r❣♣❧❛t③ ✶✱ ✻✵✸✷✸ ❋r❛♥❦❢✉rt✱ ●❡r♠❛♥②
❡✲♠❛✐❧✿ ♦❜r❛❞♦✈✐ts❅❡❝♦♥✳✉♥✐✲❢r❛♥❦❢✉rt✳❞❡

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▼❛❛rt❡♥ ❏❛♥ss❡♥✱ ❋r❛♥③ ❲✐r❧✱ P❛✉❧ P✐❝❤❧❡r ❛♥❞ ❑❛r❧ ❙❝❤❧❛❣ ❢♦r t❤❡✐r
❤❡❧♣❢✉❧ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♠❡♥t❛r②✳ ❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
✇✐t❤ ❙❛♥❞r♦ ❙❤❡❧❡❣✐❛✱ ❏♦s❤✉❛ ❙❤❡r♠❛♥✱ ❉❛♥✐❡❧ ●❛r❝✐❛✱ ▼❛t❛♥ ❚s✉r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡♠✐♥❛r
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❱✐❡♥♥❛✱ ●♦❡t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❋r❛♥❦❢✉rt✱ ❆❙❙❊❚ ✷✵✶✶✱ t❤❡
❊❊❆✴❊❙❊▼ ▼❡❡t✐♥❣s ✷✵✶✹✱ ❛♥❞ ❊❆❘■❊ ✷✵✶✹✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ●♦❡t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
❋r❛♥❦❢✉rt✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❱✐❡♥♥❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❆✉str✐❛♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ✈❛st ❜♦❞② ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st s❤♦❝❦s t❡♥❞ t♦ ❜❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❢✉❧❧② t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s t❤❛♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡

s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✼✼ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ✶✻✺ ♣r♦❞✉❝❡r ❣♦♦❞s✱ P❡❧t③♠❛♥ ✭✷✵✵✵✮ ✜♥❞s t❤❛t ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡

❛❞❥✉st♠❡♥t ✭♦r r♦❝❦❡ts ❛♥❞ ❢❡❛t❤❡rs✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ t❤✐r❞s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡ts

❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❝♦♥✜r♠ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡

❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ ♠❛r❦❡ts r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡t❛✐❧ ❛♥❞ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ❣❛s♦❧✐♥❡✱ ❝❡rt❛✐♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞

❜❛♥❦✐♥❣✳✶

❊✈❡r s✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ❇♦r❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✱ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s

♦♥❡ ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❢❡✇ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ♥♦ r✐❣♦r♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❝♦♠♠♦♥ ✭♠❛r❦❡t✲

✇✐❞❡✮ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✲❝♦st s❤♦❝❦s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② ✜r♠s ✐♠♣❡r✲

❢❡❝t❧② ❝♦❧❧✉❞✐♥❣ ♦♥ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛♥

✐♥❢♦r♠❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❇♦r❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✱ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝

♠❛r❦❡t✱ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ♦♥ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡rt ❝♦❧❧✉s✐♦♥ r❡♥❞❡rs ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✜r♠s ✉s❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝♦st s❤♦❝❦ ❤✐ts t❤❡ ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✬s ♣r✐❝❡ ❛s ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r ❝♦❧❧✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❧❡ts t❤❡♠ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts ❞✉r✐♥❣ ❧♦✇✲❝♦st ♣❡r✐♦❞s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛s t❤✐s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s

❛ ♣❛ss✐✈❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✜r♠s✱ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡✈❛✐❧ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦st s❤♦❝❦ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ✜r♠s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐♥ st✐❝❦✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦✇ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r

♣r✐❝❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞

t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s ✐❢ t❤❡ ✜r♠s✬ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✇♦r❦❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ t♦ t❤❡

r♦❝❦❡ts✲❛♥❞✲❢❡❛t❤❡rs ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s s❧♦✇❧② ❢❛❧❧✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s✳

■ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦

s✉❜st❛♥t✐❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ✭❡✳❣✳✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦sts✮✱ t❤❡ ✜r♠s

✶❊✳❣✳✱ s❡❡ ❚❛♣♣❛t❛ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✶



✜♥❞ ✐t ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠♦♥✐t♦r t❤❡✐r r✐✈❛❧s✬ ♣r✐❝❡s✳✷ ■♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❣ ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱

t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❡♠❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠s✬ ♣❛st

♣r✐❝✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠✉❝❤ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ●r❡❡♥ ❛♥❞ P♦rt❡r ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✽✽✮✱ t❤❡ ✜r♠s

❝❛♥ ♦♥❧② ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡✮ ❜②

♣✉♥✐s❤✐♥❣ ✉♥✉s✉❛❧❧② ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞✳

◆♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ■ ♠♦❞❡❧ ❡❛❝❤ ✜r♠✬s ❞❡♠❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥✲

❢♦✉♥❞❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠s✬ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠✱ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧✳

❚❤✐s ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ♠✉st ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❛s ✈❡r② ❧♦✇

❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣✉♥✐s❤❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ s✉st❛✐♥❛❜❧❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♣r✐❝❡

❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ♦❝❝✉r ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st

s❤♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✳

▼② ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ t♦ ❜❡ s✉st❛✐♥✲

❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t ❡❛❝❤ ✜r♠✬s ♦✇♥ ❞❡♠❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡

♦t❤❡r ✜r♠s✬ ♣r✐❝✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ✐s

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐r❞✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♠✉st ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❣r♦✇s ❧❛r❣❡✱ ✜r♠s ❤✐❣❤❧② ❞✐s❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡ ♣r♦✜ts✱ ♦r t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st st❛t❡

❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ♣❡rs✐st❡♥t✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r♦❝❦❡ts✲❛♥❞✲❢❡❛t❤❡rs ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♣❡r❛t✐♥❣ s✉❜♠❛r❦❡ts✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ✐s s❝❛r❝❡✳✸

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❛rt✐❝❧❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❛♠❛♥✐❛ ❛♥❞ ❨❛♥❣ ✭✶✾✾✽✮✱ ✇❤♦

s❡t ✉♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ✭✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝✮ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐❢ ❛ ✜r♠ ✐s ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦ t❤❛t ✐s ♥♦t ❢❛❝❡❞ ✭❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞✮ ❜② ♦t❤❡r ✜r♠s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts

♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡✱ ❛s t❤✐s ♠❛② tr✐❣❣❡r ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞

❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❧✐❡❞✳

✷❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♣r❡✈❛✐❧ ✐❢ t❤❡ ✜r♠s ❝❛♥ ♦♥❧② s♦♠❡t✐♠❡s ♦❜s❡r✈❡s t❤❡✐r r✐✈❛❧s✬ ♣r✐❝❡s✱
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✉♣♦♥
r❡q✉❡st✳

✸▼❛♥② ♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥s✉♠❡r s❡❛r❝❤ ❝♦sts
✭❨❛♥❣ ❛♥❞ ❨❡ ✭✷✵✵✽✮✱ ❚❛♣♣❛t❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ▲❡✇✐s ✭✷✵✶✶✮✱ ❈❛❜r❛❧ ❛♥❞ ❋✐s❤♠❛♥ ✭✷✵✶✷✮✮✱ ♠❡♥✉ ❝♦sts ✭❇❛❧❧ ❛♥❞ ▼❛♥❦✐✇
✭✶✾✾✹✮✮✱ ❧❛❣s ✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ✐♥✈❡♥t♦r✐❡s ✭❇♦r❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✮✱ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❡rt✐❛ ✭❳✐❛ ❛♥❞ ▲✐ ✭✷✵✶✵✮✮✱ ❛♥❞ ❊❞❣❡✇♦rt❤ ♣r✐❝❡ ❝②❝❧❡s t❤❛t ♠❡r❡❧② r❡s❡♠❜❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝✐♥❣
✭❊❝❦❡rt ✭✷✵✵✷✮✮✳

✷



❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ♠❛r❦❡t✲✇✐❞❡ ❝♦st s❤♦❝❦s✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s♣♦t ♠❛r❦❡t✱ ❲ö❧✜♥❣ ✭✷✵✵✽✮ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ s✉♣♣❧②✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡

❲ö❧✜♥❣ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐s s♣❡❝✐❛❧✱ ❛s ✜r♠s ❤❛✈❡ t♦ s✉❜♠✐t s✉♣♣❧②✲❢✉♥❝t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ s❡t ♣r✐❝❡s

❞✐r❡❝t❧②✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s❡t✉♣ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✜r♠s

❤❛✈❡ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦st s❤♦❝❦ t❤❛t ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱

❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦❧❧✉❞❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✭✉♣ t♦ s♦♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥s ♣r✐❝❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ t❤❛t ♠✉st ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❤❛♣♣❡♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳

❚❤❡ ♠♦st ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❤❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❲❡✐ss ✭❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡✐r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♦✉t❞♦♦r ♠❛r❦❡t ✐♥ ❏❡r✉s❛❧❡♠✱ t❤❡② ♠♦❞❡❧ ❛ s♣❡✲

❝✐✜❝ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✏✐s♦❧❛t❡❞✑ ✜r♠ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✏r✐✈❛❧✑ ✜r♠s t❤❛t ❝♦♠♣❡t❡ à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞✱ ❛♥❞ ♠❛② ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦❧❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡

❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦❧❧✉❞✐♥❣ ✏r✐✈❛❧✑ ✜r♠s ♠❛② ✐♥st❛♥✲

t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦sts ❞❡❝r❡❛s❡ ♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛s

✉♥❞❡r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦❧❧✉s✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡

s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠② ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st

s❤♦❝❦s ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡s ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡✈❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ■ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ss str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡♠❛♥❞ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❛♥❞ ♣❛rt❧② ♦♣♣♦s✐♥❣ t❡st❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r② t♦

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❖✉t ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s

r❡♣♦rt ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡

❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ♠❛r❦❡t✳ ❋♦r t❤❡ r❡t❛✐❧ ❣❛s♦❧✐♥❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❉❡❧t❛s ✭✷✵✵✽✮✱

❱❡r❧✐♥❞❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ❛♥❞ ❇❛❧♠❛❝❡❞❛ ❛♥❞ ❙♦r✉❝♦ ✭✷✵✵✽✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢

st❛t❡✲❧❡✈❡❧ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡s ❢♦r ✹✽ ❯❙✲❆♠❡r✐❝❛♥ st❛t❡s✱ ❉❡❧t❛s ✭✷✵✵✽✮ ✜♥❞s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♠❛r❦✉♣s ✭❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢

❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ r✐✈❛❧ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜r❛♥❞

✐❞❡♥t✐t② ❛s ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❱❡r❧✐♥❞❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❤♦ ✉s❡s ❛ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞

✸



♣❛♥❡❧ ♦❢ st❛t✐♦♥✲❧❡✈❡❧ r❡t❛✐❧ ❣❛s♦❧✐♥❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❙♦✉t❤❡r♥ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣r✐❝❡✲r❡s♣♦♥s❡

❛s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s❡❝t♦r✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❡♣♦s✐t

✐♥t❡r❡st r❛t❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ❍❛♥♥❛♥ ❛♥❞ ❇❡r❣❡r ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛r❦

❛♥❞ ❙❤❛r♣❡ ✭✶✾✾✷✮ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛t ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❜❛♥❦✐♥❣ s❡❝t♦r ❛r❡ ♣r♦♥❡

t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✜♥❞ t❤❛t ❞❡♣♦s✐t ✐♥t❡r❡st

r❛t❡s r✐s❡ s❧♦✇❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s

❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st✲r❛t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♣r✐❝❡s r✐s❡ ❢❛st❡r

t❤❛♥ t❤❡② ❢❛❧❧ ❢❛❝✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s✳ ❆s ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r t②♣✐❝❛❧❧② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❝♦❧❧✉s✐♦♥✱ ❛❧❧

♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛rt✐❝❧❡s s✉❣❣❡st t❤❛t ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ♠❛② ♣❧❛② ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ r♦❧❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡

r♦❝❦❡ts✲❛♥❞✲❢❡❛t❤❡rs ♣❛tt❡r♥✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡t✉♣

❛♥❞ s♦❧✈❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❝♦st✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞✱

❞②♥❛♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦sts ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✮ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❡①t❡♥❞s t❤❡

❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s✉❜♠❛r❦❡ts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠♦r❡

r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ r❡❧❡❣❛t❡❞

t♦ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✷ ▼♦❞❡❧ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❙t❛❣❡ ●❛♠❡

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ N ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛♥❞ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ✜r♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡t❡ ♦✈❡r ♣r✐❝❡s

pi ✭♦❢ s♦♠❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡❞✮ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡

✜r♠s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r r✐✈❛❧s✬ ♣r✐❝❡s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧ ❜②❣♦♥❡ ♣❡r✐♦❞s✳

■♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❣ ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✜r♠s ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❡♠❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t

s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✬ ♣❛st ♣r✐❝✐♥❣✳

❚✐♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t❡✱ ✇✐t❤ t = 1, 2, ...✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ❛❧❧ N ✜r♠s ❢❛❝❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ct✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t

❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦st st❛t❡s cH ✱ cL✱ ✇✐t❤ cH > cL✳ ❚❤❡s❡ ❝♦sts ❢♦❧❧♦✇ ❛ t✇♦✲st❛t❡

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ P(ct+1 = cH |ct = cH) = ρH ∈ (0, 1)✱ P(ct+1 = cL|ct = cH) = 1 − ρH ✱

P(ct+1 = cL|ct = cL) = ρL ∈ (0, 1)✱ ❛♥❞ P(ct+1 = cH |ct = cL) = 1 − ρL✳ ❋✐r♠s ❞✐s❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡

♣r♦✜ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δ ∈ (0, 1)✳

✹



❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠

t♦t❛❧ ♠❛ss θ̃t ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❝❛❧❧❡❞ ✏❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✑✮ t❤❛t ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F (θ) := P(θ̃t ≤ θ)✱ ✇❤❡r❡ E(θ̃t) = 1✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ F ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t✇✐❝❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦✈❡r ✐ts s✉♣♣♦rt [0, θ]✱ ✇❤❡r❡ θ > 1 ♠❛② ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✳✹ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r

❡✈❡r② θ ∈ (0, θ)✱ f(θ) := F ′(θ) > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❞❡♠❛♥❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ✇✐t❤ ♣r✐❝❡s✱ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ θ̃t ❞✐r❡❝t❧②✳ ❋✉rt❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥

F ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡r ❜✉②✐♥❣ ♦✈❡r ♥♦t ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧②

✐♥❡❧❛st✐❝ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✭r❛♥❞♦♠✮ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✜r♠ i ✐❢ ✐t ♣r✐❝❡s ❛t pi ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r

✜r♠s ♣r✐❝❡ ❛t s♦♠❡ ✈❡❝t♦r p−i = (p1, ..., pi−1, pi+1, ..., pN ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

D̃i = θ̃ ∗ si(pi;p−i), ✭✶✮

✇❤❡r❡ si(pi;p−i) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r✐❝❡s t♦ ❛ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ si ∈ [0, 1] ♦❢ t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ θ̃✳ ❙✐♥❝❡ ■ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐t ✐s

s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ si(pi; p, ..., p) := si(pi;p)✱ ✇❤❡r❡ p ✐s ❛ ♣r✐❝❡ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❤♦s❡♥

❜② ❛❧❧ ✜r♠s ♦t❤❡r t❤❛♥ i✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s sj(p;p(pi))✱ ✇❤❡r❡ p(pi) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ N − 2 ✜r♠s ♦t❤❡r t❤❛♥ j ❛♥❞ i ♣r✐❝❡ ❛t ✜r♠ j✬s ♣r✐❝❡ p✱ ❛♥❞ ✜r♠ i 6= j ❝❤❛r❣❡s pi✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s♣❡❝✐❛❧

❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✏s♣♦❦❡s ♠♦❞❡❧✑ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐③❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤❡♥

❛♥❞ ❘✐♦r❞❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t t❤❡ ✜r♠s✬ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡s ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✺

si(pi;p) =
1

N
− α(pi − p) ✐❢ pi ∈

[

p−
N − 1

αN
, p+

1

αN

]

, ✭✷✮

sj(p;p(pi)) =
1− si(pi;p)

N − 1
, ✭✸✮

✹■♠♣♦s✐♥❣ ③❡r♦ ❛s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ✜r♠s✬ ❞❡♠❛♥❞
♠❛② ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧♦✇✳ ▲❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ♠✉st ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣r✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ✈❡r② st✐❝❦② ❞♦✇♥✇❛r❞✳

✺■♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡s ♠♦❞❡❧✱ N ✜r♠s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢
♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✜r♠ ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✜r♠ ✭❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✉♠❡r ♠❛② ♦♥❧② ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❛t t❤❡✐r ✏♣r❡❢❡rr❡❞✑ ✜r♠ ✭✇❤✐❝❤
✐s ❝❧♦s❡st✮ ❛♥❞ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✜r♠ ♦✉t ♦❢ t❤❡ N − 1 ✭❡q✉❛❧❧② ❞✐st❛♥t✮ ♦t❤❡r ✜r♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛r❦❡t✲s❤❛r❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ✐❢ N − 1 ✜r♠s ❝❤❛r❣❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐❝❡ p✱ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜r♠ i ❝❤❛r❣❡s s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣r✐❝❡ pi ✭❛s
❧♦♥❣ ❛s pi ✐s ♥♦t t♦♦ ❧♦✇ ✕ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣♦❦❡s ♠♦❞❡❧✱ si(pi;p) ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❡①❝❡❡❞ 2

N
✮✳

✺



✇❤❡r❡ α = α(N) > 0 ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ N ✳✻

❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛s✳ ❋✐rst✱ ✐❢ ❛❧❧ ✜r♠s ♣r✐❝❡ ❛t s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥

♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p✱ t❤❡② s♣❧✐t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❡✈❡♥❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ ❛ ✜r♠ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧②

❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ t❤❛♥ ✐ts r✐✈❛❧s ✐❢✱

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ✐t ♣r✐❝❡s ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ t❤❛♥ t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❡t✉♣✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♠❛r❦❡t✲s❤❛r❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② α > 0 ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✭✇❤❡r❡ α ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ N✮✳ ❆♥❞ t❤✐r❞✱

❣✐✈❡♥ ❛ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠ i✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s s❤❛r❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❡✈❡♥❧②✳✼

❯s✐♥❣ t❤✐s s❡t✉♣✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✜r♠ i✬s ✭✉♥✐q✉❡✮ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥② ♣r✐❝❡

✈❡❝t♦r p t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s✳ ■♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✐s ❜❡st

r❡s♣♦♥s❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ p✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s②♠♠❡tr✐❝ st❛❣❡✲❣❛♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

p∗(c) = c+
1

αN
, ✭✹✮

✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ♦❢

π∗(c) = π∗ =
1

αN2
. ✭✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ♣r♦✜ts ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✑ α ❛♥❞

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s N ✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s ❡✐t❤❡r α ♦r N ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ ♣r✐❝❡s ❛t ♠❛r❣✐♥❛❧

❝♦st ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❛ ♣r♦✜t ♦❢ ③❡r♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ s❤✐❢ts ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st

❧❡✈❡❧ c✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐t✳✽ ❆ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ❝♦st

s❤♦❝❦ ♦❢ s✐③❡ ∆c ✐s ❢✉❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✜r♠s✬ ♣r✐❝❡s ❛❧s♦ s❤✐❢t ❜② ∆c✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ✜r♠s ♣r✐❝❡ ❛t s♦♠❡ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p̂ = p∗(c) + ∆✱

✇❤❡r❡ ∆ > 0✳ ❚❤❡♥✱ ✜r♠ i✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈✐❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂

∂pi
[(pi − c)si(pi; p̂)]

∣

∣

∣

∣

pi=p̂

= −α∆ < 0.

✻■❢ pi < p− N−1
αN

✱ ✜r♠ i✬s ♣r✐❝❡ ✐s s♦ ❧♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠s✬ ♣r✐❝❡ p t❤❛t ✐t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛r❦❡t✿

si = 1✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ pi > p+ 1
αN

✱ ✜r♠ i✬s ♣r✐❝❡ ✐s s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛ttr❛❝t ❛♥② ❝♦♥s✉♠❡rs✿ si = 0✳
✼❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✬ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❝❛rr② ♦✈❡r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡

♣r❡s❡r✈❡❞✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t
∂si(pi;p)

∂pi

∣

∣

∣

pi=p
= −α(N) < 0 ∀i, p✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛ st❛❣❡✲❣❛♠❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ❢♦r c ∈ {cL, cH}✳ ❚❤❡ ✜rst ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ✜r♠✬s ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ r❡s♣♦♥s❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ♠❛r❦❡ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦♥❧② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r✐❝❡ s❛✈✐♥❣s✳

✽❚❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✲❞❡♠❛♥❞ ❝❛s❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
∂si(pi;p)

∂pi

∣

∣

∣

pi=p
=

− α(N) < 0 ∀i, p ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦♦t♥♦t❡✮✳

✻



❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✭♠❛r❣✐♥❛❧❧②✮ ✉♥❞❡r❝✉t✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② α ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ∆✳

✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ●❛♠❡

■♥ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❧♦✇❡r ✐ts ♣r✐❝❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡

❧❡✈❡❧ p̂ > p∗(c)✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r

❝♦❧❧✉s✐♦♥ ♦♥ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦sts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜r♠s✬ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r r✐✈❛❧s✬ ♣r✐❝❡s✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✏❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠s✑ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❋✉❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▼❛s❦✐♥ ✭✶✾✽✻✮✮✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛♥② r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣❛♠❡✲♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡rs✬ ✭❝♦♠♠♦♥✮ ❞✐s❝♦✉♥t

❢❛❝t♦r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ■ ✐❣♥♦r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ ✏❛r❜✐tr❛r②✑ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s

♣❡r✐♦❞s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② st❛❣❡✲❣❛♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐s r❡str✐❝t✐✈❡✱ ✐t s❡❡♠s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t ✕ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✕ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ✜♥❞

✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

♣❧❛②❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ❝❤❛r❣❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡ ❛❢t❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s

❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥② ✜r♠✬s ♣r♦✜t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✐ts r✐✈❛❧s ❞♦

♥♦t ❛❞❛♣t t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ❡✐t❤❡r✳ ■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ♣❛st ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r

❝♦❧❧✉s✐♦♥✳✾

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜r♠s ❡♠♣❧♦② ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ♦♥ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣❛st ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❖♥❝❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦

❤✐ts t❤❡ ♠❛r❦❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st ❞r♦♣s ❢r♦♠ cH t♦ cL✱ t❤❡ ✜r♠s ❦❡❡♣

♣r✐❝✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cH) ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞ ❡①❝❡❡❞s s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧

t❤r❡s❤♦❧❞ k ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ t❤❡ ✜r♠s✬ ❞❡♠❛♥❞ ❢❛❧❧s s❤♦rt ♦❢ k✱ t❤❡② ❡♥t❡r ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❤❛r❣❡ t❤❡ ◆❛s❤✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ p∗(cL) ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t

♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✜r♠ ♣❧❛②s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣②✳

✶✳ Pr✐❝❡ ❛t p∗(cH) ✇❤❡♥❡✈❡r c = cH ✳ ✭❍✐❣❤✲❈♦st P❤❛s❡ ❍✮

✾❙❡❡ ❙❝❤❡❧❧✐♥❣ ✭✶✾✻✵✮ ❢♦r ❛ s❡♠✐♥❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳

✼



✷✳ ■❢ c = cL ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s ❡①❝❡❡❞❡❞ k ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ s✐♥❝❡ c ❧❛st s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ cH t♦ cL✱

♣r✐❝❡ ❛t p∗(cH)✳ ✭❈♦❧❧✉s✐✈❡ P❤❛s❡ ❈✮

✸✳ ■❢ c = cL ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s ❢❛❧❧❡♥ s❤♦rt ♦❢ k ✐♥ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞ s✐♥❝❡ c ❧❛st s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ cH t♦

cL✱ ♣r✐❝❡ ❛t p
∗(cL)✳ ✭P✉♥✐s❤♠❡♥t P❤❛s❡ P✮

■❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐t ♠✉st ❡①❤✐❜✐t ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ tr❛♥s♠✐s✲

s✐♦♥✳ ❆ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦st s❤♦❝❦ ❢r♦♠ cH t♦ cL ✐s ♥♦t tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s✱

❛s t❤❡ ✜r♠s ❦❡❡♣ ♣r✐❝✐♥❣ ♦♥ p∗(cH) ✉♥t✐❧ ❞❡♠❛♥❞ t✉r♥s ♦✉t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❧♦✇✳ ❖♥❧② ✐♥ t❤❛t

❝❛s❡ ✭✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛s ❞❡♠❛♥❞ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❣✮✱ ❛ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡ ✐s

❡♥t❡r❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠s r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ p∗(cL) ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡

✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦sts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉♣✇❛r❞ ❝♦st s❤♦❝❦s ❢r♦♠ cL t♦ cH ❛r❡ ❡✐t❤❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✭✐❢ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡❧②✮✱ ♦r ♥♦t

❛t ❛❧❧ ✭✐❢ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥

tr❛♥s♠✐tt❡❞✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣❡rs✐st❡♥t s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ✉♣✇❛r❞

❝♦st s❤♦❝❦ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❡♥❞❡❞✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❞♦❝✉♠❡♥t❡❞

r♦❝❦❡ts✲❛♥❞✲❢❡❛t❤❡rs ♣❛tt❡r♥ ❡♠❡r❣❡s✳✶✵

■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ st❛rt t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t②♣❡✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✜r♠✬s

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❛❧❧

♦t❤❡r ✜r♠s ♣r✐❝❡ ❛t p∗(cH) ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st st❛t❡ ✭p∗(cL) ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st st❛t❡✮ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t

❤❛♣♣❡♥s ✭❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠ ❝❛♥♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ♦r ♣✉♥✐s❤♠❡♥t

♣❤❛s❡ ❡♥❞s✮✱ ❛ ✜r♠ ❝❛♥ ❞♦ ♥♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❜② ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ st❛❣❡✲❣❛♠❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ p∗(cH) ✭p∗(cL)✮

✐ts❡❧❢✳

❚❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ str❛t❡❣②✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ❆s ❝♦❧❧✉s✐♦♥

♦♥ t❤❡ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cH) ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st st❛t❡ cL s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉st❛✐♥❛❜❧❡✱ ❡❛❝❤

✜r♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦✜t❛❜❧② ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ ✐ts r✐✈❛❧s ✭❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛r❦❡t

s❤❛r❡✮✳ ❆s t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r r✐✈❛❧s✬ ♣r✐❝❡ ❝❤♦✐❝❡s ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛②

t♦ ❞♦ s♦ ✐s ❜② ❛❞❡q✉❛t❡❧② ♣✉♥✐s❤✐♥❣ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞

k ♠✉st ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡❛❝❤ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦✜ts ❜②

♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ p∗(cH) ✐s ❡①❛❝t❧② ♦✛s❡t ❜② ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ♦❢ ♣r♦✜ts ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ t♦ ❡♥❞✳

✶✵▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st st❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❧♦✇✲❝♦st st❛t❡ ✐s ♦♥❧② s♦♠❡t✐♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣r✐❝❡s✳

✽



▲❡t r(pi;p; k) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥② ✜r♠ j✬s ❞❡♠❛♥❞ ❡①❝❡❡❞s k✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛❧❧ ✜r♠s

j 6= i ♣r✐❝❡ ❛t p ❛♥❞ ✜r♠ i ♣r✐❝❡s ❛t pi✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t✶✶

r(pi;p; k) = 1− F

(

(N − 1)k

1− si(pi;p)

)

, ✭✻✮

✇❤❡r❡❛s

r(p;p; k) = 1− F (Nk). ✭✼✮

❆s si(pi;p) ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ pi ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1
N

❢♦r pi = p✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t r(pi;p; k) < r(p;p; k)

❢♦r pi < p ✭❛s ❧♦♥❣ ❛s k > 0✱ t❤❛t ✐s✱ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✉s❡❞✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ✜r♠

t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cH) ❞♦❡s ✐♥ ❢❛❝t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❤♦✇ k ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❛②✳

◆❡①t✱ ❞❡♥♦t❡ ❜②ΠH
i ✱ ΠC

i (pi)✱ ❛♥❞ΠP
i ✜r♠ i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ✭❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s✮ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ♣❤❛s❡✱ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✜r♠ i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ ΠC
i (pi)

❤❛s ✜r♠ i✬s ❝♦❧❧✉s✐✈❡✲♣❤❛s❡ ♣r✐❝❡ pi ❛s ❛r❣✉♠❡♥t✳✶✷ ❖♥❧② ✐❢ ✜r♠ i✬s t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞

♣r♦✜t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❢♦r pi = p∗(cH)✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣②✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ✜r♠ i✬ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ✐♥

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ✭✇❤❡r❡ πi(pi) ✐s ❛ s❤♦rt ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r (pi − cL)si(pi;p
∗(cH)) ❛♥❞ r(pi)

✐s ❛ s❤♦rt ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r r(pi;p
∗(cH); k)✮✳

ΠH
i = π∗ + ρHδΠH

i + (1− ρH)δΠC
i (pi) ✭✽✮

ΠC
i (pi) = πi(pi) + ρL

[

r(pi)δΠ
C
i (pi) + (1− r(pi))δΠ

P
i

]

+ (1− ρL)δΠ
H
i ✭✾✮

ΠP
i = π∗ + ρLδΠ

P
i + (1− ρL)δΠ

H
i . ✭✶✵✮

❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞

♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ♣❤❛s❡ ✭♣✉♥✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✬s

❡①♣❡❝t❡❞ st❛❣❡✲❣❛♠❡ ♣r♦✜t ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲t✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜t✳ ❲✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρH ✭ρL✮✱ ❝♦sts st❛② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st st❛t❡ ✭❧♦✇✲❝♦st st❛t❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡

t♦ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜t t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠✳

✶✶❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜❡❝❛✉s❡ r(pi;p; k) := P

(

θ̃ ∗ sj(p;p(pi)
) > k

)

= P

(

θ̃ ∗
1−si(pi;p)

N−1
> k

)

=

1− F
(

(N−1)k
1−si(pi;p)

)

✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧✐❡s r(p;p; k) = 1− F (Nk)✱ ❛s si(p;p) =
1
N
✳

✶✷❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣r✐❝❡ pi t❤❛t ✜r♠ i ❝❤♦♦s❡s ✐♥ ❡✈❡r②
♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❛t ♣❤❛s❡✳

✾



❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − ρH ✭1 − ρL✮✱ ❝♦sts s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞

❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜t t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡

✭❤✐❣❤✲❝♦st ♣❤❛s❡✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠

♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✜r♠ i ♣r✐❝❡s ❛t pi ✐♥ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♦❢ t❤❛t ♣❤❛s❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ st❛❣❡✲❣❛♠❡ ♣r♦✜t ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ❛t pi ✭✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s st✐❝❦ t♦

t❤❡ ♣❧❛♥ ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ❛t p∗(cH)✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲t✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜t✳ ❚❤✐s

❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜t ❤❛s t✇♦ ♣❛rts✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρL✱ ❝♦sts st❛② ❧♦✇✳ ❚❤❡♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✬s ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s ❡①❝❡❡❞❡❞ k ♦r ♥♦t ✭✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

r(pi) ❛♥❞ 1 − r(pi)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜t ✐s ❡✐t❤❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠✱ ♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t

♣❤❛s❡✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ρL✱ ❝♦sts s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥

♣r♦✜t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ♣❤❛s❡✳✶✸

❋✐❣✉r❡ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐❢ ✜r♠ i

♣r✐❝❡s ❛t pi ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✳

■t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✜r♠s ♦♥❧② ❢❛❝❡ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥

t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ♣r✐❝❡ ❛t p∗(cH) ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡

✐s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s✬ str❛t❡❣✐❡s ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ p∗(cH) ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢

ΠC
i (pi)✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋✐r♠ i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r

✜r♠s ♣r✐❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣②✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ΠC
i (pi) =

π∗

1− δ
+

(1− δρH)(1− δρL)

(1− δ) [1 + δ − δ(ρH + ρL)]
×

πi(pi)− π∗

1− δρLr(pi)
. ✭✶✶✮

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢

♣r✐❝✐♥❣ ❛t pi ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t

str❡❛♠ π∗

1−δ
♦❢ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ✭❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✮ st❛❣❡✲❣❛♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜t ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✱ ♣❧✉s

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❝❡ss ♣r♦✜t ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r♦✜t ✐♥ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s✱ πi(pi)− π∗✱ ♣r♦♣❡r❧②

❞✐s❝♦✉♥t❡❞✳

✶✸❆ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ΠC
i (pi) =

∫

(N−1)k
1−si(pi)

0

[

πi(pi)θ̃ + ρLδΠ
P
i + (1− ρL)δΠ

H
i

]

f(θ̃)dθ̃ +
∫ θ

(N−1)k
1−si(pi)

[

πi(pi)θ̃ + ρLδΠ
C
i (pi) + (1− ρL)δΠ

H
i

]

f(θ̃)dθ̃✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞
(N−1)k
1−si(pi)

✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s✉st❛✐♥❡❞ ❝♦❧❧✉s✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥

pi ❛♥❞ k✳ ❆s r(pi) = 1− F
(

(N−1)k
1−si(pi;p)

)

✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✶✵



H

C

P

ρH

ρLr(pi)

ρL(1− r(pi))

1− ρH 1− ρL

ρL

1− ρL

cH

cL

cL

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ✐❢ ✜r♠ i ❝❤❛r❣❡s pi ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡
♣❤❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣②✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡
❢♦✉♥❞ ♥❡①t t♦ t❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡✳

❊①❛♠✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t ΠC
i (pi) r❡❛❝❤❡s ✐ts ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ pi t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s Π̂i(pi) :=
πi(pi)−π∗

1−δρLr(pi)
✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣②✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠

❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ♠✉st ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t p∗(cH)✳ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t

t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Π̂i(pi)✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t p∗(cH)✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❈❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ✭◆❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣②✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠

❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ k ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t φ := Nk s❛t✐s✜❡s

h(φ) := (N − 1) [1− δρL + δρLF (φ)]− δρLφf(φ) = 0. ✭✶✷✮

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✲❝♦st ♠❛r❣✐♥❛❧✲❜❡♥❡✜t tr❛❞❡♦✛✳ ■❢ ❛ ✜r♠

♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cH)✱ ✐t ♠❛❦❡s ❛ ❤✐❣❤❡r✲st❛❣❡ ❣❛♠❡

♣r♦✜t ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭❛s t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s ♣r✐❝✐♥❣ ❛t p∗(cH) ✐s t♦ ♣r✐❝❡ ❧♦✇❡r

t❤❛♥ p∗(cH)✮✱ ❜✉t t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ t♦ ❡♥❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤

♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦❧❧✉s✐✈❡✲♣❤❛s❡s ✇✐t❤ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

φf(φ)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝❤♦s❡♥

✶✶



❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞s φ∗ = Nk∗ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②

❧❛r❣❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥❧② ✐❢ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉st❛✐♥❡❞ ❝♦❧❧✉s✐♦♥

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② s♦ ♠✉❝❤ ✭✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ k ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✮

t❤❛t t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞✐s❝♦✉r❛❣❡❞ ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♥❣✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ h′(φ) = δρL [(N − 2)f(φ)− φf ′(φ)] ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t h(0) > 0✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r✲

❡♥t t❤❛t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐❢ f ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭F ✐s ✇❡❛❦❧② ❝♦♥❝❛✈❡✮✳

❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✱ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❛❧✱ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ t♦♦

✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✜r♠s✬ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ◆♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇

t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ k ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✜r♠s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❞❡t❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦✜t❛❜❧② ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ t❤❡

❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛s ❞♦✐♥❣ s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉st❛✐♥❡❞ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❜② t♦♦ ❧✐tt❧❡✳

◆♦t❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❞❡♠❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F ✱ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ t❤❛t ❛s N ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞ ♦r δρL ❞❡❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞s ③❡r♦✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞

str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ♠❛♥② ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❤✐❣❤❧②

❞✐s❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡ ♣r♦✜ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣❡rs✐st❡♥t✳

❙♦ ❢❛r✱ ♦♥❧② ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cH) t♦ ❜❡ ❛

❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❛t p∗(cH) ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠s✬ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐t ❤❛s

t♦ ❤♦❧❞ t❤❛t t❤✐s ♣r✐❝❡ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ✜r♠ i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜t str❡❛♠ ✐♥ t❤❡

❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❛t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ✭❙✉✣❝✐❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✭p∗(cH) ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ Π̂i(pi)✮ ✐❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮

❡①✐sts✱ ❛♥❞ ∆c := cH − cL ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳✶✹ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ t❤❛t ✐s✱ V ar(θ̃) < ( 3
6+16N−1

δρL

)2✳

❚❤✉s✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❡①✐st ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞

✐s ❧♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs N ✱ δ ❛♥❞ ρL✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st

s❤♦❝❦ ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss str✐♥❣❡♥t

✭❧❛r❣❡r✮ ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❧♦✇✲❝♦st st❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r

♠♦❞❡❧✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧✱ ●❛♠♠❛✱ ❇❡t❛✱ ▲♦❣✲❧♦❣✐st✐❝✱

✶✹❊①♣❧✐❝✐t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ∆c ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✷



❛♥❞ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ♣r♦✈✐❞❡❞

t❤❛t t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣♦✈❡r♥✐♥❣

t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛❣❣r❡✲

❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ♥♦t

♣r♦✜t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ k ✐s s❡t ♣r♦♣❡r❧②✱ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉st❛✐♥❡❞ ❝♦❧❧✉s✐♦♥

❞❡❝r❡❛s❡s ❜② t♦♦ ♠✉❝❤✳ ❆♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ❛❧s♦ ❧❛r❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ❞♦ ♥♦t

♣❛② ✐❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st

s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✭♥❡✇✮ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❧❛r❣❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥♥♦t ♣❛②✳

❍❛✈✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s✱

♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ φ∗ = Nk∗ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ t❤❛t ❞♦❡s ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ t♦ ❡♥❞✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❤❛t ❝♦sts r❡♠❛✐♥ ❧♦✇✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② F (φ∗)

✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✉s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s

✉♥t✐❧ ♣r✐❝❡s ❛❞❥✉st ❢r♦♠ p∗(cH) t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ p∗(cL) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L(φ∗) =
1

F (φ∗)
> 1.✶✺ ✭✶✸✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱

❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜r♠s ✇❡r❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cL) ❜❡❢♦r❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

✜r♠s✬ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st st❛t❡ ρL✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❆ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δ ♦r ρL ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ♣r✐❝❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ h′(φ∗) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δ ♦r ρL ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ h′(φ∗)✳ ❚❤✐s s✐❣♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✐t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛s ✜r♠s

❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ♣❛t✐❡♥t ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛r❡

✶✺❚❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✸



tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s✳✶✻ ❆❧s♦✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ N ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s F ✱ ❛s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙✉❜♠❛r❦❡ts

■♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝

♠❛r❦❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❡♥❣❛❣❡s ✐♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ♦♥ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❯♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr✐❣❣❡r✲s❛❧❡s str❛t❡❣② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❢♦r♠s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ❝♦st s❤♦❝❦s ✐s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ t♦ t❤❡ r♦❝❦❡ts✲❛♥❞✲❢❡❛t❤❡rs ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t ♦♥❝❡ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✱ ❛❧❧ ♣r✐❝❡s ❛❞❛♣t ❢✉❧❧② ❛♥❞ ❛❜r✉♣t❧② t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts s❧♦✇❧② ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛❢t❡r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢

♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t

❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ s❡r✐❡s t❤❛t ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♥♦t st❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝✱ ❜✉t r❡✢❡❝t ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛r❦❡t✱

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s✉❜♠❛r❦❡ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

st♦❝❤❛st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✱ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ♦♥ s✉♣r❛✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s ♠❛② ♣❡rs✐st ❧♦♥❣❡r ✐♥

s♦♠❡ s✉❜♠❛r❦❡ts t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t✲✇✐❞❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❧♦✇❧② ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s✳

▲❡t M ≥ 1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ s✉❜♠❛r❦❡ts✱ ✇✐t❤ Nm ❛♥❞ αm

✭m ∈ {1, ...,M}✮ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s Nm ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② αm ✐♥

s✉❜♠❛r❦❡t m✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss s✉❜♠❛r❦❡ts✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ̃m ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❝r♦ss s✉❜♠❛r❦❡ts✱ ✇✐t❤ Pr
(

θ̃1 ≤ θ1 ∧ ... ∧ θ̃M ≤ θM

)

=
∏M

m=1 Fm(θm) ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞

✭t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞✐✛❡r ❛❝r♦ss s✉❜✲

♠❛r❦❡ts✮✳

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦st ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛r❦❡t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡

♠♦❞❡❧✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲✇✐❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦sts st✐❝❦ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ❧❡✈❡❧ cH ✭❧♦✇✲❝♦st ❧❡✈❡❧

cL✮ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρH ✭ρL✮ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳

✶✻■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤♦✉❣❤ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ■ ✉♥❞❡rt♦♦❦✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ h′(φ∗) ✇❡r❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ h′(φ∗∗)✱ ❢♦r s♦♠❡ φ∗∗ < φ∗✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r φ ❣✐✈❡ r✐s❡
t♦ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ✜r♠ ♣r♦✜ts✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ h′(φ) ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛t❡❞✳

✶✹



◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ s✉❜♠❛r❦❡t m ✇✐❧❧ ❢❛❝❡ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢

(Nm − 1) [1− δρL + δρLFm(φ)]− δρLφfm(φ) = 0.

❙✉❜♠❛r❦❡ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ∗

m t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧

t♦ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗m(cH) := cH + 1
αmNm

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦✱ ❣✐✈❡♥

t❤❛t cH − cL ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✉❜♠❛r❦❡t✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❙✉♣♣♦s❡ L ≤ M ♦❢ t❤❡ s✉❜♠❛r❦❡ts ❛r❡ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✉s✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♠❛♥❞

t❤r❡s❤♦❧❞ Nmk∗m = φ∗

m✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❛❜❡❧ t❤❡♠ ✇✐t❤ 1, ..., L✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥② s✉❜s❡t S ⊆ {1, ..., L} ♦❢ t❤❡s❡ ✜r♠s ✇✐❧❧

st✐❧❧ ❝❤❛r❣❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ p∗m(cH)✱ t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∏

m∈S (1− Fm(φ∗

m))
t
✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ s✉❜s❡t S ♦❢

t❤❡ ❝♦❧❧✉❞✐♥❣ ✜r♠s ✇✐❧❧ st✐❧❧ ♣r✐❝❡ ❤✐❣❤ t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ✐s str✐❝t❧②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s✉❜♠❛r❦❡ts✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡r✐✈❡

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② H(l, t) t❤❛t s♦♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s l ≤ L ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣r✐❝❡ ❝♦❧❧✉✲

s✐✈❡❧② t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞✳ ❋♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱

■ ✇✐❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ M ≥ 1 s✉❜♠❛r❦❡ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γ := 1 − F (φ∗) t❤❛t ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤

♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ s✉❜♠❛r❦❡t

✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞

✐s ❡q✉❛❧ t♦ γt✳

❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜♠❛r❦❡t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② J(m, t) t❤❛t

❡①❛❝t❧② m ≤ M ♦❢ ❛❧❧ s✉❜♠❛r❦❡ts ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡ t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡

J(m, t) :=

(

M

m

)

(γt)m(1− γt)M−m. ✭✶✹✮

❇② ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜✐♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✜r♠s ✇❤♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣r✐❝❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡❧② t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Mγt✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡

♠❛r❦❡t✱ t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞✱ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤✐s ✜♥❞✐♥❣✳
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0.8

1.0

fHΘL

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲♣❛r❛♠❡t❡r −0.08 ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r 0.4✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ 1✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ φ∗ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ M ≥ 1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♣❡r❛t✐♥❣

s✉❜♠❛r❦❡ts✱ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γ > 0 t❤❛t ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞

♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛r❦❡t✱ t ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r

❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

p∗(cH)γt + p∗(cL)(1− γt). ✭✶✺✮

❋♦r ❧❛r❣❡ M ✱ ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cH) t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ p∗(cL) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❧❡t

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛r❦❡t ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② M = 50✱ cH = 20✱ cL = 16✱ δ = 0.9999✱

ρH = ρL = 0.98✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜♠❛r❦❡t✱ ❧❡t N = 4✱ α = 0.05✱ ❛♥❞ F (θ) ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧

✇✐t❤ ♠❡❛♥✲♣❛r❛♠❡t❡r −0.08 ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r 0.4✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠❡❛♥ ♦❢

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ 1 ✭❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② 0.417✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❢♦r ❛ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ f(θ)✳

■t ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t p∗(cH) = 25 ❛♥❞ p∗(cL) = 21✳ ❆❧s♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②

t❤❛t φ∗ = Nk∗ = 0.406724 ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❆s

✶✻



p∗(cH) ✐s ❛❧s♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ΠC
i (pi) ❢♦r φ = φ∗✱✶✼ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝✐♥❣

❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ❛❧❧ ✜r♠s st✐❝❦ t♦ t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ φ∗✱ t❤❡r❡

✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1 − F (0.406724) ≈ 0.979771 t❤❛t ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ♦❢

t❤❡ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♣❤❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ❞❡♣✐❝ts ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 500 ♣❡r✐♦❞s ✭✏❞❛②s✑✮✳✶✽

❚❤❡ ✇❡❧❧✲❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ r♦❝❦❡ts✲❛♥❞✲❢❡❛t❤❡rs ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ ❞✐s❝❡r♥❡❞✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛r❦❡ts✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞

❢✉❧❧② t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s t❤❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✜r♠s ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ t❛❝✐t ❝♦❧❧✉s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st

s❤♦❝❦s ❛r❡ ♦♥❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡s ♦♥❝❡ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❛♥

✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❞❡♠❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✉r♥s ♦✉t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs ✇✐t❤

❛ ❞❡❧❛②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛s t❤❡ ✜r♠s

❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐♥ st✐❝❦✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡s✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ tr✐❣❣❡r✲s❛❧❡s str❛t❡❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ♣✉♥✐s❤ ✉♥✉s✉❛❧❧②

❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞✱ ■ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛s②♠♠❡tr✐❝✲♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❡①✐st ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱

■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①✐st ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ♠❛♥② ✜r♠s ✐♥ t❤❡

♠❛r❦❡t✱ ❧♦✇✲❝♦st st❛t❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣❡rs✐st❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜r♠s ❞✐s❝♦✉♥t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜② ♥♦t t♦♦

♠✉❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡

t❤❛t ❧♦✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛♥ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s

❝❛♥ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ❛ r✐❝❤ ❛rr❛② ♦❢ t❡st❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❋✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ♠✐❣❤t ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝♦st ♣r♦✲

❝❡ss❡s✱ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✜r♠s t♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ♠♦♥✐t♦r t❤❡✐r r✐✈❛❧s✬ ♣r✐❝❡s✱ ♦r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♠✲

♠❡tr✐❝ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧r❡❛❞② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s✉❜♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❣❡♥❞❛ ✐s ❤❡♥❝❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣✐r✐✲

❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦rtr❛②❡❞ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛✉s❡s t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✶✼❆ ✢❡①✐❜❧❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✲❝♦❞❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✉♣♦♥
r❡q✉❡st✳

✶✽❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❘✲❝♦❞❡ ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ▼❛r❦❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r T = 500✱ M = 50✱ cH = 20✱ cL = 16✱ δ = 0.9999✱ ρH = ρL =
0.98✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜♠❛r❦❡t✱ N = 4✱ α = 0.05✱ F (θ) ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲♣❛r❛♠❡t❡r −0.08 ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r 0.4✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ✭❣r❛② s♦❧✐❞✮ ❬❞❛s❤❡❞❪ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠❛r❦❡t✬s ❛❝t✉❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡ ✭❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡✮ ❬♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✽



t❤❛t ♣r✐❝❡s t❡♥❞ t♦ ❛❞❥✉st ❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ♣❡r✐♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❛t ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ♠♦r❡ st❛✲

❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st s❤♦❝❦s✱ ❛♥❞ ❢❡✇❡r ✜r♠s✱ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

❡①❤✐❜✐t t❤❡ r♦❝❦❡ts✲❛♥❞✲❢❡❛t❤❡rs ♣❛tt❡r♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

▲❛✉r❡♥❝❡ ❇❛❧❧ ❛♥❞ ◆✳ ●r❡❣♦r② ▼❛♥❦✐✇✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ Pr✐❝❡ ❆❞❥✉st♠❡♥t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❋❧✉❝t✉❛✲

t✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✵✹✭✹✷✸✮✿✷✹✼✕✻✶✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✾✹✳

❋❡❧✐♣❡ ❇❛❧♠❛❝❡❞❛ ❛♥❞ P❛✉❧❛ ❙♦r✉❝♦✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❣❛s♦❧✐♥❡ r❡t❛✐❧

♠❛r❦❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✻✭✸✮✿✻✷✾✕✻✺✸✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳

❙❡✈❡r✐♥ ❇♦r❡♥st❡✐♥✱ ❆✳ ❈♦❧✐♥ ❈❛♠❡r♦♥✱ ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞ ●✐❧❜❡rt✳ ❉♦ ●❛s♦❧✐♥❡ Pr✐❝❡s ❘❡s♣♦♥❞ ❆s②♠✲

♠❡tr✐❝❛❧❧② t♦ ❈r✉❞❡ ❖✐❧ Pr✐❝❡ ❈❤❛♥❣❡s❄ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✷✭✶✮✿✸✵✺✕✸✾✱

❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✼✳

▲✉✐s ❈❛❜r❛❧ ❛♥❞ ❆rt❤✉r ❋✐s❤♠❛♥✳ ❇✉s✐♥❡ss ❛s ✉s✉❛❧✿ ❆ ❝♦♥s✉♠❡r s❡❛r❝❤ t❤❡♦r② ♦❢ st✐❝❦② ♣r✐❝❡s

❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✸✵✭✹✮✿

✸✼✶✕✸✼✻✱ ✷✵✶✷✳

❨♦♥❣♠✐♥ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍✳ ❘✐♦r❞❛♥✳ Pr✐❝❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ s♣♦❦❡s ♠♦❞❡❧✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✼✭✺✷✷✮✿✽✾✼✕✾✷✶✱ ❏✉❧② ✷✵✵✼✳

❘✐❝❤❛r❞ ❉❛♠❛♥✐❛ ❛♥❞ ❇✐❧❧ ❩✳ ❨❛♥❣✳ Pr✐❝❡ ❘✐❣✐❞✐t② ❛♥❞ ❆s②♠♠❡tr✐❝ Pr✐❝❡ ❆❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ ❛

❘❡♣❡❛t❡❞ ❖❧✐❣♦♣♦❧②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭❏■❚❊✮✱ ✶✺✹✭✹✮✿✻✺✾✕

✻✼✾✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✽✳

●❡♦r❣❡ ❉❡❧t❛s✳ ❘❡t❛✐❧ ❣❛s♦❧✐♥❡ ♣r✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✻✭✸✮✿✻✶✸✕✻✷✽✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳

❆♥❞r❡✇ ❊❝❦❡rt✳ ❘❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✸✺✭✶✮✿✺✷✕✼✼✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✷✳

❉r❡✇ ❋✉❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❊r✐❝ ▼❛s❦✐♥✳ ❚❤❡ ❋♦❧❦ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❘❡♣❡❛t❡❞ ●❛♠❡s ✇✐t❤ ❉✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ♦r

✇✐t❤ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✹✭✸✮✿✺✸✸✕✺✹✱ ▼❛② ✶✾✽✻✳

❊❞✇❛r❞ ❏✳ ●r❡❡♥ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❍✳ P♦rt❡r✳ ◆♦♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❈♦❧❧✉s✐♦♥ ✉♥❞❡r ■♠♣❡r❢❡❝t Pr✐❝❡ ■♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✷✭✶✮✿✽✼✕✶✵✵✱ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✽✹✳

✶✾



❚✐♠♦t❤② ❍✳ ❍❛♥♥❛♥ ❛♥❞ ❆❧❧❡♥ ◆✳ ❇❡r❣❡r✳ ❚❤❡ ❘✐❣✐❞✐t② ♦❢ Pr✐❝❡s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛♥❦✐♥❣

■♥❞✉str②✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✶✭✹✮✿✾✸✽✕✹✺✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✶✳

▼❛tt❤❡✇ ❙✳ ▲❡✇✐s✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ Pr✐❝❡ ❆❞❥✉st♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦♥s✉♠❡r ❙❡❛r❝❤✿ ❆♥ ❊①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❘❡t❛✐❧ ●❛s♦❧✐♥❡ ▼❛r❦❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✫ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙tr❛t❡❣②✱ ✷✵✭✷✮✿✹✵✾✕✹✹✾✱

❏✉♥❡ ✷✵✶✶✳

❉❛✈✐❞ ◆❡✉♠❛r❦ ❛♥❞ ❙t❡✈❡♥ ❆✳ ❙❤❛r♣❡✳ ▼❛r❦❡t ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ◆❛t✉r❡ ♦❢ Pr✐❝❡ ❘✐❣✐❞✐t②✿

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛r❦❡t ❢♦r ❈♦♥s✉♠❡r ❉❡♣♦s✐ts✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✼

✭✷✮✿✻✺✼✕✽✵✱ ▼❛② ✶✾✾✷✳

❙❛♠ P❡❧t③♠❛♥✳ Pr✐❝❡s ❘✐s❡ ❋❛st❡r t❤❛♥ ❚❤❡② ❋❛❧❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✵✽✭✸✮✿✹✻✻✕✺✵✷✱

❏✉♥❡ ✷✵✵✵✳

❚❤♦♠❛s ❈✳ ❙❝❤❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❙tr❛t❡❣② ♦❢ ❈♦♥✢✐❝t✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✻✵✳

❏♦s❤✉❛ ❙❤❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❆✈✐ ❲❡✐ss✳ Pr✐❝❡ ❘❡s♣♦♥s❡✱ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❆♥❞ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✳ ■❙❙◆ ✶✹✻✽✲✵✷✾✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✶✶✴❡❝♦❥✳✶✷✶✼✽✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿

✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✶✶✴❡❝♦❥✳✶✷✶✼✽✳

▼❛r✐❛♥♦ ❚❛♣♣❛t❛✳ ❘♦❝❦❡ts ❛♥❞ ❋❡❛t❤❡rs✿ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❆s②♠♠❡tr✐❝ Pr✐❝✐♥❣✳ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✵✭✹✮✿✻✼✸✕✻✽✼✱ ✷✵✵✾✳

❏❡❛♥ ❚✐r♦❧❡✳ ❚❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✽✽✳

❏❡r❡♠② ❆✳ ❱❡r❧✐♥❞❛✳ ❉♦ r♦❝❦❡ts r✐s❡ ❢❛st❡r ❛♥❞ ❢❡❛t❤❡rs ❢❛❧❧ s❧♦✇❡r ✐♥ ❛♥ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧

♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡t❛✐❧ ❣❛s♦❧✐♥❡ ♠❛r❦❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✻

✭✸✮✿✺✽✶✕✻✶✷✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳

◆✐❦♦❧❛s ❲ö❧✜♥❣✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ Pr✐❝❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❙✉♣♣❧② ❋✉♥❝t✐♦♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❈❛r❜♦♥ Pr✐❝❡s

❛♥❞ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❊❧❡❝tr✐❝✐t② ❙♣♦t ▼❛r❦❡t✳ ❩❊❲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡rs ✵✽✲✵✹✵✱ ❩❊❲ ✲ ❩❡♥tr✉♠

❢ür ❊✉r♦♣ä✐s❝❤❡ ❲✐rts❝❤❛❢ts❢♦rs❝❤✉♥❣ ✴ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽✳

❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✐❞❡❛s✳r❡♣❡❝✳♦r❣✴♣✴③❜✇✴③❡✇❞✐♣✴✼✸✹✻✳❤t♠❧✳

❚✐❛♥ ❳✐❛ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣❤♦♥❣ ▲✐✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ■♥❡rt✐❛ ❛♥❞ ❆s②♠♠❡tr✐❝ Pr✐❝❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛♥❞ ❘❡s♦✉r❝❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✺✭✷✮✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✵✳

❍✉❛♥①✐♥❣ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐①✐♥ ❨❡✳ ❙❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✿ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st✲

♠❡♥ts✳ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✾✭✷✮✿✺✹✼✕✺✻✹✱ ✷✵✵✽✳

✷✵



✻ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦♦❢s

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋✐rst✱ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ΠH
i ❛♥❞ ΠP

i ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ ΠC
i (pi)✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

ΠH
i =

π∗ + (1− ρH)δΠC
i (pi)

1− δρH

❛♥❞

ΠP
i =

π∗[1 + δ − δ(ρH + ρL)]

(1− δρL)(1− δρH)
+

(1− ρL)(1− ρH)δ2

(1− δρL)(1− δρH)
ΠC

i (pi).

◆❡①t✱ ✐♥s❡rt t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✱ ✐s♦❧❛t❡ ΠC
i (pi) ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇✐t❤

(1− δρL)(1− δρH) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t

ΠC
i (pi)

[

(1− δρLr(pi))(1− δρL)(1− δρH)− δ3ρL(1− ρL)(1− ρH)(1− r(pi)) −

δ2(1− ρL)(1− ρH)(1− δρL)
]

=

πi(pi)(1− δρL)(1− δρH) + π∗δρL(1− r(pi)) [1 + δ − δ(ρH + ρL)] +

π∗δ(1− ρL)(1− δρL).

❙✐♠♣❧✐❢② t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❜r❛❝❦❡ts t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ΠC
i (pi) ❛♥❞ ❛❞❞ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t

π∗(1− δρL)(1− δρH) t♦ t❤❡ ❘❍❙ t♦ ♦❜t❛✐♥

ΠC
i (pi) {(1− δ) [1 + δ − δ(ρL + ρH)] (1− δρLr(pi))} =

(1− δρL)(1− δρH)[πi(pi)− π∗] + π∗δρL(1− r(pi)) [1 + δ − δ(ρH + ρL)] +

π∗δ(1− ρL)(1− δρL) + π∗(1− δρL)(1− δρH).

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❡r♠s ✇✐t❤ π∗ ✐♥ t❤❡ ❘❍❙ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✱ t❤✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡s t♦

ΠC
i (pi) {(1− δ) [1 + δ − δ(ρL + ρH)] (1− δρLr(pi))} =

(1− δρL)(1− δρH)[πi(pi)− π∗] + π∗ [1 + δ − δ(ρL + ρH)] (1− δρLr(pi)),

✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ Π̂i(pi) := πi(pi)−π∗

1−δρLr(pi)
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ pi ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣

t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∂πi(pi;p
∗(cH))

∂pi
[1− δρLr(pi;p

∗(cH); k)] + δρL [πi(pi;p
∗(cH))− π∗]

∂r(pi;p
∗(cH); k)

∂pi
= 0,

✷✶



✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r pi = p∗(cH)✳

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ πi(pi;p
∗(cH)) = (pi − cL)si(pi;p

∗(cH))✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞

t♦

[

si(pi;p
∗(cH)) + (pi − cL)

∂si(pi;p
∗(cH))

∂pi

]

[1− δρLr(pi;p
∗(cH); k)] + ✭✶✻✮

δρL [πi(pi;p
∗(cH))− π∗]

∂r(pi;p
∗(cH); k)

∂pi
= 0,

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛t

∂r(pi;p
∗(cH); k)

∂pi
=

∂
[

1− F
(

(N−1)k
1−si(pi;p∗(cH))

)]

∂pi

= −f

(

(N − 1)k

1− si(pi;p∗(cH))

)

(N − 1)k

[1− si(pi;p∗(cH))]
2

∂si(pi;p
∗(cH))

∂pi
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❊✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t p∗(cH)✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s

t♦
αN

N − 1
Nkf(Nk).

▼♦r❡♦✈❡r✱ r(p∗(cH);p∗(cH); k) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 1− F (Nk)✱ ❛s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳

❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ❛t pi = p∗(cH) t❤✉s ❣✐✈❡s

[

1

N
+

(

1

αN
+ cH − cL

)

(−α)

]

[1− δρL + δρLF (Nk)] + δρL
cH − cL

N

αN

N − 1
Nkf(Nk) = 0.

❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❜r❛❝❦❡t✱ ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦r α(cH − cL)✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜②

−(N − 1) ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ Nk = φ ✜♥❛❧❧② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ st❛t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❧❡♠♠❛ ✜rst✳ ■♥ ❛❧❧

♦❢ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❧❡t u(pi) := πi(pi) − π∗ ❛♥❞ v(pi) := 1 − δρL + δρLF
(

(N−1)k∗

1−si(pi;p∗(cH))

)

✱ ✇❤❡r❡

v(pi) > 0✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❋♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs cH ✱ cL✱ α✱ δ✱ ρL✱ N ✱ s♦♠❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ pi ≥ 0 ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡

❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ Π̂i(pi) ✐❢ u(pi) > 0 ❛♥❞ u′(pi) < 0✳

Pr♦♦❢✳ ❆s Π̂i(p
∗(cH)) = u(p∗(cH))

v(p∗(cH)) = ∆c
Nv(p∗(cH)) ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ∆c✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t

♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u(pi) = πi(pi) − π∗ ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ Π̂i(pi)✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t Π̂′

i(pi) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❤❛s u′(pi)v(pi)− u(pi)v
′(pi)✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ v(pi) ✐s

✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ v′(pi) ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ u(pi) ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡

✷✷



♦✈❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❛♥❣❡ ❢♦r ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡rs ✭❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✱ ✐t ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ t❤❛t

u′(pi) ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r u′(pi)v(pi)− u(pi)v
′(pi) t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡

t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ Π̂i(pi)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ■ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r V ar(θ̃) <
(

3
6+16N−1

δρL

)2

✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ∗ = Nk∗ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ❡①✐sts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ■ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t

✇❤❡♥❡✈❡r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ∗ ❡①✐sts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ k ✐s s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ p∗(cH) ♠✉st ❜❡ ❛

❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ΠC
i (pi)✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❤❛t ∆c := cH − cL ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ♥♦t❡ ✜rst t❤❛t ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ F ❛♥❞ f ✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ∗ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

h(φ) = (N − 1) [1− δρL + δρLF (φ)] − δρLφf(φ) = 0 ♠✉st ❡①✐st ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ φ̂

s✉❝❤ t❤❛t h(φ̂) < 0✱ ❛s h(0) = (N − 1)(1 − δρL) > 0✳ ◆❡①t✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ h(φ)✱

(N − 1) [1− δρL + δρLF (φ)]✱ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② N − 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t

∃φ : h̃(φ) := N − 1− δρLφf(φ) < 0.

◆♦✇✱ ❢r♦♠ ❈❤❡❜②s❤❡✈✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r z ≥ 1✱ ❛t ❧❡❛st 1− 1
z2 ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♠❛ss ♦❢ ❛♥② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ z st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥✳

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠❛r❦❡t✲❞❡♠❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ̃ ❤❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ σ✱ ❛t ❧❡❛st

1− 1
z2 ♦❢ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♠✉st ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [1− zσ, 1 + zσ]✳

❆s t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 2zσ✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ♠✉st ❛t

❧❡❛st ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
1− 1

z2

2zσ ✳ ❆t ✇♦rst✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✭✐❢ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t②✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t

♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t

max
φ∈[1−zσ,1+zσ]

φf(φ) ≥ (1− zσ)
1− 1

z2

2zσ
.

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ φf(φ) ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✶✷✮ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r

N − 1− δρL(1− zσ)
1− 1

z2

2zσ
< 0.

❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡

✭❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t✐❣❤t✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ z = 2 ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❢♦r σ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ φ∗ = Nk∗ s♦❧✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ✭p∗(cH) ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠✉♠

♦❢ Π̂i(pi) =
u(pi)
v(pi)

✮✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r p∗(cH) t♦ ❜❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ Π̂i(pi) ✐s t❤❛t t❤✐s

✷✸



❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ♦✈❡r t❤❡ ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞✮ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡rs✳ ❉✉❡ t♦

▲❡♠♠❛ ✷✱ t❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✈❛❧✉❡s ♦❢ pi s✉❝❤ t❤❛t u(pi) > 0 ❛♥❞ u′(pi) < 0✳✶✾

◆❡①t✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛t

Π̂′′

i (pi) =
[u′′(pi)v(pi)− u(pi)v

′′(pi)] v(pi)
2 − 2 [u′(pi)v(pi)− u(pi)v

′(pi)] v(pi)v
′(pi)

v(pi)4
,

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s

[u′′(pi)v(pi)− u(pi)v
′′(pi)] v(pi)− 2 [u′(pi)v(pi)− u(pi)v

′(pi)] v
′(pi) =

−2αv(pi)
2 − u(pi)v

′′(pi)v(pi)− 2u′(pi)v(pi)v
′(pi) + 2u(pi) (v

′(pi))
2
.

❋♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦❢ Π̂i(pi)✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

−2αv(pi)
2 − u(pi)

[

v′′(pi)v(pi)− 2 (v′(pi))
2
]

,

✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ str✐❝t ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ Π̂i(pi) ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❡❣✐♦♥✳

❍❡♥❝❡✱ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r p∗(cH) t♦ ❜❡ ❛

❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡r ♦❢ Π̂i(pi) ✐s t❤❛t

u(pi)

[

(

v′(pi)

v(pi)

)2

−
v′′(pi)

2v(pi)

]

< α ✭✶✼✮

♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡rs pi✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

◆♦✇✱ ✜① ❛♥② si ∈
(

1
N
, 1
)

❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r cL ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ cH ✭∆c < ∆c(si) :=
si−

1
N

2α ✮✱ ♥♦ ✜r♠ ✇✐❧❧ ❡✈❡r ✇❛♥t t♦ ♣r✐❝❡ s♦ ❧♦✇ t❤❛t ✐t ♦❜t❛✐♥s ❛ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ si✳
✷✵

❆s F (θ) ✐s t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② si < 1✱

v(si) := max
pi∈[s−1

i (si),s
−1
i (0)]

[

(

v′(pi)

v(pi)

)2

−
v′′(pi)

2v(pi)

]

✶✾❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ tr✐✈✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ str✐❝t ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u(pi)✳
✷✵❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ si(p

D; p∗(cH)) < si✱ ✇❤❡r❡ pD := 1
αN

+ cH+cL
2

✐s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ♣r♦❣r❛♠ maxpi (pi − cL)si(pi; p

∗(cH))✳

✷✹



♠✉st ❜❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ cL✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ u(pi) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② maxpi
u(pi) =

∆c
N

+ α(∆c)2

4 ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❛s cL ❛♣♣r♦❛❝❤❡s cH ✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✜①❡❞ si✱

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t pi ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✿

∆c < ∆c (si) ❛♥❞
[

∆c

N
+

α(∆c)2

4

]

v(si) ≤ α.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ cL ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ cH ✳

✷✺


