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❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ st♦❝❦
♦❢ ♠♦♥❡②✱ ❜✉t ✐t r❡sts ✉♣♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❛t✱ ✐❢ ❛♥②t❤✐♥❣✱ t❤❡ ❈❊ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r
❛tt❡♠♣ts t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✭❈❙▼✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦♥❧② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥❝②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡①✳

❑❡② ✇♦r❞s✿ ❈✉rr❡♥❝② ❊q✉✐❧✐✈❛♥t ■♥❞❡①✱ ▼♦♥❡t❛r② ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ▼♦♥❡② ❙t♦❝❦
❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✿ ❊✹✾

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ✭❈❊✮✱ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍✉tt ✭✶✾✻✸✮✱ ✇❛s ❢♦r✲
♠❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❘♦t❡♠❜❡r❣✱ ❉r✐s❝♦❧❧✱ ❛♥❞ P♦t❡r❜❛ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ ❈❊ ✇❛s ✐♥✲
t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ♦❢ t❤❡ ❉✐✈✐s✐❛ ✢♦✇ ✐♥❞❡①✱ ❜✉t t❤❡ ❈❊ ✐♥❞❡① ✐s ✐♥❢❡r✐♦r
t♦ t❤❡ ❉✐✈✐s✐❛ ✐♥❞❡① ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦♥❧② ❛ ✈❛❧✐❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡
✢♦✇ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t✬s ✉t✐❧✲
✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❜❧♦❝❦✇✐s❡ str♦♥❣❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ❝✉rr❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❇❛r♥❡tt
✭✶✾✾✶✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈❊ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝
st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✭❊❙▼✮ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❧② ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ✇❡❛❦ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ♦♥❧②
✐❢ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ✭❈❊✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ❊❙▼✱ ❜✉t ✐t r❡sts ✉♣♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

❋❡❜r✉❛r② ✶✺✱ ✷✵✵✽



❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❇❛r♥❡tt✱ ❑❡❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❑❡❧❧②✱ ✷✵✵✽✮✳ ❙♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧②✱ ❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✶✮ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t♦t❛❧ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r②
s❡r✈✐❝❡s ✭❚❊✮ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❚❊ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✇✐t❤ ❞r✐❢t ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✉♥✲
❝❧❡❛r ✇❤❛t✱ ✐❢ ❛♥②t❤✐♥❣✱ t❤❡ ❈❊ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s
q✉❡st✐♦♥ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✭❈❙▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡
t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦♥❧②
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥❝②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❈❙▼ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❇❛r♥❡tt✬s ✭✶✾✾✶✮ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢
♠♦♥❡② ✭❊❙▼✮ ✐♥ t❤❛t ✐t ✐❣♥♦r❡s ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t✳

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❈❙▼✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢
❡❛❝❤ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t ♠✉st ❜❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤r❡❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞✲
❡❧s✿ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛sts✱ ❛✉t♦ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧
❢♦r❡❝❛sts ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st ♣r❡❢♦r♠❡❞ ❜❡st
❛t ❛❧❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② r❡❞✉❝❡s
t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡①✳ ❲❤✐❧❡ ❇❛r♥❡tt✱ ❈❤❛❡✱ ❛♥❞ ❑❡❛t✐♥❣ ✭✷✵✵✺✮
❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❈❊ t♦ ❜❡ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞
❜✐❛s❡❞ ♠❡❛s✉r♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊❙▼✱ ■ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈❙▼ ✐❣♥♦r❡s ❢✉t✉r❡
♠♦♥❡t❛r② ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ❈❊ ✐s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❈❙▼✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ t✇♦ ❞❡✜♥❡s t❤❡
❈❙▼ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❙▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈❊✳ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t♦ t❤❛t ♦❢ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❈❊ t♦ t❤❡ ❈❙▼ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉♥✲
❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✜✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ❈✉rr❡♥t ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②

✷✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r P❡r❢❡❝t ❋♦r❡s✐❣❤t

❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✶✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✱ Vt✱ ❛s

Vt ≡
T
∑

s=t

N
∑

n=1

[

p∗s
ρs

− p∗s (1 + rn,s)

ρs+1

]

mns, ✭✶✮

✷



✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ s ✐s

ρs =







1 s = t
∏s−1
u=t (1 +Ru) s > t

, ✭✷✮

Rs ✐s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡✱ ✐✳❡✳ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t
❛ss❡t✱ ❛t t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ s✱ rn,s ✐s t❤❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t m ❛t t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞
s✱ mn,s ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t m ❛t ❤❡❧❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ s✱ ❛♥❞ p∗s ✐s
t❤❡ tr✉❡ ❝♦st ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥❞❡①✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✶✮✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st♦❝❦
♦❢ ♠♦♥❡② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦rt❢♦❧✐♦
❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t✳

◆♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❈❙▼✱ V ′
t ✱ t♦ ❜❡

V ′
t ≡

∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

p∗s
ρs

− p∗s (1 + rn,s)

ρs+1

]

mnt. ✭✸✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✶✮✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r✐♥❡ ✇❡❛❧t❤
❝♦♥str❛✐♥t ❞✐r❡❝t❧② ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦♥❡t❛r② ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱
❞❡✜♥❡

m̃n,t+j =







0 ✐❢ j = 0
∑j
i=1 ∆mn,t+i ✐❢ j > 0

, ✭✹✮

❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t

mns = mnt + m̃ns ∀s ≥ t. ✭✺✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✺✮ ✐♥t♦ ✭✶✮ ②✐❡❧❞s

Vt =
∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

p∗s
ρs

− p∗s (1 + rn,s)

ρs+1

]

(mnt + m̃ns)

=
∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

p∗s
ρs

− p∗s (1 + rn,s)

ρs+1

]

mnt +
∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

p∗s
ρs

− p∗s (1 + rn,s)

ρs+1

]

m̃ns,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❞♦✉❜❧❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❚❤✉s✱ ■ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✉♠ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts t♦ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ st♦❝❦
✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ♦♥❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✱ t✇♦✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②
s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤r❡❡✱ t❤❡
♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② st♦❝❦✳

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✮ ✐♥t♦ ✭✸✮ ②✐❡❧❞s

V ′
t =

N
∑

n=1

{

∞
∑

s=t

[

p∗s (Rs − rns)
∏s
u=t (1 +Rs)

]

mnt

}

. ✭✻✮

✸



❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

V ′
t =

N
∑

n=1

(

mnt

∞
∑

s=t

ψns
ρs

)

, ✭✼✮

✇❤❡r❡
∑∞
s=t

ψns

ρs

✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡ ✢♦✇ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② ♦♥❡ ✉♥✐t ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t n✳

✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

❇❛r♥❡tt ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❇❛r♥❡tt✱ ▲✐✉✱ ❛♥❞ ❏❡♥s❡♥ ✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣
✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ str♦♥❣ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ✉s❡r
❝♦st ❛♥❞ ❉✐✈✐s✐❛ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✇❤♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❛♣✐t❛❧
❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❢
♠♦♥❡② ❜❡❝♦♠❡s

Vt = Et

[

∞
∑

s=t

(

Γs
N
∑

n=1

mnsψns

)]

, ✭✽✮

✇❤❡r❡

Γs = βs−t
∂u

∂Cs
/
∂u

∂Ct
✭✾✮

✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧②✲❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ t ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❡r✐♦❞ s✳ 1 ❙✉❜st✐✲
t✉t✐♥❣ ✭✺✮ ✐♥t♦ ✭✽✮ ②✐❡❧❞s

Vt = Et

(

∞
∑

s=t

Γs
N
∑

n=1

mntψns

)

+ Et

(

∞
∑

s=t

Γs
N
∑

n=1

m̃nsψns

)

, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❞♦✉❜❧❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❈❙▼✱ V

′

t ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡r r✐s❦ ❛s

V
′

t = Et

(

∞
∑

s=t

Γs
N
∑

n=1

mntψns

)

. ✭✶✶✮

1 ❙❡❡ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✽✾✮ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❛♥❞ ❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✷✵✵✺✮✳

✹



✷✳✸ ▲✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❈❙▼ t♦ t❤❡ ❈❊

■ ❜❡❣✐♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐♥
t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t ✐s

Et (Γs) =
s
∏

u=t

[1 + Et (Ru)]
−1 .

❚❤❡♥ ✭✶✶✮ ❜❡❝♦♠❡s

V
′

t =
∞
∑

s=t

Et
(

∑N
n=1mntψns

)

∏s
u=t [1 + Et (Ru)]

+ cov
(

∑N

n=1
mntψns,Γ

)

. ✭✶✷✮

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss✱ s♦ t❤❛t
Et (Rs) = Rt ❢♦r ❛❧❧ s ≥ t✱ ❛♥❞ t❤❛t cov

(

∑N
n=1mntψns,Γ

)

= 0✳ ❚❤❡♥

V
′

t =
∞
∑

s=t

∑N
n=1 [mntEt (ψns)]

(1 +Rt)
s−t . ✭✶✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ψns ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss ∀n = 1 . . . N ✱ t❤❡♥
✭✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

V
′

t =
∞
∑

s=t

N
∑

n=1

[

Rt − rnt

(1 +Rt)
s−t+1

]

mnt =
N
∑

n=1

Rt − rnt
Rt

mnt, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✹✮ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡①✳

✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s

❆s ✇❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❙▼ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❈❊ ✐❢ t❤❡ r❛t❡
♦❢ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛ss❡t ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ❝♦sts ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡t
❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
✉s✐♥❣ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❈❙▼✳ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛sts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r
♠♦❞❡❧ ✭❚❋▼✮ ❛♥❞ ❛✉t♦ r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❆❘✮ ❢♦r❡❝❛sts ❛t t❤❡ ✻ ♠♦♥t❤✱ ✶✷ ♠♦♥t❤✱
✷✹ ♠♦♥t❤ ❛♥❞ ✸✻ ♠♦♥t❤ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✳

✸✳✶ ❉❛t❛ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❛t ♠♦♥t❤❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✻✵✿✵✸ ✲ ✷✵✵✻✿✵✷ t❤❛t ✇❛s
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉❛t❛ ✲ ❋❘❊❉ ❘© ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙❛✐♥t

✺
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❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❘❡t✉r♥ ❨✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡
❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❆ss❡t ✭✶✾✺✾✿✵✶ ✲ ✷✵✵✻✿✵✷✮

▲♦✉✐s ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ 2 ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s✳ 3

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉s❡r ❝♦sts ♦❢ ♠♦♥❡② ❛t t❤❡
▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡t✉r♥ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❛ss❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♣❧♦ts t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ♠♦♥❡② ❛t t❤❡ ▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♣❧♦ts t❤❡ r❡t✉r♥ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛ss❡t✳
■ t❡st ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r t❡st
❛♥❞ t❤❡ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r ●▲❙ t❡st ✭❊❧❧✐♦tt✱ ❘♦t❤❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❙t♦❝❦✱ ✶✾✾✻✮✳ ❊❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ■✭✶✮ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞ s♦ ❡❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡❞ ♦♥❝❡✳

❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡s ✶✶✷ s❡r✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ❧♦♥❣✲
t❡r♠ ❛♥❞ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞❛t❛✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡ ❞❛t❛✱
♠♦♥❡t❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛✳ ❊❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❡st❡❞ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r t❡st ❛♥❞
t❤❡ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r ●▲❙ ✭❊❧❧✐♦tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ❊❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜②
t❛❦✐♥❣ ❧♦❣s✱ ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s ♥❡❡❞❡❞✳

2 ❙❛✐♥t ▲♦✉✐s ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡✿ ✷✵✵✻✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉❛t❛ ✲ ❋❘❊❉ ❘©✳
❤tt♣✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳st❧♦✉✐s❢❡❞✳♦r❣✴❢r❡❞✷✴
3 ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s✿ ✷✵✵✻✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❧s✳❣♦✈

✻



✸✳✷ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

✸✳✷✳✶ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s st✉❞②
❜❡❝❛✉s❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❊✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❝♦sts
♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❛t❡ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝♦r✲
r❡❧❛t❡❞ t♦✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s
❛s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆r❣✉♠❡♥ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❞❛t❡
❜❛❝❦ t♦ ❙❛r❣❡♥t ✭✶✾✼✻✮ ❛♥❞ P❡s❛♥❞♦ ✭✶✾✼✾✮✳ ❊❧❧✐♦tt ❛♥❞ ❇❛✐❡r ✭✶✾✼✾✮ ❢♦✉♥❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ■ ✇✐❧❧
✉s❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

ŷhT+h|T = yT , ✭✶✺✮

❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ✜❣✉r❡s✳

✸✳✷✳✷ ❆✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦❞❡❧ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ p
❧❛❣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t p✳ ❆♥ ❆❘✭♣✮ ♠♦❞❡❧ ✐s
s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❧♦♥❣ st❛♥❞✐♥❣ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ✐♥
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t②♣❡s✳ ■♥ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❆❘✭♣✮ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❆❘✭♣✮ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ■
✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s ❆❘ ✐♥ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ✜❣✉r❡s✱ ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡
t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

ŷhT+h|T = c+
p−1
∑

i=0

βiyt−i. ✭✶✻✮

✸✳✷✳✸ ❚❛r❣❡t❡❞ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧

▲❡t X(T×N) ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ N ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r T ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✷✮✱

X = FΛ′ + e, ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ Λ = (λ1 . . . λN)′ ✐s ❛ (N × r) ♠❛tr✐① ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ F ✐s ❛ (T × r)
♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✱ ❛♥❞ e ✐s ❛ (T ×N) ♠❛tr✐① ♦❢ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❡rr♦rs✳
❙❡❡ ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✼



■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✱ r✱ ♠✐♥✐♠✐③❡✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
k✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✿

ICp1 (k) = ln
[

V
(

k, F̂ k
)]

+ k
(

N + T

NT

)

ln
(

NT

N + T

)

,

✇❤❡r❡ F̂ k ❡q✉❛❧s
√
T t✐♠❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ k ❧❛r❣❡st

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ (T × T ) ♠❛tr✐① XX ′ ❛♥❞

V
(

k, F̂ k
)

= min
Λ

[

(NT )−1
N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

Xit − λk
′

i F
k
t

)

]

.

❖♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s t❤❛t ✐t ♣r❡s✉♣♣♦s❡s
❛ ❧✐♥❡❛r ❧✐♥❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❇❛✐ ❛♥❞
◆❣ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r r✉❞✐♠❡♥t❛r② ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❧✐♥❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡X∗ t♦ ❜❡X ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✉❜✲
s❡t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉❝ts ♦❢ X✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r X∗ = {Xtn, X

2
tn}✱

✇❤✐❝❤ ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s sq✉❛r❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❙P❈✮✳

❇♦✐✈✐♥ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦rs t❤❛t ❜❡❛r ❧✐tt❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r❡❝❛sts✳
❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛♥❡❧ ✐s t♦♦ ♥♦✐s②✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ s✉❝❤ ❛s ❇■❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ N ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❞✐❝✲
t♦rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 2N♣♦ss✐❜❧❡ s❡ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✳
❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧❡❛st ❛♥❣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▲❆❘❙✮
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❊❢r♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ♣❛♥❡❧✳ ■ ✉s❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙P❈ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ t❛r❣❡t❡❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧✳

■ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇❛✐ ❛♥❞ ◆❣ ✭✷✵✵✼✮✱

ŷhT+h|T = α̂′WT + β̂′F̂T
k
, ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ ŷhT+h ✐s t❤❡ h✲♣❡r✐♦❞ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yt ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ✱ WT ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t

❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞✴♦r ❧❛❣s ♦❢ yt+h✱ F̂T
k
✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ k ❝♦♠♠♦♥

❢❛❝t♦rs ♦❢ X✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②
❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

yht+h = α′WT + β′F̂T
k
+ εt+h.

✽



✸✳✸ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ r♦♦t ♠❡❛♥
sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ❚❤❡✐❧✬s U st❛t✐st✐❝✳ ▲❡t yt+h ❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ y ✐♥
♣❡r✐♦❞ t+ h✱ ❛♥❞ ❧❡t ŷt+h|t ❜❡ t❤❡ h✲♣❡r✐♦❞ ❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ y ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳ ❚❤❡♥

RMSEH (model) =

√

√

√

√

1

H

H
∑

t=1

(

yt+h − ŷt+h|t
)2

✭✶✾✮

❛♥❞

UH(model) =

√

1
H

∑H
t=1

(

yt+h − ŷt+h|t
)2

√

1
H

∑H
t=1 (yt+h − yt)

2
✭✷✵✮

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ H ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤❡✐❧✬s U st❛t✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡s ❛ ♠♦❞❡❧✬s ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ U ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st
♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦✲❝❤❛♥❣❡ ❢♦r❡❝❛st✳ ❲❤❡♥ U ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ♣♦♦r❧② t❤❛♥ t❤❡ ♥♦✲❝❤❛♥❣❡ ❢♦r❡❝❛st✳

✸✳✹ ❖✉t ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ♠♦♥❡② ❛♥❞ t❤❡ r❡t✉r♥ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❛ss❡t ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t t♦ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
♦❢ ✷✹✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ T ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❞❛t❛ s❡t t♦ ♣❡r✐♦❞s t ∈
{T − 240, . . . , T} ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s T st❛rt✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✵✿✵✸ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥
♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✷✿✵✷✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❢♦r❡❝❛st ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st
♣❡r✐♦❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✶✷ ♠♦♥t❤ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ TEt+12 ✉s❡s ♦♥❧② ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t✳ ❆❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ✉♥✐t r♦♦ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❞❛t❛ s❡t
❝♦♥t❛✐♥s ✺✹✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣
♠❡t❤♦❞✳

✸✳✺ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts

■ ✜♥❞ t❤❛t ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ♠♦♥❡② ❛♥❞ t❤❡
②✐❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛ss❡t ❛r❡✱ ✐❢ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡①tr❡♠❡❧② ❤❛r❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
✉♣♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
t❤❡ ✉s❡r ❝♦sts ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤✱
✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r❡❝❛st ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ❛♥❞ ❚❤❡✐❧✬s U st❛t✐st✐❝✳

✾



❚❛❜❧❡ ✶
❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❘❡s✉❧ts

✻ ▼♦♥t❤ ✶✷ ▼♦♥t❤

❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❍♦r✐③♦♥ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❍♦r✐③♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡t❤♦❞ ❘▼❙❊ ❯ ❙t❛t✳ ❘▼❙❊ ❯ ❙t❛t✳

❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❘❛t❡ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✵✶✸ ✶✳✵✵ ✵✳✵✶✼ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✵✶✹ ✶✳✵✼ ✵✳✵✶✽ ✶✳✵✾
❚❋▼ ✵✳✵✺✻ ✹✳✷✵ ✶✳✵✾✹ ✻✺✳✶✻

❯❈ ✭▼✶✮ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✶✶✼ ✶✳✵✵ ✵✳✶✹✺ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✶✷✹ ✶✳✵✻ ✵✳✶✻✶ ✶✳✶✶
❚❋▼ ✵✳✶✹✵ ✶✳✶✾ ✵✳✷✶✹ ✶✳✹✽

❯❈ ✭▼✷✮ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✶✹✷ ✶✳✵✵ ✵✳✶✽✺ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✶✹✾ ✶✳✵✺ ✵✳✷✵✹ ✶✳✶✵
❚❋▼ ✵✳✶✻✶ ✶✳✸✹ ✵✳✷✺✽ ✶✳✸✾

❯❈ ✭▼✸✮ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✶✹✷ ✶✳✵✵ ✵✳✶✾✻ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✶✹✾ ✶✳✵✺ ✵✳✷✶✹ ✶✳✵✾
❚❋▼ ✵✳✶✺✻ ✶✳✶✵ ✵✳✷✷✺ ✶✳✶✺

✷✹ ▼♦♥t❤ ✸✻ ▼♦♥t❤

❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❍♦r✐③♦♥ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❍♦r✐③♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡t❤♦❞ ❘▼❙❊ ❯ ❙t❛t✳ ❘▼❙❊ ❯ ❙t❛t✳

❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❘❛t❡ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✵✷✹ ✶✳✵✵ ✵✳✵✷✽ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✵✷✼ ✶✳✶✸ ✵✳✵✸✹ ✶✳✷✵
❚❋▼ ✺✸✶✳✻✾ ✷✷✶✹✹✳✼✽ ✷✺✼✺✶✽ ✾✵✽✾✽✹✸

❯❈ ✭▼✶✮ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✷✵✵ ✶✳✵✵ ✳✷✸✹ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✷✹✶ ✶✳✷✵ ✳✸✵✸ ✶✳✷✾
❚❋▼ ✶✳✾✺✶ ✾✳✼✸ ✷✾✳✽✵ ✶✷✼✳✸✾

❯❈ ✭▼✷✮ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✷✹✸ ✶✳✵✵ ✵✳✷✽✶ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✷✾✶ ✶✳✷✵ ✵✳✸✼✶ ✶✳✸✷
❚❋▼ ✸✳✷✾✷ ✶✸✳✺✽ ✹✺✳✵✵✺ ✶✻✵✳✷✹

❯❈ ✭▼✸✮ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✵✳✷✺✸ ✶✳✵✵ ✵✳✷✾✽ ✶✳✵✵
❆❘ ✵✳✸✵✵ ✶✳✶✽ ✵✳✸✾✵ ✶✳✸✶
❚❋▼ ✵✳✺✶✼ ✷✳✵✹ ✻✳✶✶✶ ✷✵✳✺✶
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✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❈❊ t♦ P❡r❢❡❝t ❋♦r❡s✐❣❤t ❈❙▼

✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❈✉rr❡♥t ❙t♦❝❦ ♦❢ ▼♦♥❡②

■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❈❙▼✱ ✭✼✮✿

V
′

t =
N
∑

n=1

(

mnt

∞
∑

s=t

ψns
ρs

)

❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❛♥❞ t❤✉s ✉s❡ ❛❝t✉❛❧ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✭✼✮✳
❚❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❈❙▼ ✭❈❙▼❴P❋✮ ✐s ♥♦t ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥❞❡① ♥✉♠❜❡r✱ s✐♥❝❡
❢✉t✉r❡ ❞❛t❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❡① ❛♥t❡✱ ❜✉t ❛s ✐♥ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞
❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ■ ✉s❡ ❈❙▼❴P❋ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❊
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❞❛t❛✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✭✼✮ ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✱ H✱ s♦ t❤❛t
✭✼✮ ❜❡❝♦♠❡s

V ′
t =

N
∑

n=1

(

mnt

Hn
∑

s=t

ψns
ρs

)

.

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ Hn ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❈❙▼ ✐♥❞❡① ♥✉♠❜❡r✱ ■ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
s♠❛❧❧❡st Hn t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑Hn

s=t
ψns

ρs

−∑Hn−1
s=t

ψns

ρs

∑Hn−1
s=t

ψns

ρs

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< 10−4 ∀n ∈ {1, 2, . . . , N} . ✭✷✶✮

✹✳✷ ❘❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❈❊ ✐♥❞❡① ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❈❊ ✐♥❞❡① t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❈❙▼ ✭P❋✮
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ 4 ❋✐❣✉r❡s ✹✱ ✻ ❛♥❞ ✽ ♣❧♦t t❤❡ ❈❊ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ P❋ ❛t t❤❡
▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✼ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈❊ ■♥❞❡① ❢r♦♠ t❤❡ P❋ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ P❋✳ ❚❤❡ ❈❊ ✐♥❞❡① ♦✈❡rst❛t❡s
t❤❡ P❋ ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✵✳✵✺ ♣❡r❝❡♥t✱ ✵✳✾✸ ♣❡r❝❡♥t ❛♥❞ ✵✳✾✻ ♣❡r❝❡♥t ❛t t❤❡
▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ❛t t❤❡ ▼✶✱ ▼✷ ❛♥❞
▼✸ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❊ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡② ✇✐t❤
♥❡❛r❧② ③❡r♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❈❊ ✐♥❞❡① ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❝❡♥t ❡rr♦r ✭▼P❊✮✱ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❝❡♥t
❡rr♦r ✭▼❆P❊✮ ❛♥❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ♦❢ t❤❡ ❈❊ ✐♥❞❡① r❡❧❛t✐✈❡
t♦ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❈❙▼✳

4 ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❖① ✈❡rs✐♦♥ ✹✳✵✵ ✭❉♦♦r♥✐❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙❡❡
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞♦♦r♥✐❦✳❝♦♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✳ P❡r❝❡♥t ❊rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❈❊
❛♥❞ t❤❡ ❈❊ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ P❡r❢❡❝t ❋♦r❡s✐❣❤t
❊❙▼ ✭▼✶✮

1
9
5
9

1
9
6
2

1
9
6
5

1
9
6
8

1
9
7
1

1
9
7
4

1
9
7
7

1
9
8
0

1
9
8
3

1
9
8
6

1
9
8
9

0
1

0
0

2
0

0
3

0
0

4
0

0
5

0
0

6
0

0
7

0
0

CE

PF
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❋✐❣✉r❡ ✺✳ P❡r❝❡♥t ❊rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❈❊
❛♥❞ t❤❡ ❈❊ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ P❡r❢❡❝t ❋♦r❡s✐❣❤t
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❛♥❞ t❤❡ ❈❊ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ P❡r❢❡❝t ❋♦r❡s✐❣❤t
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❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❈❛♣✐t❛❧ ❙t♦❝❦ ♦❢
▼♦♥❡② ✭▼✸✮

❚❛❜❧❡ ✷
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❊ ✐♥❞❡① r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❈❙▼

▼P❊ ▼❆P❊ ❘▼❙❊

❈❊✶ ✵✳✵✺✪ ✷✳✻✹✪ ✶✷✳✽✵
❈❊✷ ✵✳✾✸✪ ✻✳✹✶✪ ✽✺✳✸✻
❈❊✸ ✵✳✾✻✪ ✼✳✷✵✪ ✶✷✸✳✽✽

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❈❙▼ ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡✬s ♦✣❝✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♠♦♥❡②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❢♦✉♥❞s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ②✐❡❧❞
♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❛ss❡ts ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ♠♦♥❡② st♦❝❦✳ ❚❤✐s ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛✉s❡s t❤❡
♦✣❝✐❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t♦ ♦✈❡rst❛t❡ ❛♥❞ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡②
st♦❝❦✳ ❚❤✐s ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✱ ✷✵✵✽✮✱
❜✉t t❤♦s❡ ♣❛♣❡rs ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦rt❢♦❧✐♦
❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❇② ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢r♦♠ ❢✉t✉r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱
t❤❡ ❈❙▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝✉rr❡♥❝②✱ s✉❝❤ ❛s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
s♣❛❝✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✉s❡r ❝♦sts ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② s❡r✈✐❝❡s ❝❛♥
❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❜② ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊ t♦ t❤❡ ❈❙▼ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t
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r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❈❊ ❝❧♦s❡❧② tr❛❝❦s t❤❡ ❈❙▼ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❈❊ ❡①❤✐❜✐ts ❧✐tt❧❡ ♦r ♥♦ ❜✐❛s✳ ❍❡♥❝❡✱ ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❡❞ ✉♣♦♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧②
❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙▼✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇❛✐✱ ❏✳✱ ◆❣✱ ❙✳✱ ✷✵✵✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢❛❝t♦r
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