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� qN = 1" 2+� ��� 
�
����� �� �� �
���

��
 ��
� �
��15 !�� 
�
��@
���� �� (u, v) ��
 �
�� �
����� �� ����
�2�� 2� f 
�� g 
�

2���" 
�� �� ����������� ��
 �
�� �
����� 
���	 ��� n �
������1 7� 
�������" (u, v)
�� ����
�2+��� ������������� �� n1

G�
 �
�� u" ���
Du = {v �+�� ��
� (u, v) ∈ D}

2� ��� ��� �� u6�
������ /���� 

� ��
������" 
�� ���

p(u) =

�

v∈Du
g(v, u)dv

�� 2� ��� �
���
���� �� ����6u �
������ /���� 

� ��
������1 ���

x(u) = 1−
� u���

u

p(z)f(z) dz

�� 2� ��� �
�2
2����� ��
� 
�� 	���� �
����� �����
 �
� 
	��� �
��0 z ���� ��
� u �

�� ��� ��
������1 A��� ��
�

x′(u) = p(u)f(u) . 4�5

4&+
 
��+������� ���+
� ��
� x(�) �� ��0�
����
2��15 7� ���
� 

� �'
���� n ≥ 1 
�
��6

2�� �
������" ��� �
�2
2����� ��
� ��� 
	���9� �
���

�� ��
������ �
����� �
� �
��0
�� ��	��
 ��
� u �� (x(u))n" 
�� �� ��� ������� �� ��� 
	���9� �
���

�� ��
������
�
����� ��

d

du
(x(u))n = np(u)f(u)(x(u))n−� .

4&�� �� ��� n �
������ �+�� 2� ��
������ 
�� 	��� 
	��� �
��0 u" /���� �
� �
�26

2����� p(u)f(u)" /���� ��� 
��
����	 n − 1 �
������ �+�� �����
 �
�� 
	��� �
��0
��/�
 ��
� u �
 ��� 2� ��
������15 C+����	 ���
 n ������� ��
� ��� ������� �� ���
��	����6u ��
������ �
����� ��

d

du

∞�

n��

qn(x(u))
n .

�-��
� �� ������ ��
� �� ��
� ��� �
�����
� 
�� 
	��� �
�� 
���	��
� ����
�
���� 
2�+� ���
�
����� ��


���
������ /��� ��� �
����� �� ������1 !�� 
��+
� �+����� �� ��� �
����� ��+�� ����� 2�
+���
�
�� 
� ���� �����" �� /���� �
�� u 
�� v 
��
����� ��� �'������ �
��0� �� ��� �/� �

����1

=



7� /� /
��� φ(x) ≡�∞
n�� qnx

n ��
 ��� ������
�
�� �	�	���
�� �����
�� 4�
 �LG5 
���6
��
��� /��� ��� 

���� �

�
2�� n" �� �����/� ��
� ��� ������� �� ��� 
	���9� �
���

��
��
������ �
����� �� d

du
φ(x(u))1 ����+� �
���
���� �� �LG� /���� /� /��� ���������

+�� �� ��
� ���� 

� /���6��F��� �� ��� ����
�
� 0 ≤ x ≤ 1 
�� �����' 
�� ���
�
���	
���
 ���� ����
�
�1

!�� �
�����
�9� �
��0 /��� ��� ��
������� ��� D ��

� u���

�

{E[v | u 
�� v ∈ Du] + αu} d

du
φ(x(u)) du

=

� u���

�

��

v∈Du
vg(v, u)dv + αup(u)

�
φ′(x(u))f(u) du . 4,5

!�� �
�����
�9� �
�2��� �� �� �
'���@� �'�
������ 4,5 �
���	 ���� 
���+�� ��� 
��
6
�������� 2��/��� 
�� p 
�� x �� 4�5 
�� ��� �������� �����

��� x(u���) = 11 !��
�����/��	 ����
 ���/� ��
� ��� �����
� ��
������� ��� �
��� ��� �����/��	 >��
���6
���? ��
�3

 	!!� � �� ��	 ���
��� ���
�� ��	�	 	�

�
 � ���	
���� ���	 r(�) 
��� ����

(u, v) ∈ D 
� ��� ���� 
� v ≥ r(u) .

�����" G
�� 4�5" ��� �+������ x(�) ������� �� D ���� ��
 ��� >�+N����� ��
������?
p(u)" ��� �� ��� �

���+�

 v6�
������ /���� 

� ��
������ 	���� u1 !��
���
�" ��
 
��
�
����
�� �+������ p(u) ��� �
�����
� ��	�� 
� /��� ��
��� ����� �

���+�

 v6�
������
/���� �
'���@� ��� ��
� {�} �� ��� 4,5" �+2���� �� ��� �����

��� ��
� ��� �
���
����
�� ����6u �
������ �� p(u)1  +� ��� �
�2��� �� �������	 ��� ��� Du �� �
��
 ��

�
'���@�

�

v∈Du
vg(v, u)dv �+2���� ��

�

v∈Du
g(v, u)dv = p(u)

�� ������ 2� ��
������	 ��� �
������ /��� ��� ��	���� v �� ��
� ��� �
���
���� ��
��
������ �
������ �� p(u)" �1�1" ��
� Du = {v �+�� ��
� v ≥ r(u)} ��
 ���� r(u)1

!�+�" ��� �
�2��� ������F�� �� ��� ������ �� ��
������ �+������ r(�) 

���
 ��
�
��� ������ �� ��
������� ��� D1 4� �����

 

	+���� �� �
��� �� ��� ��

�� �����
�
������� �� ������� H15 G�	+
� , ������� 
 �����2�� ��
������ �+������ r(�)" 
�� 
���
���/� x(u) �������� 
� ��� ��
�+
� �� ��� ��
��� 

�
1

7� �� +���+� �� ���
��+�� ��� �+
���
 ����� �� ���
����" 
�� ��F��

V (r, u) ≡ E[v | u 
�� v ≥ r]

�� 2� ��� �'������ �
�+� �� v 	���� ��
� ��� �
����� �
� 
	��� �
��0 u 
�� ��
� v ��

� ��
�� r1 B��
����	 4,5 �� ��
�� �� r(�) 

���
 ��
� D" ��� �
�����
�9� �
�2��� �� ��
������ r(�) �� �
'���@�

� ∞

�

[V (r(u), u) + αu][1−G(r(u), u)]f(u)φ′(x(u)) du 4)5

.
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G�	+
� ,3 !�� �	���9� �
���

�� ��
������ �
�����

�+2���� �� ��� >�<+
���� �� ������?

x′(u) = f(u)[1−G(r(u), u)] 4H5


�� ��� �������� ��������� x(u���) = 11
!��� ��
����
� �
��+�+� �� �

�
����� �
�2��� �� ������ ��
�
��� �� ��� 
������'"

2+� ��� ���+���� �
� 2� +���
����� ���+������� /��� ��� �����/��	 

	+����1 �������

���� ����� (u, r(u)) �� ��� �
�����
 �� ��� ��
������ ���1 G�
 ��� ��� �� 2� �����
� ��
�+�� 2� ��
� ��� �
�����
� �� ����0�
��� 2��/��� ��� �
��0 [r(u) + αu] 
� ��
� �����

�� ��� �'������ �
��0 �
�� ��� 
	���9� ��'�62��� ��
������ 
���
�
����" ���������
�
�� ��� 
	���9� 2��� ��
������ �
����� 2���	 (u, r(u))1

!� �
��+�
�� ��� �
���
 �'������ �
��0" ���� ��
� ��� ������� ��
� 
 �
����� �

/�

� 

���� �
� �
��0� (u, r(u)) �� f(u)g(r(u), u). !��� ��� �
�2
2����� ��
� ��� �+�
�� n �
������ �
� �
��0� (u, r(u)) 
�� 
�� ��� ����
� �
�� 
	��� +������ �� 	
�
��

��
� z ≤ u �
 

� ��� ��
������ �� nf(u)g(r(u), u)[x(z)]n−�. !
���	 ��� qn6/��	����
�+� 
�
��� n" ��� �
�2
2����� ��
� ��� �
����� �
� �
��0� (u, r(u)) 
�� 
�� ����

��
������ �
������ �
�� +������ �� 	
�
��
 ��
� z �� ���
���
� f(u)g(r(u), u)φ′(x(z)).
7� �

���+�

" ��� �
�2
2����� ��
� ��� 
	���9� �
���

�� ��
������ �
����� �� (u, r(u))
�� f(u)g(r(u), u)φ′(x(u)). ���������
� �� ��
� �����" ��� �
�2
2����� ��
� ��� ��'�6
2��� ��
������ 
���
�
���� ��
 ��� 
	��� �
� 
	��� +������ �� 	
�
��
 ��
� z ≤ u
��

f(u)g(r(u), u)φ′(x(z))

f(u)g(r(u), u)φ′(x(u))
=

φ′(x(z))

φ′(x(u))
,

K



/���� �
� 
�����
��� ������� φ′′(x(z))x′(z)/φ′(x(u)). !��
���
� ��� ����0�
���� ���6
������ ��

r(u) + αu =
1

φ′(x(u))

� u

�

[V (r(z), z) + αz]φ′′(x(z))x′(z) dz 4M5

��
 
�� u ∈ [0, u���]1
7� �

���+�

" /� ��� �
�� 4M5 ��
� r(0) = 01 !��� ������� ��
� ��� �
�����
� ����

��� /��� �� 
���
��� ��� ����

2�� �
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�
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2�� �� ��� 
	��� /���� 2��� �
�����
�
� ���� @�
� �
��0" �1�1" ���
� �� >�� �����
���� 
� ��� 2�����?1 !�� 
�
��� ��
 ����
�� ��
� /��� u = 0 ���
� �� �� ��

��	�� 2���F� �� 
���
�����	 ������1 4!�� ��

��	��
�0��� �� 

����	 r(u) 
2��� −αu �� �� ���
�
�� ��� �
�2
2����� ��
� ��� 
	��� /���
������ 
 ��
���
 z" 
�� ���� �0��� �
���� ���

�� /��� u = 015 ��0�
����
���	 4M5
/��� 
������ �� u 
�� +���	 4H5 ������� ��� �+��
 �<+
���� ��
 ��� �
�����
�9� �
�2���"
/���� �� �'�
������ 4�5 2���/1

���#������� � ��	 ���
��� ���	
���� ���	 
��

�	
 ��	 ���	� 	����
��

r′(u) + α = [V (r(u), u)− r(u)][1−G(r(u), u)]f(u)
φ′′(x(u))

φ′(x(u))
4�5

�
�� 
�
�
�� ����
�
�� r(0) = 0� �	��
��� ����
�
�� x(u���) = 1� ��� 	����
�� ��
���
�� � !� " 
�#�
	�� ����
�
�� ��� ��	 
	����$���	� ����
�
�� ��� ��	 �������
 ��
���
��
��
 �����	� �� �	 
��

�	� 

 ����

ζ(x) ≡ φ′′(x)

φ′(x)
�	�%�� �	��	�
	
 �
�� x . 4=5

�����" C�� 
������'1

�'�
������ 4�5 
���
�� ��
� ζ �� 4=5 �� ����
�
�� ��
 ��� ��
� �� ��� ���+����1 �
���
� ���� �� �'
����� ��
 ���� ��
� ����+���3

• 7� n �� ���/� �� 2� �'
���� N ≥ 1 ��
 �+
� 4�� qN = 15" ���� φ(x) = xN 
��
ζ(x) = (N − 1)/x1

• 7� n �� ������� /��� ��
� � 4�� qn = e−� �
n

n	
��
 n ≥ 05 ���� φ(x) = e−�
�−x� 
��

ζ(x) ≡ �1

• 7� n ��  �����
� 4��� �+� �� N  �
��+��� �

�
2��� /��� �+����� �
�2
2����� a5
���� φ(x) = (1− a(1− x))N 
�� ζ(x) = a(N − 1)/(1− a(1− x))1 !�� >���/�
n? �
�� �� 
 �����
� �
�� �� ���  �����
� /��� a = 11 !�� ������� �� 
 ����� �
��
�� ���  �����
� /��� aN = � 
�� a→ 01

• 7� n �� L�����
�� 4�� qn = (1−a)an−� ��
 n ≥ 1 
�� ���� �


����
 a ∈ (0, 1)5
���� φ(x) = (1− a)x/(1− ax) 
�� ζ(x) = 2a/(1− ax)1

• 7� n = 2 /��� �
�2
2����� π 
�� n = 1 /��� �
�2
2����� 1 − π" ���� φ(x) =
(1− π)x+ πx� 
�� ζ(x) = 1/(k + x) /��
� k = (1− π)/(2π)1

�-



���+������ 4=5 �� �
��� ��
 ���  �����
� ����
�2+����J
�� ����� ��
 ��� >���/� n?

�� ������� �+26�
���J
�� ��
 ��� n ∈ {1, 2} �'
����" 2+� ��� ��
 ��� L�����
��
����
�2+����1

��F�� ��� >�
���? ��
������ 
+�� �� 2�

rnaive(u) = −αu .

!��� �� ��� ��
������ 
+�� /���� ��
���� 
�� ����

2�� �
������" �1�1" ����� �
������
�+�� ��
� v + αu ≥ 01 !��� 
+�� ��	�� 2� ����������� 2� 
 �
�����
� /�� �	��
��
��� ��

��	�� �0��� ��
� ��� 
	��� /��� ���� ������ ��� �
����� /��� ��� ��	���� u
/������
 ��� �
� 
 ������1 �� �+��" ��� �
��� 
+�� �� �����
� ��
 ��� �
�����
� /���
��� 
	��� ����
 �
� 
 ������ �� �
�����" �1�1" /��� q� + q� = 11 47� ���� �
�� φ′′ ≡ 0,
��� 
�	��6�
�� ���� �� 4�5 �
������" 
�� �� r(�) ≡ rnaive(�) �� �����
�15

&+����� ���� �+�� �
��" ���+	�" ��� 
�	��6�
�� ���� �� 4�5 �� ��
����� ��������1 !��
�6
��
�" ����� r′(u) + α > 0 
�� r(0) = 0 �� �����/� ��
� r(u) > rnaive(u) /��� u > 01
!��
���
�" ��� �
�����
� ��
2��� ���� ��
����� ����

2�� �
������ 4
�� ����
 ��
����
+�����

2�� �
������51 ��
����
" ��� 	
� 2��/��� ��� �����
� 
�� ��� �
��� 
+��"
r(u)− rnaive(u)" ��
����� ���
�
���1 �� ��
�� ���� ��
�
��� 
�3

��������
 � &����
	 ��	 ��	�� 
��	�
�	
 ��
 � ���
�	 �� ����	�� �
�	�� q�+ q� < 1!�
��	� 
� 

 ���
��� ��� ��	 ��
��
��� �� ����
� 
��	 
��
���� �	

����	 ����	��
� ���
��	 ��� �	��		� ��	 ���
��� ���	
���� ���	 r(u) ��� ��	 ��
�	 ���	
���� ���	 rnaive(u)
�
�	�
 �
�� u� �� ����
������ ��	� α = 0 ��	 ���
��� ���	
���� ���	 
���	�
	
 �
�� u�

��
� �� ��� ���+����� ��
 /�� ��� �
�����
� /����� �� �'��+�� ���� ����

2��
�
������ �
�� ��� ��
������ ���" /������
 ��� 
	��� ��������� �
� 
 ������ ��
�
�����; C+����� ��� �
�����
� �����
��� 
���/� 
�� ����

2�� �
������" �� ��
� r(u) ≡
rnaive(u)1 7� ��� �
�����
� ���
�
��� r(�) ���	���� 
� ���� u > 0" ��� ��
��� ���� �� 
�6
�
�'��
���� @�
�" ����� ��� �
�����
� ���� �'��+��� �
������ 
2�+� /���� �� �� 
�����
����0�
��� 4����� r(u) + αu = 051  +� ���
� �� 
 ��
����� 2���F��
� ��

��	�� �0���3
���
� �� ���� ��
��� ��
� ��� 
	���9� ��	����6u �
����� �� �'��+��� 2� ��� ����F��
��
������ ���" �� /���� �
�� ���
� �� 
 ��
��� ��
� ��� ������� 
�����
 �
����� /����
�� ��
������" �
� /��� z < u1 !��� 
���
�
���� �
����� �� +������� �� 2� �

	��
� ��

��� �
�����
�" 
�� �����
� ��� �
�����
� /��� �'���� �� 	�� �
��0 V (r(z), z)+αz" /����
�� ��
����� �������� /��� r(z) = −αz1 !��� 

	+���� �����
��� ��
� �� �� 2���F��
�
�� 
���
��� ����

2�� �
������" 
�� ��� �� ��
��� +�����

2�� �
������1 ��
����
" �� ��
���+����� ��
� ��� ��

��	�� �0��� �� ��
� ����
�
�� ��
 ��	��
 u" ����� �� 
������ ���


 /���
 

�	� z < u" 
�� ���� �'��
��� /�� ��� 	
� r(u)− rnaive(u) /����� /��� u1

��
���

� � ���/� ��
� ��� 	
� 2��/��� ��� �����
� ��
������ 
+�� 
�� ��� �
���
��
������ 
+�� /����� /��� u1 ��
� ���� �
� /� �
� 
2�+� ��� ��
�� �� r(�); �
���

I(r, u) = [V (r, u)−r][1−G(r, u)] =

� v���

r

[v−r]g(v, u)dv =

� v���

r

[1−G(v, u)]dv . 4.5

!��� Ir = −[1−G(r, u)] < 01 ��0�
����
���	 �'�
������ 4�5 /��� 
������ �� u ���/�
��
�

r′′

r′ + α
=

Ir
I
r′ +

Iu
I
+

f ′

f
+

ζ ′

ζ
x′ =

Ir
I
[Ifζ − α] +

Iu
I
+

f ′

f
− ζ ′

ζ
fIr .

��



:�
�" ��� ������ �<+
���� �����/� �
�� 4H5 
�� 4�51 !�+�" ����� r′ + α �� �������� /�
�
��

r′′
sign
= fIr

�
ζ − ζ ′

ζ

�

� �	 


i�

+

�
−α

Ir
I

�

� �	 


ii�

+
Iu
I��	


iii�

+
f ′

f��	


iv�

. 4K5

A��� ��
� [ζ − ζ ′/ζ] �� ��
� P
 Q �� �'�
������ 4K5 �� �������� �� 
�� ���� �� φ′′/(φ′)�

���
�
��� /��� x1 !��� �� 
 /�
� ���������" �
���F�� 2� 
�� F�� �� �+
 �'
����� ��
�LG� 
2���1 47� �� /�
��
 ��
� 
��+������ 4=5 
2���15 7� ���� �����" ���� ��
� P
 Q
�� ��	
����1 !�
� P

 Q �� ��������" +����� α = 0 /��� �� �� @�
�1 !�
� P


 Q �� @�
� ��
u 
�� v 

� ������������� ����
�2+���" 
�� �� �� �������� �� ��� �/� �


����
� 

�
���������� ��

��
��� 4�� ��� ����� ��
� G(v, u) ���
�
��� �� u51 !�
� P
� Q �
� ��� ��	�
�� f ′" 
�� �� �

���+�

 ���� �� @�
� /��� u �� +����
��� ����
�2+���1

!�+� /� ��� ��
� /�����
 r �� 4���
���5 �����' �
 ����
�� ������� �� ��� �+�
�� ��+
 ��
��1 7� ���� �����
� �
��� /� �
� ��	� r′′1 G�
 ����
���" �� u �
� /�
���
���
�
���	 ������� 
�� �� ����������� �
�� v" 
�� �� α �� ����� �� @�
�" ���� r(�) ��
����
�� 4
�� ���
�
���	51 ��
� 	���

���" 4K5 ���/� ��
� α �

	� 
�� ��� �'�������
�� �������� ��

��
���� 2��/��� u 
�� v 

� 2��� ��
��� /���� ���� �� �
�� r �����'
4�� /���� �
�� ��� ��
������� ��� D �� 
 �����' ���51

�� ��'� ����+�� ����


���� ��
���� ��
 ���� �
�2���1 G�
��" /� ���/ ��
� 

	
�
��
 �

����� �� �
������ ���+�� 2� ��
������ /��� ��
� /��	�� �� ��
��� �� ���

	���9� ����
����1

���#������� � '	� αL ��� αH �	 ��� �	
���
 ����	� �� ��	 ��
��
��� �� ��	 ��	��(

����)� ��	�	 αL < αH� '	� ri(�) ��� xi(�) 
���	 ��	 ���	� 	����
�� �*! ��	� α = αi
��� i = L,H� �� �

����
�� �+! ����
 ��	� xL(0) > xH(0)� 
�	�� ��	 �����
�� ��
�	��
��	� ����	��
 
���	�
	
 �
�� α�

�����" ��������� 4�5 ������� ��
� 
� u = 0 
�� 
�� ����
 u �+�� ��
� rL(u) = rH(u)

r′L(u) + αL
r′H(u) + αH

=
ζ(xL(u))

ζ(xH(u))
. 4�-5

7� xL(0) ≤ xH(0)" ���� 2� 
��+������ 4=5 ζ(xL(0)) ≥ ζ(xH(0))" 
�� �� 4�-5 �������
��
� r′L(0) > r′H(0)1 7� �

���+�

" rL(u) > rH(u) ��
 ��
�� u > 01 7� xL(0) ≤ xH(0)
���� rL(�) �+�� �
��� rH(�) 
� ���� �����1 47� rL /�
� +����
��� 
2��� rH ���� ���

��
��� �

����� �� �
���2���� �
������ /��� αL /�+�� 2� 	
�
��
 ��
� /��� αH 15 ��� u∗

2� ��� F
�� ����� 
2��� @�
� /��
� ��� �+
��� �
���1 7� �

���+�

" /� �+�� �
��
r′L(u

∗) ≤ r′H(u
∗)1 7� 
�������" /� �+�� �
�� xH(u

∗) ≥ xL(u
∗) ����� xH(0) ≥ xL(0)


�� rH(u) ≤ rL(u) ��
 u ≤ u∗1  +� ���� 4�-5 ������� ��
�

1 >
r′L(u

∗) + αL
r′H(u

∗) + αH
=

ζ(xL(u
∗))

ζ(xH(u∗))
≥ 1 ,


 ����

�������1 �� ���+�� ��
� ��� �+
��� �
� ����
 �
���" 
�� �� �+
 �����
� 
�6
�+������ xL(0) ≤ xH(0) �
���� ����1

�,
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�����
� �

�� 
2�+� ��� +������ �� ��� 
	���" ���
��
� ����
�����J�� ��� ����� �� 
 	
�
��
 �

����� �� �
������ 2���	 ��
������J���

	��� �� 	����1 !��� 
��+�� �� �����

 �� ��� >
��� �
�������? �� ��� :�����
��6����
����� ��������� �� ������� �" /��
� ��� ��
� ������ ��� 
	���9� �
���
����� /�
� ��
2� ����� �� ��� �
�����
�9�" ��� ��
� ����
����� ��� 
	��� /
� 	����1 7� �� 
��� ������ ��
���/ ��
� ��� 
	���9� �'������ �
��0 /��� ��� �
�����
�9� �����
� ������ ���
�
���
�� α1��

7� �� 
��� �
�+

� �� �'���� ��
� /��� ��� 
	��� �� ������ �� �
�� ��
� �
������
�� ������ �
��" ��� �
�����
� /��� �+
���
 �����

�� ��� ��
������ ��� �� �
������1
���� ��
� �
������ 
�
��
2��" ��� 
	��� �� ������ �� �
�� 
� ��
�� ��� /���� ���� �����
�� ��� �
�����
�9� �
���

�� �
�����1 !��
� �� 
 ����� ���������� 2��/��� >�
���	
��
� �
������? 
�� ��� �+������ ζ(x) 2���	 ������� +�/

��1 G�
 ����
���" �� �+
 F��
�'
����� �� ����
�2+����� ��
 n 
2���" ���� �� �
+�1 47� ��� ������� �
��" ζ �� �+��
�<+
� �� ��� �'������ �+�2�
 �� �
������15 ��
� 	���

���" 
 �
�+

� ����
�
��
����
�� >�
���	 ��
� �
������? �� ��� �����/��	3 �+����� ��� �+�2�
 �� 
	���9� �
������
�� �����
��� 	���
��� 2� ��� �LG φL(�)" 
�� �+����� ��� 
	��� ���� �
� 
����� �� 
�

�������
� ��+
�� �� �
������ /���� �
� �LG φ(�)" �
�1 � �+��
����
� �
���
�� ��
�LG� �� ��
� ��� �LG ��

��������	 �� ��� ����������� �+� �� �/� 

���� �

�
2���
�� ��� �
��+�� �� ��� +���
����	 �LG�1 !��
���
�" ��� �LG ��
 ��� 
	��� /��� �����
�/� ��+
��� �� �
������ �� �+�� φH = φφL1 ����
 
 
�	+�

��� ���������" φ

′′
H/φ′H ��

	
�
��
 ��
� φ′′L/φ
′
L3

 	!!� � &����
	 ���� 1/φL(x) 

 � 
��
���� ����	� �����
��� ��� �	� φH(x) =
φ(x)φL(x) ��� ��� ,-. φ(�) 	��	�� ��	 ��
�
�� ,-. φ ≡ 1� '	� ζi = φ′′i /φ

′
i ���

i = L,H� ��	�
ζH(x) > ζL(x) . 4��5

�����" ��������� 4��5 �� �<+��
���� �� ��� ��������� ��
� φ′H(x)/φ
′
L(x) ��
����� ��6

�
�
��� /��� x1  +�
φ′H
φ′L

=
φ′φL + φφ′L

φ′L
= φ+ φ′

φL
φ′L


�� ��
d

dx

φ′H
φ′L

= φ′′
φL
φ′L
+ φ′

�
2− φLφ

′′
L

(φ′L)
�

�
≥ φ′

�
2− φLφ

′′
L

(φ′L)
�

�
.

!��
���
�" �
������ ��
� φ′ > 0 4/���� �� ��� �
�� /������
 ���
� �� ��������� 
�

�������
� �
�����5" 
 �+N����� ��������� ��
 4��5 �� ���� �� ��
� 2(φ′L)

� > φLφ
′′
L"

/���� �� �<+��
���� �� ��� 
�<+�
����� ��
� 1/φL 2� ��
����� �����'1

A��� ��
� ��� ��������� ��
� 1/φL(x) �� �����' �� �
���F�� �� 
�� �+
 ������ �'
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x(u) �� ��� �+��
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du
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V (r(u))− r(u)
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d

du
φ(x(u))

�
=

α
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−I ′(r) = 1−G(r) =
x′(u)

f(u)
,


��

V (r)− r =
I(r)

−I ′(r)
. 4�)5

�+��������	 2��� ����� �� 4�5 2� −I ′(r(u))φ′(x(u)) 
�� +���	 4�)5 �� �����/� ��
� 4�5
�� �<+��
���� ��

−I ′(r(u))φ′(x(u))[r′(u) + α] = I(r(u))φ′′(x(u))x′(u) .
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�" /� �
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−αI ′(r(u))φ′(x(u)) = I(r(u))φ′′(x(u))x′(u) + I ′(r(u))φ′(x(u))r′(u)

=
d

du
[I(r(u))φ′(x(u))]

=
d

du

�
[V (r(u))− r(u)]

x′(u)

f(u)
φ′(x(u))

�

=
d

du

�
V (r(u))− r(u)

f(u)

d

du
φ(x(u))

�
.

���

−αI ′(r(u))φ′(x(u)) = α
x′(u)

f(u)
φ′(x(u)) =

α

f(u)

d

du
φ(x(u)) .
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[V (r(u))− r(u)]
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du
φ(x(u)) = kf(u) 4�H5
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2������

d

du
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�
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φ(x(u))

�
= �����
�� .

�M



7� ��� �����/��	 ����+����� /� �'
���� �+
���
 ��� F
�� �� ����� �
���" /��
� α = 01
:�
�" ��� �
�����
� �2�
��� ��� �
�� �
��0 /��� 
�� ������� �+������� f(�) ��
 u1 !�
��� ����" ��
�	� �

�
2��� �� 4�H5 �
�� u �� F (u)1 !�
� �� �� �
�" /
��� r̂(F (u)) ≡ r(u)

�� x̂(F (u)) ≡ x(u)" �� ��
� r̂ 
��
������ ��� ��
������ 
+�� �'�
����� �� ��
�� �� ���
�+�+�
���� �����
�� �� u6�
������ F 1 !��� 4�H5 2������

[V (r̂(F ))− r̂(F )]
d

dF
φ(x̂(F )) ≡ k , 4�M5

/��� �����
� ��������� r̂(0) 
�� ��
���
� ��������� x̂(1) = 11 7� �

���+�

" ��� �����
�
��
������ 
+�� r̂(�) ���� ��� ������ �� ��� ����
�2+���� ��
 u 
� 
��" 
� ���	 
� u ��
������+�+��� ����
�2+���1�H C���� ��� 

���� �

�
2�� F (u) �� +����
��� ����
�2+���"
�� �����/� �
�� �'�
������ 4K5 
�� 
 ���� 
�	+�

��� ��������� �� ζ(x) ��
� r̂(�) �� 
�
���
�
���	 
�� ����
�� �+������ �� F (u)1 7� �+�" /��� α = 0 
�� u 
�� v �����������
��� �
�����
�9� �
��0 ���� ��� ������ �� ��� ����
�2+���� �� u1 �� �+��" ���� ���
���


����	� �� u �
���
 ��
 ��� �
�����
�1

�� ���� ��
� /��� α = 0" 
����+	� ��� �
�����
� ���� ��� �

� ��
����� 
2�+� ���

	���9� �
��0" �� ����
������� ����� ��
� ��� 
	��� �
� 
 ��
������ �
����� /��� ��	�
u1 7� �

���+�

" ��� �
�����
�9� �'������ �
��0 ���������
� �� u" �
���� V (r(u))"
���
�
��� /��� u1 7� �����/� ��
�" ���� /����+� 
�6������@��	 ��� ��
������ 
+�� r(�)"
��� �
�����
�9� �'������ �
��0 ���
�
��� �� ��� 
	��� �
� ��
� �
������ 4�� ��� ����� ��
�
���	 
� 
�������
� ��+
�� �� �
������5 2��
+�� �
������ �
�� ��� 
�������
� ��+
��
/��� 2� ������ ���� �� ���� �
�� ��	��
 u ��
� /�
� /�+�� ����
/��� �
�� 2��� ������1

�"� ������� 
����������� ��� ��	 ��!�	� �� #���	���

7� n �����/� 
 ������� ����
�2+���� /��� ��
� �" ��� �+��
 �<+
���� 4�5 2������ 

F
��6�
��
 ��0�
����
� �<+
���� �� r(u)3
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 �����
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√
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�
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√
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