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������ �'���� �������" 
�� ���� ��
���� ��� 
	���9� ��������� �� ������� θ1 !�� 2���F� ���
���� �
� �+�/��	� ��� ������
�9� ���� �+� �� ��� �����2����� ��
� ��� ���
� ������ 	���� ��� �
��@��
��
�� �� ��2�����1

H#��O� 
�� �����
��� 4,--=5 ����+�� ��� ���
�� �� �����
���� ����	
���� �������" �� /���� ���

	��� ������� ��� 
 �����
���� ��� �� ����	�	
 ��� ������� 
��� ��
� ��� 
 �+2��� �� �������
����������1 !��� ���/" 2�
��� ���
���	" ��
� /��� �����
� ����	
���� �� �����
� �� ������ 
��
�
��+�����9� ������������ �
��/�� �� �'�
 2���F� �� 	���
��� 2� �����
���� �������" 2+�
����/��� ��� ������
� �
� ��������� �� 2���� 2� �0���	 �������� ��� �������1
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�� /���� 
��� �������	
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 �/�6���������
� ����	
���� ��2��� �� ��
��" ���6
��	" 
�� ��	������ 4,--�51 !���" 
� 
	��� /��� <+
��6����2���� ��������� �
� /�
��� /���� ���
����+��� ��� �/� ������1 7� ���� /�� �� +����
���� 
2�+� �� ���������" ��� /�+�� 	
�� 2�
���������	 �� 
 F'�� ����+������ �
�� 
� ���� @��1 :�/���" ��� /��� ������ 
 +������ ����� ��
����� � 
�� ���� +����
���� 	���� 
 ������ 
���/ ���� 8�'�2����� �� ����+������1 ��
�� 	� ���
���/ ��
� ��� ����6@�� 
	��� ������ �� ����+������ �����2������� �� 
 �+2��� �� ��
��2�� ����+��6
���� �
���" 
�� ���� F�� 
 ��������� /���� ������� ��
� ��� �����
� ����	
���� ��� ������ ��������
��
���	 
 ������	 �� F��6����� ����+������1

�7� �
�����" �
�� ��	�� 	����	 ��� �� ����������� ������� 
� �������� �+2���� �� ����������
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���� ������
��5 
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� ����2���� 
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�� �������� �������
��� ���� ��
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����+�� ������ ���+�� 
�� ��
�
'���@� ���
� /���
�" /���
� �� ���� �+���������� ��� ���+� �� ��� �� ����+��
/���
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����1 C�� G
��� 
�� #
�@ 4,--�5 �� 
� �'������� ������/ �� ��� ���+��1
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2� ����� 4,--,5 
�� G��������� 4,--=5" �� ���
� ��� ��� �	+�
��9� �+� /���
�
��
��
�" /���� �� ��
� 
 F� �
� �
�� 
 ����	 �� ��	� �����2�������1 � ����
��F�
2�� ��	� ��	�� 2� 2���� �� ���
� /���
�" 2+� /��� ��� 2� ������ +��� 
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� /���
� ��
��
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G�	+� �3 !�� 7��
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� C�
��
� �� ������ ��	��

:��" u �������� ��� 	
�� �� ���
� ��F� ��+����	 ��� 
��	�" /���� v ��
�+��
��� ��+����	 ��� 	
�� 4/���� �
� 2� ��	
����5 �� ����+���1 C+����� ��
� u 
�� v

� ���F
2�� ���� 
 ��	� �� ������� �� ��� ����������� 
+������1 7� ��� �	+�
��
�����/� 
 ���
� /���
� ��
��
�" �� /��� ����� 
�� ��	� /���� ���� 
2��� ���
��	
������6������ ���� �� ��� F	+�1 C+����� ��� F� �
� �/� ��	�� �� ������
���" �������� 2� � 
�� ⋆ �� ��� F	+�1 ���� 
 ���
� /���
� ��
��
�" ��� F�
/��� ������ ��� ��	� /��� ��� ��	�� u �
��0" �1�1" ��� � ��	�1 :�/���" ���
�	+�
�� /�+�� ���� ��� 
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���� ⋆ ����� ��
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� /���
�1 7� ���
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� ������� 
 ����+�� /���
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��
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��" 
 �	+�
�� /�����	 �� �
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�
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�� ����+�� �+��+� 	
��� �� 
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����
���" 
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��� 
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�@ �2����" �� �N������ 	
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 ��	� �
�� ��� ���
�� ��+������ �� F'��" ��� �
	��
�" �����" 
�� ��	� 2��/��� ���������� �
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�
+�� ��+������ �� ����+�� �+��+� 
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 ����+�� /���
� ��
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�� �+�� ��	�� 4����+���	 ����� /���� ����
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� /���
�51

� �������� � ����	��

� ������� 4>��?5 ����	
��� ��� ������ �� ������ �� 
� ��	�� 4>���?51  ��� �
����

� ���6��+�
�1 !��� �
� 2� ����
� ������� �� ��� 
	��� �� ������ ���" 
����+	�
���� ��� �
� 2� ����������� ��� ��� ����
�� ���� ���@��1 �� /��� ������� �/�
�
�
��� �� ��� ����	
��� ������ ��2���3 4�5 
 ��
��� ������	 �� /���� ��� 
	��� �
�
������ ��� ������ ��� 
� �'�	���+� 2+� 
���� �+�2� �� 
�
��
2�� ������� 4
�

�
��@�� �� ���� �������5I 
�� 4��5 
 ���
��� ��
�� ����� �� ������� H �� /���� ���

	��� �
� ������ ��� 
��
� 
�� �� �������
� �������1

� ����	�� �� �+��� �����2�� 2� �/� �

�����" u 
�� v1 !�� 
	���9� �
��0 ��
��� ����6(u, v) ������ �� ����������� �� u" /���� ��� ������
�9� �
��0 �� v + αu1
:��" α ≥ 0 �������� ��� /��	�� ��� ������
� ��
��� �� ��� 
	���9� ��������" 
�� v
�������� �
���� �����F� �� ��� ������
�9� ��������1. 7� ��� ��	� �����'�" α = 1
/��� ��� 
����+�� 
+������ /����� �� �
'���@� ���
� /���
� 
�� α = 0 /��� ��
�
�� ���� 
2�+� ����+���1 ��� 	���
���" ��� �
�� α = 1 
������ �� ����	
����
������	� /��� ��� ������
� ���� ��� 
	��� �� 
 F'�� ���" ��� ������	��� �� ��+���"
2���� ��� 
	��� ���/� /���� ������� 
� 
�
��
2��1K

�
�� ������ �� 
� ����������� �
/ ��� ��� �
�� �����2+���� �� (u, v)1 C����
��� 
	��� /��� ���� ������ 
 ������ /��� 
 ��	
���� �
��0" /����+� ���� �� 	���
����
/� �+����� ��
� ���� ���6��	
���� u 
� �
��@��1 !�� �
	��
� ������� �� u ≥ 0 ��
f(u)1 !�� ���������
� ������� �� v 	���� u �� ������� g(v, u) 
�� ��� 
�����
���
���������
� �����2+���� �+������ �� G(v, u)1 :��" v �
� 2� �������� � ��	
����1
G� �������
� �
����" �+����� ��
� ��� �+���� �� (u, v) �� 
 ���
�	�� [0, u���] ×
[v���, v���]1 7� �
���+�
" ��� �+���� �� v 	���� u ���� ��� ������ �� u1 C+�����

��� ��
� v��� ≤ 0 ≤ v���" �� ��
� (0, 0) ���� �� ��� �+���� �� (u, v)1 G��
���" �+�����
��
� 2��� f 
�� g 
� �/��� ������+�+��� ��0�����
2�� 
�� ���6@�� �� ��� �+����

.7� /�+�� 
��� 2� ��
�	����/
� �� 
���/ ��� 
	��� �� �
� 
2�+� ��� ������
�9� /���
�1
KC����F�
���" ��� ������
� ������� ��� ��������� ��� D 
�� �
���� t �� �
'���@� E�v � αu�−

��−α�t �+2���� �� E�u� � t ≥ u�" ��� 
	���9� �+����� ������1 &����
���� �<+��� ��
� D �
'���@��
E�v� �E�u�1

�



�� (u, v)1
!�� ������
� ����	
��� ��� ������ �� ������ �� ��� 
	���1 �� 
��+�� ��
� ��

�� �������2��" � ��� ����2��" �� ��� ������
� �� 	��� �����
� ���������� �� ���

	��� �� ������ 
 ����
2�� ������1 &��� ��� 
	��� ������� 
 �
���+�
 ������ ���
��� ��� �� �����2�� �������" ��
� ������9� ��

��������� 
� ���F
2��1�- !�� ��
�� ��
����
����� /� 
�
��@� �� 
� �����/�3 2���� ��� 
	��� �
� 
�� ���
�� �����
����" ���
������
� ������� �� 
 4��
�+
2��5 >��������� ���? 4� ����	
���� ���5 �� �������"
������� D ⊂ [0, u���] × [v���, v���]" 
�� ��� 
	��� �
� ���� ��������� 
�� ������
��� ������� �� D1 4C�� ������� )1) �� ����+����� �� �+ 
���
�� 
�� ��� ���
�� ��
��� ��
�� ����	
���� �������15

7� ���� F�� �����" ��� �+�2� �� ������� �� 
���� 
�� ��� ��2
2����� ��
�
��� 
	��� �
� �'
���� n ≥ 0 �����2�� ������� �� qn1 4&+ 
�
����� 
������ �� ���
�
�� /��� ���� 
� �+��� N �������" �� ��
� qN = 1" 2+� ��� 
�
����� �� �� �
���
�� ��
� �
��15 !�� �
��@
���� �� (u, v) �� �
�� ������ �� �����2�� 2� f 
�� g 
�

2���" 
�� �� ����������� �� �
�� ������ 
���	 ��� n �������1 7� 
�������" (u, v)
�� �����2+��� ������������� �� n1

G� �
�� u" ���
Du = {v �+�� ��
� (u, v) ∈ D}

2� ��� ��� �� u6������� /���� 
� ��������" 
�� ���

p(u) =

�

v∈Du
g(v, u)dv

�� 2� ��� �������� �� ����6u ������� /���� 
� ��������1 ���

x(u) = 1−
� u���

u

p(z)f(z) dz

�� 2� ��� ��2
2����� ��
� 
�� 	���� ������ ����� �
� 
	��� �
��0 z ���� ��
� u �
�� ��� ��������1 A��� ��
�

x′(u) = p(u)f(u) . 4�5

4&+ 
��+������� ���+� ��
� x(�) �� ��0�����
2��15 7� ���� 
� �'
���� n ≥ 1 
�
��6

2�� �������" ��� ��2
2����� ��
� ��� 
	���9� ������ �������� ������ �
� �
��0
�� ��	�� ��
� u �� (x(u))n" 
�� �� ��� ������� �� ��� 
	���9� ������ ��������
������ ��

d

du
(x(u))n = np(u)f(u)(x(u))n−� .

4&�� �� ��� n ������� �+�� 2� �������� 
�� 	��� 
	��� �
��0 u" /���� �
� ��26

2����� p(u)f(u)" /���� ��� ��
����	 n − 1 ������� �+�� ����� �
�� 
	��� �
��0
��/� ��
� u � ��� 2� ��������15 C+����	 ��� n ������� ��
� ��� ������� �� ���
��	����6u �������� ������ ��

d

du

∞�

n��

qn(x(u))
n .

�-��
� �� ������ ��� �� ��
� ��� ������
� 
�� 
	��� �
�� 
���	��� �����
���� 
2�+� ���
������ ��

��������� /��� ��� ������ �� ������1 !�� 
��+
� �+����� �� ��� ������ ��+�� ����� 2�
+����
�� 
� ���� �����" �� /���� �
�� u 
�� v ������� ��� �'������ �
��0� �� ��� �/� �
����1

=



7� /� /��� φ(x) ≡�∞
n�� qnx

n �� ��� ��������� �	�	����� ������� 4� �LG5 
���6
��
��� /��� ��� 
���� �
�
2�� n" �� �����/� ��
� ��� ������� �� ��� 
	���9� ������
�������� ������ �� d

du
φ(x(u))1 ����+� �������� �� �LG� /���� /� /��� ���������

+�� �� ��
� ���� 
� /���6��F��� �� ��� �����
� 0 ≤ x ≤ 1 
�� �����' 
�� ����
���	
��� ���� �����
�1

!�� ������
�9� �
��0 /��� ��� ��������� ��� D ��

� u���

�

{E[v | u 
�� v ∈ Du] + αu} d

du
φ(x(u)) du

=

� u���

�

��

v∈Du
vg(v, u)dv + αup(u)

�
φ′(x(u))f(u) du . 4,5

!�� ������
�9� ��2��� �� �� �
'���@� �'������� 4,5 �
���	 ���� 
���+�� ��� ��
6
�������� 2��/��� 
�� p 
�� x �� 4�5 
�� ��� �������� �����
��� x(u���) = 11 !��
�����/��	 ����
 ���/� ��
� ��� �����
� ��������� ��� �
��� ��� �����/��	 >�����6
���? ���3

 	!!� � �� ��	 ������ ����� ��	�	 	�
�
 � ���	
���� ���	 r(�) 
��� ����

(u, v) ∈ D � ��� ���� � v ≥ r(u) .

�����" G�� 4�5" ��� �+������ x(�) ������� �� D ���� ��
 ��� >�+N����� ��
������?
p(u)" ��� �� ��� �
���+�
 v6������� /���� 
� �������� 	���� u1 !������" �� 
��
�
����
�� �+������ p(u) ��� ������
� ��	�� 
� /��� ����� ����� �
���+�
 v6�������
/���� �
'���@� ��� ��� {�} �� ��� 4,5" �+2���� �� ��� �����
��� ��
� ��� ��������
�� ����6u ������� �� p(u)1  +� ��� ��2��� �� �������	 ��� ��� Du �� ��� ��

�
'���@�

�

v∈Du
vg(v, u)dv �+2���� ��

�

v∈Du
g(v, u)dv = p(u)

�� ������ 2� ��������	 ��� ������� /��� ��� ��	���� v �� ��
� ��� �������� ��
�������� ������� �� p(u)" �1�1" ��
� Du = {v �+�� ��
� v ≥ r(u)} �� ���� r(u)1

!�+�" ��� ��2��� ������F�� �� ��� ������ �� �������� �+������ r(�) 
��� ��
�
��� ������ �� ��������� ��� D1 4� �����
 
	+���� �� �
��� �� ��� ��
�� �����
�������� �� ������� H15 G�	+� , ������� 
 �����2�� �������� �+������ r(�)" 
�� 
���
���/� x(u) �������� 
� ��� ��
�+� �� ��� ��
��� 
�
1

7� �� +���+� �� �����+�� ��� �+��� ����� �� ���
����" 
�� ��F��

V (r, u) ≡ E[v | u 
�� v ≥ r]

�� 2� ��� �'������ �
�+� �� v 	���� ��
� ��� ������ �
� 
	��� �
��0 u 
�� ��
� v ��

� ��
�� r1 B��
����	 4,5 �� ���� �� r(�) 
��� ��
� D" ��� ������
�9� ��2��� �� ��
������ r(�) �� �
'���@�

� ∞

�

[V (r(u), u) + αu][1−G(r(u), u)]f(u)φ′(x(u)) du 4)5

.
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G�	+� ,3 !�� �	���9� ������ �������� ������

�+2���� �� ��� >�<+
���� �� ������?

x′(u) = f(u)[1−G(r(u), u)] 4H5


�� ��� �������� ��������� x(u���) = 11
!��� ��
����
� �
��+�+� �� �
�
����� ��2��� �� ������ ���
��� �� ��� 
������'"

2+� ��� ���+���� �
� 2� +�������� ���+������� /��� ��� �����/��	 
	+����1 �������
���� ����� (u, r(u)) �� ��� ������ �� ��� �������� ���1 G� ��� ��� �� 2� �����
� ��
�+�� 2� ��
� ��� ������
� �� ����0���� 2��/��� ��� �
��0 [r(u) + αu] 
� ��
� �����

�� ��� �'������ �
��0 ��� ��� 
	���9� ��'�62��� �������� 
����
����" ���������
�
�� ��� 
	���9� 2��� �������� ������ 2���	 (u, r(u))1

!� �
��+�
�� ��� �
��� �'������ �
��0" ���� ��
� ��� ������� ��
� 
 ������ �
/�

� 
���� �
� �
��0� (u, r(u)) �� f(u)g(r(u), u). !��� ��� ��2
2����� ��
� ��� �+�
�� n ������� �
� �
��0� (u, r(u)) 
�� 
�� ��� ����� �
�� 
	��� +������ �� 	�
��
��
� z ≤ u � 
� ��� �������� �� nf(u)g(r(u), u)[x(z)]n−�. !
���	 ��� qn6/��	����
�+� 
���� n" ��� ��2
2����� ��
� ��� ������ �
� �
��0� (u, r(u)) 
�� 
�� ����
�������� ������� �
�� +������ �� 	�
�� ��
� z �� ������� f(u)g(r(u), u)φ′(x(z)).
7� �
���+�
" ��� ��2
2����� ��
� ��� 
	���9� ������ �������� ������ �� (u, r(u))
�� f(u)g(r(u), u)φ′(x(u)). ���������
� �� ��
� �����" ��� ��2
2����� ��
� ��� ��'�6
2��� �������� 
����
���� �� ��� 
	��� �
� 
	��� +������ �� 	�
�� ��
� z ≤ u
��

f(u)g(r(u), u)φ′(x(z))

f(u)g(r(u), u)φ′(x(u))
=

φ′(x(z))

φ′(x(u))
,

K



/���� �
� 
�����
��� ������� φ′′(x(z))x′(z)/φ′(x(u)). !������ ��� ����0����� ���6
������ ��

r(u) + αu =
1

φ′(x(u))

� u

�

[V (r(z), z) + αz]φ′′(x(z))x′(z) dz 4M5

�� 
�� u ∈ [0, u���]1
7� �
���+�
" /� ��� ��� 4M5 ��
� r(0) = 01 !��� ������� ��
� ��� ������
� ����

��� /��� �� ������ ��� ����
2�� ������� 
�
��
2�� �� ��� 
	��� /���� 2��� ������
�
� ���� @�� �
��0" �1�1" ���� �� >�� ��������� 
� ��� 2�����?1 !�� �
��� �� ����
�� ��
� /��� u = 0 ���� �� �� ��
��	�� 2���F� �� ��������	 ������1 4!�� ��
��	��
�0��� �� 
����	 r(u) 
2��� −αu �� �� ����
�� ��� ��2
2����� ��
� ��� 
	��� /���
������ 
 ��
��� z" 
�� ���� �0��� �
���� ���
�� /��� u = 015 ��0�����
���	 4M5
/��� ������ �� u 
�� +���	 4H5 ������� ��� �+�� �<+
���� �� ��� ������
�9� ��2���"
/���� �� �'������� 4�5 2���/1

���#������� � ��	 ������ ���	
���� ���	 
��
�	
 ��	 ���	� 	������

r′(u) + α = [V (r(u), u)− r(u)][1−G(r(u), u)]f(u)
φ′′(x(u))

φ′(x(u))
4�5

��� ���� ������� r(0) = 0� �	����� ������� x(u���) = 1� ��� 	������ ��
����� � !� " 
�#�	�� ������� ��� ��	 
	����$���	� ������� ��� ��	 �������
 ��
�������
 �����	� �� �	 
��
�	� 
 ����

ζ(x) ≡ φ′′(x)

φ′(x)
�	�%�� �	��	�
	
 ��� x . 4=5

�����" C�� 
������'1

�'������� 4�5 ���
�� ��
� ζ �� 4=5 �� �����
�� �� ��� ��� �� ��� ���+����1 �
���� ���� �� �'
����� �� ���� ��� ����+���3

• 7� n �� ���/� �� 2� �'
���� N ≥ 1 �� �+� 4�� qN = 15" ���� φ(x) = xN 
��
ζ(x) = (N − 1)/x1

• 7� n �� ������� /��� ��
� � 4�� qn = e−� �
n

n	
�� n ≥ 05 ���� φ(x) = e−�
�−x� 
��

ζ(x) ≡ �1

• 7� n ��  �����
� 4��� �+� �� N  ���+��� �
�
2��� /��� �+����� ��2
2����� a5
���� φ(x) = (1− a(1− x))N 
�� ζ(x) = a(N − 1)/(1− a(1− x))1 !�� >���/�
n? �
�� �� 
 �����
� �
�� �� ���  �����
� /��� a = 11 !�� ������� �� 
 ����� �
��
�� ���  �����
� /��� aN = � 
�� a→ 01

• 7� n �� L������� 4�� qn = (1−a)an−� �� n ≥ 1 
�� ���� �

���� a ∈ (0, 1)5
���� φ(x) = (1− a)x/(1− ax) 
�� ζ(x) = 2a/(1− ax)1

• 7� n = 2 /��� ��2
2����� π 
�� n = 1 /��� ��2
2����� 1 − π" ���� φ(x) =
(1− π)x+ πx� 
�� ζ(x) = 1/(k + x) /��� k = (1− π)/(2π)1

�-



���+������ 4=5 �� �
��� �� ���  �����
� �����2+����J
�� ����� �� ��� >���/� n?

�� ������� �+26�
���J
�� �� ��� n ∈ {1, 2} �'
����" 2+� ��� �� ��� L�������
�����2+����1

��F�� ��� >�
���? �������� +�� �� 2�

rnaive(u) = −αu .

!��� �� ��� �������� +�� /���� ������ 
�� ����
2�� �������" �1�1" ����� �������
�+�� ��
� v + αu ≥ 01 !��� +�� ��	�� 2� ����������� 2� 
 ������
� /�� �	����
��� ��
��	�� �0��� ��
� ��� 
	��� /��� ���� ������ ��� ������ /��� ��� ��	���� u
/������ ��� �
� 
 ������1 �� �+��" ��� �
��� +�� �� �����
� �� ��� ������
� /���
��� 
	��� ���� �
� 
 ������ �� ������" �1�1" /��� q� + q� = 11 47� ���� �
�� φ′′ ≡ 0,
��� �	��6�
�� ���� �� 4�5 �
������" 
�� �� r(�) ≡ rnaive(�) �� �����
�15

&+����� ���� �+�� �
��" ���+	�" ��� �	��6�
�� ���� �� 4�5 �� ������� ��������1 !���6
���" ����� r′(u) + α > 0 
�� r(0) = 0 �� �����/� ��
� r(u) > rnaive(u) /��� u > 01
!������" ��� ������
� ��2��� ���� ������� ����
2�� ������� 4
�� ���� ������
+�����
2�� �������51 ������" ��� 	
� 2��/��� ��� �����
� 
�� ��� �
��� +��"
r(u)− rnaive(u)" ������� ����
���1 �� ��
�� ���� ���
��� 
�3

��������
 � &����
	 ��	 ��	�� 
��	��	
 ��
 � ����	 �� ����	�� ��	�� q�+ q� < 1!�
��	� � 
 ������ ��� ��	 ������� �� ����� 
��	 
������ �	
����	 ����	��
� ���
��	 ��� �	��		� ��	 ������ ���	
���� ���	 r(u) ��� ��	 ���	 ���	
���� ���	 rnaive(u)
��	�
 ��� u� �� ���������� ��	� α = 0 ��	 ������ ���	
���� ���	 ���	�
	
 ��� u�

��
� �� ��� ���+����� �� /�� ��� ������
� /����� �� �'��+�� ���� ����
2��
������� ��� ��� �������� ���" /������ ��� 
	��� ��������� �
� 
 ������ ��
������; C+����� ��� ������
� �����
��� 
���/� 
�� ����
2�� �������" �� ��
� r(u) ≡
rnaive(u)1 7� ��� ������
� ����
��� r(�) ���	���� 
� ���� u > 0" ��� ����� ���� �� 
�6
��'��
���� @��" ����� ��� ������
� ���� �'��+��� ������� 
2�+� /���� �� �� 
�����
����0���� 4����� r(u) + αu = 051  +� ���� �� 
 ������� 2���F��
� ��
��	�� �0���3
���� �� ���� ��
��� ��
� ��� 
	���9� ��	����6u ������ �� �'��+��� 2� ��� ����F��
�������� ���" �� /���� �
�� ���� �� 
 ��
��� ��
� ��� ������� 
����� ������ /����
�� ��������" �
� /��� z < u1 !��� 
����
���� ������ �� +������� �� 2� �
	��
� ��
��� ������
�" 
�� �����
� ��� ������
� /��� �'���� �� 	�� �
��0 V (r(z), z)+αz" /����
�� ������� �������� /��� r(z) = −αz1 !��� 
	+���� �����
��� ��
� �� �� 2���F��
�
�� ������ ����
2�� �������" 
�� ��� �� ����� +�����
2�� �������1 ������" �� ��
���+����� ��
� ��� ��
��	�� �0��� �� ��� �����
�� �� ��	�� u" ����� �� 
������ ���

 /��� 
�	� z < u" 
�� ���� �'��
��� /�� ��� 	
� r(u)− rnaive(u) /����� /��� u1

�����
� � ���/� ��
� ��� 	
� 2��/��� ��� �����
� �������� +�� 
�� ��� �
���
�������� +�� /����� /��� u1 ��
� ���� �
� /� �
� 
2�+� ��� ��
�� �� r(�); ����

I(r, u) = [V (r, u)−r][1−G(r, u)] =

� v���

r

[v−r]g(v, u)dv =

� v���

r

[1−G(v, u)]dv . 4.5

!��� Ir = −[1−G(r, u)] < 01 ��0�����
���	 �'������� 4�5 /��� ������ �� u ���/�
��
�

r′′

r′ + α
=

Ir
I
r′ +

Iu
I
+

f ′

f
+

ζ ′

ζ
x′ =

Ir
I
[Ifζ − α] +

Iu
I
+

f ′

f
− ζ ′

ζ
fIr .

��



:��" ��� ������ �<+
���� �����/� ��� 4H5 
�� 4�51 !�+�" ����� r′ + α �� �������� /�
�
��

r′′
sign
= fIr

�
ζ − ζ ′

ζ

�

� �	 

i�

+

�
−α

Ir
I

�

� �	 

ii�

+
Iu
I��	

iii�

+
f ′

f��	

iv�

. 4K5

A��� ��
� [ζ − ζ ′/ζ] �� ��� P Q �� �'������� 4K5 �� �������� �� 
�� ���� �� φ′′/(φ′)�

����
��� /��� x1 !��� �� 
 /�
� ���������" �
���F�� 2� 
�� F�� �� �+ �'
����� ��
�LG� 
2���1 47� �� /�
�� ��
� 
��+������ 4=5 
2���15 7� ���� �����" ���� ��� P Q
�� ��	
����1 !�� P Q �� ��������" +����� α = 0 /��� �� �� @��1 !�� P Q �� @�� ��
u 
�� v 
� ������������� �����2+���" 
�� �� �� �������� �� ��� �/� �

����� 
�
���������� ����
��� 4�� ��� ����� ��
� G(v, u) ����
��� �� u51 !�� P� Q �
� ��� ��	�
�� f ′" 
�� �� �
���+�
 ���� �� @�� /��� u �� +������� �����2+���1

!�+� /� ��� ��
� /����� r �� 4���
���5 �����' � ����
�� ������� �� ��� �+�
�� ��+ ����1 7� ���� �����
� �
��� /� �
� ��	� r′′1 G� ����
���" �� u �
� /�
���
����
���	 ������� 
�� �� ����������� ��� v" 
�� �� α �� ����� �� @��" ���� r(�) ��
����
�� 4
�� ����
���	51 ��� 	���
���" 4K5 ���/� ��
� α �
	� 
�� ��� �'�������
�� �������� ����
���� 2��/��� u 
�� v 
� 2��� ����� /���� ���� �� �
�� r �����'
4�� /���� �
�� ��� ��������� ��� D �� 
 �����' ���51

�� ��'� ����+�� ����

���� ��
���� �� ���� ��2���1 G���" /� ���/ ��
� 

	�
�� �
����� �� ������� ���+�� 2� �������� /��� ��� /��	�� �� ��
��� �� ���

	���9� ��������1

���#������� � '	� αL ��� αH �	 ��� �	���
 ����	� �� ��	 ������� �� ��	 ��	��(

����)� ��	�	 αL < αH� '	� ri(�) ��� xi(�) 
���	 ��	 ���	� 	������ �*! ��	� α = αi
��� i = L,H� �� �

������ �+! ����
 ��	� xL(0) > xH(0)� �	�� ��	 ������� ��
�	����	� ����	��
 ���	�
	
 ��� α�

�����" ��������� 4�5 ������� ��
� 
� u = 0 
�� 
�� ���� u �+�� ��
� rL(u) = rH(u)

r′L(u) + αL
r′H(u) + αH

=
ζ(xL(u))

ζ(xH(u))
. 4�-5

7� xL(0) ≤ xH(0)" ���� 2� 
��+������ 4=5 ζ(xL(0)) ≥ ζ(xH(0))" 
�� �� 4�-5 �������
��
� r′L(0) > r′H(0)1 7� �
���+�
" rL(u) > rH(u) �� ��
�� u > 01 7� xL(0) ≤ xH(0)
���� rL(�) �+�� ���� rH(�) 
� ���� �����1 47� rL /�� +������� 
2��� rH ���� ���
��
��� �
����� �� ����2���� ������� /��� αL /�+�� 2� 	�
�� ��
� /��� αH 15 ��� u∗

2� ��� F�� ����� 
2��� @�� /��� ��� �+��� ����1 7� �
���+�
" /� �+�� �
��
r′L(u

∗) ≤ r′H(u
∗)1 7� 
�������" /� �+�� �
�� xH(u

∗) ≥ xL(u
∗) ����� xH(0) ≥ xL(0)


�� rH(u) ≤ rL(u) �� u ≤ u∗1  +� ���� 4�-5 ������� ��
�

1 >
r′L(u

∗) + αL
r′H(u

∗) + αH
=

ζ(xL(u
∗))

ζ(xH(u∗))
≥ 1 ,


 ����
�������1 �� ���+�� ��
� ��� �+��� �
� ���� ����" 
�� �� �+ �����
� 
�6
�+������ xL(0) ≤ xH(0) �
���� ����1

�,



!�+� /� ��� ��
� ��� ��� ��� ������
� �
�� 
2�+� ��� +������ �� ��� 
	���" ���
��� ���������J�� ��� ����� �� 
 	�
�� �
����� �� ������� 2���	 ��������J���

	��� �� 	����1 !��� ��+�� �� �����
 �� ��� >
��� ��������? �� ��� :�������6����
����� ��������� �� ������� �" /��� ��� ��� ������ ��� 
	���9� ��������� /�� ��
2� ����� �� ��� ������
�9�" ��� ��� ��������� ��� 
	��� /
� 	����1 7� �� 
��� ������ ��
���/ ��
� ��� 
	���9� �'������ �
��0 /��� ��� ������
�9� �����
� ������ ����
���
�� α1��

7� �� 
��� �
�+
� �� �'���� ��
� /��� ��� 
	��� �� ������ �� �
�� ��� �������
�� ������ ���" ��� ������
� /��� �+��� �����
�� ��� �������� ��� �� �������1
���� ��� ������� 
�
��
2��" ��� 
	��� �� ������ �� �
�� 
� ��
�� ��� /���� ���� �����
�� ��� ������
�9� ������ ������1 !��� �� 
 ����� ���������� 2��/��� >�
���	
��� �������? 
�� ��� �+������ ζ(x) 2���	 ������� +�/
��1 G� ����
���" �� �+ F��
�'
����� �� �����2+����� �� n 
2���" ���� �� �+�1 47� ��� ������� �
��" ζ �� �+��
�<+
� �� ��� �'������ �+�2� �� �������15 ��� 	���
���" 
 �
�+
� �������
����
�� >�
���	 ��� �������? �� ��� �����/��	3 �+����� ��� �+�2� �� 
	���9� �������
�� �����
��� 	������ 2� ��� �LG φL(�)" 
�� �+����� ��� 
	��� ���� �
� 
����� �� 
�

�������
� ��+�� �� ������� /���� �
� �LG φ(�)" �
�1 � �+��
����
� ������ ��
�LG� �� ��
� ��� �LG ����������	 �� ��� ����������� �+� �� �/� 
���� �
�
2���
�� ��� ���+�� �� ��� +�������	 �LG�1 !������" ��� �LG �� ��� 
	��� /��� �����
�/� ��+��� �� ������� �� �+�� φH = φφL1 ���� 
 �	+�
��� ���������" φ

′′
H/φ′H ��

	�
�� ��
� φ′′L/φ
′
L3

 	!!� � &����
	 ���� 1/φL(x) 
 � 
������ ����	� �������� ��� �	� φH(x) =
φ(x)φL(x) ��� ��� ,-. φ(�) 	��	�� ��	 ����� ,-. φ ≡ 1� '	� ζi = φ′′i /φ

′
i ���

i = L,H� ��	�
ζH(x) > ζL(x) . 4��5

�����" ��������� 4��5 �� �<+��
���� �� ��� ��������� ��
� φ′H(x)/φ
′
L(x) ������� ��6

��
��� /��� x1  +�
φ′H
φ′L

=
φ′φL + φφ′L

φ′L
= φ+ φ′

φL
φ′L


�� ��
d

dx

φ′H
φ′L

= φ′′
φL
φ′L
+ φ′

�
2− φLφ

′′
L

(φ′L)
�

�
≥ φ′

�
2− φLφ

′′
L

(φ′L)
�

�
.

!������" ������� ��
� φ′ > 0 4/���� �� ��� �
�� /������ ���� �� ��������� 
�

�������
� ������5" 
 �+N����� ��������� �� 4��5 �� ���� �� ��
� 2(φ′L)

� > φLφ
′′
L"

/���� �� �<+��
���� �� ��� �<+������ ��
� 1/φL 2� ������� �����'1

A��� ��
� ��� ��������� ��
� 1/φL(x) �� �����' �� �
���F�� �� 
�� �+ ������ �'
�����
�� �LG� 
2���1 ����	 ���� ������ �� >��� �������?" /� �
� �2�
�� ��� �����/��	
��+��1�,

������ α � α� ��� ������
� ����� r��u� �� r��u� 
�� ���� ���
 /��� α � α�. 7� �����/� 2�
��� ������
�9� ���
��� �������� ��
� �'������ u �� ��	�� /��� α� ��
� α�.
�,�� �'
���� /��� 
����	 ��� ������� ��	�
 ��� �����
� ��� �� �������� ������� �� ���

�����/��	1 C+����� �����
��� ��� 
	��� �
� �� ������� 
� 
�� /��� ��2
2����� �− ε 
�� �'
���� �/�

�)



���#������� � &����
	 ��	 ����	� �� ����	��
 
 ������ nL ��� ,-. φL(x) ����

��
�	
 �+! ��� 
��� ���� 1/φL 
 ����	�� &����
	 �	�� ���� ��	 ��	�� ��
 ���	


�� � 
	���� 
����	 �� ����	��
 ��� ����	� n ���	�	 n 
 ��
��	 ��� 
��	 ��
��	
���������!� ��� ��� ��	 ����� ����	� �� ����	��
 
 ��	 ��	�	��	�� 
�� nH = nL+n�
'	� ri(�) ��� xi(�) 
���	 ��	 ���	� 	������ �*! ��	� ��	 ����	� �� ����	��
 
 ni ���
i = L,H� ��	� xH(0) > xL(0)� �	�� ��	 ������� �� �	����	� ����	��
 �	��	�
	
 ��	�
��	�	 ��	 ���	 ����	��
�

�����" G�� ����
 ," ��� �LG φH 
�����
��� /��� nH �
���F�� 4��51 !�� ��� ��
��� ���� �����/� ��� 
	+���� 4/��� L 
�� H ���+���5 �� ���������� ,1

A��� ��
� /� +�� ��� ��� >�
���	 ��� �������? �� ��
� ��
� ��� 
	��� ��/
�
� ��� ����������� �+� �� �� ��	��
� ������� 
�� 
 �+���� �� ���� �������1
!��� �� 
 ����	� �<+������ ��
� ��� ��� +�+
� ������ �� F��6��� �����
����
�����
���1 7�����" �� �� �����2�� �� F�� �'
����� 4���� �� ��� ���� �	+�
 �
���5
/��� �����
���� �����
��� ��
�� �� 
 ��
��� �
����� �� ������� 2���	 �'��+���1

�����+� �
���	 �+��� 
��+�������" �� �� �
� �� �
�� ��� ��	��� �� ��

�6
���@��	 ��� ���+���� �� 4�51 !��� �'������� �� �� 	���
� 
 ������6��� ��0�����
�
�<+
���� �� x" x′ 
�� x′′ 4��� �'������� 4H)5 �� ��� 
������'51 :�/���" ���� 
�
�/� �
��� �� /���� ��� �+�� �<+
���� �
� �������� �� 
 F��6��� �<+
����1 G���"
/��� v �� ������������� �����2+��� ��� u ��� �+�� �<+
���� ������F�� 
�� /���
�+��� 
��+������� 4�� ����
��� /��� α = 05" ��� �+�� �<+
���� 2������ 
 F��6
��� �<+
���� �� x 
�� x′1 C�����" /��� n �� 
 ������� �
�
2��" ��� ���������� ��
x(u) �� ��� �+�� �<+
���� �
������" 
�� 4�5 2������ 
 F��6��� �<+
���� �� r 
��
r′1 !���� �����
� �
��� 
� ����+���� �� ��� ���
�� �� ��� ��'� �/� �+26��������1

�"� ��	#	�	�� ������������

C+����� �� ���� ������� ��
� ��� �����2+���� �� v �� ����������� �� u1 7� �
���+�
"
�� ��� �����/��	 /� /��� g(v)" G(v)" V (r) 
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� ���� ��� �
� ������� 
2�+� ���

	���9� �
��0" �� ����������� ����� ��
� ��� 
	��� �
� 
 �������� ������ /��� ��	�
u1 7� �
���+�
" ��� ������
�9� �'������ �
��0 ���������
� �� u" �
���� V (r(u))"
����
��� /��� u1 7� �����/� ��
�" ���� /����+� �6������@��	 ��� �������� +�� r(�)"
��� ������
�9� �'������ �
��0 ����
��� �� ��� 
	��� �
� ��� ������� 4�� ��� ����� ��
�
���	 
� 
�������
� ��+�� �� �������5 2��
+�� ������� ��� ��� 
�������
� ��+��
/��� 2� ������ ���� �� ���� �
�� ��	�� u ��
� /�
� /�+�� ����/��� �
�� 2��� ������1

�"� ������� ����������� ��� ��	 ��!�	� �� #���	���

7� n �����/� 
 ������� �����2+���� /��� ��
� �" ��� �+�� �<+
���� 4�5 2������ 

F��6��� ��0�����
� �<+
���� �� r(u)3
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�I(r)− α
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���	
���������� H51 A����� ��
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�+� �� α �� ��� ������ �� ��
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" −�

�
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7� ���� �
�� V (r, u)− r = λ(u)" 
�� �� �<+
���� 4��5 2������

r′(u) = �λ(u)f(u)e−
r�u�
λ�u� . 4,�5

7� λ �� �����
�� 4��� ������������ �
��5" �� �����/� ��� 4,�5 ��
�

r(u) = λ log(1 + �F (u)) ; p(u) =
1

1 + �F (u)
.
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� �
� ������ ��� ����� �� ���� ���+� 2� �������	 r(�)

�����
����1

,)



$"� &�	 �#��!����
 �� ���	�� ���	�

�� 
������ �� ����� ��� ������
�9� ��2��� �� �/� ��
	��1 G���" �� 	���� ����
����
+������ U " 
�� ����� 
 	���� h �
�������	 4,M5" /� ����� ��� ��������� +�� r(u) /����
�
'���@�� ��� ������
�9� �
��0 �+2���� �� ��� ���	�� �����
��� 4,H51 C+2��<+�����"
��� �����
� ������ �� U �
� 2� 
�
��@��1 7� ���� �������" /� ������� ��� F��
�+26��2���" /���� �+�� �+� �� �
�� 
 �+�����	�� ������ ���+����1

!������" F' U 4
�� ����� h51 �����	 γ �� ��� �
	
�	� �+������� �� ���
�����
��� 4,H5" ��� ������
� ������� r(�) �� �
'���@� ��� �
	
�	�
�

L = Z+γ
hB − c(h)

h(1− x(U)) + δ
=

h
� u���
U

�� v���
r
u�

[v + γu]g(v, u)dv
�
f(u)du− c(h)

h(1− x(U)) + δ
. 4,K5

4!�� �+������� γ /��� ���� 2� ������ �� ��� �� ���+� ��
� 4,H5 2����15 G� 

	���� U ���� 
� �
�� /
�� �� ������ ��� +�� r(�) /���� ��
� �� 
 �����F�� �
�+�
�� 1 − x(U)" ��� ��
��� ��
� 
 ������ �� �������� 
�� ������ 
	��� +������ 
2���
��� ����
���� ����� U 1 G� 
 �����F�� �
�+� �� 1 − x(U)" �� �� ���
 ��
� ��� /
�
�� �
'���@� ��� �+��
�� �� ��� �
	
�	�
� 4,K5 �� �� ��� r(u) = t − γu �� ����
t /���� ���+�� ��
� ��� �
	�� 1 − x(U) �� 
�������1 !��� ������ ��+�� ����� +�
������
���� ��
� ��� �����
� +�� r(�) /��� 2� ��	�� �� ���� ��
�� ������	" �	
�����
�� ��� �����2+���� �� (u, v)1

������	 t /��� 
0��� 2��� ��� �+��
�� 
�� �������
�� �� ��� �
	
�	�
�1
A��� ��
� 
 ��
�� ����
�� �� t ����� (v, u) ������ �+�� ��
� v + γu ≈ t1 7� �����/�
��
�

d

dt

� u���

U

�� v���

t−γu
[v + γu]g(v, u)dv

�
f(u) du = t

d

dt
(1− x(U)) .

��0�����
���	 4,K5 /��� ������ �� t ������� ������� ��
� ��� �����
� t �
���F��

t = Z + γU .

!������ L �� 4,K5 �� �
'���@��" 	���� U 
�� h" /���

r(u) = Z − γ(u− U) . 4)-5

�� �+��
�@� ���� ����+����� �� ��� �����/��	 ��+��3

���#������� ' ��	 ������ 
����	�� ��� ��	 ������� � ��	 
	���� ����	���% 
 ��
�)	� � ��	�� ���	
���� ���	 �34!� ��	�	 U 
 ��	 ��	��(
 �	
	������ ����� ��� Z 

��	 	��	��	� �
�����	� ����	 �� v�

!�� ���+����� �� ���" ���
�� �+�����	" ����
��� �� r(u) ����� ��� �����	 ��
�
�� 	���� U 
�� �� 	���� 1 − x(U)" ��� ������
�9� ��2��� �� ������ �� �
'���@�
��� �'������ �
�+� �� ��� /��	���� �+� v + γu" /��� ��� /��	�� γ �� ��� �
	
�	�
�+������� �� ��� �����
��� ��
� ��� 
	��� �
� ����
���� +������ U 1

L���
� 
�
����� �� ��� ������ ��
	� �� ��� ������
�9� ��2���" ��� 
�
����� ����
6
���� �� ��� �����
� �
�+� �� U " �+�� �+� �� 2� ������'1 7����
�" �� ��� ��'� �/�
�������� /� ���+� �� �/� ���
 �
���3 ��� �
�� �� �� �����+����	 4/���� �� �<+��
����
�� ��� ��
��
� ��
�� ��2��� /��� ��� 
	��� �
� ����
��
���+��� �2�
�� 
 ��/
�
/ �� ������ �� ��+� �� 
 ���� C5" 
�� ��� �
�� �� >+	���? ������� /��� δ ��
�
	�1

,H



$"� (� ����������

7� ���� ������� /� ���+� �� ��� �����
� �
�� /��� δ = 01 !�� 
	���9� ������ �� ��
��
�0�� �
���� ���� 2� ��8+����� 2� ��� ������
� 4�� ���	 
� ��� 
	��� �� /�����	
�� ��
�� 
� 
��51 G�� �'������� 4,)5" ��� 
	��� /��� ������ U 
�� h �� ��� ��
�
'���@�

B(U)− c(h)/h

1− x(U)
,


�� �� h �� ������ �� ������@� c(h)/h �	
����� �� r(�)1 C���� C �� ��� �����
� �
�+�
�� c(h)/h" ��� 
	��� /��� ������ U �� ��� �� �
'���@� [B(U)− C]/[1− x(U)]1 !�
�
�� ��� ��2��� ���������	" �+����� ��
� c(0) > 0 �� ��
� ��� 
	��� �
��� 
 8�/
���� ���� �� ��
�� 
� 
 �����
� �����1,� !��� ������� ��
� C > 01 A��� ��
� ����
��2��� �� ���
��� �������
� �� ��� ��2��� /��� ��� 
	��� �
� ����
��
���+���
�2�
�� 
 ��/ �
/ �� ������ �� ��+� �� 
 ���� C1,,

���� δ = 0" ���� γ > 0 �� 4)-5 
�� ��� ����
 ��������� +�� �� 
�/
�� ��/�/
�
������	1 !� ��� ����" ���� ��� 4,.5 ��
� ��� �<+���2�+� Z �
���F��

0 =

� u���

U

�� v���

Z−γ
u−U�
[v − Z]g(v, u)dv

�
f(u) du . 4)�5

7� γ ≤ 0 ���� ��� ����	
�� 
2��� �� 
�/
�� ��������" 
�� �� ��� ����	
� �
���� �<+
�
@��1 !�+�" /� �+�� �
�� γ > 0 
� ��
����1 !�� �+������� γ > 0 �� ������ �� �
��
�����
��� 4,H5" � �<+��
������ �����
��� 4,�5" 2���" �� ��
�

C =

� u���

U

(u− U))(1−G(Z − γ(u− U), u))f(u) du . 4),5

4A��� ��
� ����� C �� ��� �����+� �
�+� �� c(h)/h" �� �����/� ��
� C = c′(h)15
!� �2�
�� ���� �'������ ���+����� �� ��� ������
�9� ��2���" �+����� 
	
�� ��
�

(u, v) �� +������� �����2+��� �� ��� ���
�	�� [0, 1]× [−1, 1]1 �'�������� 4)�5 
��
4),5 2����� �����������

0 =
1

12
(1− U)

�
3(1− Z)� − γ�(1− U)�

�
, � 1− Z =

γ√
3
(1− U) , 4))5


��

C =
1

12
(1− U)�(3(1− Z) + 2γ(1− U)) .

������
���	 γ ��� ���� �
� �� �<+
����� ���/� ��
�

Z = 1− 2C

κ(1− U)�
, 4)H5

,�7� c�	� � 	" ���� C � 	 
�� ��� ��2��� �� ����
�1 7� C � 	" ��� 
	��� /��� �
�� 4
�����5 ��
��
�� �0��" 
�� ��� ������
� /��� /
�� �� 
� 4
�����5 ������ ������ �� �
���
��@�1 !�+�" ����
�� 
����� �� ��������� 
�� r�u� ≈ v���1 �� �'
���� �� ���� ���������� �
� 2� ���� �� G�	+�� �"
= 
�� . 2���/1
,,7� ��� 
	��� �
� ��
�� �0�� h" ��� �'������ ���� +���� 
 ��/ ������ 
���� �� �/h1 �����+�

�����+����	" �������" ��� 4�'������5 ���
� ���� �� �2�
����	 
 ��/ �
/ �� ������ �� c�h�/h1 &���
��� 
	��� ������@�� ���� ���
� ����" ��� ���� �� 	�����	 
 ��/ �
/ �� C1

,M



/���

κ ≡ 1

2
+
1√
3
≈ 1.08 .

C���� ��� ������
�9� �
��0 �� Z +αU " ��� ������
� /��� ������� ������ U �� �
'�6
��@�

αU − 2C

κ(1− U)�
.

!��� �� 
 ����
���	 �+������ �� U /������

α ≤ 4C

κ
≈ 3.7C , 4)M5

�� /���� �
�� �� �� �����
� �� ��� U = 0 
�� �� ��
�� ��� 
	��� /��� @�� ���1 !��
�����
� ��������� ��� �� ���� r(u) = Z−γu" /��� Z �� 	���� 2� 4)H5 
�� γ �� 	����
2� 4))5" 2��� /��� U ��� �<+
� �� @��1 7� �����/� ��
�,)

r(u) = 1− 2C
κ

�
u
√
3 + 1

�
4)�5

�� 
�� α ��
� �
����� 4)M51 !�+�" �� ��0���� �
�+�� �� C �'������� 4)�5 �
��� �+�

 �
���� �� ����
" ��/�/
�6������	 ����� �� r(u)1 C�� G�	+� � �� ��� �
�� α = 0
4/��� ��������� 4)M5 �� 
�/
�� �
���F��5" /��� ��
��� C �������� �� ��	�� r1
���� C ≈ 0" /� �
�� r(u) ≈ v��� 
� �'������1 4!��� �� ���� ��� >�
	� �? �
�� ��
������� )1,15

�������������

�

����

���

����

�

�����

����

	


�	�

	


�	�

G�	+� �3 r(u) �� ������ �'
���� /��� α = 0 
�� C = 0.01, 0.1, 0.2 
�� 0.3

,)!���� ���+����� 
� �
��� ���� /��� C ≤ κ/���
√
�� ≈ 	.1 !��� �� �� ���+� ��
� r�u� ���� ���

��� ��� ��/� 2�+��
� v � −�1 7� C > 	." ��� �����+� /��� ������� r�u� 2���	 
 ��/�/
�6������	
����
 �+������ /���� ���� ���� ��/� 2�+��
� 4
�� r�u� ≡ −� 2����� ���� �����51

,�



7� ��� �/� ������ /� �
�� ���������" /��� α = 0 
�� 
 +����� �����2+����
�� (u, v)" /� �
�� ������ �/� �+�����	�� ������ �
������ �� �������� +��� 4���
4�K5 
�� 4)�5 
2���51 7� ��� ������ �����
� ������ �� �����
 �� ��� �/� ������3 
�
������� 
� �
��� �� ���� 2� �� ��� 
	��� 4�1�1" � �� �
	� �� ��� F�� ����� � C
�� ��
��� �� ���� ������ �����5" ��� �������� ��� �� ������� 2������ ��	��������
��� ��������1 7� ���� �������" ���+	�" ������ �� �
�
���
��� ��0���� �� ��� �/�
������	�1 7� ��� >�������	 
 ������? ����� �� ������� )" ��� +��� ��
� 
� r(0) = 0 
��
����
��" 
�� ���� ����
2�� ������� 4�1�1" v ≥ 05 
� ��������1 7� ��� >��
����	?
����� /� �
�� r(0) > 0" r �� ����
���	" 
�� �� �
� 2� �����
� �� ����� �������
/��� ��	
���� �
��0 �� ��� ������
� 4
� /��� C = 0.3 �� G�	+� �51

!�� ��/�/
� ����� �� r(u) �� ��� >��
����	? ����� /��� α = 0 �
� 2� �'6
��
���� 
� �����/�1 !�� ������
� /����� �� �
'���@� ��� �'������ �
�+� �� v �� ���
�������� ���" �+2���� �� ��� 
	��� 2���	 /�����	 �� ��	
	� �� ������ ��
�� �� ��6
������ �������1 G� 
 	���� �'������ �
�+� �� v �� ��� �������� ���" ��� ������
� ��
����0���� 
2�+� /����� ��� �������� +�� �� +�/
� � ��/�/
� ������	I ��/���"
��� 
	���9� /�����	���� �� ��
�� �� ���
���� /��� ��	��6u ������� 
� ��� ������
�� 2� ��������" �1�1" /��� ��� +�� �� ��/�/
� ������	1 G� ��� �
�� �
���" ��
�
� 2� �����
� �� ����� ��� 
	��� �� ������ ������� /��� 
 ��	
���� �
��0 �� ���
������
�" �� ��� ��
�� ���� �� �
	� ���+	�1

�������������

�

����

���

����

�

�����

����
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�	�

G�	+� =3 r(u) �� ������ �'
���� /��� α = 1 
�� c = 0.01, 0.1, 0.2, 
�� 0.3

7� 4)M5 ���� ��� ���� ���� U > 0 �� �����
�1 7����� �����
� U 
�� γ �
�����

1− U =

�
4C

κα

��
�

, γ =

√
3

2
α .

A��� ��
� γ ��� �� ����������� �� C 
�� ���� ��
� α1 !������" ��� ��������� +��
��

r(u) = 1− (1 +
√
3)

�
Cα�

2κ

� �
�

+

√
3

2
α(1− u) .

,=



7� G�	+� = /� ���/ ��� ��������� ���� /��� α = 1" �� ��� �
�� ��
�� ����� 
� ��
G�	+� �1 C���� ��� 
	��� /��� ���� ��
����	 +���� 
 �������� ������ /��� u > U
�� ��+��" ���� ��
� �
� �� ��� +�� /��� u > U �� ����
��" 
�� ��
� �
� �� ��������
�� ��� F	+�1 4!�� ������
� �
� ������ ��� ����
 +�� /����+� �����
����	 u > U "
�� ��
� ��� ��/�/
�6������	 ����� �
� 2� �'������ �� ��� ���� +���� ���� �
�� ���
�����
� 
'��" 2+� ��� 
	��� /��� ���� ������ 
 �������� ������ �� ��� ���� �� ���
�����
� ����� ���/�15 ���� ��� ������
� /����� �� �
'���@� ���
� /���
� 4α = 15"
G�	+� = �+		���� ��
� 
 	��� 
���'��
���� �� �����
� ������ �� �� ����� �������
/���� ����
�� ���
� /���
� 2� ���� ������� ��������" /��� ���� �������� �� ��	��
/��� ������� 
� ���� ������ �� �������1

$"� &�	 �!#��� �� ����������

�� ��/ ����+�� �
��� /��� �����+����	" ����+���	 ��� ����� �
�� /��� δ → ∞1 G�
��������
�� �
�+�� �� δ" �� ����� ������
� �� +�� �+����
� ������� /��� �
���6
+�
 �'
����� �� ������1 !� ���� ���" ������� 
	
�� ��� �'
���� /��� (u, v)
�� +������� �����2+��� �� [0, 1 × [−1, 1]1 !��� �'�������� 4,�5 
�� 4,.5 2�����
�����������

c′(h) =
1

12
(1− U)�(3(1− Z) + 2γ(1− U)) 4)=5

δ

h
Z =

1

12
(1− U)(3(1− Z)� − γ�(1− U)�) . 4).5

C+����� ��
� ��� �0�� �+������ �� c(h) = h�" �� /���� �
�� �'������� 4,M5 �������

h =
√
δU . 4)K5

������
���	 γ ��� ��� �/� �<+
����� 4).5R4)=5 
�� �+2����+���	 �� ��� �
�+� �� h
�� 4)K5 ������ ��� �����/��	 4�����+�5 �'������� �� Z �� ���� �� ��� 
	��� +������ U 3

Z = 1− 4

�
(1− U)�


U/δ + 4 (4U + 7U� + 1)− 4U − 2
(1− U)�


U/δ

. 4H-5

!� F�� ��� �����
� ��������� +�� ����������	 �� 
 �
���+�
 �
�+� �� δ �� ����
�'
����" ��� �
� /�� 
� �����/�1 !�� ������
� /����� �� ������ U �� �
'���@� Z+
αU " /��� Z �� 	���� 2� �'������� 4H-51 G� 	���� δ ���� �
� 2� ���� 4�+����
���5"

�� ���� ��� �
�+� �� ��� ����� γ �� r(u) �
� 2� �2�
���� ��� �'������� 4)=51 !��
��������� +��� �� �
��+� �
�+�� �� δ 
� ���+��
��� �� ���� F	+� �� ��� �
�� α = 01
4�
	� δ �������� �� ��/� ��������� +��� �� ��� F	+�15

�� �� ���+�����" ��
��� �
�+�� �� ����
 ��
� �� 
 ��	�� �
��0 �� ��� ������
�1
4!�� �
��0� (U,Z) �� ��� �/� �
���� 
� 	���� 2� ��� >�����? �� ��� ���������
+��� �� ��� F	+�15 7� ��� ����� 
� δ → 0" ��� ������
� �
� �2�
�� 
����� ���
�
'��+� �����2�� �
��0 �� 1 2� ��������	 ��� 
	��� �� ������ ���� ����� �������
/���� 
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����� ��� 2��� �����2�� �� ��� ������
�I ��� 
	��� /��� �'���� �����
�
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 <+
��F�� ������ /��� ���	�1,H A��� ��
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G�	+� .3 r(u) �� δ = 10−�" 10−�" -1-�" -1-M" -1�" -1," -1M" 
�� δ =∞ 4�� 2���5

7� ���� �'
����" /��� δ �� �
	� ��� ������
� F��� �� �����
� �� ���+�� ���
��
�� �0�� ��� ��� 
	���1,M !��� ������� ��
� ��� ������
� �'����� �� /
�� 

����� ���� �� 
 �������� ������ 4
�����
2�� �� ��� 
	���5 �� 
���
1,� :�/���"
����� ��� ��������� +�� r(�) �� ��/� /��� δ �� ��	��" ��� ������
�9� �'������
�
��0 /��� 
� 
�����
2�� ������ ���	�� �� ��/� /��� δ �� ��	��1 !�+�" 
� ��
���+�����" ��� ������
� �� /�����	 �� 
����� 
 ���� 	��� ������" 2+� /��� ���� ���
�"
/��� �����+����	 �� ��� ��	��F�
��1

!�� ����� �� ���
������ 
� δ 2������ �
	� �� ��
�	����/
� �� 
�
��@� �� 	���
�
����1 G�� 4,)5 
�� 4,.5" U 
�� Z ���� �� @�� 
� δ →∞1 !������" ����������
M �����
��� ��
� ��� +�� r(�) /��� 2� 
 ��
�	�� ���� ��
�
���	 ��� (0, 0)1 :�/���"
�� �� ���
�� ��� ���+���
���	 �� ����� ��� ���+���� �������1 !�� ���
�� �� ���

��+������ ��
� δ �� �
	� �� ��
� 2��� ������
� 
�� 
	��� 
�� �� �
'���@� ����
5�� �
��01 !�+�" �
��� /��� 
 �
���+�
 +�� r(�)" ��� 
	��� /��� ������ U 
�� δ
�� �
'���@� hB(U) − c(h)" /��� B(U) �� 	���� �� 4,,51 7� �� ������
�� ��
� ���

	��� /��� ������ U = 0" 
�� ��������� ��� F�� �������� ������1 !�+�" �� /� /���

,HG�� ��� F	+� �� �� 
��
��� ��
� ��� 
	��� 
��� �2�
��� 
����� ��� ���
� �
��0 �� � ���1 :�/6
���" ��
� �� ���������
� �� ��� ���+����1 ���� δ ≈ 	" ��� �+�� 4H-5 �� 
����� 8
� 
�� 
���'��
����
�<+
� �� � �� U > 	" 
�� �� ��� ������
� ��+�� �� 
����� 
� /��� 2� 	����	 ��� 
	��� �����+�
��� 
� 2� 	����	 �� �
'��
� ���1 &� ��+��" �� α > 	 ���� ��� ������
� �
� 
 ����� ��������� ��
�0� ��	� ��� �� ��� 
	���1
,MG�� 4)K5" /��� δ � �	−� �0�� h �� 
2�+� -1---)" 
�� ���� ����
��� ���������
��� �� h � 	.��

/��� δ � 	.�1
,�!�� �'������ /
����	 ���� �� 
� 
�����
2�� ������ �� 
���
 �� �h�� − x�U���−�" 
�� ����

����
��� /��� δ ����� 2��� h 
�� �− x�U� ����
�� /��� δ �� ���� �'
����1

,K



B = B(0) ��� 
	��� /��� ������ h �� �
'���@� hB − c(h)1 7� /� /���

σ(B) ≡ max
h
: hB − c(h)

���� σ �� 
 �����' ����
���	 �+������ 
�� σ′(B) �� ��� 
	���9� ������ �� �0�� 	����
�� �/
� B1

!�� ������
� ������� r(�) �� �
'���@� ��� 8�/ �
��03

h

� u���

�

�� v���

r
u�

vg(v, u)dv

�
f(u) du+ α (hB − c(h)) ,

/���� �
� 2� /����� 
�
σ′(B)A+ ασ(B) , 4H�5

/���

A =

� u���

�

�� v���

r
u�

vg(v, u)dv

�
f(u) du .

 � ���������	 ��
�� ��
�	�� �� r(�) 
� u" �� �����/� ��
� 4H�5 �� �
'���@�� /���

r(u) +

�
A
σ′′(B)

σ′(B)
+ α

�
u ≡ 0 , 4H,5


�� r �� ������ 
 ��
�	�� ���� ��
���	 
� ��� ��	��1,= ������" ��� ���� �� ��/�6
/
� ������	 
�� /�
��� ������ ��
� ��� ������
�9� �+� ��������� 4/���� �
��
����� −α51 !�� ���� ���+
���� �� /���� ��� ������
� ���������� ��� �
��� +��" �1�1"
r(u) = −αu" �� /��� σ′′ = 0" /���� 
������ /��� ��� 
	���9� ��
�� �0�� ����
��� ������ �� ����������" �1�1" ���� �� 
� �'�	���+� �
@
� 
��1 &+����� ���� �+��
�
��" ���+	�" �� ���� ����� �� ���
������ ��� ������
� 
���/� ���� ������� /���� 
�
������� +�����
2�� 4v + αu < 05 �� ��� �� ����+�
�� ��
�� �0�� 2� ��� 
	���1,.

!��� ��������� �� ��� �������� �� ��� 2�
� �� ��� >�������	? �����" /��� ��� ������
�
��2
�� ���� ����
2�� �������1

,=G� �'
����" �
�� ��� �
�� /��� c�h� � a� �

�
bh�1 !��� σ�B� � �

��
B� 
�� 4H,5 2������

r�u� � −
�
A

B
� α

�
u .

!��� ��������� +�� ���� ��� ������ �� ��� �����F� �

����� �� ��� <+
�
��� ���� �+������1 7�
��� �'
���� �������� �� G�	+� . 
2���" 4H,5 ������� ��
� r�u� � −�

�
�
√
� − ��u" 
�� ���� ���� ��

�
/� �� 2��� �� ��
� F	+�1
,.!��� ��
�+� �� 
��� ���� ��  
��" L�22���" 
�� �+��� 4�KKK51  � ����
��" 
� ����+����

�� ������� �" C@
�
� 4,--M5 ������� 
 ����� /��� >��
�� ����������? 
� ���
���� 2� ��2�����	
������� /���� ��� ������
� 
�� 
	��� ��	�� ����� /��� �� ���������1

)-



' �����������

��������	 ��� ��� �����
���	 �'
���� �� /���
� ��
��
�� �� ��	� ������" /�
�
�� �'����� ��� �
�+� �� �����
� ��������� �� 
 ������
� �� 	��� �� 
� 
	��� ��
�/� ��
��� ������	� �� ����	
��� ������ ������ /��� 4������	���5 �
����� +��� �+�1
!�� ������
�9� ��2��� �� �� ����	� ��� �����
� ��� �� �������� ������� /����+�
���/��	 /���� ������� 
� 
�
��
2�� �� ��� 
	���" ���+	� 2���	 
2�� �� ����� ���
��

��������� �� ��� ������ ������ 2� ��� 
	���1 7� ���� /���" ��� ��2��� �� ��
��� ��� �����
� +�� ��
� ��� 
	��� �+�� �2��" �� ���+���
���� /��� ��� ������
�
�
� �+�� ����� /����� � ��� ��� +�� �
� 2��� ���1

7� ��� F�� ������	 ��� 
	��� �
� 
 �+�2� 4+����/� �� ��� ������
�5 �� �������
�� ������ ���1 !�� �����
� ��������� ��� �'��+��� ���� ������� ��
� 
� 	��� ��
��� ������
� 2��
+�� ��� ���� ��� �'��+���	 �
	��
��� 	��� ������� �� �+�/��	���
2� ��� �'������ 	
�� ��� ����2� ���+���	 ��� ������ �� 2���� �������1 �� ���/��
4�5 ��� ������
� ������ ��� ����� �� ������ /��� �� �+� ��� /��	�� �� ���

	���9� /���
�" 
�� 4��5 ��� ������
� ������ ��/� ����� �� ������ /��� ��� 
	���
�
� ��� ������� �� ������ ���1 C��+����� �� ��� �����
� ����	
���� ��� /��
������ �� ���� �'
�����1

7� ��� ������ ������	 ��� 
	��� ��
���� �� 
 ������ ��
� �� 2��� �������� 2�
��� ������
� 
�� ����� ��� 
	���9� �/� 
�����
��� ��������1 :�� ��� �����
�
��������� ��� /
� <+��� 	���
��� ��

������� 2� 
 ����
 ��
�������� 2��/��� ���
�
��0� �� ������
� 
�� 
	���1 7� ��� �� ����+
	� ��
�� �0��" � �� ���� F'��
��
�� ����� �N�������" ������� /��� ��	�� 
	��� �
��0� 
� �������� �� 
 /���

�	� �� ������
� �
��0�" �� ��
� ��� ��������� +�� �� ��/�/
� ������	1 7� ���
�� ����+
	� ��
��" ��� ������
� ��	�� ����� ���� ������� /���� 
� +�����
2��
�' ���� 4������
��� /��� ��	� �����+����	5" �� ����
�� �� ��� 2�
� ���+��� �� ���
>�������	? �����1

&+ �/� ������	� �
�� ������� ���+��
��� ��0���� 
������ �� ��� ��2��� ��
�����
��� �����
����	 ��� ������� �� 
� 
	��� /��� ��� ������
� �
� ������ ������
�� /�
� ��� 
	��� �� 
�� �� ��� 
���/�� �� ��1 �������� �� �+ 
�
����� ��+�� ���
��
2� �'������ �� ���+
����� /��� ��� ������
� �
� ���� �����
���� 4�1	1" 
2�+�
+������� �������5 
��S� ��� ����+����� 4�1	1" ���� ����� �� �
�� ������	���
�
����� � �� ������ ��
������ �� ��� 
	���51 ������ /
� �� ������� ��� 
�
�����
��+�� 2� �� �+���6
	��� ������	�3 �� �� 
��� 
�� 
 ��
�+� �� �
�� +��� ��
� ���� 
����
/����+� ��������
���� �� �
��+� 
	���� �� �
��+� ���+
�����1

)�



���)(%�*� %	��+����� �� ��	 )��	� 	,������ -./

!�� �����/��	 
�
����� �����/� ��� 
	+���� �� 
�� ��
��
� ��'�2��� �� ���
�
��+�+� �� �
�
�����1 ����

s(p, u) ≡
� v���

r
p,u�

vg(v, u) dv "

/��� r(p, u) �� ��F��� ���������� 2�

G(r(p, u), u) ≡ 1− p .

!�+� r(p, u) �� ��� �������� �+�� ��
� 
 �������� p �� ������� ��� 
2��� r(p, u) ��
	���� u" 
�� s(p, u) �� ��� �+� �� v 
2��� ���� ��������1 !������" V (r(p, u), u) =
s(p, u)/p1 A��� ��
� s �� ����
���	 
�� ����
�� �� p" 
�� 
�	�� ��� 0 �� E[v | u]

� p 
�	�� ��� 0 �� 11 A��� 
��� ��
� sp(p, u) ≡ r(p, u)1 %��/��	 p 
� 
 �+������ ��
u" /� �
�� x′(u) = f(u)p(u) 
� �� 4�5 
2���1

!�� ������
�9� 
�� �� �� �
'���@�

� u���

�

[V + αu]
d

du
φ(x(u)) du =

� u���

�

�
f(u)s

�
x′(u)

f(u)
, u

�
+ αux′(u)

�
φ′(x(u)) du ,

�+2���� �� ��� �������� ��������� x(u���) = 11 ����

H(u, x, x′) ≡
�
f(u)s

�
x′

f(u)
, u

�
+ αux′

�
φ′(x)

�� ��� :
�������
� �� ���� ��2���1
��� η(u) 2� 
�� ������ �+������ �+�� ��
� η(u���) = 0" 
�� ������� ��� �+������

Ψ(t) =

� u���

�

H(u, x+ tη, x′ + tη′) du .

7� x �� ��� �����
� �
��" �� �����/� ��
� Ψ(t) �+�� 2� �
'���@�� 
� t = 0" �� 
�� η1
 � ���2��@9� +��

Ψ′(0) =

� u���

�

[ηHx(u, x, x
′) + η′Hx′(u, x, x

′)] du .

7���	
���	 ��� ������ ��� 2� �
�� ������

� u���

�

η′Hx′ du = ηHx′ ]
u���
� −

� u���

�

η
d

du
Hx′ du .

!�� ���� /
� ��
� ��� ��2��� �
� 2� ��
����
� 
� x �� �� Hx′ = 0 /��� u = 0 4��
����/��� /� ��+�� ������ η(0) �� 2� 
�� �
�+� /���� �
��� ��� 
2��� ��� �
	�51
C���� Hx′ = φ′(x)f(0)sp(x

′/f(0), 0) /��� u = 0" �� �����/� ��
� 
� ��� �����+� /�
�+�� �
�� sp(p(0), u) = r(0) = 0" 
�� 
��+�� ���� ���������1

),



7� �����/� ��
�

Ψ′(0) =

� u���

�

η

�
Hx −

d

du
Hx′

�
du .

C���� ���� �+�� 2� @�� �� 
�� ����
����� η(�)" �� �����/� ��
� {�} �+�� 2� @�� �� 
��
u" 
�� /� �2�
�� ��� ����
� �+�� �<+
����

Hx(u, x, x
′) =

d

du
Hx′(u, x, x

′) .

������ �'�������� ���� 2������

φ′′(x)[fs

�
x′

f
, u

�
+αux′] = φ′(x)

d

du

�
sp

�
x′

f
, u

�
+ αu

�
+φ′′(x)x′

�
sp

�
x′

f
, u

�
+ αu

�
.

4H)5
C���� p(u) = x′(u)/f(u) 
�� r(u) ≡ sp(p(u), u)" ���� �'������� 2������

r′(u) + α =
φ′′

φ′
fp

�
s(p, u)

p
− r

�
4HH5

/���� ��
�� �� �'������� 4�5 �� ��� ��'�1
��
� 
2�+� ��� ������6��� ���������; ���� H �� ������� ����
�� �� x 
�� x′"

�� �� ���/� ��
� ��� ���+���� �� ��� �+�� �<+
���� �� ��� 	��2
� �
'��+�1 :�/���"
����� Hxx = [fs(x′/f, u) + αux′]φ′′′(x) > 0 ���� �+N����� ��������� ���� 
������
�� �+ ��2���1 !������" /� ���� �� ���
� ������6��� ����������1 B���
���
��0�����
���� ������

Ψ′′(0) =

� u���

�

�
η�Hxx + 2ηη

′Hxx′ + (η
′)�Hx′x′

�
du .

7� �� /��� ���/� ��
� 
 �	�	

��� ��������� �� Ψ′′(0) �� 2� ��	
���� �� 
�� η �� ��
�
Hx′x′ ≤ 0 
���	 ��� �����
� �
��1 4!��� �� ��� >��	���� ���������?15 7� �+ ��2���"
Hx′x′ = φ′(x)spp(x

′/f, u)/f < 0 
�� �� ���� ������
� ��������� �� ������ �
���F��1
 +� �� /�+�� 2� �
��+��	 �� �
�� 
 �+N����� ��������� �� Ψ′′(0) < 0 
� /���1

!�� ������ ��� �� ��� 
2��� ����	
� �
� 2� ����	
��� 2� �
�� �� 	���
� u���

�

2ηη′Hxx′ du = η�Hxx′
�u���
�

−
� u���

�

η�
d

du
Hxx′ du = −

� u���

�

η�
d

du
Hxx′ du .

:��" ��� ������ �<+
���� �����/� ��� ��� �2���
���� ��
� Hxx′ = 0 /��� u = 0
4
�� 
��� ��
� η(u���) = 051 !������"

Ψ′′(0) =

� u���

�

η�
�
Hxx −

d

du
Hxx′

�
+ (η′)�Hx′x′ du .

C���� Hx′x′ < 0" 
 �+N����� ��������� �� Ψ′′(0) < 0 �� 
�� η �� ��
� ��� 
2��� ���
[�] 2� /�
��� ��	
���� 
���	 ��� �����
� �
��1 �����	 �'�������� ���/� ��
�

Hxx −
d

du
Hxx′ = φ′′′fp(

s

p
− sp)− φ′′(r′ + α) = fp(

s

p
− sp)

�
φ′′′ − φ′′

φ′′

φ′

�
,

/��� ��� ������ �<+
���� �����/� ��� 4HH51 C���� s �� ����
�� �� p �� �����/� ��
�
( s
p
− sp) �� ��������" 
�� �� ��� 
2��� �'������� �� /�
��� ��	
���� �� 
�� ���� ��

ζ(x) ≡ φ′′(x)/φ′(x) /�
��� ����
��� /��� x1 7� �+�� �
���" /� �
� 2� �+� ��
� ���
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