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 ��� .�"� ����
� �� �������� �
 C���� F2 )��� ��� �)�1���� ������
�

����
� ���
� �� ��� ������ ����
�3 ��� ��������
 ����� ��� ���� *��
��� ����� α�
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�
Φ(δ)
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�
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C���� F3 �/��� �� ���
��
� ��� ��
��� ������
�

�� ��� ���� *� ε/(2t�) �
� ��)� *��
��� α� �� ��� ���� *� ��� ���� ����
�K ��� ����

*��
��� α� �� ����� �� *� ε/(2t�) �
� ��� ��)� *��
��� α� ��)
 *� ��� ���� ����
�+

7�� 
�� �/��� �
 .� A"� ��.� �� .�� ��� �
 ε �� ����$�������

(εΦ(δ)) +
ε

2t�
α�(P� − δ)−

ε

2t�
α�P� +

ε

2t�
α�(P� − δ)−

ε

2t�
α�P� = ε

�
Φ(δ) + �

�
Φ′(δ)δ

�
,

)��� ��� �-������ �����)� ��� 4D5+ C� ���� ��������
 �� *� �
��.��*��2 �-������ 4?5

���� ���� �
 �-����*���+

7���2 ���)�
� Φ(δ) �� ��� ����
� �� �)�1���� ������
� �� � ��
����
 �� ��� ���� δ2

���� ����� ���)� ���� �
 �-����*��� ��� ���������� �� ���� ����
�2 −δΦ′/Φ2 �� �-��� �� %+

	��� ���� ��� ����1��
� ���� �� 4?5 �� �������� )��
 δ = 0+ ,
 ��������2 ��
�� ����
�

��

�� *� �
 �-����*��� )��
 .�� ���� ��� �*����� �� �/� *�
���
� ������
��+ ������2

)��
 δ �� ����� �� ��� ���� ����� �� min{t�, t�} − z2 ��� ����1��
� ���� �� 4?5 �� 
�������+<&

7���2 ���� �� �� ����� �
� δ ∈ (0,min{t�, t�}−z) )���� �����.�� 4?5+ ,� ��� ����1��
� ���� ��

4?5 �������� )��� δ2 � �� ��� ���������� −δΦ′/Φ �
������ )��� δ 4�+�+2 �� Φ �� ���1��
����52

<&(��
 t� = t�2 ��� ����1��
� ���� �� 4?5 �-���� B�� )��
 δ = t− z2 ��
�� *��� Φ �
� Φ
′ �� B�� ����2

*�� �� �������� ������ δ ��� �$������
 �� �����
�� 
�������+

<&



���� �� ���
 � �
�-�� �������
 )��� δ ∈ (0,min{t�, t�} − z) �� �$������
 4?5+<< ,� Φ

�� ���1��
���� �
 δ2 � ������ ������� �� ���������
 < �� ���� ��� �-����*��� ������
� ��

�������
� �
 z+ 4,
�����
� z ���
 ������ ��� ����������−δΦ′/Φ �� ��� �� ����
 δ+5 ,
����2

��� ������
� ����� �� B�� �� ��� �$���
��� ������
� ���� z ��������� min{t�, t�}+ 7���

�� �� ���2 �� ������ ��� ��
����� �� �
�)�� �
�1���� �������2 ���� �� ������ *�
�.� ��

.�� �
 �
����
� ����� ��� ��
����� �� *����� �
�1���� ������� *� ���
� �� � *�
���

������
�+ ,
 ���� ��
��2 ����
� ��� �$���
��� ������
� ���� ������ ��� �
��
���� �� �
����

�
 *�
���
�+

�
 ��������� ������� �� ���������
 < �� ��� �����)�
�3

!�������" � �� 
 ��		����� ���������	 ��� ������� �������� �� ���������

7��� ����� �� �
 ��� ���� ����� �� ���� ������ �
 ��� 4�������5 ��
����� ��
��$� *�

������2 �������
2 �
� (��
���
 4<>'>5+ N�)���2 �
 ������ �� 
� �� )�� ���������

�����*�� �� � *�
���
� ������2 �� ������� �� � ������
�2 �� *� �������+ #� �������

�����
�2 �
 )���� ���� �� ���� ����� ������� �
� .�� �� ��������2 �
���� ���� �

������
� �� ��)��� �������+

�
 ������
� ���
� �� ���� )�����6������� *� ��� ��� �� ��
���� ������ �
�

��.�6�� ������ )��
 .�� �/� ������
�� �� =��
� �������3 )��
��� δ > 0 ���� ��

��������� ��
��2 �� ��� ��
����� ���
 �� �0���
� *�� *��� ������� ��� ��� ����

.�+ 4C� �
���
��2 � ��
���� ����������
� �
 � ��-��
� J�� ������� ����� ������

J����� ������
� �� ���� ������ ����� �
 ��� �� �
=�� *�
���
� ������
��+5 7�� �0���
�

�����
 �� ��
�������
 �-���� ���� �� *� 
� *�
���
� ������
�+ ,
 ��� ������2 *�

�$���
�
� C���� F2 �
� ���� ���� )��
 ��� ������
� δ �� �
������ *� ε2 ��� 
��*� ��

�$�� ��
����� )�� *�� ������ < ��� ���� ���� ������ .� �� �-��� �� α�
t�
ε2 �
� ����

�� ����� ��
����� �
��� ��� �$�� ����� ���� (δ + z) ������� �� *���
� ��� ������

��� ��� ����� .�2 �������� ����� ��
����� 
�) ���� ��� ������
� ���� z+ 7���2 ����


�� ���� �� δ+ !�������2 α�
t�
ε �$�� ��
����� *�� ������ % ��� ��� ���� ������ .�2

<<7��� �� ��)��� �
����2 ���� �
������
�2 ���� ������� �-����*���+ !������ �
� .� �/�� � ���/
�
�����
� �$������ ���� ���
�1���
� �����+ 7��
 
� ��
���� )��� ��� *� � �)�1���� ������2 �
� ��
��� ���� ����� �� )��� �/� � ������ ���/+ N�)���2 ���� �� ���� ����
� �� *������ ���� ���� ����
�
�-����*��� �� 
�
1�*���+ C� �
���
��2 �� �
������ .�� �����
� )����� ����
���� ���������+ ������2
7��
�������� 4%&&?5 ���)� ���� )��
 ���� �� ���� ��
����� )�� )��� �� *�� =��� �
� ����2 ���
*�
���
� ������ �� *� �
 �-����*���+

<<



�
� ����� ���� �
�� � 
�� ���� δ+ ,
 ���2 ��� �$�� )����� ���� ������ *� �
�����
� δ *�

ε ��

εδ ×

�
α�
t�
+
α�
t�

�
= −εδΦ′(δ) .

��
��� *� w(δ) ��� ����� �� )����� ������
��
� �� ��� *�
���
� ������
� δ ������� �� ���

.��1*��� )����� ����� 4�+�+2 ��� )����� ����� ������
��
� �� ��� ���� δ = 05+ ,� �����)�

����

w′(δ) = δΦ′(δ) . 4'5

7��� ��
�����
 ������� )��� w(0) = 0 ������ w(δ)+
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<
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�
+ δ�z

�t�

�
�
− δ�z

�t�

�
�
− δ�z

�t�

�
�
+ δ�z

�t�

< ��� A
% ��� B

< ��� B
% ��� A

���� ������� ��� A

���� ������� ��� B
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β�
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C���� E3 ,
��
���� �� 8����� !��
�1���
� ���� �� ������ <

N���
� ���
� ��� �-����*��� *�
���
� ������
� �
 4?52 )� 
�) ����� ��� �-����*���

���
�1���
� �����2 P� �
� P�+ C� *�����2 ����
 ��� �-����*��� ������
� δ2 )��� αi =

αi(δ) �
� βi = βi(δ)+ 7�� �����
 �� ����
� �� �� ���)
 �
 C���� E+ ��
���� .� A"�

�
��
���� �� ����� ��� ���
�1���
� ���� P� *� ε2 �����
� ��� ������
� �
���
��� �� δ �
�

��� ���
�1���
� ���� �� ������ % �
���
��� �� P�+ �� � �������� �-����*���2 ���� ���

��
����� *�� ������ < ��� .� A2 �
� ��� .� ����� ���
�� ε ��� ���� �� �����

�
��1����
�� ��
�����+ 7�� ���� �������
 ������ ��� *��
��� �� ��� ��� �� ��
�����

)�� *�� ������ < ��� ��� .� �
������ �� ��� ���� *� ε/(2t�)+ 7���� ��
����� �
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��� ���� *��
��� α� �
 ��� .��� ��
���� ��.� P� �� ��� .�2 ����� �
 ��� �����
��

*��
��� β� ��
���� H���*��I ��.� (P� + P� − δ)2 �
� ����� �
 ��� ��)� *��
��� α�

��
���� �
����
��� ��.� (P� − δ)+

!�
�� ��� ��.� ���
�� ��� ��� ����
�� ��
����� ���� �-��� ��� ��.� ���� ���

��� �
��1����
�� ��
�����2 �� �����)� ���� �
 �-����*���

α�P� + β�(P� + P� − δ) + α�(P� − δ) = t� . 4>5

!�������2 ��� .��1��� ��
�����
 �� ��� ���
�1���
� ���� P� ��

α�P� + β�(P� + P� − δ) + α�(P� − δ) = t� . 4<&5

!����
� ����� ��
�� �������
���� �-�����
� �
 (P�, P�) ������ �$������ ������� �� ���

���
�1���
� �����2 �� ������ �
 ��� 
�$� �����+<%

����������
 � �� 
 ��		����� ���������	� ��� �������� δ �
������ ��� 
�� ��� ��
���


��� ������ 
��

P� =
δ

2
+

α�t�
α�β� + β�α� + 2α�α�

; P� =
δ

2
+

α�t�
α�β� + β�α� + 2α�α�

. 4<<5

	����� ���� ��� ���
�1���
� ����� �
 4<<5 �� �
�-���� ������
�� ����
 ��� ������
� δ+

������� ���� �� � �
�-�� �������
 �� ��� .��1��� ��
�����
 �� ��� ������
� �
 4?52 )����

�� ����
���� �� Φ �� ���1��
����2 ���� �� ���
 �
�� �
� �����*�� �������� �-����*���

)��� ���� �)�1���� �������+<F

C� �
���
��2 ��
���� ��� �����)�
� �$�����3

#
����� �$�����% t� = t� = t > z �
� f(x�, x�) ≡ 1+

,
 ���� ���� Φ(δ) = �
�
(1 − δ�z

t
)�2 �
� �� �$������
 4?5 ������� ���� δ = �

�
(t − z)+ ,�

�����)� ���� α� = α� =
�
�
− z

�t
�
� β� = β� =

�
�
+ z

�t
+ C�� 4<<5 ��� �-����*��� ���/ ��

<%#*���� ����2 �������� �� ����
�����
 ��� ���� ��� ��������
 ���� ��� ������
� �� �����
 .�� �
�
���
�1���
� ����� �����
 ��*��-��
���2 �
 ���� ��� ���� �����
�� �� � .�"� ���/ �� �����
 �������
������+
�� ��
����2 O�
� �
� 9�
� 4%&&@5 �
���B� � ����� )��� ��� ������
� �� �����
 �
 � .�� �����2 �
� ����
�� ��*��-��
� ����������
 �
 ���
�1���
� �����+ ,
 ���� �����2 ��� �)� ������� )���� �
=�� ��� *�
���
�
������
� �� �������� *� ������� .�� )�� ������ ���� ���
�1���
� ����� 
�
1������������+ 7��� .
�
���� *�
���
� ��� 
� ������ �
 ��.�� 4�
 ��
���� �� �� ������52 *�� ���� �� ���� )�����+
<F(� ���� �$���
�� ��� ����
�1��� ��
�����
� �� ��� ��� ��	 !�
	�� �����*�� �
 ��� ��$� �
�

���.�� ���� ��� ���/ 4<%5 �� � ���*�� *��� ����
�� �� �
� .� �� ��� ���� �/�� ��� ���� ���/+ N�)���2
)� ���� 
�� �
���������� ����
�1��� ��
�����
� �
 ��
��� �� ��� ���/ �
 ���������
 %+
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���
<E

P� = P� =
�
�
(t− z) +

2t�

3t+ z
; δ = �

�
(t− z) . 4<%5

	����� ���� ��� ������
� ���� z ���� �� ��)� ��� �����+ 7�� ������
� ���� �$��
�� ���

����
 �� H���*�� ��.��*��I �
�1���� �������2 )���� �
��
��.�� ����������
+ �$������


4'5 ������� ���� ��� �-����*��� )����� ���� ������� �� ��� .��1*��� ������� ��

(t− z)�

12t�
. 4<F5

C� �
���
��2 )��
 z = 0 �
�� �
�1������ �� ��
����� �� �)�1���� ������� )��� ���

�-����*��� 
�
��
�� ���/2 )����� ��� �0���
� ������ �� ������� )���� �
����� ���� ��

��� ��
����� *���
� ��� �)� ��������+ �� �$������2 )��
 ��� ������
� ���� �� ����2

��� )����� ���� 4<F5 ����� �� B�� ��
�� ��� *�
���
� ������
� ���� ����� �� B��+

��& ��������� 
�
��
��� ������  ��� ��
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�� ���� �� ����

������ ��

P� = P� =
t�

t+ (1− ρ)z
. 4%F5

7���2 ��������
 ���� �� ���$ ����������
 �
 ��
�� ����� 4�
���� ��� ������
� ���� ��

B��2 �
 )���� ���� ��������
 ��� 
� ������ �
 ��
�� �����5+

7�
�
� �� ��� ���� )��� *�
���
� �� ��������2 Φ(δ) �� ��� �-��� �� �
�
(1−ρ)(1− δ�z

t
)�2

�
� �� �$������
 4?5 ���)� ���� ��� �-����*��� ������
� ���� 
�� ����
� �
 ρ �
� �-����

δ = �
�
(t− z)+ C�� 4'52 ��� )����� ���� �� *�
���
� )��� ���� ������
� �� =��� ������ ��)


*� ��� ����� (1− ρ)2 �
� �� ��� 4<F5 ���� )����� ���� �� (1− ρ) 	t−z

�

��t�
+ (��� ��� ������
�

δ = �
�
(t− z)2 )� ���� α� = α� =
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V�� = max
q�,q�

: u(θ, q�, q�)− TA��(q�, q�)

*� ��� ����1θ ��
����"� ���� ������� 4�+�+2 ��� ������� �$�����
� ����� �
� ������
� �����5

)��
 ��� *��� �
�� ������ < ��� A2 �
�� ������ 2 ��� A � *��� ��� �������� ��� A2

%>!�� ���
 4<>>?5 �
� C���
*�� �
� 7���� 4%&&&5+
F&� ������ �����
� )�� ���� �� ���� ���������
 D �� �����
� �
�  ����� 4%&&<5+

F%



�����������+ 	�$�2 ��
���� .� A"� ���� ��.��*�� )�� �� ��
���� ��� ��������� V�2 V�

�
� V��+ 7�� ���� ��.��*�� )�� �� ��
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max
T�,q�,q�

: T� − c�q� ��*=��� �� u(θ, q�, q�)− T� − T�(q�) = V�

)���� �� ��� ���� ��*��� ��

max
q�,q�

: u(θ, q�, q�)− c�q� − T�(q�)− V� .

������2 ��� �������
 �� ���� ��*��� �
������ ����
��1���� ����
� �� ������ 1+ 7���

�� �� ���2 ����
 θ �� �� � ����
�
� ������� �� .� A �� ������ � ���/ �� ��� ���

TA� (q�) = PA� (θ) + c�q� �� ���� .$�� ����� P
A
� (θ)+ 4(� )��� ��� .$�� ����� �� �

��
����
 �� θ2 ��
�� �
 ��
��� �� )��� ����
� �
 θ+5 � ������ �����
� ����� �� ���)

���� TA� (q�) = PA� (θ)+ c�q� �
� T
A
��(q�, q�) = PA� (θ)+PA� (θ)− δA(θ)+ c�q�+ c�q� �� ����

������ �� PA� (θ) �
� δ
A(θ)+
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� ����
�� ����� �-��� �� ����
�� �����2 ��� 
�� ������� ��

��� ��
���� ��

v(θ, c�, c�)− [P� + P� − δ + t�(1− x�) + t�(1− x�)]

�� *��� ������� �� �������� ��� B2

v(θ, c�, c�)− [P
A
� (θ) + PA� (θ)− δA(θ) + t�x� + t�x�]

�� *��� ������� �� �������� ��� A2 �
�

v(θ, c�, c�)− [P
A
i (θ) + Pj + tixi + tj(1− xj) + z]

�� ������ i �� �������� ��� A �
� ������ j �� �������� ��� B+ ,
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PA� (θ) �
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���
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� δ
A(θ) �
 ��� �� ��$���B� ��� ��.�2 ����
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� ����� �
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 %+%2 )��� ���������
 % ����*������ ���� ���
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���
� ���/ (P�, P�, δ5 �
 4<<5 �� �� ��� ��� ���� *�
���
� ���/+
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 (% C�� 4<<52 �� �
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P� + P� = δ +
t�α� + t�α�

α�β� + α�β� + 2α�α�
,

�

P� + P� = δ +
t�

α̂+ β�
)���

α̂ =
2α�α�

t�
t�
α� + α�

.

C�� 4F52 �� � �������� δ �
����� ��.� ��

π(δ) =
t�

α̂+ β�
+ δΦ(δ) . 4%D5

C�� 4%D52 ��
���� ������ ������� �� ��� ���� �� ��
�� ����
�2 ��
���� v(δ)2 �����.��

v(δ) = w(δ)−

�
δΦ(δ) +

t�
α̂+ β�

	

�
� ��

v′(δ) = −Φ(δ)−
d

dδ

�
t�

α̂+ β�

	
. 4%@5

4N��2 w(δ) �� ����� )����� )��� ������
� δ )���� �����.�� �$������
 4'5+5 7������2 �

��0���
� ��
�����
 �� ��
���� ������ �� ��� )��� *�
���
� �� ���� �$������
 4%@5 *�

��������+ 4��
���� ������ )��� ��
�� ����
� ������
�� �� δ = 02 �
� )� �
�) ���

���������
 E ���� .�� )��� ������ �� �/� � �������� *�
���
� ������
�+5

7����� ������2 ��������B� �� ��� ���� �� �
����
��
��2 �� ���� f(x�, x�) ≡ f�(x�)f�(x�)+

(��� Fi(�) �� ��� �����*����
 ��
����
 ������
��
� �� fi(�) �
� )���

ηi(δ) ≡
fi(

�
�
− δ�z

�ti
)

Fi(
�
�
− δ�z

�ti
)
.

7��
 �
� ��
 ���)

d

dδ
(α̂+ β�) = 2t�F�F�

t�η
�
�η
′

� + t�η
�
�η
′

�

(t�η� + t�η�)
�
= t�Φχ

′ , 4%?5

)���

χ(δ) ≡
η�(δ)η�(δ)

t�η�(δ) + t�η�(δ)
.
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v′(δ) = −Φ+ t��Φ
χ′

(α̂+ β�)
�
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 4<>5 ������� ���� η′i(δ) ≥ 02 )���� �
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 ������� χ
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�������
d

dδ
(α̂+ β�) ≤

�
�
t�χ

′ .

�
� ��
�� α̂+ β� =
�
�
t�χ )��
 δ = −z2 )� ������ ����

α̂+ β� ≤
�
�
t�χ .

C�� 4%'5 �� �����)� ���� v(δ) �� �
�����
� ��

χ′

χ�
=

t�η
′

�

η��
+
t�η

′

�

η��
≥ �

�
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