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❈♦r♣♦r❛t❡ ❉❡❜t✱ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❉✐✈✐❞❡♥❞ ❘❛t❡✱

■♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ●r♦✇t❤

P✐♥t✉ P❛r✉✐∗

❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✱ ✷✵✷✵

❆❜str❛❝t

■♥ ❛ st♦❝❦✲✢♦✇ ❝♦♥s✐st❡♥t ♥❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❣r♦✇t❤✲♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❞✐✈✲

✐❞❡♥❞ r❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❜t✲❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐✲

♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛

✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❞❡❜t✲❧❡❞ ❛♥❞

❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡

❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ st❛✲

❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛② ❧♦s❡ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜✐rt❤

t♦ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠❛② ❝❛✉s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠②✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❈❛♣✐t❛❧ ❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❉✐✈✐❞❡♥❞ ❘❛t❡✱ ❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ▼♦❞❡❧✱ ■♥st❛❜✐❧✐t②✱ ▲✐♠✐t

❈②❝❧❡

❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✻✷✱ ❊✶✷✱ ❖✹✶✳

∗❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♣❛rt ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❞♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s t♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❏❛✇❛❤❛r❧❛❧
◆❡❤r✉ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ◆❡✇ ❉❡❧❤✐✱ ■♥❞✐❛✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❙✉❜r❛t❛ ●✉❤❛ ❛♥❞ ●♦❣♦❧ ▼✐tr❛ ❚❤❛❦✉r
❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s s♦❧❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦rs✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✐❞ ✶✾✽✵s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳

❋r♦♠ ✩ ✽✹✸✳✽ ❜✐❧❧✐♦♥ ✐♥ ✶✾✼✾✱ ♥♦♥✲✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞❡❜t ❤❛s r✐s❡♥ t♦ ✩ ✺✱✷✽✺✳✵ ❜✐❧❧✐♦♥

✐♥ ✷✵✵✺ ✭P❛❧❧❡②✱ ✷✵✵✽✮✳ ❋r♦♠ ✸✷✳✾✪ ✐♥ ✶✾✼✾✱ ♥♦♥✲✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞❡❜t t♦ ●❉P r❛t✐♦

❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✹✷✳✹✪ ✐♥ ✷✵✵✺ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ ✹✻✳✷✪ ✐♥ ✷✵✵✵ ✭P❛❧❧❡②✱ ✷✵✵✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❉❛✈✐s ✭✷✵✶✹✱ ♣♣✳ ✻✵✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t r✐s✐♥❣ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ✜r♠s

✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❞❡✲❧❡✈❡r❛❣❡ ❛♠♦♥❣ s♠❛❧❧ ✜r♠s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r✐s✐♥❣ tr❡♥❞ ♦❢

t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲♣❛②♦✉t r❛t✐♦ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡

✶✳✷✮✱ ❛♥❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✳

❙♦✉r❝❡✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡♣♦rt ♦❢ t❤❡ Pr❡s✐❞❡♥t ✭❊❘P✮✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✱ t❛❜❧❡ ❇✲✾✵❀ ❛✉t❤♦r✬s
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
◆♦t❡s✿ ❉✐✈✐❞❡♥❞✲♣❛②♦✉t r❛t✐♦ ❂ ❘❛t✐♦ ♦❢ ♥❡t ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦ ❝♦r♣♦r❛t❡ ♣r♦✜ts ❛❢t❡r t❛① ✇✐t❤
✐♥✈❡♥t♦r② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❉✐✈✐❞❡♥❞✲♣❛②♦✉t r❛t✐♦✱ ✶✾✻✸✕✷✵✶✵✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r✐♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠s ❡✈♦❧✈❡ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥

t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧♦♥❣

r✉♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❜t ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡

✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠②✳

◆❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❘♦✇t❤♦r♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ❛♥❞ ❉✉tt

✭✶✾✽✹✱ ✶✾✾✵✮✳ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✽✸✱ ✶✾✽✺✮✱ ❆♠❛❞❡♦ ✭✶✾✽✻✮✱ ❇❧❡❝❦❡r ✭✶✾✽✾✮✱ ❇❤❛❞✉r✐ ❛♥❞ ▼❛r❣❧✐♥

✭✶✾✾✵✮✱ ▼❛r❣❧✐♥ ❛♥❞ ❇❤❛❞✉r✐ ✭✶✾✾✵✮✱ ▲❛✈♦✐❡ ✭✶✾✾✷✮ ❛r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✜♥❛♥❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠✉❝❤ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s tr❛❞✐t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡

❉✉tt ✭✶✾✾✺✮✱ ▲❛✈♦✐❡ ✭✶✾✾✺✱ ✷✵✵✽✮✱ ❍❡✐♥ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽❛✱ ✷✵✵✽❜✱ ✷✵✶✷❛✱ ✷✵✶✷❜✱ ✷✵✶✷❝✮✱

❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✱ ✷✵✵✽❜✮✱ ▲❛✈♦✐❡ ❛♥❞ ●♦❞❧❡② ✭✷✵✵✷✮✱ ✈❛♥ ❚r❡❡❝❦ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✵✾❛✱ ✷✵✵✾❜✮✱ P❛r✉✐
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❙♦✉r❝❡✿ ❊❘P✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✱ t❛❜❧❡ ❇✲✷✽❀ ❛✉t❤♦r✬s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❈♦r♣♦r❛t❡ ♥❡t ✐♥t❡r❡st ✫ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ♣❛②♠❡♥ts✱ ✶✾✽✵✲✷✵✶✵

❙♦✉r❝❡✿ ❙❦♦tt ❛♥❞ ❘②♦♦ ✭✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✽✸✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❘❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ✶✾✺✷✕✷✵✵✻✳

✭✷✵✷✵✮✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦ ❡✈❡♥ ✐♥

t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡

r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ■♥ ❛ ♥❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱

❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡s ✜r♠s✬ r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦ ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❋♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✱ ✜r♠s✬ ♠❛♥❛❣❡rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥

❛ ♠♦r❡ r✐s❦② s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ♥♦✇✱ ❛♥❞ s♦ ✜r♠s

tr② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤✉s ✜r♠s

❝❛♥ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡✐r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛✉t♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❡t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦ ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❍❡

❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐ss✉❡ ♦❢ ♥❡✇ s❤❛r❡s ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s

✜♥❛♥❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥❡✇ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❛♥❞ r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞❡❜t

✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s✳

❲❤✐❧❡ ❢♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ❤❡ ✜♥❞s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢

✐♥t❡r❡st ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r

✸



❛ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❢♦r ❤✐❣❤❡r

❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❛ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t❡ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ ♠♦r❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❢r❛❣✐❧❡✱

❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ s❤♦❝❦s ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ st❛❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥t♦ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❡✳

❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮ ❛ss✉♠❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ r❡t❡♥t✐♦♥

r❛t✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s✳ ❚❤❡

❧♦♥❣ r✉♥ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮ ❛ss✉♠❡s ❞❡❜t✲

❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❜t✲

❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ✜r♠s✬ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s✳ ❖♥ t❤❡s❡ ❣r♦✉♥❞s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❢r✉✐t❢✉❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞

✭♦r r❡t❡♥t✐♦♥✮ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛♥ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮✳

❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✲s❡❝t♦r✱ ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ st♦❝❦✲✢♦✇ ❝♦♥s✐st❡♥t ♥❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥

❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✱ ♦✉r ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛♥

❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣

r✉♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ tr② t♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❜t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②

✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ♥❡❝❡ss❛r②

♥♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳ ❯♥❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡

s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥

st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧

❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥ ❧♦s❡ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❜✐rt❤ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t

✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ t♦ ❛

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❙❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲

❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥

t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❆❧❧

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇

t❤❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥ t❤❛t

s❡♥s❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐s✐s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ s❡ts ✉♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

t❛❧❦s ❛❜♦✉t t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✇❤❡r❡

✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❚❤❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹

✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡♠❡r❣❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢

❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡

❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❞✉❝❡s ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✮ ✐s ❛❜♦✉t

t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ♦✛❡rs s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳

✹



✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✲s❡❝t♦r✱ ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ st♦❝❦✲✢♦✇ ❝♦♥s✐st❡♥t ♥❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥

❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ r❡♥t✐❡rs ❛♥❞ ✜r♠s✳ ◆❡✐t❤❡r

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♥♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s t❤❡r❡✳ ■♥❝♦♠❡ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

✇❛❣❡s ❛♥❞ ♣r♦✜ts ❛s

Y = W +R ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡✱ Y ✐s ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ W ✐s ♥♦♠✐♥❛❧ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ R ✐s ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r♦✜t ✐♥❝♦♠❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❡①❝❡ss s✉♣♣❧② ♦❢ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t❤❡r❡ ✐♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠②✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❲♦r❦❡rs ❝♦♥s✉♠❡

✇❤❛t❡✈❡r t❤❡② ❡❛r♥ ✇❤✐❧❡ r❡♥t✐❡rs s❛✈❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ (1− cr) ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡✳ ❙♦✱

CW = W = [(1− π)u]K ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡✱ CW ✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ K ✐s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ u ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱✶ π = R
Y

✐s s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦✜t✱ ❛♥❞ r = R
K

✐s ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❙♦✱ r = πu✳

❘❡♥t✐❡rs ❡❛r♥ ❢r♦♠ t✇♦ s♦✉r❝❡s✱ (i) ❢r♦♠ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞s t❤❡② ❧❡♥❞ t♦ t❤❡

✜r♠s ❛♥❞ (ii) ❢r♦♠ ❞✐✈✐❞❡♥❞ t❤❡② ❣❡t ❢r♦♠ ✜r♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❡♥t✐❡rs (CR)

❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

CR = cr[iD + φK] = cr[id+ φ]K ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ cr ✐s t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢ r❡♥t✐❡rs✱✷ i ✐s ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ D ✐s t♦t❛❧ ❞❡❜t ♦❢

✜r♠s t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs✱ d ✐s ❞❡❜t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✱ φ ✐s ❞✐✈✐❞❡♥❞ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜t ✭♦r ♥❡t ♣r♦✜t ♥❡t ♦❢ ✐♥✲

t❡r❡st ♣❛②♠❡♥t✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❞✐✈✐❞❡♥❞ t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs✳✸ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜t t❤❛t ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡

❞✐✈✐❞❡♥❞ t♦ ♣r♦✜t r❛t✐♦✮ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱✹ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✐❢ ♣r♦✜t

❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛♥② ♣❡r✐♦❞✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t ❛❧s♦ s❤♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❛t ✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥ts st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲✐♥t♥❡r ✭✶✾✺✻✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✜r♠s ❛r❡

r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ❝✉t ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ❆s ❇r❛✈ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✱ ♣♣✳ ✹✾✼✮ s❛② ✏r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝

❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐s ✭♥❡❛r❧②✮ ✉♥t♦✉❝❤❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐s ♦♥ ♣❛r ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥✈❡st✲

♠❡♥t✑✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡♠ ✭❇r❛✈ ❡t✳ ❛❧✳❀ ✷✵✵✺✱ ♣♣✳ ✺✵✵✲✺✵✶✮✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ♠❛♥❛❣❡rs ❛r❡ ❞❡s♣❡r❛t❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❝✉ts✳ ❆s t❤❡② s❛② ✏✳✳✳t❤❡r❡ ✐s

✶❆s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ✜①❡❞✱ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t♣✉t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦①②
❢♦r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳

✷cr ∈ (0, 1)
✸❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❚❛②❧♦r ✭✷✵✶✷✮ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ■t ❛ss✉♠❡s ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t ❛s

❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r ❚❛②❧♦r ✭✷✵✶✷✮ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❛t✐♦♥❛❧❡
❢♦r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✹❆t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳

✺



❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❇❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ♠❛tr✐①

❲♦r❦❡rs✬ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❘❡♥t✐❡rs✬ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❋✐r♠s
∑

▲♦❛♥s +D −D 0
❊q✉✐t✐❡s +PeE −PeE 0
❈❛♣✐t❛❧ K K
∑

0 D + PeE K − (PeE +D) K

♥♦t ♠✉❝❤ r❡✇❛r❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r

r❡❞✉❝✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳✑ ❆♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♥❞

s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡❛r♥✐♥❣s ❛r❡ t❤❡r❡✳ ▼❛♥❛❣❡rs ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t r❡❛❞② t♦ s❡❧❧ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡

◆P❱ ✭◆❡t Pr❡s❡♥t ❱❛❧✉❡✮ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✳ ❙❦✐♥♥❡r

✭✷✵✵✽✮✱ ❉❡❆♥❣❡❧♦✱ ❉❡❆♥❣❡❧♦ ❛♥❞ ❙❦✐♥♥❡r ✭✷✵✵✽✮ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s✳

❙♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r♦✜t ❡❛r♥❡❞ ❜② ✜r♠s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♥♦t

s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✭♦r ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✜r♠s ❡①♣❡❝t t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r♦✜t ✐s ♥♦t s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡✮✱

t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❛ss✉♠❡

t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ✜r♠s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ t♦ t❤❡ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs

✭♦r r❡♥t✐❡rs ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❉✐✈✐❞❡♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✜r♠s ❂ φK✳ φ ✐s ✜①❡❞ ✐♥

t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❡①✐st✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ✜①❡❞ ✭✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✱ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s

✜①❡❞✮✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ φ, ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❡❛r♥❡❞ ❜② r❡♥t✐❡rs ✐s ❛❧s♦ ✜①❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱

✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❞✐✈✐❞❡♥❞ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

I = [α0 + α1(πu− id− φ)]K ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡✱ α0 r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥✐♠❛❧ s♣✐r✐ts ❛♥❞ α1 t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss

♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡

✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ s❡❡ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥ts ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❞❡♠❛♥❞✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❜t ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱

t♦ ❣❡t t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ t♦ ❣❡t ❛✇❛② ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡

✐♥✈❡st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ (I) t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥✐♠❛❧ s♣✐r✐ts (α0)✱ ❛♥❞ ♦♥

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s ✭(πu− id− φ)K✮✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ♠❛tr✐① ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶

❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✢♦✇ ♠❛tr✐① ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

✻



❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ✢♦✇ ♠❛tr✐①

❲♦r❦❡rs✬ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❘❡♥t✐❡rs✬ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❋✐r♠s✬ ❝✉rr❡♥t ❋✐r♠s✬ ❝❛♣✐t❛❧
∑

❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ −CW −CR CW + CR 0
■♥✈❡st♠❡♥t I −I 0
❲❛❣❡s W −W 0

❘❡t❛✐♥❡❞ ♣r♦✜ts −(R− iD − φK) (R− iD − φK) 0
❉✐str✐❜✉t❡❞

♣r♦✜ts
✭❞✐✈✐❞❡♥❞s✮

φK −φK 0

✭❱❛❧✉❡ ♦❢✮
❈❤❛♥❣❡ ✐♥
❡q✉✐t✐❡s

0 0 0

■♥t❡r❡st ♦♥ ❧♦❛♥s iD −iD 0

❈❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧♦❛♥s −Ḋ Ḋ 0
∑

0 0 0 0 0

✷✳✶ ❙❤♦rt✲r✉♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

■♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✱ t❤❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ✐s ❝❧❡❛r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞

❤❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐✳❡✳

Y = CW + CR + I ✭✷✳✺✮

=⇒ u∗ =
α0 + (cr − α1)(id+ φ)

(1− α1)π
✭✷✳✻✮

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❑❡②♥❡s✐❛♥ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛✈✐♥❣ ❛s u r✐s❡s ✭✐✳❡✳ π✮ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t

✭✐✳❡✳ α1π✮ ✐✳❡✳

(1− α1)π > 0

=⇒ (1− α1) > 0 ✭✷✳✼✮

❋♦r ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡

α0 > (α1 − cr)(id+ φ) ✭✷✳✽✮

■❢ (cr−α1) > 0, t❤❡♥ α0+(cr−α1)(id+φ) ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❢ (cr−α1) < 0 t❤❡♥

α0 > (α1 − cr)(id + φ) ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ (u∗) ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✺ ✇❡ ❣❡t

g∗ =
α0 − α1(1− cr)(id+ φ)

(1− α1)
✭✷✳✾✮

✺●r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s g = I
K
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❋♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡

α0 > α1(1− cr)(id+ φ) ✭✷✳✶✵✮

✻❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ✐s

r∗ = πu∗ =
α0 + (cr − α1)(id+ φ)

(1− α1)
✭✷✳✶✶✮

✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s

P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ u∗, g∗✱ ❛♥❞ r∗ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α0 ②✐❡❧❞✱

∂u∗

∂α0

=
1

(1− α1)π
> 0,

∂g∗

∂α0

=
1

(1− α1)
> 0

∂r∗

∂α0

=
1

(1− α1)
> 0 ✭✷✳✶✷✮

❙♦✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛♥✐♠❛❧ s♣✐r✐ts (α0), ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭t❤r♦✉❣❤ ✐ts ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥✲

♥❡❧✮✼ ❛✛❡❝ts α0 ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳

P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ u∗, g∗✱ ❛♥❞ r∗ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (id+ φ) ②✐❡❧❞✱

∂u∗

∂(id+ φ)
=

(cr − α1)

(1− α1)π
≷ 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ cr ≷ α1 ✭✷✳✶✸✮

∂g∗

∂(id+ φ)
= −

α1(1− cr)

(1− α1)
< 0 ✭✷✳✶✹✮

∂r∗

∂(id+ φ)
=

(cr − α1)

(1− α1)
≷ 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ cr ≷ α1 ✭✷✳✶✺✮

❆s ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ i, d, ❛♥❞ φ✱ (id+φ) r✐s❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ i, d ❛♥❞

φ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ (id + φ)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ (cr − α1) > 0, t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐✳❡✳ ∂u∗

∂d
= (cr−α1)i

(1−α1)π
> 0. ❇✉t ✐❢ (cr − α1) < 0 t❤❡♥

✻❑❡②♥❡s✐❛♥ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s α1 < 1✳ ❆❧s♦ cr ∈ (0, 1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ α1cr < cr. ❋✉rt❤❡r✱
α1(1− cr) > 0 ❛♥❞ (α1 − cr) ≷ 0✳

❇✉t✱ α1(1− cr) = α1 − α1cr > (α1 − cr) (∵ α1cr < cr)

=⇒ α1(1− cr)(id+ φ) > (α1 − cr)(id+ φ).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞✳
✼❵❙❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♠❛♥❛❣❡rs✬ ✭❤❡r❡ ✜r♠s✬✮ t♦ s❤✐❢t t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ r❡✲

t❛✐♥✐♥❣ ♣r♦✜t ❛♥❞ r❡✐♥✈❡st✐♥❣ ✐t t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦✉r
❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜t t♦ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✳ ✏❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss
t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✛❡rs✱ t♦♦✑ ✭❍❡✐♥ ❀ ✷✵✶✷❜✱ ♣♣✳ ✸✾✮✳ ❚❤✐s r♦✉t❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤
s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ♣♦✇❡r ✇♦r❦s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❵♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬✳
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t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐✳❡✳∂u
∗

∂d
< 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ∂g∗

∂d
= −α1(1−cr)i

(1−α1)
< 0✳ ■♥ ❈❤❛r❧❡s

✭✷✵✵✽❛✮✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✽ ❤❛s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣r♦✜t r❛t❡ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✳ ❇✉t ✉♥❧✐❦❡ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮✱ ❤❡r❡✱

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s

❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♣r♦✜t r❛t❡ ❛s ✇❡❧❧✳

❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ d, ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞✱ r❡❞✉❝❡s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ❜②

α1i ❛♠♦✉♥t✳ ❇✉t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ r❡♥t✐❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② cri ❛♠♦✉♥t✳ ■❢ t❤❡ ❧❛tt❡r

✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r t❤❡♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ r✐s❡s✳

❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ d ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❡r✱

❛♥❞ s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❯♥❧✐❦❡ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮ ✇❡ ❣❡t ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❈❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ i,

❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞✱ r❡❞✉❝❡s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ❜② α1d ❛♠♦✉♥t✳ ❇✉t

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ r❡♥t✐❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② crd ❛♠♦✉♥t✳ ■❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡

❡❛r❧✐❡r t❤❡♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ r✐s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ i✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮✱ g∗

❢❛❧❧s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②✳

❲❡ ❣❡t ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜t r❛t❡✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ φ, ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞✱ r❡❞✉❝❡s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ❜② α1 ❛♠♦✉♥t✳ ❇✉t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❞❡♠❛♥❞ ♦❢ r❡♥t✐❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② cr ❛♠♦✉♥t✳ ■❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡♥

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②

✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ r✐s❡s✳

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② u∗, g∗✱ ❛♥❞ r∗ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ π ✇❡ ❣❡t✱

∂u∗

∂π
= −

α0 + (cr − α1)(id+ φ)

(1− α1)π2
= −

u∗

π
< 0,

∂g∗

∂π
=

∂r∗

∂π
= 0 ✭✷✳✶✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ t❡❧❧s t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡

✽❆s ❧♦♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❡①✐st✐♥❣ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡❜t ❧❡❛❞s t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥
❞❡❜t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳

✾



❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ u∗, g∗ ❛♥❞ r∗

u∗ g∗ r∗

α0 + + +
i +/− − +/−
d +/− − +/−
φ +/− − +/−
π − 0 0

❛ r✐s❡ ✐♥ ✇❛❣❡ s❤❛r❡ ✭♦r ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ♣r♦✜t s❤❛r❡✮ ❞✐str✐❜✉t❡s ✐♥❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ✇❛❣❡ ❡❛r♥❡rs ✭✇❤♦

❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❝♦♥s✉♠❡ (cw = 1)✮✳✾

❆ r✐s❡ ✐♥ π✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u∗, r❛✐s❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t❡ ❜② α1u
∗ ✉♥✐t ✇❤❡r❡❛s ❛

r✐s❡ ✐♥ π, t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ u∗✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t❡ ❜② ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐t

✭✐✳❡✳ ❜② α1π
∂u∗

∂π
= α1u

∗ ✉♥✐t✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ♣r♦✜t s❤❛r❡ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s❤♦rt r✉♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✸ ▲♦♥❣ ❘✉♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲

❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥

t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✐✳❡✳ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u∗, r∗ ❛♥❞ g∗ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ (d) ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

(φ) r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳

✸✳✶ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❜✉s✐♥❡ss ✢♦✇s ♦❢ ❢✉♥❞s✱ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❢✉♥❞s ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉s❡s ♦❢

❢✉♥❞s✳ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❢✉♥❞s ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s✱ ❢✉♥❞s ❢r♦♠ ♥❡✇ ❜♦rr♦✇✐♥❣s ❛♥❞

❢✉♥❞s ❢r♦♠ ✐ss✉❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❡q✉✐t✐❡s ✇❤❡r❡❛s ✉s❡ ♦❢ ❢✉♥❞s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐ss✉❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❡q✉✐t✐❡s✳ ❙♦✱ r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s ❛♥❞

♥❡✇ ❜♦rr♦✇✐♥❣s ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥✱

(πu− id− φ) + ḋ+ dg = g ✭✸✳✶✮

✾◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜② r❡♥t✐❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜t s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✜r♠s s❛✈❡ t❤❡✐r ❡♥t✐r❡ r❡t❛✐♥ ♣r♦✜t ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ {R− (id+ φ)K}✳ ❙♦✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦✜t
s❤❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R

Y
❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ s❛✈✐♥❣s ❜② ✜r♠s✳

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳

■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ḋ = 0. ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s✱

φ
∣
∣
∣
ḋ=0

=
α0d

(1− cr)(1− α1 + α1d)
− id ✭✸✳✷✮

■♥s❡rt✐♥❣ d = 0 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❛s φ
∣
∣
∣

d=0

ḋ=0
= 0✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ d ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❛s✱

dφ

dd

∣
∣
∣
ḋ=0

=
(1− cr)(1− α1)α0

[(1− cr)(1− α1 + αd)]2
− i ✭✸✳✸✮

dφ

dd

∣
∣
∣
ḋ=0

> 0 ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t

{
(1− cr)(1− α1)α0

[(1− cr)(1− α1 + α1d)]2
− i

}

> 0

=⇒
dφ

dd

∣
∣
∣
ḋ=0

> 0 ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t d <

(

1−
1

α1

+
1

α1

√

α0(1− α1)

(1− cr)i

)

= d′′ ✭✸✳✹✮

❙♦✱ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛t d = d′′✳✶✵ ❚❤✉s ∀d ∈ (0, d′′), dφ
dd

∣
∣
∣
ḋ=0

> 0✱ ❛♥❞ ∀d ∈ (d′′,∞)

dφ
dd

∣
∣
∣
ḋ=0

< 0✳ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛t (1 − α1 − α1d) = 0 ✭✐✳❡✳ ❛t d =

1− 1
α1

= d′✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✮ α1 < 1 ❡♥s✉r❡s d′ < 0. ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✇❡ ❣❡t✱

ḋ =
(1− cr)α1id

2 − [α0 − (1− cr) {(1− α1)i+ α1φ}] d+ (1− α1)(1− cr)φ

(1− α1)
✭✸✳✺✮

✶✵◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ d′′ ≤ 0 t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ. ❙♦
✇❡ ❛ss✉♠❡ d′′ > 0. ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✈❡r② s♦♦♥✳

✶✶



=⇒ ḋ =
hd2 − ld+m

(1− α1)
✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ h = (1− cr)α1i > 0 ❛♥❞ m = (1−α1)(1− cr)φ > 0 ✭❛s ❧♦♥❣ ❛s φ > 0✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

l = [α0 − (1− cr) {(1− α1)i+ α1φ}] > 0✳✶✶

P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ✇✳r✳t✳ d ②✐❡❧❞s✱

J11 =
∂ḋ

∂d
=

2hd− l

(1− α1)
=

M

(1− α1)
✭✸✳✼✮

❙♦✱ J11 R 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ M R 0. ❇✉t M R 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r d R l
2h
.

❚❤✉s✱ J11 R 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r d R l
2h
.

P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ✇✳r✳t✳ φ ②✐❡❧❞s✱

J12 =
∂ḋ

∂φ
=

(1− cr)(1− α1 + α1d)

(1− α1)
=

N

(1− α1)
> 0 ✭✸✳✽✮

❚❤✉s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s dφ
dd

∣
∣
∣
ḋ=0

= −
∂ḋ
∂d

∂ḋ
∂φ

= −J11
J12

= −M
N
.

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t 2hd − l = 0 ✐♠♣❧✐❡s φ = α0−(1−cr)(1−α1)i
(1−cr)α1

− 2id✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛

♥❡❣❛t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❢♦r 2hd − l = 0. ❋♦r t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡

✐♥t❡r❝❡♣t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐✳❡✳ ✇❡ ❛ss✉♠❡ α0 > (1 − cr)(1 − α1)i ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t
(

1− 1
α1

+ 1
α1

√
α0(1−α1)
(1−cr)i

)

= d′′ > 0.

◆♦✇ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✽✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ J11 s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ φ,

❛ r✐s❡ ✐♥ d ❜② ♦♥❡ ✉♥✐t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t❡ ❜② α1(1−cr)i
(1−α1)

✉♥✐t ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✹✮✮✳ ❘❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢❛❧❧s ❜② (1−cr)i
(1−α1)

✉♥✐t ✭❛s ∂
∂d

((πu∗ − id− φ)) =

− (1−cr)i
(1−α1)

✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ d, t❤❡ ✜♥❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣ ❢❛❧❧s ♠♦r❡

t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t❡ ✭❛s (1−cr)i
(1−α1)

> α1(1−cr)i
(1−α1)

✮✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❜t

❧❡✈❡❧ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② (1−cr)(1−α1)i
(1−α1)

❛♠♦✉♥t ✭❛s
∂
(

Ḋ
K

)

∂d
=

(1−cr)(1−α1)i
(1−α1)

> 0✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛s ḋ = Ḋ
K

− dg∗✱ ✇❡ ❣❡t ∂ḋ
∂d

=
∂
(

Ḋ
K

)

∂d
− {g∗ + d∂g∗

∂d
}✳ ❆s t❤❡

❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ d r❡❞✉❝❡s g∗✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ {g∗ + d∂g∗

∂d
} ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∂ḋ

∂d
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ d✳

■❢ d < l
2h
, ❛ r✐s❡ ✐♥ d ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐✳❡✳ J11 < 0.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ d ✭d > l
2h
✮ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ J11 > 0.

✶✶❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t l = [α0 − (1− cr) {(1− α1)i+ α1φ}] > 0 ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❛s
✇❡❧❧✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇❡ ❣❡t (id + φ) = α0d

(1−cr)(1−α1+α1d)
. ■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✵✮ ✇❡ ❣❡t α0 > α1(1 − cr)
{

α0d
(1−cr)(1−α1+α1d)

}

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s 1 > α1✳ ❇✉t t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢r♦♠

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t l > 0 ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❛s ✇❡❧❧✳

✶✷



J12 s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ d, ❛ ✉♥✐t r✐s❡ ✐♥ φ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t❡ ❜② α1(1−cr)
(1−α1)

✉♥✐t ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✮✳ ❘❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢❛❧❧s ❜② (1−cr)
(1−α1)

✉♥✐t ✭❛s
∂
∂φ

((πu∗ − id− φ)) = − (1−cr)
(1−α1)

✮✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ φ, t❤❡ ✜♥❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞

❡❛r♥✐♥❣ ❢❛❧❧s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t❡ ✭❛s (1−cr)
(1−α1)

> α1(1−cr)
(1−α1)

✮✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡❜t ❧❡✈❡❧ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② (1−cr)(1−α1)
(1−α1)

✉♥✐t ✭❛s

∂
(

Ḋ
K

)

∂φ
= (1−cr)(1−α1)

(1−α1)
> 0✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛s ḋ = Ḋ

K
− dg∗, ✇❡ ❣❡t ∂ḋ

∂φ
=

∂
(

Ḋ
K

)

∂φ
− d∂g∗

∂φ
✳ ❆s ∂g∗

∂φ
< 0✱

t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∂ḋ
∂φ

✭♦r J12✮ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳

✸✳✷ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

◆♦✇✱ ❧❡t✬s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛♥❞ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ♣r♦✜ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥

❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡✱

φ̇ = ρ[φd − φ]; φd ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 1], ρ > 0 ✭✸✳✾✮

φd = ε0 + ε1r − ε2g + ε3d ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ε0 > 0, ε1 > 0, ε2 > 0, ε3 > 0 ❛♥❞ φd r❡♣r❡s❡♥ts ✜r♠s✬ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛❝t✉❛❧ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❥✉st t♦ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ♦♥❡ ✐♥st❛♥✲

t❛♥❡♦✉s❧②✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ρ. ρ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥

s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ✭♦r r❡♥t✐❡rs✮ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡rs ✭✜r♠s✮✳ ❍✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s♣❡❡❞

♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❣s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ✭✐✳❡✳ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦✮ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❜❡ ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧ ✇❡ ❛ss✉♠❡ φ ∈ [0, 1] ❛♥❞ φd ∈ [0, 1]. ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t

ρ > 0. ❘❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ φ ∈ [0, 1] ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛♥② ✜r♠✱ ❢♦r ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐t ♣❛②s t♦ ✐ts s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❡①❝❡❡❞s

t❤❡ ♣r♦✜t ✐t ❡❛r♥s ❢♦r t❤❛t ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉st❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛

❧♦♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❢♦r

t❤❡ ✜r♠ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳ ❋♦r t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t

❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✸✺✪ s✐♥❝❡ ✶✽✻✾ ✭❇❛s✉ ❛♥❞ ▼❛♥♦❧❛❦♦s❀ ✷✵✶✸✳

❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❛s ✇❡❧❧✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ φ < r < 1.

❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮ ❛ss✉♠❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ r❡t❡♥t✐♦♥

r❛t✐♦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤✐♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t✱ ✏t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡✐r ✜♥❛♥❝✐❛❧

❛✉t♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❡t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts✑✱✶✷ ✜r♠s r❡❞✉❝❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②✲

✶✷❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✱ ♣♣✳ ✼✽✻✮

✶✸



❙♦✉r❝❡✿ ❇❛s✉ ❛♥❞ ▼❛♥♦❧❛❦♦s ✭✷✵✶✸✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▲♦♥❣ ❲❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ Pr♦✜t ❘❛t❡✱ ✶✽✻✾✲✷✵✵✼✳

♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t

t❤❡ ❡①❛❝t ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ❤❛♣♣❡♥✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ r✐s❦ ❛♥❞

✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢r❛❣✐❧✐t②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❞❡♠❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r✐s❦✳ ❉✐✈✐❞❡♥❞s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛r❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞

✭❜② s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✮ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠s

✭❇❛❦❡r ❡t✳ ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❙♦✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ r✐s❦ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢

❞❡❜t✱ ✜r♠s ❧✐❦❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② t♦

t❤❡ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✳ ❙♦✱ ✉♥❧✐❦❡ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ φd t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ε3 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ t♦ ❛

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❯♥❞❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧

❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡rs ❜② ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡✐r r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✭❍❡✐♥❀ ✷✵✶✷❜✱

♣♣✳ ✸✼✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♠♦r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ✭r❡♥t✐❡rs✮ ♦♥ ✜r♠s✱ ❤✐❣❤❡r

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε3.

❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❈❤❛r❧❡s✬ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t ✐t ✭❈❤❛r❧❡s✱ ✷✵✵✽❛✮ ❛ss✉♠❡s ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ r❡t❡♥t✐♦♥ r❛t✐♦✳✶✸ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ✜r♠s✬ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦s✳

■❢ ✜r♠s ❤❛✈❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥

❝♦♠✐♥❣ ②❡❛rs ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s✳ ❚❤✉s t❤❡r❡

✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤✐s

❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❜❛❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ✏❢r❡❡ ❝❛s❤ ✢♦✇ ❤②♣♦t❤❡s✐s✑ ♦❢ ●✉❧ ✭✶✾✾✾✮✱ ❏❡♥s❡♥ ✭✶✾✽✻✮

✶✸❖r t❛r❣❡t❡❞ ♣❛②♦✉t r❛t✐♦✳

✶✹



❛♥❞ t❤❡ ✏♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r t❤❡♦r②✑ ♦❢ ▼②❡rs ❛♥❞ ▼❛❥❧✉❢ ✭✶✾✽✹✮✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❘♦③❡✛ ✭✶✾✽✷✮

❛♥❞ ▲❧♦②❞ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✶✾✽✺✮ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s t❛❦❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣r♦✇t❤ r❛t❡

❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ φd t♦ ❜❡

♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ g✳ ε2 ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ▼♦r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ✭r❡♥t✐❡rs✮ ♦♥ ✜r♠s✱ ❧♦✇❡r

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε2.

❆♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❢✉t✉r❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✐s ❛♥♦t❤❡r ✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧✮ ❞❡t❡r♠✐✲

♥❛♥t ♦❢ ✜r♠s✬ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲✐♥t♥❡r ✭✶✾✺✻✮ ♠❛♥② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❋❛♠❛ ❛♥❞ ❇❛❜✐❛❦ ✭✶✾✻✽✮✱ ❇r❛✈ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✺✮✱ ❋❛♠❛ ❛♥❞ ❋r❡♥❝❤

✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❉❡♠✐r❣✉♥❡s ✭✷✵✶✺✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s ❡①♣❡❝t ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡

r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t t♦ s✉st❛✐♥ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡r❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s t❛❦❡ t❤❡

❝✉rr❡♥t r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ ♣r♦✜t r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤✉s✱

✇❡ ❛ss✉♠❡ φd ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ r. ❍❡♥❝❡ ε1, ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢

t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦✜t✱ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤②

t❤❛t ♠♦r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ✭r❡♥t✐❡rs✮ ♦♥ ✜r♠s✱ ❤✐❣❤❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε1.

ε0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢♦♦r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②

✇❤✐❝❤ ✐s st❛❣♥❛♥t ✭✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣r♦✇t❤✮✱ ✜r♠s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡❜t❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❡❛r♥ ③❡r♦

♣r♦✜t✳ ❊✈❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ r❡♥t✐❡rs✱ ✜r♠s ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢

❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦ t❤❡ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜♦rr♦✇ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡✮

❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❍✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

ε0, ♠♦r❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❛♥❞ ❧❡♥❞❡rs ✭❤❡r❡ r❡♥t✐❡rs ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡

r♦❧❡s✮ ♦♥ t❤❡ ✜r♠s✳ ❙♦✱ ε0 ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❜② ✜r♠s ✇❤✐❝❤ s❡♥❞

s✐❣♥❛❧s ✭r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜r♠s✬ ❢✉t✉r❡✮ t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs ❛♥❞

❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ε0, ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❜r✐❣❤t❡r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ✜r♠s ❛s

♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② r❡♥t✐❡rs✳

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φd ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ✇❡ ❣❡t✱

φ̇ = ρ[ε0 + ε1r − ε2g + ε3d− φ] ✭✸✳✶✶✮

◆♦✇ ♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r∗ ❛♥❞ g∗ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✾✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t✱

φ̇ = ρ
[
{ε0(1−α1)+α0(ε1−ε2)}−{(1−α1)−ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)}φ

(1−α1)

]

+ρ
[
[(1−α1)ε3+{ε1(cr−α1)+α1ε2(1−cr)}i]d

(1−α1)

] ✭✸✳✶✷✮

P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ ✇✳r✳t✳ d ❛♥❞ φ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s

✶✺



r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

J21 =
∂φ̇

∂d
= ρ

[
(1− α1)ε3 + {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)}i

(1− α1)

]

=
ρP

(1− α1)
✭✸✳✶✸✮

J22 =
∂φ̇

∂φ
= −ρ

[
{(1− α1)− ε1(cr − α1)− α1ε2(1− cr)}

(1− α1)

]

= −
ρQ

(1− α1)
✭✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ P = [(1− α1)ε3 + {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)}i] R 0❀

T = {ε0(1− α1) + α0(ε1 − ε2)} R 0

❛♥❞ Q = {(1− α1)− ε1(cr − α1)− α1ε2(1− cr)} R 0.

J21 s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲

❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✉♥✐t r✐s❡ ✐♥ d, φd r✐s❡s ❜② ε3 ✉♥✐t✳ ❆s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ ❛

❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ d r❡❞✉❝❡s g∗ ❜② α1(1−cr)i
(1−α1)

❛♠♦✉♥t ❛♥❞ s♦ ❛ r✐s❡ ✐♥

d r❛✐s❡s φd ❜② ε2α1(1−cr)i
(1−α1)

❛♠♦✉♥t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡

✐✳❡✳ (cr − α1) > 0✳ ❙♦✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ d r❛✐s❡s r∗ ❜② (cr−α1)i
(1−α1)

❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ φd ❜② ε1(cr−α1)i
(1−α1)

❛♠♦✉♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢

❛ r✐s❡ ✐♥ d ♦♥ φd ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐✳❡✳ J21 > 0 ✭♦r P > 0✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ (cr −α1) < 0✮✱ ❛ r✐s❡

✐♥ d r❡❞✉❝❡s r∗ ❜② (cr−α1)i
(1−α1)

❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ φd ❜② ε1(cr−α1)i
(1−α1)

❛♠♦✉♥t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

❡✛❡❝t ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ |cr − α1|✳ ■❢ |cr − α1| ✐s t♦♦ str♦♥❣

✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ str♦♥❣ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛

r✐s❡ ✐♥ d ♦♥ φd ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❣❡t J21 < 0 ✭♦r P < 0✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✭❢♦r ❛

✇❡❛❦ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✮✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ d ♦♥ φd ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐✳❡✳

J21 > 0 ✭♦r P > 0✮✳

J22 s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❆s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ s❤♦✇s✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ φ r❡❞✉❝❡s g∗ ❜② α1(1−cr)
(1−α1)

❛♠♦✉♥t

❛♥❞ s♦ r❛✐s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❜② ρε2α1(1−cr)
(1−α1)

❛♠♦✉♥t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✐✳❡✳ (cr − α1) > 0✳ ❚❤❡♥✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ φ r❛✐s❡s

r∗ ❜② (cr−α1)
(1−α1)

❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❛✐s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❜② ρε1(cr−α1)
(1−α1)

❛♠♦✉♥t✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✇✐❧❧ ❡r♦❞❡ ✐ts ♦✇♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ ρ✱ ❤♦❧❞✐♥❣ φd ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤✉s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲

❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

❲❡ ❣❡t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮ ❛s

dφ

dd

∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

=
P

Q
✭✸✳✶✺✮

✶✻



❋✉rt❤❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ φ̇ = 0, ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s✱

φ
∣
∣
∣
φ̇=0

=
[(1− α1)(εo + ε3d) + α0(ε1 − ε2) + {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)}id

(1− α1)− ε1(cr − α1)− α1ε2(1− cr)

]

✭✸✳✶✻✮

■♥s❡rt✐♥❣ d = 0 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❛s✶✹

φ
∣
∣
∣

d=0

φ̇=0
=

ε0(1− α1) + α0(ε1 − ε2)

(1− α1)− ε1(cr − α1)− α1ε2(1− cr)
=

T

Q
R 0 ✭✸✳✶✼✮

✭❛✮ ❝❛s❡ ✶❛ ✭❤❡r❡ Q > 0✱ T > 0, ❜✉t P < 0✮ ✭❜✮ ❝❛s❡ ✶❜ ✭❤❡r❡ Q < 0, T < 0, ❜✉t P > 0✮

✭❝✮ ❝❛s❡ ✷ ✭❤❡r❡ Q < 0, T < 0 ❛♥❞ P > 0✮ ✭❞✮ ❝❛s❡ ✸ ✭❤❡r❡ Q > 0, T < 0 ❛♥❞ P > 0✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮✱

✇❤✐❧❡ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✐t ✭t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✮ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛

❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢r❛❣✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t

❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

✶✹■❢ ε1 > ε2 t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ ε1 < ε2 t❤❡♥
t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❧② ✐❢ ε0(1− α1) > α0(ε1 − ε2)✳

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝❛s❡s

✹ P♦ss✐❜❧❡ ❈❛s❡s

❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳ ❈❛s❡ ✶✲ ✇❤❡r❡ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❜✉t t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ s✉❣❣❡sts

t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r (i) ❜♦t❤ Q ❛♥❞ T ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r

(ii) Q ❛♥❞ T ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡

❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡ ✐❢ ❡✐t❤❡r (i) Q > 0 ❜✉t P < 0 ♦r (ii) Q < 0 ❛♥❞ P > 0✳ ❲❤❡♥ Q > 0✱

T > 0 ❜✉t P < 0 ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛s ❝❛s❡ ✶❛✳ ❙♦✱ ❤❡r❡ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧

✐♥t❡r❝❡♣t ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ✶❜✱ Q < 0, T < 0 ❛♥❞ P > 0. ❍❡r❡ t♦♦✱ t❤❡ φ̇ = 0

✐s♦❝❧✐♥❡ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡✳ ■♥ ❈❛s❡ ✷ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡

❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞✳

P♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r (i) ❜♦t❤ Q ❛♥❞ P ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r

(ii) Q ❛♥❞ P ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❝❛s❡ ✷ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Q < 0, T < 0

❛♥❞ P > 0. ❍♦✇❡✈❡r✱ Q < 0, T < 0 ❛♥❞ P > 0 t♦❣❡t❤❡r ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤✐s

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❈❛s❡ ✸ ✐s t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧

✐♥t❡r❝❡♣t ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡✳ ❋♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❡✐t❤❡r (i) Q > 0 ❜✉t T < 0

❤❛✈❡ t♦ ❤♦❧❞ ♦r (ii) Q < 0 ❛♥❞ T > 0 ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❝❛s❡ ✸ ✇❡ ❛ss✉♠❡

Q > 0, T < 0 ❛♥❞ P > 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Q < 0, T > 0 ❛♥❞ P < 0 t♦❣❡t❤❡r ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞✳ ■t

✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢♦✇❝❤❛rt r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡s❡ t❤r❡❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳

✹✳✶ ❈❛s❡ ✶❛

■♥ ❝❛s❡ ✶❛ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Q > 0, T > 0, ❛♥❞ P < 0✳ P < 0 ✐♠♣❧✐❡s ✭❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✮ t❤❛t

❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ (d) ❤❛s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦ ✇❤❡r❡❛s Q > 0 ❡♥s✉r❡s ✭❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮✮ t❤❛t t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ (φ) ❤❛s

❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐ts❡❧❢✳ ❆s (1−α1)ε3

✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❢♦r P t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❛
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❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞ (α1) ♠✉st ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢

r❡♥t✐❡rs ✭cr) ❜② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t✳ ❇✉t t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ✭❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮✮

t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ str♦♥❣ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛s❡ ✶❛ ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

s✉❜✲❝❛s❡s ❤❡r❡✿ ❝❛s❡s ✶❛✳✶✱ ✶❛✳✷✱ ❛♥❞ ✶❛✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✶✳✶ ❈❛s❡ ✶❛✳✶

❚✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ A ❛♥❞ B, ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡✳ ❍❡r❡✱ Q > 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧②

J22 < 0✱ ✇❤❡r❡❛s P < 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ✐♠♣❧② J21 < 0.

✭❛✮ ❈❛s❡ ✶❛✳✶ ✭❜✮ ❈❛s❡ ✶❛✳✷

✭❝✮ ❈❛s❡ ✶❛✳✸ ✭❞✮ ❈❛s❡ ✶❛✳✹

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✿ ❝❛s❡ ✶❛

❈♦♥s✐❞❡r P♦✐♥t A✿ d < l
2h

❡♥s✉r❡s J11 t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s J12 ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t A, t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❉❡t✭❏✮ = (

−
︷︸︸︷

J11

−
︷︸︸︷

J22 −

+
︷︸︸︷

J12

−
︷︸︸︷

J21 ) >

✶✾



0 ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① tr✭❏✮ = (

−
︷︸︸︷

J11 +

−
︷︸︸︷

J22 ) < 0✳ ❍❡♥❝❡ ♣♦✐♥t A ✐s ❛

st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❛ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ A ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s

s❤♦❝❦✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❋✐rst✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

d < l
2h
✱ d > d∗ ✐♠♣❧✐❡s d ♠✉st ❢❛❧❧ ✭❞✉❡ t♦ ∂ḋ

∂d
= J11 < 0✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t✳ ❙❡❝♦♥❞✱

❛s t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ J21 < 0✳ ❚❤✐s ❢❛❧❧ ✐♥ φ ✐♥ t✉r♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

❞✉❡ t♦ J12 > 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t✳ ❍❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts ❛r❡

st❛❜❧❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ❛❣❛✐♥

❝♦♠❡s ❜❛❝❦ t♦ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s st❛❜❧❡✳

❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t B✿ ❍❡r❡ d > l
2h

✐✳❡✳ J11 > 0✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳

0 >
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

>
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
ḋ=0

= −
J11
J12

=⇒ J11J22 − J12J21 < 0 ✭∵ J22 < 0 ❛♥❞ J12 > 0✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❉❡t✭❏✮ = J11J22 − J12J21 < 0. ❙♦ ♣♦✐♥t B

✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❛✮✳

▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss ✐t ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✳ ❉❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✱ s✉♣♣♦s❡ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ r❡❛s♦♥✱ ❞❡✈✐❛t❡s

❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦

♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts ♥❡❛r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ B. ❋✐rst✱ ❛s t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ♠✉st r✐s❡ ❢✉rt❤❡r ❞✉❡ t♦ J11 > 0 ✭❛s d > l
2h

♥❡❛r B✱ J11 > 0✮✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧

✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❞✉❡ t♦ J21 < 0✳ ❆s J12 > 0✱ t❤✐s ❢❛❧❧ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t st❛❜❧❡

❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✱

❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J21 ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ✭❛s ❜♦t❤ t❤❡ s❧♦♣❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ J21 < 0✮✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ d t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡

❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❢❛❧❧ ✐♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t

st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❛r♠

t❤❛t r❡❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t B. ❍❡♥❝❡ B ❡♠❡r❣❡s ❛s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳

✷✵
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❍❡r❡ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ C ❛♥❞ B r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ♣♦✐♥t B t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ♣♦✐♥t B ♦❢ ❝❛s❡ ✶❛✳✶✳ ❆t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ C, d > l
2h
✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ J11 > 0. ❍❡r❡✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0

✐s♦❝❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❜✮ ✐✳❡✳

0 >
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
ḋ=0

= −
J11
J12

>
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

=⇒ J11J22 − J12J21 > 0 ✭∵ J22 < 0 ❛♥❞ J12 > 0✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❉❡t✭❏✮ = J11J22 − J12J21 > 0 ❛♥❞ t❤❡

tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s tr(J) = J11+J22 =
1

(1−α1)
[M−ρQ] R 0. ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♣♦✐♥t

C ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r st❛❜❧❡ ♦r ✉♥st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t

♣❛r❛♠❡t❡r ρ > ρ̂ = M
Q

♦r ρ < ρ̂ = M
Q

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ ρ = ρ̂✱ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦

❍♦♣❢✲❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❍♦♣❢✲❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

■♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛t ♣♦✐♥t C ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

r✐s❡s ❛❜♦✈❡ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛s J11 > 0✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛

❢✉rt❤❡r r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ d

t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✭∵ J21 < 0 ❤❡r❡✮ ✇❤✐❝❤

✐♥ t✉r♥ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❝❛✉s❡s ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✭∵ J12 > 0✮✳ ❚❤✐s ✐s

t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦ (ρ) ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣ ❛♥❞

❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t✳

✹✳✶✳✸ ❈❛s❡ ✶❛✳✸

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❝✱ D ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡ ✶❛ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐✲

t✐♦♥✳✶✺

✶✺◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤r❡❡ s✉❜✲❝❛s❡s ❛r❡ ✐♥ ♥♦ s❡♥s❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢
t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛ ♥❡✇ s✉❜✲❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0
✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s s♦ st❡❡♣ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ t✇✐❝❡✳ ■♥ t❤❛t s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛
✉♥✐q✉❡ st❡❛❞② st❛t❡ A ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❞✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛ s✉❜✲❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❡❛❞② st❛t❡
C ❡①✐sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤♦s❡ s✉❜✲❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ A, ♦r B, ♦r C ♦r ♦❢ D. ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❝❛s❡
✶❛✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ st♦r② ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❝❛s❡ ✶❜ ❛s ✇❡❧❧✳

✷✶



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■♥ ❝❛s❡ ✶❛✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts✱ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦ (d < l
2h
) ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ (d < l
2h
)✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s J11 < 0. ❋♦r ❝❛s❡ ✶❛✱ J22 < 0 ✭❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✱

J21 < 0 ✭❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮ ❛♥❞ J12 > 0 ✭❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ s❡❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t

♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡

✐s ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ, ❛s l = [α0 − (1− cr) {(1− α1)i+ α1φ}] , t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ l

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ α0. ❙tr♦♥❣ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✜r♠s ❢r♦♠ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❣r♦✇t❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ s❤♦rt t❡r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❍❡✐♥❀

✷✵✶✷❜✱ ♣♣✳ ✼✵✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ s♣✐r✐t ♦❢

✜r♠s ✭❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ❜② α0✮✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ α0✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ l ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h, l
2h

❢❛❧❧s✳ ❙♦✱ ♠♦r❡ str♦♥❣ t❤❡ ❵s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✬ ✭♦r ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❡ s❤❛r❡❤♦❧❞❡r ❛r❡✮✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ✭ l
2h
) ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❧♦s❡s

t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❡✐t❤❡r ✉♥st❛❜❧❡ ✭♣♦✐♥tB✮ ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✶✻

✭♣♦✐♥t C).

✹✳✷ ❈❛s❡ ✶❜

■♥ ❝❛s❡ ✶❜ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Q < 0, T < 0, ❛♥❞ P > 0. ❍❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0

✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❛s Q < 0 ❛♥❞ T < 0✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❛s Q < 0 ❛♥❞

P > 0✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ✶❜✱ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ (d) ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ (φ) ❜♦t❤

❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✭∵ P > 0 ❛♥❞ Q < 0✮✳

◆♦t❡ t❤❛t Q < 0 ✫ P > 0 t♦❣❡t❤❡r ❝❛♥ ❤♦❧❞ ♦♥❧② ✐❢ {ε1(cr−α1)+α1ε2(1−cr)} ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳

❆s ε1 > 0, ε2 > 0, α1 ∈ (0, 1) ❛♥❞ cr ∈ (0, 1), t❤❡r❡❢♦r❡ {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)} > 0

✐♠♣❧✐❡s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✭✐✳❡✳ cr > α1) ♦r ✐♥ ❛

✇❡❛❦ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲❝❛s❡s ❤❡r❡✿ ❝❛s❡s ✶❜✳✶✱ ✶❜✳✷✱ ❛♥❞ ✶❜✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✷✳✶ ❈❛s❡ ✶❜✳✶

❈❛s❡ ✶❜✳✶ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✿ A ❛♥❞ B r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s✱

Q < 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧② J22 > 0✱ P > 0 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ✐♠♣❧② J21 > 0. J12

✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳

✶✻❲❡ ❛r❡ ❝❛❧❧✐♥❣ C ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ρ > ρ̂

♦r ♥♦t✳

✷✷



✭❛✮ ❈❛s❡ ✶❜✳✶ ✭❜✮ ❈❛s❡ ✶❜✳✷

✭❝✮ ❈❛s❡ ✶❜✳✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✿ ❝❛s❡ ✶❜

❈♦♥s✐❞❡r P♦✐♥t A✿ d < l
2h

❡♥s✉r❡s J11 t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t A, t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t

♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❉❡t✭❏✮ = (

−
︷︸︸︷

J11

+
︷︸︸︷

J22 −

+
︷︸︸︷

J12

+
︷︸︸︷

J21 ) < 0✮✳ ❍❡♥❝❡ ♣♦✐♥t A ✐s

❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t B✿ ❆s d > l
2h

❤❡r❡✱ J11 > 0. ❍❡r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳

0 >
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

>
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
ḋ=0

= −
J11
J12

=⇒ J11J22 − J12J21 > 0 ✭∵ J22 > 0 ❛♥❞ J12 > 0✮

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❉❡t✭❏✮ = J11J22 − J12J21 > 0 ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❡

tr(J) = J11 + J22 > 0. ❚❤✉s ♣♦✐♥t B ✐s ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛✮✳

✷✸



✹✳✷✳✷ ❈❛s❡ ✶❜✳✷

❍❡r❡ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✲ C ❛♥❞ B ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r B ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ♣♦✐♥t B

♦❢ ❝❛s❡ ✶❜✳✶✳ ❆t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ C, d > l
2h
✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ J11 > 0. ❍❡r❡✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡

ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❜✮ ✐✳❡✳

0 >
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
ḋ=0

= −
J11
J12

>
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

=⇒ J11J22 − J12J21 < 0 ✭∵ J22 > 0 ❛♥❞ J12 > 0✮

❆s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❉❡t✭❏✮ = J11J22 − J12J21 < 0✮✱ ♣♦✐♥t C ❡♠❡r❣❡s ❛s ❛

s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❜✮✳

✹✳✷✳✸ ❈❛s❡ ✶❜✳✸

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❝✱ D ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

✹✳✸ ❈❛s❡ ✷

■♥ ❝❛s❡ ✷✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Q > 0, T > 0, ❛♥❞ P > 0✳ ❚❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞

✭❛s Q > 0 ❛♥❞ P > 0✮ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ✭❛s Q > 0 ❛♥❞ T > 0✮✳ ❈❛s❡s

✷✳✶✱ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ✷✱ Q > 0 ✐♠♣❧✐❡s J22 < 0 ❛♥❞ P > 0 ✐♠♣❧✐❡s

J21 > 0✳ Q > 0 ❛♥❞ P > 0 t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)}

✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡✐t❤❡r (cr − α1) > 0 ♦r (cr − α1) < 0 ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ (cr − α1) ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ Q > 0 ❛♥❞ P > 0 t♦❣❡t❤❡r ❡♥s✉r❡ t❤❛t

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ♦r ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡❜t✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞

r❡❣✐♠❡ ✳

✹✳✸✳✶ ❈❛s❡ ✷✳✶

❚✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✿ A ❛♥❞ B ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❤❡r❡✳

❈♦♥s✐❞❡r P♦✐♥t A✿ ❍❡r❡ d < l
2h

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❡♥s✉r❡s J11 < 0. ❍❡r❡✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡

ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳

dφ

dd

∣
∣
∣
∣
ḋ=0

= −
J11
J12

>
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

> 0

=⇒ J11J22 − J12J21 > 0 ✭∵ J22 < 0 ❛♥❞ J12 > 0✮

✷✹



❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❉❡t✭❏✮ = J11J22 − J12J21 > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s

♥❡❣❛t✐✈❡ ✭tr✭❏✮ = J11 + J22 < 0)✳ ❚❤✉s ♣♦✐♥t A ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❛✮✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ✐ts st❡❛❞②

st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❋✐rst✱

♥❡❛r A✱ ❛s d > d∗, d ♠✉st ❢❛❧❧ ❞✉❡ t♦ J11 < 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t

♣r♦❝❡ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ d ✐♥❝r❡❛s❡s φ ✭∵ J21 > 0✮✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❞✉❡ t♦ J21 > 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s

s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✱ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J21 ✐s

r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ d t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧

❛♠♦✉♥t ♦❢ r✐s❡ ✐♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡

✐♥❞✐r❡❝t ✉♥st❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳

❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t ❇✿ d > l
2h

❡♥s✉r❡s J11 t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t B, ❉❡t✭❏✮ =

(

+
︷︸︸︷

J11

−
︷︸︸︷

J22 −

+
︷︸︸︷

J12

+
︷︸︸︷

J21 ) < 0. ❍❡♥❝❡ ♣♦✐♥t B ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❛✮✳

✹✳✸✳✷ ❈❛s❡ ✷✳✷

❚✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ A ❛♥❞ C ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡✳ ❋♦r A, t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ♣♦✐♥t A

♦❢ ❝❛s❡ ✷✳✶✳ ❆t C ✇❡ ❣❡t d < l
2h

✐✳❡✳ J11 < 0✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss

t❤❛♥ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐✳❡✳

0 <
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
ḋ=0

= −
J11
J12

<
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

=⇒ J11J22 − J12J21 < 0 ✭∵ J22 < 0 ❛♥❞ J12 > 0✮

❆s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❉❡t✭❏✮ = J11J22 − J12J21 < 0, ♣♦✐♥t C ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡

st❡❛❞② st❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❜✮✳

✹✳✸✳✸ ❈❛s❡ ✷✳✸

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❝✱ ♣♦✐♥t D ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

◆♦t❡ t❤❛t Q < 0, T < 0, ❛♥❞ P < 0 ❛❧s♦ ✐♠♣❧② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢

φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤Q < 0 ❛♥❞ P < 0 ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

(1−α1)ε3 > 0, i > 0 ❛♥❞ P < 0 t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② ε1(cr−α1)+α1ε2(1− cr)} < 0. ❚❤❡r❡❢♦r❡

Q = (1−α1)−{ε1(cr −α1)+α1ε2(1− cr)} > 0. ❇✉t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❛ss✉♠❡❞ Q < 0. ❙♦ t❤❡r❡

✷✺



✭❛✮ ❈❛s❡ ✷✳✶ ✭❜✮ ❈❛s❡ ✷✳✷

✭❝✮ ❈❛s❡ ✷✳✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✿ ❝❛s❡ ✷

✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ❜♦t❤ Q < 0 ❛♥❞ P < 0 ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣❡t ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ Q < 0, T < 0, ❛♥❞ P < 0 ♦❝❝✉r✳

✹✳✹ ❈❛s❡ ✸

❋♦r ❝❛s❡ ✸✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Q > 0, T < 0, ❛♥❞ P > 0. ■♥ ❝❛s❡ ✸✱ Q > 0 ✐♠♣❧✐❡s J22 < 0✱

❛♥❞ P > 0 ✐♠♣❧✐❡s J21 > 0✳ Q > 0 ❛♥❞ P > 0 t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

{ε1(cr − α1) + α1ε2(1 − cr)} ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡✐t❤❡r (cr − α1) > 0 ♦r (cr − α1) < 0

❜✉t✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (cr − α1) ✐s s♠❛❧❧✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ Q > 0 ❛♥❞ P > 0 t♦❣❡t❤❡r

❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ♦r ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡❜t✲❧❡❞

❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❛s Q > 0

❛♥❞ P > 0✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❛s Q > 0 ❛♥❞ T < 0✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❤❡r❡✿ ❈❛s❡ ✸✳✶✱ ❛♥❞ ❈❛s❡ ✸✳✷✳

✷✻



✭❛✮ ❈❛s❡ ✸✳✶ ✭❜✮ ❈❛s❡ ✸✳✷

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✿ ❝❛s❡ ✸

✹✳✹✳✶ ❈❛s❡ ✸✳✶

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❛✱ ♦♥❧② ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ A ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆t A, d < l
2h

✐✳❡✳

J11 < 0, ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡

✐✳❡✳
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
φ̇=0

= −
J21
J22

>
dφ

dd

∣
∣
∣
∣
ḋ=0

= −
J11
J12

> 0

=⇒ J11J22 − J12 < 0 ✭∵ J22 < 0 ❛♥❞ J12 > 0✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❉❡t✭❏✮ = J11J22 − J12J21 < 0). ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣♦✐♥t

A ❡♠❡r❣❡s ❛s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

✹✳✹✳✷ ❈❛s❡ ✸✳✷

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❜✱ ❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t B, d > l
2h
, ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛t

B, ❉❡t✭❏✮ = (

+
︷︸︸︷

J11

−
︷︸︸︷

J22 −

+
︷︸︸︷

J12

+
︷︸︸︷

J21 ) < 0. ❍❡♥❝❡ ♣♦✐♥t B ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞②

st❛t❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ Q < 0 ❛♥❞ P < 0 ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ (1 − α1)ε3 > 0, i > 0

❛♥❞ P < 0 t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② ε1(cr − α1) + α1ε2(1 − cr)} < 0. ❚❤❡r❡❢♦r❡ Q = (1 − α1) −

{ε1(cr − α1) + α1ε2(1 − cr)} > 0. ❇✉t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❛ss✉♠❡❞ Q < 0. ❙♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ❜♦t❤ Q < 0 ❛♥❞ P < 0 ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡

❝❛♥♥♦t ❣❡t ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ Q < 0, T > 0, ❛♥❞ P < 0 ♦❝❝✉r✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳

✷✼



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s

❈❛s❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❙✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ J ◆❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡

✶❛

A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 st❛❜❧❡
B J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
C J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 st❛❜❧❡✴✉♥st❛❜❧❡✴❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
D J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡

✶❜

A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 > 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
B J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 > 0 ✉♥st❛❜❧❡
C J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 > 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
D J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 > 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡

✷

A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 st❛❜❧❡
B J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
C J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
D J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡

✸
A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡
B J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ●✐✈❡♥ d > l
2h
, ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡

φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✱ ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ d < l
2h

✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♥♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳

❈♦♥s✐❞❡r ❝❛s❡ ✶❜ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛✮✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r ♣♦✐♥t A, ❛❧t❤♦✉❣❤ d < l
2h

❜✉t ♣♦✐♥t A ✐s ♥♦t

❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ d < l
2h

✐s ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡

t♦ ❡①✐st✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛s❡ ✶❛ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❜✮✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r ♣♦✐♥t C, ❛❧t❤♦✉❣❤ d > l
2h

❜✉t

♣♦✐♥t C ✐s ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ρ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✮✳ ❍❡♥❝❡✱ d < l
2h

✐s ♥♦t ❛

♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳

◆♦t❡ t❤❛t d = l
2h

✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ❙♦ ❤❡r❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ φ,

t❤✐s ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ✭d = l
2h
) ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧

♦❢ ❛♥✐♠❛❧ s♣✐r✐ts (α0) ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ (i)✳✶✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s st❡❛❞② st❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

❛♥❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

✺ ❍♦♣❢ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ C ♦❢ ❝❛s❡ ✶❛✳✷✳

✶✼❆s
∂( l

2h )
∂α0

= 1
2(1−cr)α1i

= 1
2h > 0❀ ❛♥❞

∂( l

2h )
∂i

= −α0+(1−cr)α1φ

2(1−cr)α1i2
< 0.
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ρ✱ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ✭✸✳✺✮ ✫ ✭✸✳✶✷✮ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ C ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ✶❛ ❤❛s

♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② r♦♦ts ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ρ = ρ̂ = −α0+(1−cr)(1−α1+2α1d)i+(1−cr)α1φ
(1−α1)−ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

✭❛✮ ❈②❝❧❡ ♦❢ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✭❜✮ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ✐♥ (d, φ) ♣❧❛♥❡✿ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t
❝②❝❧❡ ❞✉❡ t♦ s✉❜✲❝r✐t✐❝❛❧ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

✭❝✮ ❚r❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✭❞✮ ❚r❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❯s✐♥❣

❳PP❆❯❚ s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s s✉❜✲❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❡①✐sts✳ ❲❡ ❞r❛✇ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t = 0 t♦ t = 10000✱

❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r

❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❞✐✈❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❜✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝♦♥✜r♠

✷✾



t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✉❜✲❝r✐t✐❝❛❧ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ✐s ♥♦t t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛

r❡❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❝♦♥✜r♠ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s

t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐ts ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s s♦

t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ s❡t α0 = 0.28✱

α1 = 0.65, ε0 = 0.15, ε1 = 0.42, ε2 = 0.003, ε3 = 0.001, i = 0.132, cr = 0.4, ρ̂ = 0.01047✳

❲❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d ❛♥❞ φ ❛s d∗ = 1.2196 ❛♥❞ φ∗ = 0.33707 ❢♦r t❤❡ st❡❛❞②

st❛t❡ C ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ✶❛✳✶✽ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❛✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s d(0) = 1.22 ❛♥❞

φ(0) = 0.337, ❛ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❡♠❡r❣❡s ✐♥ t❤❡ (d, φ)✲♣❧❛♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❝ s❤♦✇s t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❞ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛t st❡❛❞②

st❛t❡ C ♦❢ ❝❛s❡ ✶❛✳ ❋✐rst✱ ❛s d > l
2h
✱ t❤❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✕❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s

♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ J11 =
∂ḋ
∂d

= 2hd−l
(1−α1)

= M
(1−α1)

> 0✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ J22 =
∂φ̇
∂φ

= − ρQ
(1−α)

< 0✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st✲

♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡

s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✕❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❧♦s❡s st❛❜✐❧✐t② ✭❆s

t❤❡ tr❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❤❡r❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡ ❡❝♦♥✲

♦♠② ❛❝❤✐❡✈❡s st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡

❛♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ρ r❡❛❝❤❡s ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ρ̂✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s

♦❢ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦s✳

✻ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s

❆s ❝❛s❡ ✶❛ ❛♥❞ ❝❛s❡ ✷ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡s ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✴❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✲

❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ✇❡ st✐❝❦ t♦ ♦♥❧② t❤♦s❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳✶✾

❍❡✐♥ ✭✷✵✶✷❜✮ s❛②s ✏■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱

♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t♦ ✐♠♣♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❡❦ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞✱

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ❛❧✐❣♥ t❤❡♠ t♦

s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✬ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✬s ❞❡s✐r❡ ❢♦r ❣r♦✇t❤ ✐s ❝♦♥✲

str❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤✐❣❤❡r ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉ts ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✱ ❛

✶✽◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✼✮✱ ✭✷✳✽✮✱ ✭✷✳✶✵✮✱ d′′ > 0 ✐✳❡✳ α0 > (1 − cr)(1 − α1)i, l = [α0 − (1 −
cr) {(1− α1)i+ α1φ}] > 0, M > 0, N > 0, Q > 0, T > 0, P < 0 ❛❧❧ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

✶✾❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ✱ st❡❛❞② st❛t❡ C ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r st❛❜❧❡ ♦r ✉♥st❛❜❧❡ ♦r ❧✐♠✐t
❝②❝❧❡s ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡ C t♦ ❜❡ ❛ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

✸✵



✇❡❛❦❡r ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡✇ ❡q✉✐t② ✜♥❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ st♦❝❦ ✐ss✉❡s ✭✇❤✐❝❤ t❡♥❞

t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ s❤❛r❡ ♣r✐❝❡s✮✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤r❡❛t ♦❢

❤♦st✐❧❡ t❛❦❡♦✈❡rs ✐♥ ❛ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❝♦r♣♦r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧

♠❛r❦❡t✲♦r✐❡♥t❡❞ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✬s ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s t♦ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs✬ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳✑ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r✐s❡

✐♥ ε0, ε1, ❛♥❞ ε3 ❛♥❞ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ ε2✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s

❛♥❞ ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s ✭❍❡✐♥✱ ✷✵✶✷❜✱ ♣♣✳ ✷✻❀ ❛❧s♦ s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✸

❛♥❞ ✶✳✷✮✳ ❋r♦♠ ✶✾✽✵ t♦ ✶✾✽✾ ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts r♦s❡ ❢r♦♠ ✹✸✳✼✽ ♣❡r ❝❡♥t ♦❢ ♣r♦✜ts t♦ ✻✶✳✷

♣❡r ❝❡♥t✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ (i) t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞

(ii) t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦❢ ✶✾✽✵s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ r❛t✐♦ ❤❛s ❢❛❧❧❡♥

❞r❛st✐❝❛❧❧② t✐❧❧ ✷✵✵✺ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♠❡ ❞♦✇♥ t♦ ✷✵✳✸✼ ♣❡r ❝❡♥t✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❧♦✇ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ε0, ε1, ε2✱

ε3 ❛♥❞ i−t❤❡s❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❛❝❡✱ ✇❡

❡❧❛❜♦r❛t❡❧② ❞✐s❝✉ss ♦♥❧② ε0 ❛♥❞ i− t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε1 ❛♥❞ ε3

❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ε0 ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε2 ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε0✳ ■♠♣❛❝t

♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧②

[

J11 J12

J21 J22

][

dd

dφ

]

=

[

0

−ρ

]

dε0 +

[

0

−ρr

]

dε1 +

[

0

ρg

]

dε2

+

[

0

−ρd

]

dε3 +

[

− (1−cr)(1−α1+α1d)d
(1−α1)

−ρ{ε1(cr−α1)+α1ε2(1−cr)}d
(1−α1)

]

di

✭✻✳✶✮

❋r♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮ ✇❡ ❣❡t✱ dd∗

dε0
= ρJ12

(J11J22−J12J21)
✱ dφ∗

dε0
= −ρJ11

(J11J22−J12J21)
❀ dd∗

dε1
= ρrJ12

(J11J22−J12J21)
✱

dφ∗

dε1
= −ρrJ11

(J11J22−J12J21)
❀ dd∗

dε2
= −ρgJ12

(J11J22−J12J21)
✱ dφ∗

dε2
= ρgJ11

(J11J22−J12J21)
❀ dd∗

dε3
= ρdJ12

(J11J22−J12J21)
✱ dφ∗

dε3
=

−ρdJ11
(J11J22−J12J21)

❀ dd∗

di
=

−
(1−cr)(1−α1+α1d)d

(1−α1)
J22+

ρ{ε1(cr−α1)+α1ε2(1−cr)}d
(1−α1)

J12

(J11J22−J12J21)
✱

❛♥❞ dφ∗

di
=

−
ρ{ε1(cr−α1)+α1ε2(1−cr)}d

(1−α1)
J11+

(1−cr)(1−α1+α1d)d
(1−α1)

J21

(J11J22−J12J21)
✳

✻✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε0, t❤❡ ✢♦♦r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲

❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

❈❛s❡ ✶❛✿ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❛✱ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0✱ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❤❛s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧

✉♣✇❛r❞ s❤✐❢t✳✷✵ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✭❛s ∂φ
∂ε0

∣
∣
∣ḋ=0 = 0)✳ ❚❤✉s✱

✷✵P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ ✭t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✮ ✇✳r✳t✳ ε0 ②✐❡❧❞s

∂
∂ε0

(

φ
∣
∣
∣

d=0

φ̇=0

)

= (1−α1)
(1−α1)−ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)

= (1−α1)
Q

> 0 (∵ Q > 0)✳ ❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s

✸✶



❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❢♦r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭❛✮ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε0

❈❛s❡ st❡❛❞②
st❛t❡

❙✐❣♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥
▼❛tr✐①

❊✛❡❝t ♦♥
φ∗

❊✛❡❝t ♦♥
d∗

❊✛❡❝t ♦♥ g∗

✶❛
A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
C J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s

✷ A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

✭❜✮ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε1

❈❛s❡ st❡❛❞②
st❛t❡

❙✐❣♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥
▼❛tr✐①

❊✛❡❝t ♦♥
φ∗

❊✛❡❝t ♦♥
d∗

❊✛❡❝t ♦♥ g∗

✶❛
A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
C J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s

✷ A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

✭❝✮ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε2

❈❛s❡ st❡❛❞②
st❛t❡

❙✐❣♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥
▼❛tr✐①

❊✛❡❝t ♦♥
φ∗

❊✛❡❝t ♦♥
d∗

❊✛❡❝t ♦♥ g∗

✶❛
A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡
C J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s

✷ A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡

✭❞✮ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε3

❈❛s❡ st❡❛❞②
st❛t❡

❙✐❣♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥
▼❛tr✐①

❊✛❡❝t ♦♥
φ∗

❊✛❡❝t ♦♥
d∗

❊✛❡❝t ♦♥ g∗

✶❛
A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
C J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s

✷ A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

✭❡✮ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ i

❈❛s❡ st❡❛❞②
st❛t❡

❙✐❣♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥
▼❛tr✐①

❊✛❡❝t ♦♥ φ∗ ❊✛❡❝t ♦♥ d∗ ❊✛❡❝t ♦♥ g∗

✶❛
A J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♠❜✐❣✉♦✉s
C J11 > 0✱ J12 > 0✱ J21 < 0✱ J22 < 0 ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♠❜✐❣✉♦✉s

✷
A✭✇❤❡♥ ∇ > 0✮ J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
A✭✇❤❡♥ ∇ < 0✮ J11 < 0✱ J12 > 0✱ J21 > 0✱ J22 < 0 ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♠❜✐❣✉♦✉s

✇❤❡r❡ ∇ = {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)}

✸✷



✭❛✮ ❝❛s❡ ✶❛✳✶ ✭❜✮ ❝❛s❡ ✶❛✳✷

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0

❛s ε0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ s❤✐❢ts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t A t♦ A′✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

❜♦t❤ d∗ ❛♥❞ φ∗ ✐♥❝r❡❛s❡✳

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r✐s❡ ✐♥ d∗ ❛♥❞ φ∗ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ ε0✱ ❝❡t❡r✐s

♣❛r✐❜✉s✱ r❛✐s❡s t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ♣✉s❤❡s t❤❡ φ̇ = 0

✐s♦❝❧✐♥❡ ✉♣✇❛r❞s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ φ, ❛t t❤❡ ♦❧❞ st❡❛❞② st❛t❡ A✱ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s

❧♦✇❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ φ̇ = 0 t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ d ♣✉ts ✉♣✇❛r❞

♣r❡ss✉r❡ ♦♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭3.13) ✭❛s J21 < 0 ❤❡r❡✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✭φ✮ st❛rts r✐s✐♥❣✳ ❆s s♦♦♥ ❛s φ r✐s❡s✱ ❞❡❜t ♠❛r❦❡t ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠

✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ d, φ ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ḋ = 0

t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❆s ∂ḋ
∂φ

= J12 > 0✱ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♠✉st r✐s❡✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❡♥s✉r❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡

♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t A′ ❡✐t❤❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ♦r s♣✐r❛❧✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✐t✳

❆t ♣♦✐♥t A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s✱

dg∗

dε0
=







−
︷︸︸︷

∂g∗

∂d

+
︷︸︸︷

dd∗

dε0
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂φ

+
︷︸︸︷

dφ∗

dε0







< 0. ✭✻✳✷✮

❆t ♣♦✐♥t A, ❛s ε0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ φ
∗ r✐s❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧

❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0 ❜♦♦sts d∗ ✇❤✐❝❤ ✐♥

t✉r♥ ❞❡❝r❡❛s❡s g∗ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0 ♦♥ g∗ ✐s

✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡♣r❡ss✐♥❣✳

dφ
dd

∣
∣
∣
φ̇=0

= P
Q

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✳r✳t✳ ε0✳

✸✸



◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t r✐s❡ ✐♥ ε0✱ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ A ❛♥❞ B ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ♦♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣♦✐♥t D ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✉s ❛ s✉✣❝✐❡♥t r✐s❡ ✐♥ ε0 ♠❛② ❝r❡❛t❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♥♦ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts ❛♥②♠♦r❡✳

❆t ♣♦✐♥t C✱ ❛s ε0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ s❤✐❢ts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t C t♦ C ′✱ ❛♥❞ ❛s ❛

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ d∗ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✜r♠s ✐s t♦ ♠❛❦❡ r❡♥t✐❡rs ❤❛♣♣② ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ❤✐❣❤❡r ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❛ r✐s❡ ✐♥ ε0✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r✐s✐♥❣ φ∗ ❛t C, ❞❡❝r❡❛s❡s ✐t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❜✮✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡

❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆s ε0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞

❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠s r✐s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❜②✱ ♣✉s❤❡s t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✉♣✇❛r❞s✳ ❋♦r

❛ ❣✐✈❡♥ φ, ❛t t❤❡ ♦❧❞ st❡❛❞② st❛t❡ C✱ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

φ̇ = 0 t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ d ♣✉ts ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ φ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭3.13)

✭❛s J21 < 0 ❤❡r❡✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ st❛rts r✐s✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧❧②✳ ❆s s♦♦♥ ❛s

φ r✐s❡s✱ ❞❡❜t ♠❛r❦❡t ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ d, φ ✐s

♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ḋ = 0 t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❆s ∂ḋ
∂φ

= J12 > 0✱ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦

♠✉st r✐s❡✳ ❆s t❤❡ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ✢❛tt❡r t❤❛♥ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ J12 ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ r✐s❡s ❜② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡

❛♠♦✉♥t✳ ❚❤✐s r✐s❡ ✐♥ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♥♦✇ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭3.13)✳ ❚❤✐s ❢❛❧❧ ✐♥ φ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✐s❡ ✐♥

φ. ❍❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0, t❤❡r❡ ✐s ✜♥❛❧❧② ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳

❆t ♣♦✐♥t C, ❛s ε0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d∗ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡❞✉❝❡s

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0 ❞❡❝r❡❛s❡s

φ∗ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❤❛♥❝❡s g∗. ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0 ♦♥ g∗ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✭s❡❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

dg∗

dε0
=







−
︷︸︸︷

∂g∗

∂d

+
︷︸︸︷

dd∗

dε0
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂φ

−
︷︸︸︷

dφ∗

dε0







R 0 ✭✻✳✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t r✐s❡ ✐♥ ε0✱ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ C ❛♥❞ B ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❛❞❞❧❡

♣♦✐♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ D. ❚❤✉s ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ r✐s❡ ✐♥ ε0, t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ❛

st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡①✐sts✳

❈❛s❡ ✷✿ ❍❡r❡✱ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✉♣✇❛r❞ s❤✐❢t ✐♥ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✱ ❜✉t t❤❡r❡

✐s ♥♦ s❤✐❢t ✐♥ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳✷✶ ❆s ε0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s❤✐❢ts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t A t♦ ❛ ♥❡✇

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t A′ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❜♦t❤ d∗ ❛♥❞ φ∗ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❧❛r❣❡ r✐s❡ ✐♥ ε0✱ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ A ❛♥❞ B ✭♦r A ❛♥❞ C✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t

st❡❛❞② st❛t❡ D. ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❛ ✭✻✳✷❜✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❧②✳

✷✶❆s ∂
∂ε0

(

φ
∣
∣
∣

d=0

φ̇=0

)

> 0✱ ❛♥❞ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✳r✳t✳ ε0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ∂φ
∂ε0

∣
∣
∣
ḋ=0

= 0.

✸✹



✭❛✮ ❝❛s❡ ✷✳✶ ✭❜✮ ❝❛s❡ ✷✳✷

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0

❆t ♣♦✐♥t A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ε0 ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮✮✳ ❆s ε0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ φ∗ r✐s❡s

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

❛ r✐s❡ ✐♥ ε0 ❜♦♦sts d
∗ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡❝r❡❛s❡s g∗. ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ε0

♦♥ g∗ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

dg∗

dε0
=







−
︷︸︸︷

∂g∗

∂d

+
︷︸︸︷

dd∗

dε0
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂φ

+
︷︸︸︷

dφ∗

dε0







< 0 ✭✻✳✹✮

✻✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ i

❈❛s❡ ✶❛✿ ❍❡r❡ P < 0✳ ❆s (1−α1)ε3 > 0, P < 0 ✐♠♣❧✐❡s {ε1(cr−α1)+α1ε2(1−cr)} < 0.

❆t A✱ ∂d
∂i

R 0 ❛♥❞ ∂φ
∂i

< 0. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛t C, ∂d
∂i

R 0 ❛♥❞ ∂φ
∂i

R 0.

◆♦t❡ t❤❛t ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d, ❢♦r ❛ s❛♠❡ ✉♥✐t r✐s❡ ✐♥ i, ♠♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ φ✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♠❛❦❡s t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ st❡❡♣❡r✳✷✷ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d, ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ i, ♠♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ φ ❢♦r t❤❡

φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱

❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ i, ♠♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❧❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳✷✸

❈♦♥s✐❞❡r ♣♦✐♥t A✳ ❍❡r❡✱ ❞✉❡ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧

r❛t✐♦ ✭φ∗✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ d∗ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡s ✻✳✸❛ ❛♥❞ ✻✳✸❜✮✳

✷✷P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ✇✳r✳t✳ i ②✐❡❧❞s ∂φ
∂i

∣
∣
∣
φ̇=0

= {ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)}d
(1−α1)−ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)

< 0 ✭❛s

✐♥ ❝❛s❡ ✶❛ {ε1(cr − α1)− α1ε2(1− cr)} < 0✮✳
✷✸P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇✳r✳t✳ i ②✐❡❧❞s ∂φ

∂i

∣
∣
∣
ḋ=0

= −d < 0.

✸✺



✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ✭❤❡r❡ φ∗ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜✉t d∗

r✐s❡s✮
✭❜✮ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ✭❤❡r❡ φ∗ ❛♥❞ d∗ ❜♦t❤
❞❡❝r❡❛s❡✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i

❆t ♣♦✐♥t A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡

♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆s i ✐♥❝r❡❛s❡s✱

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♦♥ g∗

t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ d ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ❜♦♦sts φ ✇❤✐❝❤ ✐♥

t✉r♥ ❞❡❝r❡❛s❡s g∗. ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s g∗. ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧

r❡s✉❧t ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

dg∗

di
=







−
︷︸︸︷

∂g∗

∂d

+/−
︷︸︸︷

dd∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂φ

+
︷︸︸︷

dφ∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂i







R 0 ✭✻✳✺✮

❆t ♣♦✐♥t C✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡

♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮✮✳ ❆s i ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d

♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♦♥ g∗ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ d ✐s

❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❙♦ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♦♥ g∗ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ φ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r✐s❡ ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s g∗. ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

dg∗

di
=







−
︷︸︸︷

∂g∗

∂d

+/−
︷︸︸︷

dd∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂φ

+/−
︷︸︸︷

dφ∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂i







R 0 ✭✻✳✻✮

❈❛s❡ ✷✿ ❍❡r❡ Q > 0✱ P > 0✱ ❛♥❞ N > 0. ❍❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ {ε1(cr − α1) +

α1ε2(1− cr)} ✐s s♠❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ {ε1(cr −α1)+α1ε2(1− cr)} ❝❛♥ ❜❡ ❛♥②t❤✐♥❣✿

❡✐t❤❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❲❤❡♥ {ε1(cr − α1) + α1ε2(1 − cr)} > 0, ❛t ♣♦✐♥t A ✇❡ ❣❡t✱
∂d
∂i

> 0 ❛♥❞ ∂φ
∂i

> 0. ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ {ε1(cr−α1)+α1ε2(1− cr)} < 0, ❛t ♣♦✐♥t A ✇❡ ❣❡t ∂d
∂i

R 0

✸✻



✭❛✮ ❝❛s❡ ✷✳✶ ✭❜✮ ❝❛s❡ ✷✳✷

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ✇❤❡♥ {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)} > 0

❛♥❞ ∂φ
∂i

R 0. ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r {ε1(cr−α1)+α1ε2(1− cr)} > 0, ∂φ
∂i

∣
∣
∣
φ̇=0

> 0 ❛♥❞ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ d. ❍❡♥❝❡ t❤❡ φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❜❡❝♦♠❡s st❡❡♣❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✹❛ ❛♥❞ ✻✳✹❜✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ {ε1(cr − α1) + α1ε2(1 − cr)} < 0, ∂φ
∂i

∣
∣
∣
φ̇=0

= {ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)}d
(1−α1)−ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)

< 0.

❈❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d, ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ i, ♠♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ φ✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡

φ̇ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❜❡❝♦♠❡s ✢❛tt❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✺❛✱ ✻✳✺❜✱ ❛♥❞ ✻✳✺❝✮✳ P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇✳r✳t✳ i ②✐❡❧❞s ∂φ
∂i

∣
∣
∣
ḋ=0

= −d < 0. ❍❡r❡ t♦♦✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ d, ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ i, ♠♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ φ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡

r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ i, ♠♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ḋ = 0 ✐s♦❝❧✐♥❡✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r {ε1(cr − α1) + α1ε2(1 − cr)} > 0. ❍❡r❡✱ ❛t ♣♦✐♥t A✱ ❞✉❡ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ i✱

φ∗ ❛♥❞ d∗ ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ i, t❤❡ st❛❜❧❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛② ❧♦♦s❡ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ✉♥st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡D.

❲❡ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❜ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆t ♣♦✐♥t A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s

♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆s i ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d r✐s❡s

❛♥❞ s♦ g∗ ❢❛❧❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ❜♦♦sts φ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡❝r❡❛s❡s g∗. ❋✐♥❛❧❧②✱

❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s g∗. ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②

♥❡❣❛t✐✈❡✳

dg∗

di
=







−
︷︸︸︷

∂g∗

∂d

+
︷︸︸︷

dd∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂φ

+
︷︸︸︷

dφ∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂i







< 0. ✭✻✳✼✮

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r {ε1(cr − α1) + α1ε2(1 − cr)} < 0. ❍❡r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i, φ∗ ❛♥❞ d∗

❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✺❛✱ ✻✳✺❜✱ ❛♥❞ ✻✳✺❝✮✳ ❍❡r❡✱ ❛t ♣♦✐♥t A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥

❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳

✸✼



✭❛✮ ❝❛s❡ ✷✳✶ ✭✇❤❡♥ d∗ r✐s❡s ❜✉t φ∗ ❢❛❧❧s✮ ✭❜✮ ❝❛s❡ ✷✳✶ ✭✇❤❡♥ ❜♦t❤ d∗ ❛♥❞ φ∗ r✐s❡✮

✭❝✮ ❝❛s❡ ✷✳✷ ✭❤❡r❡ d∗ ❛♥❞ φ∗ ❜♦t❤ ❢❛❧❧✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ i ✇❤❡♥ {ε1(cr − α1) + α1ε2(1− cr)} < 0

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤✐s✳

dg∗

di
=







−
︷︸︸︷

∂g∗

∂d

+/−
︷︸︸︷

dd∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂φ

+/−
︷︸︸︷

dφ∗

di
+

−
︷︸︸︷

∂g∗

∂i







R 0. ✭✻✳✽✮

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛ ♥❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ t❤❡

❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ r❡♥t✐❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠s ❡✈♦❧✈❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✳

❲❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs ❜② ✜r♠s t❤❛♥ t❤❡

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥❡♦✲❑❛❧❡❝❦✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ✐t✳ ❲❡ r❡❛❝❤❡❞

✸✽



t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ ❛ ✇❛❣❡✲❧❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ❣r♦✇t❤

r❡❣✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡❜t✮ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ❞❡❜t✲❜✉r❞❡♥❡❞ ♦r

❞❡❜t✲❧❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞

♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡

❡❝♦♥♦♠②✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐❢ r❡♥t✐❡rs✬ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱

✐t ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❧♦ss ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s ♦❢ ✜r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡♥t✐❡rs ✐s

❛❧✇❛②s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❙❛♠❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳

■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡❞ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❛♥❞ ❞❡❜t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧

♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐t ✭t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✮

✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢

✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢r❛❣✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♥♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳ ■♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❡♥❛r✐♦ ✭❛t ♣♦✐♥t C ♦❢ ❝❛s❡ ✶❛✮✱

t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧

r♦❧❡ ❢♦r st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛❧❧s t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧

❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❧♦s❡s ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥

✉♥st❛❜❧❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ♥❡❛r ♣♦✐♥t C ✭♦❢ ❝❛s❡ ✶❛✮✳ ❇✉t✱

t❤❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s st❛❜❧❡ ❤❡r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢

❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s (ρ) ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✭✐✳❡✳ ρ > ρ̂ = M
Q
✮✱

t❤❡ st❛❜❧❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s

t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ s❡❧❢✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡❝♦♠❡s

st❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❧♦s❡s ✐ts st❛❜✐❧✐t②✳

❚❤✉s✱ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❡✛❡❝t ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ρ r❡❛❝❤❡s ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ρ̂✳

■t ✐s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ε0✱ ε1 ❛♥❞ ε3 r✐s❡ ✇❤✐❧❡ ε2 ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡

❧♦♥❣ r✉♥✳ ❆♥② ♦❢ t❤❡♠ ✐❢ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦

✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r✐s❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤✱ ✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♠❛②

❝❛✉s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❢❡✇ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②

✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛✇❛② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ss✉❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❡q✉✐t✐❡s ❜② ✜r♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞

✸✾



t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❜② t❤❡ ✇♦r❦❡rs✬ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ ✇♦r❦❡rs✬ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ♣❧❛②❡❞ ❛ ❝r✉❝✐❛❧

r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢r❛❣✐❧✐t② ❛♥❞ ❝r✐s✐s✳ ❚❤✐r❞✱ ❜❛♥❦s ❤❛✈❡ ♣❧❛②❡❞ ❛ ♣❛ss✐✈❡

r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❋♦✉rt❤✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r♦❧❡

♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♠❛❞❡♦✱ ❊✳ ❏✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ◆♦t❡s ♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✺✭✶✮✿ ✽✸✲✾✹✳

❬✷❪ ❇❛❦❡r✱ ❍✳ ❑✳✱ ❋❛rr❡❧❧②✱ ●✳ ❊✳✱ ✫ ❊❞❡❧♠❛♥✱ ❘✳ ❇✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❆ ❙✉r✈❡② ♦❢ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❱✐❡✇s ♦♥ ❉✐✈✐❞❡♥❞ P♦❧✐❝②✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✶✹✭✸✮✱ ✼✽✳ ❞♦✐✿✶✵✳✷✸✵✼✴✸✻✻✺✵✻✷

❬✸❪ ❇❛❦❡r✱ ▼✳✱ ▼❡♥❞❡❧✱ ❇✳✱ ✫ ❲✉r❣❧❡r✱ ❏✳✱ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉✐✈✐❞❡♥❞s ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts✿ ❛

❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✾✭✸✮✱ ✻✾✼✕✼✸✽✳

❬✹❪ ❇❛s✉✱ ❉✳✱ ✫ ▼❛♥♦❧❛❦♦s✱ P✳ ❚✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ■s ❚❤❡r❡ ❛ ❚❡♥❞❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❘❛t❡ ♦❢ Pr♦✜t
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❆✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ✭✸✳✺✮ ✫ ✭✸✳✶✷✮ ✐s {µ2+(−tr(J))µ+Det(J) = 0}✳ ❆

♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① r♦♦ts ✐s ❉❡t✭❏✮ > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✲

✐s✜❡❞ ❛t C ♦❢ ❝❛s❡ ✶❛✳✷✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r

♥❡❣❛t✐✈❡ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ ✇❤✐❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥✲

st❛♥t✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t tr✭❏✮ = J11+J22 =
2hd−l
(1−α1)

− ρ
[
{(1−α1)−ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)}

(1−α1)

]

✳

❍❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ρ = ρ̂ = M
Q

= −α0+(1−cr)(1−α1+2α1d)i+(1−cr)α1φ
(1−α1)−ε1(cr−α1)−α1ε2(1−cr)

> 0 ✭ ∵ Q > 0, M > 0), t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❡①❛❝t❧②✿

tr✭❏✮ = 2 ∗ ❘❡(µ) =
2hd− l

(1− α1)
− ρ

[
{(1− α1)− ε1(cr − α1)− α1ε2(1− cr)}

(1− α1)

]

= 0

✇❤❡r❡ tr✭❏✮ ✐s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ J ❛♥❞ ❘❡(µ) ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts✳ ❆s t❤❡

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ r♦♦ts ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ss✉r✐♥❣ ■♠(µ) 6= 0✳ ◆♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢

t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ρ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐t ❛t ρ = ρ̂ ✇❡ ❣❡t

∂( tr✭❏✮
2

)

∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=ρ̂

= −
Q

2(1− α1)
= −

(1− α1)− ε1(cr − α1)− α1ε2(1− cr)

2(1− α1)
< 0 ✭ ∵ Q > 0)

❙♦ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s s♠♦♦t❤✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞✲

❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ρ✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛t ρ = ρ̂. ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t tr(J) R 0 ⇐⇒

ρ ⋚ ρ̂. ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t

ρ = ρ̂✳✷✹

✷✹❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛♥❞♦❧❢♦ ✭✶✾✾✼✮✳
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