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❆ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r

▼❛r❣✐♥❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❚❛① ❙❝❤❡❞✉❧❡s∗

❆❜❞✉❧❧❛❤ ❙❡❧✐♠ Ö❩❚❊❑§

❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥

❘❡✈✐s❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✾

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♣❛♣❡r st✉❞✐❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t②♣❡s✳ ■t

✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛① s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡

✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

❛♥② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ t❤❛♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❜♦✉♥❞ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r

t❛① r❛t❡ t❤❛♥ ♠❛①✐♠❛① ❜♦✉♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t r❡❛s♦♥❛❜❧❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞✲❜❡st

t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ✐s

♦♣t✐♠❛❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ t❛① r❛t❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠

♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

❑❡②✇♦r❞s✿ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s❀ ❖♣t✐♠❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❚❛①❛t✐♦♥

❏❊▲ ❈♦❞❡s✿ ❍✷❀ ❍✷✶

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐sts ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤✐❧❡ ❛ss❡ss✐♥❣

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝②✳ ❊✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛❜♦✉t ❤♦✇ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ✐t

✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥② ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡q✉✐t② ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠s

♦❢ s♦❝✐❡t② ❛s ✐t ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❣♦❛❧s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛✱

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡✳

∗■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ●✉② ▲❛r♦q✉❡ ❛♥❞ ■❛♥ Pr❡st♦♥ ❢♦r t❤❡✐r ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❆tt✐❧❛ ▲✐♥❞♥❡r✱
❑♦♥r❛❞ ▼✐❡r❡♥❞♦r✛ ❛♥❞ P❡t❡r ❙♣✐tt❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t ❯❈▲ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❆❧❧
❡rr♦rs ❛r❡ ♠② ♦✇♥✳

§❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥✳ ❊✲♠❛✐❧✿ ❛❜❞✉❧❧❛❤✳♦③t❡❦✳✶✸❅✉❝❧✳❛❝✳✉❦

✶



❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼✐rr❧❡❡s ✭✶✾✼✶✮✱ ❛ ❤✉❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t②♣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ●✉❡s♥❡r✐❡ ❛♥❞ ❙❡❛❞❡ ✭✶✾✽✷✮✱

❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✽✷✮✱ ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✻✱ ✶✾✽✼✮ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥❝♦♠❡ t❛① ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤

❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t②♣❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r✲

❣✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❍❡❧❧✇✐❣ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r♠s ❛ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡

t❛①❛t✐♦♥✳ ❍❡ s❤♦✇s t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡

t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✏♠♦♥♦❧✐t❤✑ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠❛t❤✲

❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❇❛st❛♥✐ ✭✷✵✶✸✮ ✉s❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①

r❛t❡s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t②♣❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳

■♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛

❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ t❛st❡s ♦❢

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❛

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ✈❡r② ❢❡✇ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✶✱ ❛♥❞

♠❛♥② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❚✉♦♠❛❧❛ ✶✾✾✵✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝❧❡❛r✲❝✉t r❡s✉❧ts s❡✈✲

❡r❛❧ st✉❞✐❡s ✉s❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ▲♦❧❧✐✈✐❡r ❛♥❞ ❘♦❝❤❡t ✭✶✾✽✸✮✱ ❲❡②♠❛r❦

✭✶✾✽✻✱✶✾✽✼✮✱ ❊❜❡rt ✭✶✾✾✷✮ ♣❛♣❡rs ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ✇❤✐❝❤

✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❧❛❜♦✉r ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t② s❡❡♠s

r❛t❤❡r r❡str✐❝t✐✈❡ ❛s ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❇❧✉♥❞❡❧❧ ❛♥❞ ▼❛❈✉r❞② ✭✶✾✾✾✮ s❤♦✇s t❤❛t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡

❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② t❤❛♥ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❧❛❜♦✉r ✉t✐❧✐t②✱

❛❞❛♣t✐♥❣ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❝❛s❡✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t②♣❡s ❜②

✉s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✳ ❯♥❞❡r t❤✐s s❡t✉♣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛

❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

✭♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦✮ ❢♦r t❤❡ t❛① r❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥② ✇❡✐❣❤t❡❞ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ t♦♣ ❛s t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧

✶❙✉❝❤ ❛s✱ ③❡r♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ✭✐❢ t❤❡ s❦✐❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✮ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✭✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡st
s❦✐❧❧ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✮✱ ❛❧s♦ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ✭▼✐rr❧❡❡s
✭✶✾✼✶✮✱ ❙❛❞❦❛ ✭✶✾✼✻✮✱ ❙❡❛❞❡ ✭✶✾✼✼✮✮✳

✷❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u(c, l) = c − l1+1/ε

1+1/ε ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

t❡r♠ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✉t✐❧✐t② ✐s q✉❛s✐✲
❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼✐rr❧❡❡s✭✶✾✼✶✮ ❛♥❞ ❚✉♦♠❛❧❛✭✶✾✾✵✱✷✵✶✵✮ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ s❦✐❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭µ, σ✮ ❂ ✭✲✶✱ ✵✳✸✾✮✳ ❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ε ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✺✳ ❋♦r t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥
s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t ❛❧❧ ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts t♦ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❡❛st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❡
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ❢♦r ▼❛①✐♠❛① s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✲❇❡st s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❛r❣✐♥❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❚❛① ❙❝❤❡❞✉❧❡s

✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛✐♠❡❞ t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡

❢r♦♠ ❤✐❣❤✲✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs t♦ ❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r ♦t❤❡r r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡s✐r❡s s✉❝❤ ❛s

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ♠❡❛♥ ✐♥❝♦♠❡ ♦r ❤✐❣❤✲✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r

❛❧❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❛② t❤❛t t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

❛♥② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ t❤❛♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❜♦✉♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■❢

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥② ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡

t❤❡ t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤❡♥ r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤✐s ❡①❝❡ss r❡✈❡♥✉❡ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡

t❤❡ ❛❣❡♥ts ❜❡tt❡r✲♦✛✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠②✳ ❆❣❛✐♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t t♦ s❡t ❛ ❧♦✇❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ t❤❛♥ t❤✐s ❜♦✉♥❞✳ ❙♦

❛♥② ❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦✉❧❞

❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❡✣❝✐❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✈✐❛ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳

❆t❦✐♥s♦♥ ✭✶✾✽✸✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❤♦✇s t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r

❘❛✇❧s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❝❛s❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❙❛❡③

✭✷✵✵✶✮ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s t❤❛♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥❝♦♠❡ t❛① ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② r❡s♣♦♥s❡s✱ ▲❛r♦q✉❡ ✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞

❈❤♦♥é ❛♥❞ ▲❛r♦q✉❡ ✭✷✵✵✺✮ ♣❛♣❡rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ▲❛r♦q✉❡ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s❡❝♦♥❞ ❜❡st

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ▲❛✛❡r ❜♦✉♥❞ ♦r t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r

s♦♠❡ ♠✐❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ▲❛✛❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡❝♦♥❞✲❜❡st

✸



♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s

✉♥❞❡r ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② r❡s♣♦♥s❡s✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r

t❤❡ t♦♣ ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♥♦t

❞✐s❝✉ss❡❞ ✈❡r② ♦❢t❡♥✳ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥ ❛♥❞ ❙♣❛❞❛r♦ ✭✷✵✵✽✮ ♣❛♣❡r st✉❞② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♦♣t✐♠❛❧

✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✑ ✇❤✐❝❤ tr✐❡s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❙❲❋✮ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡

t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❙❲❋ t♦ ❜❡ P❛r❡t✐❛♥✸✳ ❚❤❡② ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s P❛r❡t✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❛s ❛ t❡st ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✏▲❛✛❡r ❇♦✉♥❞✑✱ ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❛① s②st❡♠✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ t❛① s②st❡♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ▲❛✛❡r ❜♦✉♥❞

❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲P❛r❡t✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳

▲♦r❡♥③ ❛♥❞ ❙❛❝❤s ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♦✉t

r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠✐❧❛r t❡st ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ▲❛✛❡r

❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤✉s s❡❝♦♥❞✲❜❡st ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ▲❛✛❡r ❜♦✉♥❞ ❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛✛❡r

❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❛①❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡

❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡② ❛♣♣❧② t❤✐s t❡st t♦ ●❡r♠❛♥② ❛♥❞

✜♥❞ ♦✉t t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❤❛s❡✲♦✉t r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ t❡sts t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲♦r❡♥③ ❛♥❞ ❙❛❝❤s

✭✷✵✶✷✮ ✉s❡ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ✇♦✉❧❞

❣❡♥❡r❛t❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞

❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❣✐✈❡ ✐t t♦ t❤❡ ❧❡❛st ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❛s ✐t ♦♥❧② ❝❛r❡s ❢♦r t❤❡ ✇♦rst✲♦✛ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t

❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✉t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❏❛❝q✉❡t ✭✷✵✶✵✮ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t st✉❞② ❢♦r ♦✉r st✉❞②✳ ❇②

✉s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦✲❡❧❛st✐❝ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r✱ ❏❛❝q✉❡t ✭✷✵✶✵✮

s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s t❤❛♥ ❛♥②

s❡❝♦♥❞ ❜❡st r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✉t✐❧✐t②

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s✐r❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② tr✉st✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❏❛❝q✉❡t ✭✷✵✶✵✮ ❞✐sr❡❣❛r❞s t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡

❜✉♥❝❤✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛❧❧ ❧❛❜♦✉r

s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s✱ ❛♥❞ t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r

t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛rts✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ ✐s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ♦t❤❡r

s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✭GDSW ✮ ❢♦r t❤❡

❛❣❡♥ts✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥

✸❆ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ P❛r❡t✐❛♥ ✐❢ ✐t ❛ss✐❣♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳

✹



❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛♥② ❙❲❋ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✭GISW ✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ GISW ✱ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥

❢♦r ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✇✐t❤ GISW ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ GDSW ❝❛s❡s✱ t❤✐s r❡s✉❧t tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s

❢♦r t❤♦s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛s t❤❡② ✐♠♣❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳

❚❤✐r❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ GDSW ❛♥❞ GISW ❝❛s❡s ❢♦r♠ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ ❛❧❧ s❡❝♦♥❞✲❜❡st

❝❛s❡s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s❡❝♦♥❞✲❜❡st t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t♦

❝♦✈❡r ❛❧❧ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥

❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞

❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡

✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✱ ♠❛①✐♠❛① ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜✉♥❝❤✐♥❣✳ ❘❡s✉❧ts ✉♥❞❡r ❜✉♥❝❤✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♣♦♦❧✐♥❣

✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳

❲❡ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡❡✲st❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ✉♥❞❡r ❘❛✇❧s✐❛♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞

❛s ❛ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ❆❧s♦ ❛t t❤❡

♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡✱ ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞✲❜❡st

s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜❡❧♦✇ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ▼❛①✐♠❛① ✇♦✉❧❞ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞✲❜❡st

t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳

❋♦r t❤❡ t♦t❛❧ t❛① r❛t❡s✱ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❛♥

✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣❡♥t✳ ❚♦t❛❧ t❛① ✉♥❞❡r ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ❛♥❞ ❛♥② s❡❝♦♥❞✲

❜❡st t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❝r♦ss ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r

t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

♦❝❝✉rs ♥❡❛r t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❇r❡tt ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡①tr❡♠❡✱ ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡

❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t t♦t❛❧ t❛①❡s ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❧❡❛st ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s t❛①❡s✳

❚❤❡ st✉❞② ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✹ ❞❡r✐✈❡s t❤❡

r❡s✉❧ts ❢♦r ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛① s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥

✼ s❤♦✇s t❤❛t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛

s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❡✣❝✐❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t♦t❛❧ t❛① r❛t❡s✱ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥

✾ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✺



✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❲❡ st✉❞② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❜✐❧✐t② t②♣❡s ❛s ✐♥ ●✉❡s♥❡r✐❡ ❛♥❞

❙❡❛❞❡ ✭✶✾✽✷✮✱ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✽✷✮ ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✻ ❛♥❞ ✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ❢♦r ❛❣❡♥t✬s

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② w✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ N ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s

r❛♥❦❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✿

0 < w1 < ... < wN

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② wi ✐s πi, ✇✐t❤
N
∑

i=1

πi = 1. ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s Fi =
i
∑

j=1

πj✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ FN =
N
∑

i=1

πi = 1✳

❆❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ c ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② l ✇❤✐❝❤ ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U : R× R+ → R

U (c, l) = c− v (l)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ v : R+ → R+ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ✇✐t❤ v (0) = 0✱

lim
l→∞

v
′

(l) → ∞ ❛♥❞ v
′′′

(.) > 0✹✳ ❲❤✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇♦r❦✐♥❣

❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐s✉t✐❧✐t② ✐✳❡✳ U
′

c = 1 > 0 ❛♥❞ U
′

l = −v
′

(l) < 0✳

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t i✬s

❣r♦ss ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② wi✳ ❆❣❡♥t i ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ wi✱ ❡❛r♥s ❛ ❣r♦ss

✐♥❝♦♠❡ yi = wili ❛♥❞ ♣❛②s ❛♥ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❢r♦♠ ❤✐s ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ yi✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❦♥♦✇s t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❦✐❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡

t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ♥♦r t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s

r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❡t ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❛① T (y) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ yi✳

❆❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡✐r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t❀

max
c,l

c− v (l)

s.t.

c = wl − T (wl)

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐❢ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ♦✉t l ❛s l = y

w
❀

max
c,y

c− v
( y

w

)

s.t.

c = y − T (y)

✹❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r✐s❦ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏♣r✉❞❡♥❝❡✑ ❜② ❑✐♠❜❛❧❧
✭✶✾✾✵✮ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♣r❡❝❛✉t✐♦♥❛r② s❛✈✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡t✉♣ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥✈❡① ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐s✉t✐❧✐t②
♦❢ ❧❛❜♦✉r ✇❤✐❝❤ s❛②s ❛s t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s
✉♥❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✭❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s
✭❡✳❣✳ ❍❡❧❧✇✐❣ ✭✷✵✵✼✮✮ ♣r♦✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t ✇❡❛❦❡r s❡t ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✻



❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡

1− T
′

(y) ≡ Ω (c, y, w) = v
′

( y

w

) 1

w

✇❤❡r❡ Ω (c, y, w) ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t w ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ c✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛s T
′

(y) = 1−Ω (c, y, w) .

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ∂Ω(c,y,w)
∂w

< 0 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✉t✐❧✐t② ❢♦r♠✳ ❚❤✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ (y, c) s♣❛❝❡ ✇✐t❤ y ❛♥❞ c ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞

✈❡rt✐❝❛❧ ❛①❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✐s ✢❛tt❡r t❤❛♥ t❤❡

✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❝r♦ss ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ♦❢ ♦✉t♣✉t✱ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ✇♦r❦

❛s ❤❛r❞ ❛s ❛ ❧❡ss ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥❡❡❞s ❧❡ss ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②

❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲✐♥❝♦♠❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ s♦

t❤❛t s❡❝♦♥❞ ❜❡st t❛①❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ s❡♣❛r❛t❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ■t ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t s✉✣❝❡s t♦ t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧s✱ a = (ci, yi)
N

i=1 ∈ R× R+

❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢

N
∑

i=1

πici ≤

N
∑

i=1

πiyi ✭✶✮

s♦ t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ♦r ✐♥❝♦♠❡✳

❆♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢

ci − v

(

yi

wi

)

≥ cj − v

(

yj

wi

)

❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ j (ICij) ✭✷✮

s♦ ♥♦❜♦❞② ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❧✐❡ ❛❜♦✉t ❤✐s t②♣❡✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s

✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

❆♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦r ❧♦❝❛❧ ✇❤❡♥ i = j ± 1✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞

♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ✐❢ i 6= j ± 1✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞

✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (a) : RN × R
N
+ → R

W (a) =
N
∑

i=1

πiδ
i

[

ci − v

(

yi

wi

)]

✭✸✮

✇❤❡r❡ δi ✐s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ i ❛❣❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ δi = 1 ❢♦r ❛❧❧ i ❣✐✈❡s t❤❡

♣✉r❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛s❡ δ1 = 1 ❛♥❞ δi = 0 ❢♦r ❛❧❧ i 6= 1 ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡

✼



t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st

❛❜✐❧✐t② ❛❣❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡①tr❡♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠❛① s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✇❤❡♥ δN = 1 ❛♥❞ δi = 0 ❢♦r ❛❧❧ i 6= N ✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛❧❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❛❜❧❡ ❛❣❡♥ts t♦ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣❡♥ts✳

❆❧s♦✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (.) ❜❡ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ U (ci, li)✳ ❙✉❝❤ ✇❡❧❢❛r❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ P❛r❡t✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❧❛t❡r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t

βi t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❢r♦♠ ❛❣❡♥t 1 t♦ ❛❣❡♥t i ✭✐✳❡✳

βi =
i
∑

j=1

πjδ
j✮✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡ βN = 1 s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡ ✐♥ δ✳

❇② t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❍❛♠♠♦♥❞ ✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞ ●✉❡s♥❡r✐❡ ✭✶✾✾✺✮✱ s❡tt✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲✐♥❝♦♠❡ ❜✉♥❞❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t

✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦

❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ a = (ci, yi)
N

i=1 t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

N
∑

i=1

πiδ
i

[

ci − v

(

yi

wi

)]

s✉❜❥❡❝t t♦ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (1.1) ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉t✐❧✲

✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts (1.2)✳ ❚❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s❀

L =
N
∑

i=1

πiδ
i

[

ci − v

(

yi

wi

)]

+ λ

N
∑

i=1

πi [yi − ci] +
N
∑

i=1

N
∑

j=1
i 6=j

µij

[

ci − v

(

yi

wi

)

− cj + v

(

yj

wi

)]

✇❤❡r❡ λ ❛♥❞ µij ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

ci : πiδ
i − λπi +

N
∑

j=1
i 6=j

µij −
N
∑

j=1
i 6=j

µji = 0

yi : πiδ
iv

′

(

yi
wi

)

1
wi

− λπi +
N
∑

j=1
i 6=j

µijv
′

(

yi
wi

)

1
wi

−
N
∑

j=1
i 6=j

µjiv
′

(

yi
wj

)

1
wj

= 0

❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

λ
N
∑

i=1

πi [yi − ci] = 0

µij

[

ci − v
(

yi
wi

)

− cj + v
(

yj
wi

)]

= 0 ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ j✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r (N(N − 1)) ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠✲

♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛① t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛s✳

✽



▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿ yi ≥ yi−1 ❛♥❞ ci ≥ ci−1 ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✳

▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ci = ci−1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ yi = yi−1.

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

▲❡♠♠❛ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ❡✐t❤❡r ❞✐✛❡r ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡② ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉♥❞❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡

s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜✉♥❝❤❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ IC ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛

s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛tt❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡

s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❋✐rst✱ t✇♦ ❧♦❝❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ IC ❢♦r ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i− 1 ✭ICi,i−1 ❛♥❞ ICi−1,i−2✮ ✐♠♣❧②

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ IC ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i − 2 ✭ICi,i−2✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t✇♦ ❧♦❝❛❧ ✉♣✇❛r❞ IC

❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i+1 ✐♠♣❧② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✉♣✇❛r❞ IC ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i+2✳ ❖♥❡ ❝❛♥

❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ICi,i−1✱ ICi−1,i−2 ❛♥❞ ICi−2,i−3 ✐♠♣❧② ICi,i−3✱ ❛♥❞ ❡t❝✳ ❇② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ i = N

❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❛r❣✉♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s t♦ r❡✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ✉♣✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

✐♠♣❧② ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ✉♣✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡

✏tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✑✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ t❤❡♥ t❤❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

❚❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ IC ❝♦♥str❛✐♥ts❀

ci − v

(

yi

wi

)

≥ ci−1 − v

(

yi−1

wi

)

❢♦r ❛❧❧ i (ICi,i−1)

ci − v

(

yi

wi

)

≥ ci+1 − v

(

yi+1

wi

)

❢♦r ❛❧❧ i (ICi,i+1)

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠

N(N − 1) t♦ 2(N − 1)✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜❡❝♦♠❡s❀

L =
N
∑

i=1

πiδ
i

[

ci − v

(

yi

wi

)]

+ λ

N
∑

i=1

πi [yi − ci] +
N
∑

i=2

µi,i−1

[

ci − v

(

yi

wi

)

− ci−1 + v

(

yi−1

wi

)]

+
N−1
∑

i=1

µi,i+1

[

ci − v

(

yi

wi

)

− ci+1 + v

(

yi+1

wi

)]

✇✐t❤ µ1,0 = µ0,1 = µN+1,N = µN,N+1 = 0✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✿

✾



ci : πiδ
i − λπi + µi,i−1 − µi+1,i − µi−1,i + µi,i+1 = 0

yi : πiδ
iv

′

(

yi
wi

)

1
wi

− λπi + µi,i−1v
′

(

yi
wi

)

1
wi

− µi+1,iv
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

−µi−1,iv
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

+ µi,i+1v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 0

❇② ❞❡✜♥✐♥❣ Ψi = µi,i−1−µi−1,i ❢♦r i = 2, ..., N ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ Ψ1 = 0✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡❀

πiδ
i − λπi +Ψi −Ψi+1 = 0 ❢♦r ❛❧❧ i

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞ λ = 1✳ ❇② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❡♥t ♦♥❡✱ ✐t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛❧❧ Ψi ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs µi✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ ✇❡ ❤❛✈❡❀

Ψi = βi−1 − Fi−1

❛♥❞ t❤❡ IC ❝♦♥str❛✐♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs µ✬s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②❀

µi,i−1 = max(0,Ψi) µi−1,i = −min(0,Ψi)

t❤❡♥❀ ✐❢ Ψi > 0✱ ❞♦✇♥✇❛r❞ ICi,i−1 ✐s ❜✐♥❞✐♥❣✱

✐❢ Ψi < 0✱ ✉♣✇❛r❞ ICi−1,i ✐s ❜✐♥❞✐♥❣✱

❛♥❞ ✐❢ Ψi = 0✱ ♥♦♥❡ ♦❢ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi−1,i ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳

❍❡♥❝❡✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts δ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❤❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

π✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛s

✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷ t❤❡ ❧♦❝❛❧ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡

❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❢♦r ♦t❤❡r IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡

③❡r♦✳



























IC1,2 IC2,1 IC3,1 IC4,1 IC5,1 IC6,1 ... ICN,1

IC1,3 IC2,3 IC3,2 IC4,2 IC5,2 IC6,2 ... ICN,2

IC1,4 IC2,4 IC3,4 IC4,3 IC5,3 IC6,3 ... ICN,3

IC1,5 IC2,5 IC3,5 IC4,5 IC5,4 IC6,4 ... ICN,4

IC1,6 IC2,6 IC3,6 IC4,6 IC5,6 IC6,5 ... ICN,5

... ... ... ... ... ... ... ...

IC1,N IC2,N IC3,N IC4,N IC5,N ... ICN−1,N ICN,N−1



























■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st✉❞②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✉♥❞❡r ♥♦ ❜✉♥❝❤✲

✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ ❛ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ■♥ t❤❡

♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣

♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ICi,i+1 ❛♥❞ ICi+1,i ❜✐♥❞s✳

✶✵



Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❛s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt②✑ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❍♦♠❜✉r❣ ✭✷✵✵✷✮✮✳ ■❢ ❛ ❞♦✇♥✲

✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ s❧❛❝❦ ✇❤❡♥

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ❤❛s str✐❝t❧② ♠♦r❡ ✐♥❝♦♠❡ i.e✳ ♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣✳

❋♦r ❛❣❡♥t i ✭✇❤❡r❡ i 6= 1, N✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r r❡❧❡✈❛♥t IC ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ICi−1,i✱ ICi,i−1✱ ICi,i+1✱

ICi+1,i✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜✉♥❝❤✐♥❣ t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ ✭ICi−1,i✱ ICi,i−1✮ ❛♥❞ ✭ICi,i+1✱

ICi+1,i✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❆❧s♦ ✐❢ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi,i+1 ❜✐♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛❣❡♥t i ✇✐❧❧

❜❡ ✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ βi−1✱ βi✱ Fi−1✱ ❛♥❞ Fi✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❜✐♥❞✐♥❣

IC ❝♦♥str❛✐♥ts ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥✐♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❇✐♥❞✐♥❣ IC ❈♦♥str❛✐♥ts ❜② ▼♦❞❡❧ P❛r❛♠❡t❡rs

Ψi/Ψi+1 βi > Fi βi < Fi βi = Fi

βi−1 > Fi−1 ICi,i−1 − ICi+1,i ICi,i−1 − ICi,i+1 ICi,i−1

βi−1 < Fi−1 ICi−1,i − ICi+1,i ICi−1,i − ICi,i+1 ICi−1,i

βi−1 = Fi−1 ICi+1,i ICi,i+1 −

❇♦❛❞✇❛② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❆s

t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛❧❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❜✐♥❞✐♥❣

IC ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇② ❝❛❧❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡s t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞

t❤❡② ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♥✐♥❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❥✉st ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛ t♦ ❛ N ✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡

✐s ❛ s✐♠✐❧❛r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙t❛♥t❝❤❡✈❛ ✭✷✵✶✹✮ ✇❤❡r❡ s❤❡ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡

❞♦✇♥✇❛r❞ ❧♦❝❛❧ ♦r ✉♣✇❛r❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❡♥t ✐ ✐s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

v
′

(

yi

wi

)

1

wi

= 1−
µi+1,i

[πiδi + µi,i+1 + µi,i−1]

[

1− v
′

(

yi

wi+1

)

1

wi+1

]

−
µi−1,i

[πiδi + µi,i+1 + µi,i−1]

[

1− v
′

(

yi

wi−1

)

1

wi−1

]

❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r t♦ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✐♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i✳

✶✲✮ ■❢ βi−1 > Fi−1 ❛♥❞ βi > Fi t❤❡♥ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi+1,i ❜✐♥❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡s✐r❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs t♦ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs

✭❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✮✳ ❖♥❧② ❧♦❝❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

✶✶



❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi+1,i

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i+1✳

✷✲✮ ■❢βi−1 > Fi−1 ❛♥❞ βi < Fi t❤❡♥ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi,i+1 ❜✐♥❞✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1. ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

✸✲✮ ■❢ βi−1 > Fi−1 ❛♥❞βi = Fi t❤❡♥ ♦♥❧② ICi,i−1 ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1. ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

✹✲✮ ■❢ βi−1 < Fi−1 ❛♥❞ βi > Fi t❤❡♥ ICi−1,i ❛♥❞ ICi+1,i ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

−
µi+1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥ts i− 1 ❛♥❞ i+ 1✳

✺✲✮ ■❢ βi−1 < Fi−1 ❛♥❞ βi < Fi t❤❡♥ ICi−1,i ❛♥❞ ICi,i+1 ❜✐♥❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧

✉♣✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋ ♦r ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi−1,i

πiδi+µi,i+1

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i− 1✳

✻✲✮ ■❢ βi−1 < Fi−1 ❛♥❞ βi = Fi t❤❡♥ ♦♥❧② ICi−1,i ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i− 1✳

✼✲✮ ■❢ βi−1 = Fi−1 ❛♥❞ βi > Fi t❤❡♥ ♦♥❧② ICi+1,i ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi+1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i+ 1✳

✽✲✮ ■❢ βi−1 = Fi−1 ❛♥❞ βi < Fi t❤❡♥ ♦♥❧② ICi,i+1 ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1. ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

✾✲✮ ■❢ βi−1 = Fi−1 ❛♥❞ βi = Fi t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1. ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❯♥❞❡r ♥♦ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳

✶✲✮ ■❢ β1 > F1 t❤❡♥ ♦♥❧② IC21 ❜✐♥❞s✳

v
′

(

y1
w1

)

1
w1

= 1− µ21

π1δ1

[

1− v
′

(

y1
w2

)

1
w2

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t 2✳ ❙✐♥❝❡ IC21

✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥t 2 ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ♦r ✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ❙♦ ❡✈❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t 2 ✐s

✉♥❞✐st♦rt❡❞✱ ❛❣❡♥t 1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s✳

✷✲✮ ■❢ β1 < F1 t❤❡♥ ♦♥❧② IC12 ❜✐♥❞s✳ v
′

(

y1
w1

)

1
w1

= 1 t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

✸✲✮ ■❢ β1 = F1 t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s♦ ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳

✶✲✮ ■❢ βN−1 > FN−1 t❤❡♥ ♦♥❧② ICN,N−1 ❜✐♥❞s✳

v
′

(

yN
wN

)

1
wN

= 1. ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

✶✷



✷✲✮ ■❢ βN−1 < FN−1 t❤❡♥ ♦♥❧② ICN−1,N ❜✐♥❞s✳

v
′

(

yN
wN

)

1
wN

= 1−
µN−1,N

πN δN

[

1− v
′

(

yN
wN−1

)

1
wN−1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t N−1✳

❙✐♥❝❡ ICN−1,N ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥t N − 1 ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ♦r ✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ❙♦ ❡✈❡♥

t❤❡ ❛❣❡♥t N − 1 ✐s ✉♥❞✐st♦rt❡❞✱ ❛❣❡♥t N ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✳

✸✲✮ ■❢ βN−1 = FN−1 t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❤❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r π ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t

✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r δ✳ ❍❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❛st❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡s❡ 9

♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✱ ✜rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥

❝❛s❡ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ ✐s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✭GDSW ✮ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛①✐♠❛①

❙❲❋ ✐s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❙❲❋ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✭GISW ✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳

✸ ❚❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❇❡♥❝❤♠❛r❦

▼♦st ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ❛ r❡❞✐s✲

tr✐❜✉t✐✈❡ ❞❡s✐r❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs t♦ ❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs ✭♦r ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❛❜❧❡ ❛❣❡♥ts t♦

❧♦✇ ❛❜❧❡ ❛❣❡♥ts✮✳ ❆s ✐t ✐s ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥② s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❛s❡ ✶ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡s✐r❡ ❢r♦♠

❤✐❣❤ ❛❜❧❡ t♦ ❧♦✇ ❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t δi ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②✮✱ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✻✱✶✾✽✼✮✱

❍❡❧❧✇✐❣ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝❤❛✐♥

t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♦♥❧② t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ❜✐♥❞✐♥❣✱ t❤❡r❡❢♦r❡

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛① t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t♦♣ ❛❣❡♥t ✭♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t

t❤❡ t♦♣✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡✳

❚❤✐s r❡s✉❧t tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♣❛tt❡r♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st

❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

◗✉❡st✐♦♥s ♠❛② ❛r✐s❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜✲

❧❡♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ v(.) ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ v
′′′

(.) > 0✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t

R+✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡s❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠✺✳

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs✳ ❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮

❛♥❞ ❇r❡tt ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦ ✭✷✵✶✺✮ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

✺❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡❀ µi+1,iv
′′

(

yi

wi+1

)

1
w2

i+1

−
[

πiδ
i + µi,i−1

]

v
′′

(

yi

wi

)

1
w2

i
< 0 ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞

❛s ✇❡ ❤❛✈❡ v
′′′

> 0 ❛♥❞ µi+1,i = [βi − Fi] < πiδ
i + µi,i−1 = [βi − Fi−1]

✶✸



✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❡r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ❍❡❧❧✇✐❣ ✭✷✵✶✵✮ ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ❡①✐st❡♥❝❡

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦❡r s❡t ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ IC

❝♦♥str❛✐♥ts ICi,i−1 ❛♥❞ ICi+1,i ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

v
′

(

yi

wi

)

1

wi

= 1−
µi+1,i

πiδi + µi,i−1

[

1− v
′

(

yi

wi+1

)

1

wi+1

]

✇❤❡r❡ µi,i−1 = βi−1 − Fi−1✳

❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r µi,i−1 > 0 ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ δi > δj ✐❢

i < j✮ ❛s ✇✐t❤ t❤❡s❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts βi−1 ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ Fi−1✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❢♦r s♦♠❡ s♦❝✐❛❧

✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤♦s❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❝♦♥st❛♥t ❢♦r s♦♠❡ ✇❡✐❣❤ts✮✱

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ µi,i−1 > 0 ❝♦♥❞✐t✐♦♥✻✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✼✮ ❛s

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t♦♦ r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

♣❛tt❡r♥ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts✳

■t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❀

v
′
(

lGD
i

) 1

wi

= 1−
βi − Fi

βi − Fi−1

[

1− v
′

(

wil
GD
i

wi+1

)

1

wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t GD st❛♥❞s ❢♦r ✏❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✑ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥

♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ δi = 0 ❢♦r i 6= 1❀

v
′
(

lRi
) 1

wi

= 1−
1− Fi

1− Fi−1

[

1− v
′

(

wil
R
i

wi+1

)

1

wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t R st❛♥❞s ❢♦r ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝❤❛✐♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♥♦t

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡

✐♠♣❧✐❝✐t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛s❀

T
′

i (yi) = 1− v
′

(

li

wi

)

t❤❡♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡s ❢♦r GDSW ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

T
′

N

(

yGD
N

)

= 0 ❛♥❞

T
′

i

(

yGD
i

)

= βi−Fi

βi−Fi−1

[

1− v
′

(

wil
GD
i

wi+1

)

1
wi+1

]

❛♥❞ ❘❛✇❧s✐❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡❀

T
′

N

(

yRN
)

= 0 ❛♥❞

T
′

i

(

yRi
)

= 1−Fi

1−Fi−1

[

1− v
′

(

wil
R
i

wi+1

)

1
wi+1

]

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ GDSW ❝❛s❡s ♦♥❧② ❞♦✇♥✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡

✻❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡❀ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ 4 t②♣❡s✱ ❛♥❞ πi = 0.25 ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✳ ❆ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s δ = [2, 0.8, 1, 0.2] ✐s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛❜✐❧✐t② ❜✉t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❢♦r ❞♦✇♥✇❛r❞ IC
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✳

✶✹



❜✐♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ✭③❡r♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①✮✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦

✐♠♣♦s❡ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ ❛❣❡♥t i t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛❣❡♥t i + 1 ❢r♦♠ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❛❣❡♥t i ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❤✐s

♦r ❤❡r ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛rts ✐♥ t❤❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠s ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t 1−Fi

1−Fi−1
t❡r♠ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ βi−Fi

βi−Fi−1

t❡r♠✳

T
′

i

(

yGD
i

)

❛♥❞ T
′

i

(

yRi
)

t❛① r❛t❡s ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t i✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥

t❤❡s❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧✐❡s lGD
i ❛♥❞ lRi ✳ ■♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ♠❛②

♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❛① r❛t❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ t❛① r❛t❡s✱

♦♥❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t i ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✐s ♠♦r❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❛♥ ❛♥② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✉♥❞❡r ❘❛✇❧s✐❛♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❡❝♦♥❞ ❜❡st

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧

t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ T
′

i (y
R
i ) ✉♥❞❡r ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

t❛① r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t i✳ ■❢ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t i ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛♥② s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t

δj✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t lGD
i ≥ lRi ✳

❯s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❧❛❜♦✉r✱ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✼✮ ❝♦♥❞✉❝ts

❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜②

❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❛❧②s❡s

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❣❡♥t i✬s s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t δi ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ δi ✇❤✐❧❡ ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♥st❛♥t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛❣❡♥t i ✇✐t❤ ❛❧❧

♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts δj i 6= j s❝❛❧❡❞ ❞♦✇♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦ss

✐♥❝♦♠❡ yN ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ❛❣❡♥t

i ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❧♦✇❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r t❤❡s❡

❛❣❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❣❡♥t i✬s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ❛❣❡♥ts✬ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝♦♥❞ ❜❡st GDSW

✐♥❝♦♠❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❛① r❛t❡s ✉♥❞❡r

❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ❛♥② s❡❝♦♥❞ ❜❡st t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❙♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧

✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛♥② ❛❣❡♥t✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✐♥ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ✐♥ ❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮

❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❘❛✇❧s✐❛♥ t♦ ❛♥② GDSW s❡❝♦♥❞✲❜❡st ✇❡ ❝❛♥

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δj j 6= 1 ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ δ1✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❝❛s❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ δj ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❢♦r t❤❡

❛❣❡♥ts i < j ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ s♦ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❧♦✇❡r t❛① ❢♦r t❤❡s❡

❛❣❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts i ≥ j t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s♦ ✐♥ t❤❡

✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ δj ❛❣❡♥ts i ≥ j ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ❝❤❛♥❣❡✳ ❯♥❞❡r

✶✺



GDSW ✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❛② t❤❛t ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ❛❣❡♥t j ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡ ❛s

t❤❡② ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✐♥ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✼✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s

t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❧❛❜♦✉r ✉t✐❧✐t②✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤✐s

t❤❡♦r❡♠ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❣❡♥t j✬s s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t δj ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ δ1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧❛❜♦✉r✱ ❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❧❡✈❡❧s✳ ❙♦ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts i < j ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢♦r

❛❣❡♥ts i ≥ j ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡

❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✇❡❛❦❧② s♠❛❧❧❡r ✉♥❞❡r ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ t❤❛♥ ❛♥② ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧

✇❡✐❣❤ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ lGD
i ≥ lRi ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② yGD

i ≥ yRi ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ✇❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❘❛✇❧s✐❛♥ t♦ ❛♥② GDSW ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❝❛s❡ ❧❛❜♦✉r

s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t i ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀

v
′

(li)
1
wi

= 1− βi−Fi

βi−Fi−1

[

1− v
′

(

wili
wi+1

)

1
wi+1

]

❋♦r ❛❣❡♥t i ✐❢ ❛♥② δj ✇✐t❤ j ≤ i ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t❡r♠ βi−Fi

βi−Fi−1
✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❘❛✇❧s✐❛♥

❛♥❞ GDSW ❝❛s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δj ♠❡❛♥s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ δ1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t βi ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ δj t❡r♠✳ ❚❤❡♥

❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ ❛♥② δj ✇✐t❤ j > i ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡♥

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ GDSW ❝❛s❡✳ ❍❡r❡ βi ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧

✇❡✐❣❤t δj ❤❡♥❝❡ βi ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r ✉♥❞❡r GDSW ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❝❛s❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✇❡ ❤❛✈❡❀

βi − Fi

βi − Fi−1

=

[

1− v
′
(

lGD
i

)

1
wi

]

[

1− v
′

(

wil
GD
i

wi+1

)

1
wi+1

] ❛♥❞
1− Fi

1− Fi−1

=

[

1− v
′
(

lRi
)

1
wi

]

[

1− v
′

(

wil
R
i

wi+1

)

1
wi+1

]

s✐♥❝❡ 1−Fi

1−Fi−1
> βi−Fi

βi−Fi−1
✇❡ ❤❛✈❡

[

1− v
′
(

lRi
)

1
wi

]

[

1− v
′

(

wil
R
i

wi+1

)

1
wi+1

] >

[

1− v
′
(

lGD
i

)

1
wi

]

[

1− v
′

(

wil
GD
i

wi+1

)

1
wi+1

]

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (y) =

[

1−v
′
(

y

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y

wi+1

)

1

wi+1

] ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ y ✭♦r l✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r

♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡❀

v
′′

(

y

wi+1

)

1
w2

i+1

[

1− v
′

(

y

wi

)

1
wi

]

− v
′′

(

y

wi

)

1
w2

i

[

1− v
′

(

y

wi+1

)

1
wi+1

]

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜② ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢

v
′

(.)✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t lGD
i > lRi ✭♦r yGD

i > yRi ✮✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ❛❣❡♥t✬s s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t i ❧❛❜♦✉r

s✉♣♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳

✶✻



❲✐t❤ ❛ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ❢r♦♠ ❛❧❧

❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs t❤✐s ♠♦♥❡② t♦ t❤❡ ❧❡❛st ✇❡❧❧✲♦✛ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t②✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞

❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❢♦r ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡

GDSW ❝❛s❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❧❡t t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇♦r❦ ♠♦r❡

❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛♥② GDSW ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢

❛❣❡♥t i ✉♥❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①

r❛t❡s ✉♥❞❡r t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ T
′

i (y
R
i ) ≥ T

′

i (y
GD
i )✳

Pr♦♦❢✳ GDSW ❝❛s❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❡♥t i✿ T
′

i (y
GD
i ) = βi−Fi

βi−Fi−1

[

1− v
′

(

wil
GD
i

wi+1

)

1
wi+1

]

❘❛✇❧s✐❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❡♥t i✿ T
′

i (y
R
i ) =

1−Fi

1−Fi−1

[

1− v
′

(

wil
R
i

wi+1

)

1
wi+1

]

■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δj ❢♦r ❛❣❡♥ts j ≤ i✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡

♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ βi = 1✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t i ✐s ♥♦t

❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❤✐♠s❡❧❢ ♦r ❛ ❧♦✇❡r ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ δj ❢♦r j > i

✐♥❝r❡❛s❡s βi ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ 1 ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ lUi ≥ lRi ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ f(y) =
[

1− v
′

(

y

wi+1

)

1
wi+1

]

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ y ✭♦r l✮ s✐♥❝❡ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ −v
′′

(

y

wi+1

)

1
w2

i+1

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r ❛❣❡♥t i ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ δi = 0 ❢♦r i 6= 1 ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥② GDSW

♦♣t✐♠❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❢♦r ❛❣❡♥t i✳

❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② 1−Fi

1−Fi−1
≥ βi−Fi

βi−Fi−1
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t

βi ≤ 1✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡ t❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❤❛s t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s✐♥❝❡

✇❡ ❤❛✈❡ βN =
N
∑

j=1

πjδ
j = 1✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ P❛r❡t✐❛♥ ❙❲❋✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s

❛❜♦✈❡ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲P❛r❡t✐❛♥ ❙❲❋✳ ❍❡♥❝❡✱ ❘❛✇❧s✐❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①

r❛t❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜♦✉♥❞✳ ❆❜♦✈❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t t❛①

s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧s♦ s❛②s t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ P❛r❡t✐❛♥ ❙❲❋ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧

t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❜♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ❜❡❧♦✇ ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①

s❝❤❡❞✉❧❡s ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐ts❡❧❢✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛① ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❜✐❧✐t② s❡t✉♣✱ ❤♦✇❡✈❡r ❙❡❛❞❡ ✭✶✾✼✼✮

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡

❜♦tt♦♠✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s❡t✉♣ ❤❡ ✉s❡s✳ ■♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡

♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲♦✛ ❛❣❡♥ts ✐s ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❜② t❛①✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡ss r❡✈❡♥✉❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛① ❢♦r t❤❡ ✇♦rst ♦❢ ❛❣❡♥t ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡

❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♠❛ss ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

✶✼



❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛ss ♦❢ ✇♦rst✲♦✛ ❛❣❡♥ts ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥

❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❙❲❋✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐t② ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①

✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ③❡r♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❢♦r t❤❡ t♦♣

❛❣❡♥t ✭❙❛❞❦❛ ✶✾✼✻✱ ❙❡❛❞❡ ✶✾✼✼✮✱ ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❛① r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ❞✐st♦rt

❤✐s ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞

✉♥❞❡r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡r❡ ✇✐❧❧

❛❧✇❛②s ❜❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡r t❤❛♥ ❛♥② ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✉♣✱ t❤❡ ③❡r♦

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❛t t❤❡ t♦♣ r❡s✉❧t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧

✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♣❡r r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤✐❣❤

✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs t♦ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ ✉♣✇❛r❞

■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ❛❣❡♥t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❡❛♥s ❛ ❧♦✇❡r ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♠❛r❣✐♥❛❧

t❛① r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✱ t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s

✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹ ❚❤❡ ▼❛①✐♠❛① ❇❡♥❝❤♠❛r❦

❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡①tr❡♠❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✉♥❞❡r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ ✉♣✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡

❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛❣❡♥t i t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛❣❡♥t

i − 1 ♣r❡t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞

❜❡st ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✭GISW ✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts

❢♦r ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋✳

■♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❛♥❞ GISW ❝❛s❡s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ✉♣✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ICi−1,i ❛♥❞

ICi,i+1 ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

v
′

(

yi

wi

)

1

wi

= 1−
µi−1,i

πiδi + µi,i+1

[

1− v
′

(

yi

wi−1

)

1

wi−1

]

✇❤❡r❡ µi,i+1 = Fi − βi✳

❙♦ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✇❤❡r❡ δi > δj ✐❢ i > j✱ Fi ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ βi ❛♥❞

♠✉❧t✐♣❧✐❡r µi,i+1 ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r s♦♠❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤♦s❡ ❛r❡ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✮✳

❇r❡tt ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣✳ ■♥

t❤✐s s❡t✉♣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✱ t❤❡ t♦♣ ❛❣❡♥t ✈♦t❡s

✶✽



❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✱ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦✉❧❞

❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡② r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✏✐❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✑✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡

❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✼✳

❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s❀

v
′
(

lGI
i

) 1

wi

= 1−
Fi−1 − βi−1

Fi − βi−1

[

1− v
′

(

wil
GI
i

wi−1

)

1

wi−1

]

✇❤❡r❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t GI st❛♥❞s ❢♦r ✏❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✑ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ▼❛①✐♠❛① ♦♣t✐♠❛❧✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ δi = 0 ❢♦r i 6= N ✳

v
′
(

lMi
) 1

wi

= 1−
Fi−1

Fi

[

1− v
′

(

wil
M
i

wi−1

)

1

wi−1

]

✇❤❡r❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t M st❛t❡s ❢♦r ▼❛①✐♠❛① ❙❲❋✳

❆♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s❀

T
′

1

(

yGI
1

)

= 0 ❛♥❞

T
′

i

(

yGI
i

)

= Fi−1−βi−1

Fi−βi−1

[

1− v
′

(

wil
GI
i

wi−1

)

1
wi−1

]

❛♥❞ t❤❡ t❛① r❛t❡s ❢♦r ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ❛r❡❀

T
′

1(y
M
1 ) = 0 ❛♥❞

T
′

i (y
M
i ) = Fi−1

Fi

[

1− v
′

(

wil
M
i

wi−1

)

1
wi−1

]

❋♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❙❲❋ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞

❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛rts ✐♥ t❤❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳ ❲❤❡♥

✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠s ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t Fi−1

Fi
✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ Fi−1−βi−1

Fi−βi−1
✳

❆❧s♦ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥

s❛② t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♠♦r❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ✐♥ ♠❛①✐♠❛①✱ t❤❡♥ ♠❛①✐♠❛①

❙❲❋ ❣✐✈❡s ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡s t❤❛♥ ❛♥② GISW ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ GDSW ❝❛s❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ lMi ≥ lGI
i ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② yMi ≥ yGI

i ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ✇❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ▼❛①✐♠❛① t♦ ❛♥② GISW ✱ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢

❛❣❡♥t i ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀

v
′
(

lGI
i

)

1
wi

= 1− Fi−1−βi−1

Fi−βi−1

[

1− v
′

(

wil
GI
i

wi−1

)

1
wi−1

]

❙✐♥❝❡ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠❛① ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② δN t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s❀

v
′
(

lMi
)

1
wi

= 1− Fi−1

Fi

[

1− v
′

(

wil
M
i

wi−1

)

1
wi−1

]

✼❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡❀

µi−1,iv
′′

(

yi

wi−1

)

1
w2

i−1

− [πiδ
i + µi,i+1]v

′′

(

yi

wi

)

1
w2

i
< 0 ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ✐❢

Fi−1−βi−1

Fi−βi−1
<

v
′′
(

yi
wi

)

1

w2
i

v′′

(

yi
wi−1

)

1

w2
i−1

✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❇r❡tt ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦ ✭✷✵✶✺✮✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❤❛r❞❡r t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r

t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❣❡♥ts ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❤♦❧❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❤♦❧❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠✳

✶✾



❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δj ✇❤❡r❡ j ≥ i✱ βi−1 ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ δj

✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡r❡ j < i✱ t❤❡♥ βi−1 ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡❀

Fi−1

Fi
>

Fi−1−βi−1

Fi−βi−1
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

[

1−v
′

(lMi ) 1

wi

]

[

1−v
′

(

wil
M
i

wi−1

)

1

wi−1

] >

[

1−v
′

(lGI
i ) 1

wi

]

[

1−v
′

(

wil
GI
i

wi−1

)

1

wi−1

]

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(y) =

[

1−v
′
(

y

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y

wi−1

)

1

wi−1

] ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ y ✭♦r l✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r

♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

v
′′

(

y

wi−1

)

1
w2

i−1

[

1− v
′

(

y

wi

)

1
wi

]

− v
′′

(

y

wi

)

1
w2

i

[

1− v
′

(

y

wi−1

)

1
wi−1

]

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜② ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ v
′

(.)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛s

❙❖❈ ✐♠♣❧✐❡s❀

v
′′
(

yi
wi

)

1

w2
i

v
′′

(

yi
wi−1

)

1

w2
i−1

>
Fi−1−βi−1

Fi−βi−1
=

[

1−v
′
(

yi
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yi
wi−1

)

1

wi−1

]

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t lMi > lGI
i ✭♦r yMi > yGI

i ✮✳

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r ❛❣❡♥t i ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡

✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠❛① ❢♦r ❡✈❡r②❜♦❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①

r❛t❡✳ ❙✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r GDSW ❝❛s❡✱ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠❛① ❝r✐t❡r✐♦♥

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛♥② GISW ✳ ❙♦ ✇❤✐❧❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✱ ♠❛①✐♠❛① ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❛①

r❛t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐✱ T
′

i (y
GI
i ) ≥ T

′

i (y
M
i )✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✺ ●❡♥❡r❛❧ ❈❛s❡

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥

❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♠❛①✐♠❛① ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡

❘❛✇❧s✐❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳

❲❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ▼❛①✐♠❛① ❙❲❋ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s

✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡

s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s✱ s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡

❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✳ ❲❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❛❜♦✈❡

t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✾ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

■♥ ❝❛s❡s ✷✱✸✱✽✱ ❛♥❞ ✾ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✜rst ❜❡st s♦ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

❛ ③❡r♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ✐♥ ✜rst ❜❡st✱ ❘❛✇❧s✐❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s

✷✵



❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts✳ ❆♥❞✱ ♠❛①✐♠❛① ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡

❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ❜❡st ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✭s✉❜s✐❞✐❡s✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✺ ❝❛s❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❈❛s❡ ✶ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ■♥ Pr♦♣♦s✲

✐t✐♦♥ ✶ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts✳

■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇❤❡♥

✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ❈❧❡❛r❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋ ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

t❛① r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❝❛s❡ ✶✳

❲❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❝❛s❡ ✺ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛①✐♠❛① ❝♦♥st✐t✉t❡s

❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s

❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ✐♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✺ ✇❡ ❤❛✈❡

♥❡❣❛t✐✈❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts✳

❚❤❡♥ ❝❛s❡s ✹✱✻✱ ❛♥❞ ✼ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳

■♥ ❝❛s❡ ✻ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ICi−1,i ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s❀

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

❛❣❡♥t i− 1✳ ❆❣❡♥t i− 1 ✐s ✉♥❞✐st♦rt❡❞ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛s❡ ✷ ✭ICi−1,i−2; ICi−1,i✮ ♦r ❝❛s❡ ✽ ✭ICi−1,i✮✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛s❡ ✺ ✭ICi−2,i−1; ICi−1,i✮ ❛❣❡♥t i− 1 ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✳ ❙♦ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡

❛❣❡♥t i ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❛♥❞ t❤✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡

♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳

■♥ ❝❛s❡ ✼ ♦♥❧② ICi+1,i ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s❀

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi+1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

❛❣❡♥t i+ 1✳ ❆❣❡♥t i+ 1 ✐s ✉♥❞✐st♦rt❡❞ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛s❡ ✷ ✭ICi+1,i; ICi+1,i+2✮ ♦r ❝❛s❡ ✸ ✭ICi+1,i✮✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛s❡ ✶ ✭ICi+1,i; ICi+2,i+1✮ ❛❣❡♥t i + 1 ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ❙♦ ✐♥ ❛♥②

❝❛s❡ ❛❣❡♥t i ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞ t❤✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡✳

■♥ ❝❛s❡ ✹✱ ICi−1,i ❛♥❞ ICi+1,i ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s❀ v
′

(

yi
wi

)

1
wi

=

1−
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

−
µi+1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥ts

i − 1 ❛♥❞ i + 1✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ✻✱ ❢r♦♠ ❛❣❡♥t i − 1 ✇❡ ❦♥♦✇ ❢♦r s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥

✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝t ❢♦r ❛❣❡♥t i✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ✼ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛

❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ ❛❣❡♥t i+ 1✳ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜✉t

t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐t ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡

❤❛✈❡ ❛ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ✇✐t❤ δ = [1, 0, 0, ..., 0]✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ s♦♠❡

δj ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ δ1✳ ❆❢t❡r t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡

❛❣❡♥ts ✇❤❡r❡ i ≥ j✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❜❡❧♦✇ ❛❣❡♥t j ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■❢

t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δj ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡
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✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❡✛❡❝t ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥

t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡✳

❋♦r ❛❣❡♥t i✱ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❡✛❡❝t✳ ■❢

❧♦✇❡r ❛❜❧❡ ❛❣❡♥ts✬ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥

❢♦r ❛❣❡♥t i✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥② ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❛❜❧❡ ❛❣❡♥ts ♠❡❛♥s ❛ ❧♦✇❡r

❞♦✇♥✇❛r❞ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛❣❡♥t i✳ ❙♦ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❘❛✇❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥

✉♣✇❛r❞ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛❣❡♥t i✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ✉♥❞❡r ❘❛✇❧s ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛

❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡

♠❛①✐♠❛① ❙❲❋ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ✐♥ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s❡s ♦♥❧② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡

s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❢♦r t❤❡ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✺✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ lMi ≥ li ≥ lRi ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② yMi ≥ yi ≥ yRi ✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ T
′

i (y
R
i ) ≥ T

′

i (yi) ≥ T
′

i (y
M
i )✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

❍❡♥❝❡✱ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✳ ❆♥② s❡❝♦♥❞ ❜❡st

P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s

s❡t✉♣ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r ✉s✉❛❧

▼✐rr❧❡❡s✐❛♥ s❡t✉♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛① r❛t❡✱ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t♦t❛❧❧② ❛s ✐♥ GISW ♦r ♣❛rt❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✐♥✈❡rs❡✲❯ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡

s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❣✐✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ t♦ ♠✐❞❞❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡❛r♥❡rs✱

t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts✳

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ s♦♠❡

❝❛s❡s ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤

t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

✻ ❖♣t✐♠❛❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇✉♥❝❤✐♥❣

❇✉♥❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧

t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ ❇♦❛❞✇❛② ❡t ❛❧✳✭✷✵✵✷✮✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛❧❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱

❤❡♥❝❡ ❜♦t❤ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▲❡♠♠❛

✸ s❤♦✇s t❤❛t ✉♥❞❡r ♥♦ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ICi,i+1 ❛♥❞ ICi+1,i ❜✐♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❣❡♥ts i

❛♥❞ i+1 r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ✭✐✳❡✳ ❜✉♥❝❤✐♥❣✮ ✐❢ ❜♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✐♥❞

❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐s
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❝❛❧❧❡❞ t❤❡ y = 0 ❜✉♥❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱

❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉♥❝❤❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞

✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ s❡ts ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❛❧

✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts δ ❛♥❞ ❢♦r ❛❣❡♥t s❤❛r❡s π✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❣❡♥t i ❛♥❞

i+ 1✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❛❣❡♥ts

❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i+1 ❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ICi,i+1 ❛♥❞ ICi+1,i ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣

❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r

♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣✳ ❉❡♥♦t❡ yb t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✉♥❝❤❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡♥ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r

❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i+ 1 ❛r❡✿

(i)✿ v
′

(

yb
wi

)

1
wi

[πiδ
i + µi,i−1 + µi,i+1]− µi+1,iv

′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

− µi−1,iv
′

(

yb
wi−1

)

1
wi−1

❂πiδ
i − µi−1,i + µi,i−1 + µi,i+1 − µi+1,i

(i+ 1)✿ v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

[πi+1δ
i+1 + µi+1,i + µi+1,i+2]− µi,i+1v

′

(

yb
wi

)

1
wi

− µi+2,i+1v
′

(

yb
wi+2

)

1
wi+2

= πi+1δ
i+1 − µi,i+1 + µi+1,i + µi+1,i+2 − µi+2,i+1

❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

=
µi−1,i

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi−1

)

1
wi−1

]

−
πi+1δ

i+1+µi+1,i+2

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

+
µi+2,i+1

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+2

)

1
wi+2

]

❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✐❧❛r st❡♣s ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✜rst ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✲

✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❝❛s❡s✳ ❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ▼❛①✐♠❛① ✐s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r

❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦r

✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❋♦r ❛❧❧ i t❤♦s❡ ❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞✱ lGD
b ≥ lRb ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② yGD

b ≥ yRb ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ✇❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❘❛✇❧s✐❛♥ t♦ ❛♥② GDSW ❝❛s❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢

t❤❡ ❛❣❡♥t i ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1− v
′

(

yGD
b

wi

)

1
wi

]

=
µi+2,i+1

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yGD
b

wi+2

)

1
wi+2

]

−
πi+1δ

i+1

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yGD
b

wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ µi,i−1 = βi−1 − Fi−1

❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ µi,i−1 ✇❡ ❤❛✈❡❀

✷✸



[

1− v
′

(

yGD
b

wi

)

1
wi

]

= βi+1−Fi+1

βi−Fi−1

[

1− v
′

(

yGD
b

wi+2

)

1
wi+2

]

−
πi+1δ

i+1

βi−Fi−1

[

1− v
′

(

yGD
b

wi+1

)

1
wi+1

]

■♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ δi = 0 ❡①❝❡♣t ❛❣❡♥t 1✿
[

1− v
′

(

yR
b

wi

)

1
wi

]

= 1−Fi+1

1−Fi−1

[

1− v
′

(

yR
b

wi+2

)

1
wi+2

]

❋✐rst✱ s✉♣♣♦s❡ ❛♥② δj ✇❤❡r❡ j ≤ i ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst

❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ βi+1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s δj✱ ❛♥❞ ❛♥②

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ δj ♠❡❛♥s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ δ1✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡

❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s✳

❙❡❝♦♥❞✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ δj ✇❤❡r❡ j > i+ 1✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ③❡r♦✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡ ❜♦t❤ βi+1 ❛♥❞ βi t❡r♠s ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡✳ ❇② ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yGD
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yGD
b
wi

)

1

wi

] = βi−Fi−1

βi+1−Fi+1
= π1δ

1−Fi−1

π1δ1−Fi+1
>

1−Fi−1

1−Fi+1
=

[

1−v
′

(

yR
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

❜② ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ v(.) ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ yGD
b > yRb ✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣ ❛♣♣❡❛rs✳ ■♥ ♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣

✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ δi+1 ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ ❛❣❡♥t i+1✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ❜✉♥❝❤✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡

✐t ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛❣❡♥t i✱ ✐t ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t i+1 ❛s ✇❡❧❧✳ ❙♦ s✉♣♣♦s❡

δj ✇❤❡r❡ j = i+ 1 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜② ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yGD
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yGD
b
wi

)

1

wi

] = βi−Fi−1

βi+1−Fi+1
+ πi+1δ

i+1

βi+1−Fi+1

[

1−v
′

(

yGD
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yGD
b
wi

)

1

wi

] >
1−Fi−1

1−Fi+1
=

[

1−v
′

(

yR
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

❙✐♥❝❡

[

1−v
′

(

yGD
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yGD
b
wi

)

1

wi

] t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ str✐❝t

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s yGD
b > yRb ✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②❀ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✸ ❛♥❞ ✹ ❜✉♥❝❤❡❞✱ t❤❡♥ ✐❢ δ3 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦

❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ δ4 ✐♥❝r❡❛s❡s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✸ ❛♥❞ ✹✬s ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②

❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥

t✇♦ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞✳ ■❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤❡❞ ❣r♦✉♣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱

t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤❡❞ ❣r♦✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r ❛❜♦✈❡ ❛❣❡♥ts ❛✛❡❝ts t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ ❛❧❧ ❜✉♥❝❤❡❞ ❛❣❡♥ts✳

❆❢t❡r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ ❛❣❡♥t i ✉♥❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ✉♥❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ T
′

i (y
R
i ) ≥ T

′

i (y
GD
i )✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ▼❛①✐♠❛① ❙❲❋ ❛♥❞ ❛♥② ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧

✇❡✐❣❤ts ❝❛s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❋♦r ❛❧❧ i t❤❛t ❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞✱ lMb ≥ lGI
b ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② yMb ≥ yGI

b ✳

✷✹



Pr♦♦❢✳ ❆❣❛✐♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i+1 ❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❋✐rst ♦r❞❡r ♦♣t✐♠❛❧✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❡♥t i ❛♥❞ i+ 1 ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s❀
[

1− v
′

(

yGI
b

wi+1

)

1
wi+1

]

=
µi−1,i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

[

1− v
′

(

yGI
b

wi−1

)

1
wi−1

]

− πiδ
i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

[

1− v
′

(

yGI
b

wi

)

1
wi

]

❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣ µi−1,i = Fi−1 − βi−1 ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1− v
′

(

yGI
b

wi+1

)

1
wi+1

]

= Fi−1−βi−1

Fi+1−βi

[

1− v
′

(

yGI
b

wi−1

)

1
wi−1

]

− πiδ
i

Fi+1−βi

[

1− v
′

(

yGI
b

wi

)

1
wi

]

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ▼❛①✐♠❛① ❝❛s❡✿
[

1− v
′

(

yM
b

wi+1

)

1
wi+1

]

= Fi−1

Fi+1

[

1− v
′

(

yM
b

wi−1

)

1
wi−1

]

❋✐rst✱ s✉♣♣♦s❡ δj ✇❤❡r❡ j ≥ i+ 1 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ βi−1 = βi = 0 t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s✳

❙❡❝♦♥❞✱ s✉♣♣♦s❡ δj ✇❤❡r❡ j < i ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ βi−1 ❛♥❞ βi ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yGI
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yGI
b

wi+1

)

1

wi+1

] = Fi+1−βi

Fi−1−βi−1
>

Fi+1

Fi−1
=

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t yMb > yGI
b ✳

❚❤✐r❞✱ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣✳ ■❢ δj ✇❤❡r❡ j = i ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥ t❤❡

♥♦✲❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❧❛❜♦✉r

s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✉♥❝❤✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ δi ❛✛❡❝ts

❛❣❡♥t i+ 1✱ ✐t ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts ❛❣❡♥t i✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s❀
[

1−v
′

(

yGI
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yGI
b

wi+1

)

1

wi+1

] = Fi+1−βi

Fi−1−βi−1
+ πiδ

i

Fi−1−βi−1

[

1−v
′

(

yGI
b
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yGI
b

wi+1

)

1

wi+1

] >
Fi+1

Fi−1
=

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

❚❤❡

[

1−v
′

(

yGI
b
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yGI
b

wi+1

)

1

wi+1

] t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

t❤❡ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧②✐♥❣ yMb > yGI
b ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❧❡❢t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛

❜✉♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥t i ❛♥❞ i + 1 ✇❡ ❤❛✈❡ ♥✐♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❛♥②

♦❢ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞

❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ ♠❛①✐♠❛① ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❋♦r ❛❧❧ i t❤♦s❡ ❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞✱ lMb ≥ lb ≥ lRb ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② yMb ≥ yb ≥ yRb ✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❋♦r ❛❧❧ b✱ T
′

b(y
R
b ) ≥ T

′

b(yb) ≥ T
′

b(y
M
b )✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

✷✺



❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ tr② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛① ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

✏r❡❛s♦♥❛❜❧❡✑ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❡✣❝✐❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳

✼ ❈♦♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❛✐♠s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② s❡❝♦♥❞ ❜❡st ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡

❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡s ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❙❲❋ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡

s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts

δ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜② ✉s✐♥❣

❛ s♣❡❝✐✜❝ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♣t✐♠❛❧ t❛① ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡s

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ✇❡ s❡❡❦ ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✭♦r ❙❲❋✮ t❤❛t

❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥ ❛♥❞ ❙♣❛❞❛r♦ ✭✷✵✵✽✮ s♦❧✈❡s

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢♦r♠ t❤❛t ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞

✐s♦✲❡❧❛st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s✳

❚❤❡ r❡st ✐s ❥✉st ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s s❡❝♦♥❞

❜❡st ❡✣❝✐❡♥t✳ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥ ❛♥❞ ❙♣❛❞❛r♦ ✭✷✵✵✽✮ ✐s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ❛s t❤❡② ✐♥❢❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠❡✱ t❛① ❛♥❞ ❜❡♥❡✜t ❞❛t❛✳ ❍❡r❡ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❡✣❝✐❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳

❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✭r❡❞✐str✐❜✉t❡ t♦✇❛r❞s ♣♦♦r✮ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✲

✉❧❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ T
′

i (Yi) < T
′

i (Y
R
i ) ❢♦r ❛❧❧ i✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (li, ci) ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts δi ❛s ❢♦❧❧♦✇✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥t

♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t [1 − T
′

i (yi)] =
v
′

(li)
wi

✳ ❙♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧ ✐s

li =
yi
wi

= v
′−1

[wi[1− T
′

i (yi)]]✳ ❖♥❝❡ ✇❡ s♦❧✈❡ ❢♦r ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t❤❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡❀

ci =

{

N
∑

j=1

πjyj +
i−1
∑

a=1

πa

i−1
∑

b=a

[Rb+1]−
N
∑

a=i+1

πa

a
∑

b=i+1

[Rb]

}

✇❤❡r❡ Ri = v( yi
wi
)− v(yi−1

wi
)

❚❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✻✱ ✶✾✽✼✮ ✇❤❡r❡

❤❡ ✉s❡s ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❧❛❜♦✉r ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦

t❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ✇❤❡♥ ❤❡ st✉❞✐❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✽✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡

✽❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❲❡②♠❛r❦ ✭✶✾✽✻✱ ✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✷✻



❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡② s♦❧✈❡ ❛ t✇♦ st❡♣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❛s ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❆♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ T
′

i (yi) ✐s s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❡✣✲

❝✐❡♥t ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts δi t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ T
′

i (yi)✳ ❋r♦♠

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ n − 1 ❡q✉❛t✐♦♥s v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1 −

βi−Fi

βi−Fi−1

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

❢♦r ❛❧❧ i 6= N ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
N
∑

i=1

πiδ
i = 1✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ n ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ n ✉♥❦♥♦✇♥s ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛❧❧ δi ❛s ❜❡❧♦✇✿

δi =

[

1−v
′
(

yi
wi+1

)

1

wi+1

]

[

v
′

(

yi
wi

)

1

wi
−v

′

(

yi
wi+1

)

1

wi+1

] −
πi−1

πi

{

[

1−v
′
(

yi−1

wi−1

)

1

wi−1

]

[

v
′

(

yi−1

wi−1

)

1

wi−1
−v

′

(

yi−1

wi

)

1

wi

]

}

❢♦r ❛❧❧ i 6= N ✳

❛♥❞ δN =
1−

N−1
∑

i=1

δiπi

πN

P❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① t❡r♠s ✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r ✏r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①✑ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡

t❤❛t t❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✭♦r ❝❤♦s❡♥✮ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s

♥♦t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❛ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t

❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡♦r② ✐ts❡❧❢ ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧

t❛① r❛t❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛❣❡♥t✱

♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❧✐❦❡ t❤✐s✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦

✜♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤✐s t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❡st t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❊✈❡♥ ✐t ✐s

❤❛r❞ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s s✉❝❤ ❛ str❛♥❣❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s✐r❡✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②

✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤♦s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✏r❡❛s♦♥❛❜❧❡✑ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳

❋✐rst✱ ❛♥② ❡✣❝✐❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤

❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ str✐❝t❧② ✭✐❢ ♥♦ ❜✉♥❝❤✐♥❣✮ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧

♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡

♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t yi = v
′−1

[wi[1 − T
′

i (yi)]]wi ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥

❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙♦ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣❧② t❤❛t❀

v
′−1

[wi+1[1− T
′

i+1(yi+1)]]wi+1 > v
′−1

[wi[1− T
′

i (yi)]]wi

✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i+1✳

❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡s❀

T
′

i (yi) > 1− v
′

{

v
′−1

[wi+1(1− T
′

i+1(yi+1))]
wi+1

wi

}

1
wi

c1 =

{

N
∑

j=1

πjyj +
∑

[

N
∑

a=j+1

πa

]

[

v
(

wj lj
wj+1

)

− v
(

wj+1lj+1

wj+1

)]

}

ci = c1 +
i−1
∑

j=1

[

v
(

wj+1lj+1

wj+1

)

− v
(

wj lj
wj+1

)]

✷✼



❛♥❞

T
′

i+1(yi+1) < 1− v
′

{

v
′−1

[wi(1− T
′

i (yi))]
wi

wi+1

}

1
wi+1

❙♦ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ T
′

i+1(yi+1) s❡ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r T
′

i (yi)✱ ✇❤✐❧❡ T
′

i (yi)

s❡ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ T
′

i+1(yi+1)✳ ■❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦r ❞❡s✐r❡❞ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡s❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ✉s✉❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①

♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ P❛r❡t✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t t❛①

s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ P❛r❡t✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ r❡str✐❝t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❤❛s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞❀

1−Ωi

1−T
′

i (yi)−Ωi
≥

πi−1

πi
[

T
′

i−1
(yi−1)

1−T
′

i−1
(yi−1)−Ωi−1

]

✇❤❡r❡

Ωi = v
′

[v
′−1

[wi(1− T
′

i (yi))]
wi

wi+1
] 1
wi+1

✳✾

❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❤❛r❡ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r

T
′

i−1✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ T
′

i ✱ s✐♠✐❧❛r❧② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ T
′

i s❡ts t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r T
′

i−1✳

❋♦r t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞

t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧✐❡s ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦♣ ❛❣❡♥t ✐s

✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❡ ✜rst ❜❡st ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②

♦❢ t❤❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❜② li = v
′−1

[wi]✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡

❜✐♥❞✐♥❣ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ❜❡st ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜②

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t❤❡

♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❢ ♥♦t ✇❡ ❝♦✉❧❞

♥♦t s✉♣♣♦rt t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❡✣❝✐❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜② ♦♥❧② ❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦✇♥✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❋♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ❧♦✇❡st✮ ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✱ t❤❡♥

✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ✉♣✇❛r❞ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r

♥♦♥✲r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st s❝❤❡❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛①✱ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t

✾❇② ✉s✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡r✐✈❡❀

v
′

( yi

wi+1
) 1
wi+1

= v
′

{

[v
′−1

[wi(1− T
′

i (yi))]]
wi

wi+1

}

1
wi+1

❛♥❞
v

′

(yi−1

wi
) 1
wi

= v
′

{

[v
′−1

[wi−1(1− T
′

i−1(yi−1))]]
wi−1

wi

}

1
wi

❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t δi✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧
✇❡✐❣❤t δi ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s T

′

i ❛♥❞ T
′

i−1✳

δi =

[

1−v
′
{[

v
′−1

[

wi(1−T
′

i (yi))
]]

wi
wi+1

}

1
wi+1

]

[

1−T
′

i (yi)−v′

{

[v′−1 [wi(1−T
′

i (yi))]] wi
wi+1

}

1
wi+1

] −
πi−1

πi

{

T
′

i−1(yi−1)
[

1−T
′

i−1
(yi−1)−v′

{

[v′−1 [wi−1(1−T
′

i−1
(yi−1))]]

wi−1

wi

}

1
wi

]

}

✷✽



❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ✇✐t❤ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✇♦✉❧❞ ❜❡❀

ci =

{

N
∑

j=1

πjyj +
i−1
∑

a=1

πa

i−1
∑

b=a

[Sb+1]−
N
∑

a=i+1

πa

a
∑

b=i+1

[Sb]

}

✇❤❡r❡ Si = v
(

yi
wi−1

)

− v
(

yi−1

wi−1

)

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛❧❧ δi ❢r♦♠ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

v
′

(

yi

wi

)

1

wi

= 1−
Fi−1 − βi−1

Fi − βi−1

[

1− v
′

(

yi

wi−1

)

1

wi−1

]

❢♦r ❛❧❧ i 6= 1.

❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts❀

δi =

[

1−v
′
(

yi
wi−1

)

1

wi−1

]

[

v
′

(

yi
wi

)

1

wi
−v

′

(

yi
wi−1

)

1

wi−1

] −
πi+1

πi

{

[

1−v
′
(

yi+1

wi+1

)

1

wi+1

]

[

v
′

(

yi+1

wi+1

)

1

wi+1
−v

′

(

yi+1

wi

)

1

wi

]

}

❢♦r ❛❧❧ i 6= N ✳

❛♥❞

δN =
1−

N−1
∑

i=1

δiπi

πN

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t✇♦ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ✈❡r② r♦❜✉st ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ▼❛①✐♠❛① t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡s❡ t✇♦

❝❛s❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛①✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✐♥❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡

❞✐st♦rt✐♦♥s ❢♦r ❛ ✻ t②♣❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ P♦ss✐❜❧❡ ❇✐♥❞✐♥❣ IC ❈♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❙✐❣♥ ♦❢ ❉✐st♦rt✐♦♥s

Cases Distortion Agent 1 Agent 2 Agent 3 Agent 4 Agent 5 Agent 6

1 ❉♦✇♥✇❛r❞ IC2,1 IC2,1, IC3,2 IC3,2, IC4,3 IC4,3, IC5,4 IC5,4, IC6,5 −

7 ❉♦✇♥✇❛r❞ − IC3,2 IC4,3 IC5,4 IC6,5 −

5 ❯♣✇❛r❞ − IC1,2, IC2,3 IC2,3, IC3,4 IC3,4, IC4,5 IC4,5, IC5,6 IC5,6

6 ❯♣✇❛r❞ − IC1,2 IC2,3 IC3,4 IC4,5 −

4 ❆♠❜✐❣✉♦✉s − IC1,2, IC3,2 IC2,3, IC4,3 IC3,4, IC5,4 IC4,5, IC6,5 −

2 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ IC1,2 IC2,1, IC2,3 IC3,2, IC3,4 IC4,3, IC4,5 IC5,4, IC5,6 IC6,5

3 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ − IC2,1 IC3,2 IC4,3 IC5,4 −

8 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ − IC2,3 IC3,4 IC4,5 IC5,6 −

9 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ None None None None None None

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ▼❛①✲

✐♠❛①✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❛① r❛t❡s ❛s ✇❡

❤❛✈❡ li = v
′−1

[wi[1−T
′

i (yi)]]✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❝❛s❡✳

❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❧❡✈❡❧s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥✲

str❛✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ r❡st ✐s ❥✉st ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t✳ ❖♥❝❡

✇❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡♥

✷✾



✇❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳

❚❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦r❦s ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❤❛✈❡ ❛ ③❡r♦

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❋♦r t❤♦s❡ ❝❛s❡s

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts β ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

s❤❛r❡ F ✳ ■♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s❡t✉♣ s✐♥❝❡ t❤❡ IC ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❥✉st ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦♣t✐♠❛❧

✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t✉♣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✭♦r ❛❝t✉❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ t✇♦

❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ P❛r❡t✐❛♥✮✱ t❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣✲

♣❧✐❝❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t♦t❛❧ t❛①❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳

✽ ❚♦t❛❧ ❚❛①❡s

❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ▼❛①✐♠❛① s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ t❛① ♦❢ t❤❡

❧♦✇❡st ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚♦t❛❧ t❛① ♣❛✐❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❤✐s ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥❀

Ti (yi) = yi − ci = wili − ci

❋♦r t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛s❡s ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t ✐ ✇♦✉❧❞ ❜❡❀

ci =

{

N
∑

j=1

πjyj +
i−1
∑

a=1

πa

i−1
∑

b=a

[Rb+1]−
N
∑

a=i+1

πa

a
∑

b=i+1

[Rb]

}

✇❤❡r❡ Ri = v
(

wili
wi

)

− v
(

wi−1li−1

wi

)

❚♦t❛❧ ❚❛① ❛t t❤❡ t♦♣✿

TN(yN) = wN lN − cN = wN lN −

{

N
∑

j=1

πjyj +
N−1
∑

a=1

πa

N−1
∑

b=a

[Rb+1]

}

❛♥❞

∂TN (yN )
∂δk

= wN
∂lN
∂δk

−

{

k−1
∑

j=1

πjwj
∂lj
∂δk

+
k−1
∑

a=1

πa

k−1
∑

b=a

[

∂Rb+1

∂δk

]

}

< 0 ❢♦r ❛❧❧ k✳

❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐❢ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥② s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ t♦t❛❧ t❛① ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳ ❙♦ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ t❛① ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥

s❛② t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ t♦t❛❧ t❛① ❧❡✈❡❧ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦t❛❧ ❚❛①

❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✿

T1(y1) = w1l1 − c1 = w1l1 −

{

N
∑

j=1

πjyj −
N
∑

a=2

πa

a
∑

b=2

[Rb]

}

✸✵



❛♥❞

∂T1(y1)
∂δk

= w1(
∂l1
∂δk

)−

{

k−1
∑

j=1

πjwj
∂lj
∂δk

−
N
∑

a=2

πa

a
∑

b=2

[

∂Rb

∂δk

]

}

> 0 ❢♦r ❛❧❧ k✳

❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✱ ❘❛✇❧s✐❛♥ t♦t❛❧ t❛① ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st

♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♠❛①✐♠❛① ❣✐✈❡s ❛♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t♦♣ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❛♥

✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t✳

■♥ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦t❛❧ t❛① ❢♦r t❤❡ t♦♣ ❛❣❡♥t❀

TN (yN) = wN lN −

{

N
∑

j=1

πjwj
∂lj
∂δk

+
N−1
∑

a=1

πa

N−1
∑

b=a

[

∂Sb+1

∂δk

]

}

❛♥❞

∂TN (yN )
∂δk

= wN
∂lN
∂δk

−

{

k−1
∑

j=1

πjwj
∂lj
∂δk

+
k−1
∑

a=1

πa

k−1
∑

b=a

[

∂Rb+1

∂δk

]

}

> 0 ❢♦r ❛❧❧ k✳

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❛❣❡♥t❀

T1(y1) = w1l1 − c1 = w1l1 −

{

N
∑

j=1

πjwjlj −
N
∑

a=2

πa

a
∑

b=2

[Sb]

}

❛♥❞

∂T1(y1)
∂δk

= w1
∂l1
∂δk

−

{

k−1
∑

j=1

πjwj
∂lj
∂δk

−
N
∑

a=2

πa

a
∑

b=2

[

∂Sb

∂δk

]

}

< 0 ❢♦r ❛❧❧ k✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ✇❡ ❤❛✈❡✿ TN(y
M
N ) ≤ TN(yN) ≤ TN(y

R
N)

❋♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❛❜❧❡ ❛❣❡♥t ✇❡ ❤❛✈❡✿ T1(y
R
1 ) ≤ T1(y1) ≤ T1(y

M
1 )

❚❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❛♥② s❡❝♦♥❞ ❜❡st ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛①

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❝r♦ss ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❙♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ t❛① r❛t❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■t ✐s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✱ s♦ ▼❛①✐♠❛① ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ δ✱ ❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ w✱ ❛♥❞

t❤❡ s❤❛r❡ π ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❧❛st ♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❤❛r❡s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛①

❙❲❋ t♦t❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♥❡❛r ♠❡❞✐❛♥ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s s♦♠❡❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s t❤♦s❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r t❤❡♦r❡♠

❤♦❧❞s ✭❇r❡tt ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦ ✭✷✵✶✺✮✮✳

✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ s❡t✉♣ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r

s❤♦✇s t❤❛t ❘❛✇❧s✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛① s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞

✸✶



❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❆❧s♦ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❡st t❛① s❝❤❡❞✉❧❡

✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

❜✐♥❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ t❛① r❛t❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢

t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✉♣ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜✉t ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡

❜❡tt❡r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✈❡r②

r♦❜✉st ❢♦r r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳

❯♥❞❡r q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✱ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s t♦ s❛t✐s❢② ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤♦✉t

❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝t✱ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①

r❛t❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡❛❦❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❡t✉♣s ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡

❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s✳
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❬✶❪ ❆t❦✐♥s♦♥✱ ❆✳❇✳✱ ✭✶✾✽✸✮✱ ✏❍♦✇ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❙❤♦✉❧❞ ■♥❝♦♠❡ ❚❛① ❇❡❄✑✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✺✱ ❙♦❝✐❛❧

❏✉st✐❝❡ ❛♥❞ P✉❜❧✐❝ P♦❧✐❝②✱ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬✷❪ ❇❛st❛♥✐✱ ❙✳✱ ✭✷✵✶✸✮✱ ✏❯s✐♥❣ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ▼♦❞❡❧ t♦ ❉❡r✐✈❡ ❖♣t✐♠❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❚❛① ❘❛t❡s✑✱

❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✷✵✶✸✿✶✶✱ ❯♣♣s❛❧❛ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❋✐s❝❛❧ ❙t✉❞✐❡s✳

❬✸❪ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❘✳ ❛♥❞ ▼❛❈✉r❞② ❚✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✏▲❛❜♦r ❙✉♣♣❧②✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❆♣✲

♣r♦❛❝❤❡s✑✱ ✐♥ ❖✳ ❆s❤❡♥❢❡❧t❡r ❛♥❞ ❉✳ ❈❛r❞ ✭❡❞s✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▲❛❜♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳

✸✱ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ♣♣✳ ✶✺✺✾✲✶✻✾✺✳

❬✹❪ ❇♦❛❞✇❛②✱ ❘✳✱ ▼❛r❝❤❛♥❞✱ ▼✳✱ P❡st✐❡❛✉✱ P✳✱ ❉❡❧ ▼❛r ❘❛❝✐♦♥❡r♦✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ❘❡❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ▲❡✐s✉r❡✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱

✹✲✹✱ ♣♣✳ ✹✼✺✲✹✾✽✳

❬✺❪ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥✱ ❋✳ ❛♥❞ ❙♣❛❞❛r♦✱ ❆✳✱ ✭✷✵✵✽✮✱ ✏❚❛①✲❜❡♥❡✜t r❡✈❡❛❧❡❞ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✑✱ ❊❯❘✲

❖▼❖❉ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs

❬✻❪ ❇r❡tt✱ ❈✳ ❛♥❞ ❲❡②♠❛r❦✱ ❏✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ✏❱♦t✐♥❣ ❖✈❡r ❙❡❧✜s❤❧② ❖♣t✐♠❛❧ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ■♥❝♦♠❡ ❚❛①

❙❝❤❡❞✉❧❡s✑✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r

❬✼❪ ❈❤♦♥é✱ P✳ ❛♥❞ ▲❛r♦q✉❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮ ✏❖♣t✐♠❛❧ ■♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ▲❛❜♦r ❋♦r❝❡ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✑✱ ❏✳

P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥✳ ✽✾✭✷✲✲✸✮ ✭✷✵✵✺✮ ✸✾✺✲✹✷✺✳

❬✽❪ ❉✐❛♠♦♥❞✱ P✳ ✭✶✾✽✵✮✱ ✏■♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❤♦✉rs ♦❢ ✇♦r❦✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ✶✸✭✶✮✱ ✶✵✶✲✶✶✵✳

❬✾❪ ❉✐❛♠♦♥❞✱ P✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❚❛①❛t✐♦♥✿ ❆♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❯✲❙❤❛♣❡❞ P❛tt❡r♥ ♦❢

❖♣t✐♠❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❚❛① ❘❛t❡s✑✱ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ❱♦❧✳ ✽✽✱ ◆♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✽✸✲✾✺

❬✶✵❪ ❊❜❡rt✱ ❯✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ✏❆ r❡❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❝♦♠❡ t❛①✑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✾✭✶✮✿ ✹✼✲✼✸

❬✶✶❪ ●✉❡s♥❡r✐❡✱ ❘✳✱ ✭✶✾✾✺✮✳ ✏❆ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ P✉r❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❚❛①❛t✐♦♥✑✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝

❙♦❝✐❡t② ▼♦♥♦❣r❛♣❤✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss

❬✶✷❪ ●✉❡s♥❡r✐❡ ❘✳✱ ❙❡❛❞❡ ❏✳ ✭✶✾✽✷✮✱ ✏◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❝♦♥♦♠②✑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✼✿✶✺✼✲✶✼✾

❬✶✸❪ ❍❛♠♠♦♥❞✱ P✳✱ ✭✶✾✼✾✮✱ ✏❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❝♦♥♦♠✲

✐❡s✑✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✹✻✱ ✷✻✸✲✷✽✷✳

❬✶✹❪ ❍❡❧❧✇✐❣✱ ▼✳ ❋✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏❆ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✑✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✶✿✶✹✹✾✲✶✹✼✼✳
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❬✶✺❪ ❍♦♠❜✉r❣✱ ❙✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✏❚❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❚❛①✿ ❘❡st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s✑✳ ❍❛♥♥♦✈❡r

❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛♣❡rs ✭❍❊P✮ ❞♣✲✷✺✷✱ ▲❡✐❜♥✐③ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r✱ ❲✐rts❝❤❛❢ts✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t✲

❧✐❝❤❡ ❋❛❦✉❧tät✳

❬✶✻❪ ❏❛❝q✉❡t✱ ▲✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡ ❚❛①❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ▼❛①✐♠✐♥✿ ❆♥ ❯♣♣❡r ❇♦✉♥❞✑✱

❊❝♦♥♦♠✐❝s ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✸✵✭✹✮✿ ✸✶✺✷✲✸✶✻✵✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✿

❋r♦♠ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi−1,i ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

v
(

yi
wi−1

)

− v
(

yi
wi

)]

−
[

v
(

yi−1

wi−1

)

− v
(

yi−1

wi

)]

≥ 0

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(y) = v
(

y

wi−1

)

− v
(

y

wi

)

✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ② s✐♥❝❡ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡❀

v
′

(

y

wi−1

)

1
wi−1

− v
′

(

y

wi

)

1
wi

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ v(.) ❛♥❞ s♦rt✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ wi >

wi−1✳ ❍❡♥❝❡✱ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi−1,i ✐♠♣❧② yi ≥ yi−1✳ ❘❡✇r✐t❡ ICi,i−1 ❛s ci−ci−1 ≥ v
(

yi
wi

)

−v
(

yi−1

wi

)

s♦ ✐❢ yi ≥ yi−1 t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ci ≥ ci−1. ❙✉♣♣♦s❡ ci = ci−1 ❜✉t yi 6= yi−1✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ICi,i−1 ❛♥❞

ICi−1,i ✇❡ ❤❛✈❡✿ v
(

yi−1

wi

)

≥ v
(

yi
wi

)

❛♥❞ v
(

yi
wi−1

)

≥ v
(

yi−1

wi−1

)

✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t

❤♦❧❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ yi = yi−1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ IC ❝♦♥str❛✐♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡

✈✐♦❧❛t❡❞✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✿

❋✐rst✱ ❧♦❝❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ICi,i−1 ❛♥❞ ICi−1,i−2 ✐♠♣❧✐❡s ❣❧♦❜❛❧

❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ICi,i−2✳ ❋r♦♠ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi−1,i−2 ✇❡ ❤❛✈❡❀

v
(

yi−1

wi

)

− v
(

yi
wi

)

≥ ci−1 − ci

v
(

yi−2

wi−1

)

− v
(

yi−1

wi−1

)

≥ ci−2 − ci−1

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧②

v
(

yi−1

wi

)

− v
(

yi
wi

)

+ v
(

yi−2

wi−1

)

− v
(

yi−1

wi−1

)

≥ ci−2 − ci ✭⋆✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(w) = v
(

yi−2

w

)

− v
(

yi−1

w

)

✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ w s✐♥❝❡ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

v
′
(

yi−1

w

)

yi−1

w2 − v
′
(

yi−2

w

)

yi−2

w2 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ v(.)✳

❚❤❡ ▲❍❙ ♦❢ ✭⋆✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ v
(

yi−1

wi

)

−v
(

yi
wi

)

+v
(

yi−2

wi

)

−v
(

yi−1

wi

)

= v
(

yi−2

wi

)

−v
(

yi
wi

)

❤❡♥❝❡ ICi,i−2 ✐s s❛t✐s✜❡❞✿ v
(

yi−2

wi

)

− v
(

yi
wi

)

≥ ci−2 − ci✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❧♦❝❛❧ ✉♣✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ICi−1,i ❛♥❞ ICi−2,i−1 ✐♠♣❧✐❡s ❣❧♦❜❛❧

✉♣✇❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ICi−2,i✳ ❋r♦♠ ICi−1,i ❛♥❞ ICi−2,i−1 ✇❡ ❤❛✈❡

v
(

yi
wi−1

)

− v
(

yi−1

wi−1

)

≥ ci − ci−1

v
(

yi−1

wi−2

)

− v
(
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≥ ci−1 − ci−2

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧②

v
(

yi
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)

− v
(
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wi−1

)

+ v
(
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)
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❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ▲❍❙ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

v
(

yi
wi−2

)

− v
(

yi−1

wi−2

)

+ v
(

yi−1

wi−2

)

− v
(

yi−2

wi−2

)

= v
(

yi
wi−2

)

− v
(

yi−2

wi−2

)

❤❡♥❝❡ ICi−2,i ✐s s❛t✐s✜❡❞✿

✸✻



v
(

yi
wi−2

)

− v
(

yi−2

wi−2

)

≥ ci − ci−2

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✿

■❢ ❜♦t❤ ICi,i+1 ❛♥❞ ICi+1,i ❜✐♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡❀

ci+1 − v
(

yi+1

wi+1

)

= ci − v
(

yi
wi+1

)

❛♥❞ ci − v
(

yi
wi

)

= ci+1 − v
(

yi+1

wi

)

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧②❀

v
(

yi+1

wi+1

)

− v
(

yi
wi+1

)

= v
(

yi+1

wi

)

− v
(

yi
wi

)

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(w) = v
(

yi+1

w

)

−v
(

yi
w

)

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ w✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ wi+1 > wi✱

t❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧② ✐♥ ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡ i.e. yi+1 = yi ❛♥❞ ci+1 = ci

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿

▼❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❡♥t ✐ ✇✐t❤ GISW ✿

T
′

i (y
GI
i ) = Fi−1−βi−1

Fi−βi−1

[

1− v
′

(

wil
GI
i

wi−1

)

1
wi−1

]

❙✐♥❝❡ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠❛① ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② δN t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s❀

T
′

i (y
M
i ) = Fi−1

Fi

[

1− v
′

(

wil
M
i

wi−1

)

1
wi−1

]

■♥ Proposition ✸ ✇❡ s❤♦✇ ✐❢ δj ✇❤❡r❡ j ≥ i ✐♥❝r❡❛s❡s✱ βi−1 t❡r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦✳ ❙♦ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳

❙♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ δj ✇❤❡r❡ j < i ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡♥ βi−1 ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✐♥ ♠❛①✐♠❛① ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✳

✸✼



Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✿

❚❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi+1,i

[πiδi+µi,i−1+µi,i+1]

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

−
µi−1,i

[πiδi+µi,i+1+µi,i−1]

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡s ✷✱ ✸✱ ✽ ❛♥❞ ✾ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛❣❡♥t i ✇♦✉❧❞ ❜❡

✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ❙♦ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❛♥❞ ▼❛①✐♠❛① ❝❛s❡s s♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

t❛① r❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❧②❀

■♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿ v
′

(

yRi
wi

)

1
wi

= 1− 1−Fi

1−Fi−1

[

1− v
′

(

yRi
wi+1

)

1
wi+1

]

❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✿ v
′

(

yMi
wi

)

1
wi

= 1− Fi−1

Fi

[

1− v
′

(

yMi
wi−1

)

1
wi−1

]

✶✲✮ ■❢ βi−1 > Fi−1 ❛♥❞ βi > Fi t❤❡♥ ICi,i−1 ❛♥❞ ICi+1,i ❜✐♥❞✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi+1,i

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i+1✳
µi+1,i

πiδi+µi,i−1
= βi−Fi

βi−Fi−1
✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 1−Fi

1−Fi−1
✳ ❘❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢

v(.)✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ♠❛①✐♠❛① t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ r❡s✉❧t tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ❢♦r ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳

✹✲✮ ■❢ βi−1 < Fi−1 ❛♥❞ βi > Fi t❤❡♥ ICi−1,i ❛♥❞ ICi+1,i ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

−
µi+1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥ts i − 1 ❛♥❞ i + 1✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡

❞✐st♦rt✐♦♥✳ ■❢ ICi−1,i ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡♥ ❛❣❡♥t i−1 ✐s ❡✐t❤❡r FB ♦r ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞✳ ❚❤❡♥ s❡❝♦♥❞

t❡r♠ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s

♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡
µi+1,i

πiδi
= βi−Fi

πiδi
✳

❘❡s✉❧t ❤♦❧❞s ✉♥❞❡r 1−Fi

1−Fi−1
≥ βi−Fi

πiδi

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ s♦❀ 1−Fi

1−Fi−1
< βi−Fi

πiδi

r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s✿

[πi+1 + ...+ πN ]πiδ
i < πi+1[πi + ...+ πN ][1− δi] + ...+ πN [πi + ...+ πN ][1− δN ]

❜② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡❀

πiδ
i + ...+ πNδ

N < πi + ...+ πN − πi

[πi+1+...+πN ]
[πi+1δ

i+1 + ...+ πNδ
N ]

❲❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ βi−1 < Fi−1 ✐♠♣❧✐❡s πiδ
i + ...+ πNδ

N > πi + ...+ πN

✸✽



✺✲✮ ■❢ βi−1 < Fi−1 ❛♥❞ βi < Fi t❤❡♥ ICi−1,i ❛♥❞ ICi,i+1 ❜✐♥❞✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi−1,i

πiδi+µi,i+1

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

✇❤❡r❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i−1✱ ❛♥❞
µi−1,i

πiδi+µi,i+1
= Fi−1−βi−1

Fi−βi−1

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t i✱ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❘❛✇❧s✐❛♥

❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠❛① ❛♥❞ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✿

■♥ ♠❛①✐♠❛① ✇❡ ❤❛✈❡✿
[

1− v
′

(

yMi
wi

)

1
wi

]

= Fi−1

Fi

[

1− v
′

(

yMi
wi−1

)

1
wi−1

]

❙✐♥❝❡ Fi−1

Fi
≥

Fi−1−βi−1

Fi−βi−1
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

[

1−v
′

(

yMi
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yM
i

wi−1

)

1

wi−1

] ≥

[

1−v
′
(

yi
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yi
wi−1

)

1

wi−1

] t❤❡♥ ❜② ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ v(.) ✇❡ ❤❛✈❡ yMi ≥ yi✳

✻✲✮ ■❢ βi−1 < Fi−1 ❛♥❞ βi = Fi t❤❡♥ ♦♥❧② ICi−1,i ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi−1

)

1
wi−1

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i− 1✱ ❛♥❞
µi−1,i

πiδi
= Fi−1−βi−1

πiδi

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t i✱ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❘❛✇❧s✐❛♥

❝❛s❡✳

❋♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ✇❡ ❤❛✈❡
[

1− v
′

(

yMi
wi

)

1
wi

]

= Fi−1

Fi

[

1− v
′

(

yMi
wi−1

)

1
wi−1

]

❙♦✱ ✐❢ Fi−1

Fi
≥

Fi−1−βi−1

πiδi
r❡s✉❧t ❤♦❧❞s✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡❀ Fi−1

Fi
<

Fi−1−βi−1

πiδi

❜② ✉s✐♥❣ βi = Fi✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ t❡r♠ ❛s [π1 + ...+ πi] < δiπi ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳

✼✲✮ ■❢ βi−1 = Fi−1 ❛♥❞ βi > Fi t❤❡♥ ♦♥❧② ICi+1,i ❜✐♥❞s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1−
µi+1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yi
wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤❡r❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡♥t i+ 1✱

❛♥❞
µi+1,i

πiδi
= βi−Fi

πiδi

❘❡s✉❧t ❤♦❧❞s ✐❢ 1−Fi

1−Fi−1
≥ βi−Fi

πiδi

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡✿ 1−Fi

1−Fi−1
< βi−Fi

πiδi

❜② ✉s✐♥❣ βi−1 = Fi−1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s✿ πi + ... + πN < δiπi✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s

♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ βi−1 = Fi−1 ✐♠♣❧✐❡s πiδ
i + ...+ πNδ

N = πi + ...+ πN ✳

✸✾



Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✿

❚❛❜❧❡ ❆✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ❢♦r ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡ s✉♣♣♦s✐♥❣ ❛❣❡♥t ✸ ❛♥❞ ✹

❜✉♥❝❤❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✻ ❛❣❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ❆✶✿ ❇✐♥❞✐♥❣ IC ❈♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❙✐❣♥ ♦❢ ❉✐st♦rt✐♦♥s ❢♦r ❇✉♥❝❤✐♥❣ ❈❛s❡

Cases Distortion Agent 1 Agent 2 Agent 3 and 4 Agent 5 Agent 6

1 ❉♦✇♥✇❛r❞ IC2,1 IC2,1, IC3,2 (IC4,3, IC3,4)− IC3,2, IC5,4 IC5,4, IC6,5 −

7 ❉♦✇♥✇❛r❞ − IC3,2 (IC4,3, IC3,4)− IC5,4 IC6,5 −

5 ❯♣✇❛r❞ − IC1,2, IC2,3 (IC4,3, IC3,4)− IC2,3, IC4,5 IC4,5, IC5,6 IC5,6

6 ❯♣✇❛r❞ − IC1,2 (IC4,3, IC3,4)− IC2,3 IC4,5 −

4 ❆♠❜✐❣✉♦✉s − IC1,2, IC3,2 (IC4,3, IC3,4)− IC2,3, IC5,4 IC4,5, IC6,5 −

2 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ IC1,2 IC2,1, IC2,3 (IC4,3, IC3,4)− IC3,2, IC4,5 IC5,4, IC5,6 IC6,5

3 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ − IC2,1 (IC4,3, IC3,4)− IC3,2 IC5,4 −

8 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ − IC2,3 (IC4,3, IC3,4)− IC4,5 IC5,6 −

9 ❯♥❞✐st♦rt❡❞ None None (IC4,3, IC3,4) None None

❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i + 1 ❛r❡ ❜✉♥❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳

❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ 9 ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝❛s❡ ❧❡❛❞s t♦ ❧❡ss ❞♦✇♥✇❛r❞

❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❛✇❧s✐❛♥✱ ❛♥❞ ❧❡ss ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼❛①✐♠❛①✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❙❲❋ ❛♥❞ ❧♦✇❡st ✐♥ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✳

●❡♥❡r❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

=
µi−1,i

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi−1

)

1
wi−1

]

−
πi+1δ

i+1+µi+1,i+2

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

+
µi+2,i+1

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+2

)

1
wi+2

]

❆❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡ ❛r❡❀

✶✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+2,i+1
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

=
µi+2,i+1

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+2

)

1
wi+2

]

−
πi+1δ

i+1

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

✷✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+1,i+2
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

= −
πi+1δ

i+1−µi+1,i+2

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

✸✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi−1,i
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

=
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi−1

)

1
wi−1

]

−
πi+1δ

i+1

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

✹✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi,i−1
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

= −
πi+1δ

i+1

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

✺✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+1,i+2 − ICi−1,i ▼❛①✐♠❛① ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♦♥❡✳

✹✵



[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

=
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi−1

)

1
wi−1

]

−
πi+1δ

i+1+µi+1,i+2

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

✻✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+1,i+2 − ICi,i−1
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

= −
πi+1δ

i+1+µi+1,i+2

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

✼✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+2,i+1 − ICi−1,i
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

=
µi−1,i

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi−1

)

1
wi−1

]

−
πi+1δ

i+1

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

+
µi+2,i+1

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+2

)

1
wi+2

]

✽✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+2,i+1 − ICi,i−1

❘❛✇❧s✐❛♥ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♦♥❡✳
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

=
µi+2,i+1

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+2

)

1
wi+2

]

−
πi+1δ

i+1

πiδi+µi,i−1

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

✾✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1
[

1− v
′

(

yb
wi

)

1
wi

]

= −
πi+1δ

i+1

πiδi

[

1− v
′

(

yb
wi+1

)

1
wi+1

]

❲❡ s❤♦✇❡❞ ❝❛s❡s ✺ ❛♥❞ ✽ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❙♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳

✶✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+2,i+1

❘❡✇r✐t❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ❛s
[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] =
µi+2,i+1

πiδi+µi,i−1

[

1−v
′

(

yR
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] −
πi+1δ

i+1

πiδi+µi,i−1

= 1−Fi+1

1−Fi−1

[

1−v
′ yR

b
wi+2

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

]

ICi+1i − ICii+1 − ICi+2i+1 ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
[

1−v
′

(

y1
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi+1

)

1

wi+1

] =
µi+2,i+1

πiδi

[

1−v
′

(

y1
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi+1

)

1

wi+1

] −
πi+1δ

i+1

πiδi

= βi+1−Fi+1

πiδi

[

1−v
′

(

y1
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi+1

)

1

wi+1

] −
πi+1δ

i+1

πiδi

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i + 1✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦✇♥✇❛r❞

❞✐st♦rt❡❞ ♦r ✇❤✐❧❡ ❛❣❡♥t i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❛❣❡♥t i+1 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✳ ■❢ ❛❣❡♥t

i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ i+ 1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

y1
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi+1

)

1

wi+1

] <
[

1− v
′

(

yR
b

wi

)

1
wi

] [

1− v
′

(

yR
b

wi+1

)

1
wi+1

]

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s y1b > yRb .

■❢ ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥ ✐ts ❜❡tt❡r t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s❀
[

1−v
′

(

y1
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi

)

1

wi

] = πiδ
i

µi+2i+1
+ πi+1δ

i+1

µi+2,i+1

[

1−v
′

(

y1
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi

)

1

wi

] = πiδ
i+πi+1δ

i+1∗A

βi+1−Fi+1
✇❤❡r❡ A > 1 ❛♥❞

❘❛✇❧s✐❛♥❀

✹✶



[

1−v
′

(

yR
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

] =
πiδ

i+µi,i−1

µi+2,i+1
+ πi+1δ

i+1

µi+2,i+1

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

] = 1−Fi−1

1−Fi+1

✐❢ πiδ
i+πi+1δ

i+1

βi+1−Fi+1
≥

1−Fi−1

1−Fi+1
t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ y

′

b ≥ yRb ✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ πiδ
i+πi+1δ

i+1

βi+1−Fi+1
<

1−Fi−1

1−Fi+1

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s πiδ
i+πi+1δ

i+1

βi+1−Fi+1
< πi+...+πN

πi+2+...+πN

[πiδ
i + πi+1δ

i+1][πi+2 + ...+ πN ] < [βi+1 − Fi+1][πi + ...+ πN ]

0 < [βi−1 − Fi+1][πi + ...+ πN ] + [πiδ
i + πi+1δ

i+1][πi + πi+1]

s✐♥❝❡ βi−1 = Fi−1 r❡✇r✐t❡ ❛s

0 < [πi + πi+1][πiδ
i + πi+1δ

i+1]− [πi + πi+1][πi + ...+ πN ]

0 < [πi + πi+1][βi+1 − 1] ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡❀ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

y1
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi

)

1

wi

] =
µi+2,i+1

πiδi

[

1−v
′

(

y1
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi

)

1

wi

] − πiδ
i

πi+1δi+1

❛♥❞ ❢♦r ♠❛①✐♠❛①❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] = − πiδ
i

πi+1δi+1+µi+1,i+2
+

µi−1,i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

= Fi−1

Fi+1

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

❆❣❛✐♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛s❡s ❢♦r ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i + 1✳ ■❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠

❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥ r❡s✉❧t tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ❛s ✐♥ ♠❛①✐♠❛① t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r

❜♦t❤ ❛❣❡♥ts✳ ■❢ ❛❣❡♥t i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i+1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
[

1−v
′

(

y1
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y1
b

wi

)

1

wi

] <

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s yMb > y1b ✳

✷✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+1,i+2
[

1−v
′

(

y2
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y2
b

wi+1

)

1

wi+1

] = −
πi+1δ

i+1+µi+1,i+2

πiδi

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] >

[

1−v
′

(

y2
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y2
b

wi+1

)

1

wi+1

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s y2b > yRb ✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛① ❝❛s❡✱ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s❀
[

1−v
′

(

y2
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y2
b

wi

)

1

wi

] = − πiδ
i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

✹✷



❛❣❛✐♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] >

[

1−v
′

(

y2
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y2
b

wi

)

1

wi

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s yMb > y2b ✳

✸✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi−1,i
[

1−v
′

(

y3
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi+1

)

1

wi+1

] =
µi−1,i

πiδi

[

1−v
′

(

y3
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi+1

)

1

wi+1

] −
πi+1δ

i+1

πiδi

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❇♦t❤ i ❛♥❞ i + 1 ❛r❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✱ ♦r ❛❣❡♥t i ✐s ✉♣✇❛r❞

❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i + 1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✳ ■❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥

t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss ❛s ✐♥ ❘❛✇❧s✐❛♥ ❝❛s❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ■❢ ❛❣❡♥t

i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i+ 1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] >

[

1−v
′

(

y3
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi+1

)

1

wi+1

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s y3b > yRb ✳

❋♦r ▼❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] = − πiδ
i

πi+1δi+1+µi+1,i+2
+

µi−1,i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

=
µi−1,i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

❛♥❞
[

1−v
′

(

y3
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi

)

1

wi

] =
µi−1,i

πi+1δi+1

[

1−v
′

(

y3
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi

)

1

wi

] − πiδ
i

πi+1δi+1

✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳ ■❢ ❛❣❡♥t i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i + 1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞

❞✐st♦rt❡❞ t❤❛♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

y3
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi

)

1

wi

] <

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s yMb > y3b ✳

■❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

] = Fi+1

Fi−1

❛♥❞
[

1−v
′

(

y3
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi+1

)

1

wi+1

] = πi+1δ
i+1

µi−1,i
+ πiδ

i

µi−1,i

[

1−v
′

(

y3
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y3
b

wi+1

)

1

wi+1

] = πi+1δ
i+1+πiδ

i
✯A

µi−1,i
✇❤❡r❡ A > 1✳

❙✉♣♣♦s❡A = 1✱ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ πi+1δ
i+1+πiδ

i

Fi−1−βi−1
>

Fi+1

Fi−1
❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✳

❘❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ t❤❛t❀

✹✸



Fi−1(πi+1δ
i+1 + πiδ

i) > Fi+1Fi−1 − Fi+1βi−1

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ Fi+1 = βi+1✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦

Fi−1(πi+1δ
i+1 + πiδ

i) > βi+1Fi−1 − Fi+1βi−1 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

0 > βi−1[Fi−1 − Fi+1]✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s ❛s Fi+1 > Fi−1✳

✹✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi,i−1

❋r♦♠ ❋❖❈ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

y4
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y4
b

wi+1

)

1

wi+1

] = −
πi+1δ

i+1

πiδi+µi,i−1

s♦ ❛❣❡♥t i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i+ 1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✳

❋♦r ❘❛✇❧s✐❛♥ ✇❡ ❤❛✈❡
[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] =
µi+2,i+1

πiδi+µi,i−1

[

1−v
′

(

yR
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] −
πi+1δ

i+1

πiδi+µi,i−1
= 1−Fi+1

1−Fi−1

[

1−v
′

(

yR
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] >

[

1−v
′

(

y4
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y4
b

wi+1

)

1

wi+1

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s y4b > yRb ✳

❋♦r ▼❛①✐♠❛① ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

y4
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y4
b

wi

)

1

wi

] = −
πiδ

i+µi,i−1

πi+1δi+1

❛♥❞ ▼❛①✐♠❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] = − πiδ
i

πi+1δi+1+µi+1,i+2
+

µi−1,i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

= Fi−1

Fi+1

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′
yM
b
wi

1

wi

] >

[

1−v
′

(

y4
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y4
b

wi

)

1

wi

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t yMb > y4b ✳

✻✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+1,i+2 − ICi,i−1
[

1−v
′

(

y6
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y6
b

wi+1

)

1

wi+1

] = −
πi+1δ

i+1+µi+1,i+2

πiδi+µi,i−1

s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] >

[

1−v
′

(

y6
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y6
b

wi+1

)

1

wi+1

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t y6b > yRb ✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ▼❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡❀

✹✹



[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] >

[

1−v
′

(

y6
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y6
b

wi

)

1

wi

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t yMb > y6b ✳

✼✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1 − ICi+2,i+1 − ICi−1,i
[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

] =
µi+2,i+1

πiδi

[

1−v
′

(

y7
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

] −
πi+1δ

i+1

πiδi
+

µi−1,i

πiδi

[

1−v
′

(

y7
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

]

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i + 1✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✱ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✳ ❚❤✐r❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ❛❣❡♥t

i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i+1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✳ ■❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❛r❡ ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞

t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss✳ ■❢ ❛❣❡♥t i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i+1 ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞

✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] >

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s yRb < y7b ✳

■❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s❀
[

1−v
′

(

yR
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

] = 1−Fi−1

1−Fi+1
✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r s✉r❡✳

[

1−v
′

(

y7
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] = πiδ
i

µi+2,i+1
+ πi+1δ

i+1

µi+2,i+1

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] −
µi−1,i

µi+2,i+1

[

1−v
′

(

y7
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

]

✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t❀

πiδ
i

µi+2,i+1
+ πi+1δ

i+1

µi+2,i+1

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] −
µi−1,i

µi+2,i+1

[

1−v
′

(

y7
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] >
1−Fi−1

1−Fi+1

πiδ
i

µi+2,i+1
+ πi+1δ

i+1

µi+2,i+1
A−

µi−1,i

µi+2,i+1

[

1−v
′

(

y7
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] >
1−Fi−1

1−Fi+1

A > 1 ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙♦ s✉♣♣♦s❡ A = 1 ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ t❤❡♥❀

πiδ
i+πi+1δ

i+1

βi+1−Fi+1
>

1−Fi−1

1−Fi+1
s✉♣♣♦s❡ ♥♦t ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ πiδ

i+πi+1δ
i+1

βi+1−Fi+1
< πi+...+πN

πi+2+...+πN

[πiδ
i + πi+1δ

i+1][πi+2 + ...+ πN ] < [βi+1 − Fi+1][πi + ...+ πN ]

0 < π1δ[πi + ...+ πN ] + πi−1δ
i−1[πi + ...+ πN ] + πiδ

i[πi + πi+1]

+πi+1δ
i+1[πi + πi+1]− Fi+1[πi + ...+ πN ]

0 < [π1δ
1 + πi−1δ

i−1][πi + ...+ πN ] + [πiδ
i + πi+1δ

i+1][πi + πi+1]− Fi+1[πi + ...+ πN ]

0 < [πi + πi+1][βi+1 − 1] + [πi+2 + ...+ πN ][βi−1 − Fi−1]

✹✺



✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ βi+1 < 1 ❛♥❞ βi−1 < Fi−1✳

❋♦r ▼❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] = − πiδ
i

πi+1δi+1+µi+1,i+2
+

µi−1,i

πi+1δi+1+µi+1,i+2

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

= Fi−1

Fi+1

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] =
µi−1,i

πi+1δi+1

[

1−v
′

(

y7
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] +
µi+2,i+1

πi+1δi+1

[

1−v
′

(

y7
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] − πiδ
i

πi+1δi+1

❛❣❛✐♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✸ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ■❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s tr✐✈✐❛❧❧②

❛s ✐♥ ▼❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✉♣✇❛r❞s✳ ■❢ ❛❣❡♥t i ✐s ✉♣✇❛r❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥t i + 1

✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] >

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s yMb > y7b ✳

■❢ ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts i ❛♥❞ i+ 1 ✐s ✉♣✇❛r❞ ❞✐st♦rt❡❞✱ t❤❡♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

] = Fi+1

Fi−1

[

1−v
′

(

y7
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

] = πiδ
i

µi−1,i

[

1−v
′

(

y7
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

] + πi+1δ
i+1

µi−1,i
−

µi+2,i+1

µi−1,i

[

1−v
′

(

y7
b

wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

]

✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡❀

[

1−v
′

(

y7
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

y7
b

wi+1

)

1

wi+1

] >

[

1−v
′

(

yM
b

wi−1

)

1

wi−1

]

[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

πiδ
i

µi−1,i

[

1−v
′
(

yb
wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yb
wi+1

)

1

wi+1

] + πi+1δ
i+1

µi−1,i
−

µi+2,i+1

µi−1,i

[

1−v
′
(

yb
wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yb
wi+1

)

1

wi+1

] >
Fi+1

Fi−1

πiδ
i

µi−1,i
A+ πi+1δ

i+1

µi−1,i
−

µi+2,i+1

µi−1,i

[

1−v
′
(

yb
wi+2

)

1

wi+2

]

[

1−v
′

(

yb
wi+1

)

1

wi+1

] >
Fi+1

Fi−1

A > 1❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙♦ s✉♣♣♦s❡ A = 1 ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀

πiδ
i+πi+1δ

i+1

Fi−1−βi−1
>

Fi+1

Fi−1

Fi−1(πiδ
i + πi+1δ

i+1) > Fi+1(Fi−1 − βi−1) ❙✐♥❝❡ βi+1 > Fi+1 r❡✇r✐t❡ ❛s

Fi−1(πiδ
i + πi+1δ

i+1) > βi+1(Fi−1 − βi−1)

0 > βi−1(Fi−1 − βi+1) ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❢♦r s✉r❡✳

✹✻



✾✲✮ ICi+1,i − ICi,i+1
[

1−v
′

(

y9
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y9
b

wi+1

)

1

wi+1

] = −
πi+1δ

i+1

πiδi

s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yR
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

yR
b

wi+1

)

1

wi+1

] >

[

1−v
′

(

y9
b

wi

)

1

wi

]

[

1−v
′

(

y9
b

wi+1

)

1

wi+1

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t y9b > yRb ✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ▼❛①✐♠❛① ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡❀
[

1−v
′

(

yM
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

yM
b
wi

)

1

wi

] >

[

1−v
′

(

y9
b

wi+1

)

1

wi+1

]

[

1−v
′

(

y9
b

wi

)

1

wi

] ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t yMb > y9b ✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✿

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡✐❣❤t δi ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s T
′

i

❛♥❞ T
′

i−1✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡❀

δi =

[

1−v
′
(

yi
wi+1

)

1

wi+1

]

[

v
′

(

yi
wi

)

1

wi
−v

′

(

yi
wi+1

)

1

wi+1

] −
πi−1

πi

{

[

1−v
′
(

yi−1

wi−1

)

1

wi−1

]

[

v
′

(

yi−1

wi−1

)

1

wi−1
−v

′

(

yi−1

wi

)

1

wi

]

}

✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡❀

v
′

(

yi
wi

)

1
wi

= 1− T
′

i (yi)

yi = wi

[

v
′−1

[

wi(1− T
′

i (yi))
]

]

yi−1 = wi−1

[

v
′−1

[

wi−1(1− T
′

i−1(yi−1))
]

]

P❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ②✐❡❧❞s❀

δi =

[

1−v
′
{[

v
′−1

[

wi(1−T
′

i (yi))
]]

wi
wi+1

}

1

wi+1

]

[

1−T
′

i (yi)−v
′

{

[v′−1 [wi(1−T
′

i (yi))]]
wi

wi+1

}

1

wi+1

]

−
πi−1

πi

{

T
′

i−1
(yi−1)

[

1−T
′

i−1
(yi−1)−v

′

{

[v′−1 [wi−1(1−T
′

i−1
(yi−1))]]

wi−1

wi

}

1

wi

]

}

✹✼


