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r✐❝ t♦♦❧s✱ t❤❡s❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢❛s❤✐♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r❡❝❛sts✱ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✜❧t❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛
♥❛rr♦✇ s❡t ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳ ❲♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜❡②♦♥❞
t❤❡s❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜✐❛s❡s
✐♥t♦ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ♣❛♣❡rs s✉❝❤ ❛s ❈❛♣✐str❛♥ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮ ♥♦t✐♥❣
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❈❛✈❛❧❧♦ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✼✮ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡❛✈✐❧② ❜✐❛s❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦♥❡✬s ♦✇♥
♣❡rs♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❨❡❧❧❡♥ ✭✷✵✶✼✱ ♣✳✶✾✼✮ ♥♦t❡❞✱ ✏♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦
❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ ✇❛②✱ ♣❡r❤❛♣s ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦✈❡r❧♦♦❦ s♦♠❡ ❢❛❝t♦r t❤❛t ✇✐❧❧
r❡str❛✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠✐♥❣ ②❡❛rs✳✑

❲❡ ❛ss❡rt t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ❢❛❝t♦r ✐♥ r❡str❛✐♥✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦✉♥tr②✬s
✐♥❝❡♥t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ t❤❛t ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ✐♥st✐✲
t✉t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ P✉t ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✱ ✐❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s
❛r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ s❤❛♣❡ ✏t❤❡ r✉❧❡s
♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✑ ✭◆♦rt❤✱ ✶✾✾✵✮✱ t❤❡② ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♣❛rt t♦ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✱ ❢♦r

✷



❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥t❤✐♥❦❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❛ ❝♦✉♥tr②
r✐❢❡ ✇✐t❤ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr✉♣t ❥✉❞✐❝✐❛r②✱ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡
♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ❢❛t❤♦♠ ✭♦r ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✮✶✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❜✉✐❧❞s ♦♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ✭❍❛rt✇❡❧❧✱ ✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s
✐t t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ ✐♥st✐t✉✲
t✐♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡s❡ ❡❛r❧✐❡r ♣❛♣❡rs✱
✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ❛♥❞
✉♥t❡st❡❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❧♦♦❦s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛t ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♦r✲
❞❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✕ ❛♥❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
✇❤❡♥ t❤❡s❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❞❡❣r❛❞❡✳ ■t ✐s ♦✉r ❛ss❡rt✐♦♥ t❤❛t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛❝t ❛s
❛ ❝♦rr❛❧ ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❞✉r✐♥❣ ✏♥♦r♠❛❧✑ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❛❧ ♠❛② ❡①♣❛♥❞ ♦r
s❤✐❢t ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♣❛rt✱ t❤❡ s❤❡♣❤❡r❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐s ✇❤❛t
♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ s❡tt✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞s ❛♥❞
❡✈❡♥ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ ♣r✐❝❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢
✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ s✉st❛✐♥❡❞ ❛ss❛✉❧t ❜② ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❧❡❛❞❡r ♦r ♣❛rt②✱
t❤❡♥ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❢♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s❀ ❛❧t❡r♥❛t❡❧②✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❛tt❛❝❦❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛s ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧✐s♠✱ ❜✉t ♠❛② ❡r♦❞❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛❦✐♥ t♦ ❛♥ ✐❝❡❜❡r❣ s❤♦✇✐♥❣
❝r❛❝❦s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ ❝r❛❝❦s ❛♥❞ ♠♦r❡
❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ✉♥♠♦♦r❡❞ ❢r♦♠
♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❣✉❛r❞r❛✐❧s ♦❢ st❛❜❧❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ♠❛② ❝❛✉s❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t♦ ❢❡❡❞ ✐♥ ♦♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥❛r② s♣✐r❛❧s✳

❚❤❡ ❝❡♥t❡r♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢❛s❤✐♦♥❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛♥♦♥✲
✐❝❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♦❢ ❖❧✐✈❡r❛
✭✶✾✻✼❛✱ ✶✾✻✼❜✮✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ✇✐t❤ ✐♥s✐❣❤ts ❢r♦♠ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥s ✭▼✐③✉♥♦✱ ❚❛❦❛②❛s✉✱ ✫ ❚❛❦❛②❛s✉✱
✷✵✵✷❀ ❙③②❜✐s③ ✫ ❙③②❜✐s③✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✼❀ ❙♦r♥❡tt❡✱ ❚❛❦❛②❛s✉✱ ✫ ❩❤♦✉✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ❡①❛♠✐♥❡s ❤♦✇ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ t❛r❣❡t✐♥❣ ♦❢
❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❣♦♦❞ ❢♦r ❣r♦✇t❤✱ ❧❡❛❞s t♦ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❜❡r❡❢t ♦❢ ❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣r♦♣✲
❡rt② r✐❣❤ts✱ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥tr❛❝t ♥❡t✇♦r❦ ✭▲❡✐❥♦♥❤✉❢✈✉❞ ✫ ❍❡②♠❛♥♥✱
✶✾✾✺✮✱ ❤❡❧♣ t♦ ❤♦❧❞ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❤❡❝❦ ✭❙♦r♥❡tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱
❜✉t t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r♦✉♥❞
♠♦♥❡t❛r② ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✭❈❛r❛r❡ ✫ ❙t♦♥❡✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❛ss❡ss✲
♠❡♥t ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ✇❡ s✉r♠✐s❡✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ❜r❡❛❦
t❤r♦✉❣❤ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♥♦t❡❞ ❜② ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❛✱ ✶✾✻✼❜✮
t❤❛♥ t♦ r❡♠❛✐♥ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✕ ❜✉t ♥♦t ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ✕ ♣❛t❤✳

❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✈✐❛ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♦♣❡r❛t❡s ✐s ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✱ ❛s ❛❣❡♥ts t❡♥❞ t♦ ♣❡r❝❡✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t ♦♥ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✮✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s❧♦✇❡r✲♠♦✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✲

✶❈❛✈❛❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧❧✉❞❡ t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t s✉❝❤ ❛s t❤✐s✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢
✇❡❛❦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡ r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s❀ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t ✐❢ t❤✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ♥❡❡❞ t♦
✉♣❞❛t❡ ♦♥❡✬s ♣r✐♦rs ❛♥❞ s♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❧♦✇✳

✸



✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❡ ❧✐♠✐ts
♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝❧❡❛r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❝❛✉s❡s
♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ t♦ s❤♦rt t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❦❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ❛♥❞
♠♦♥❡② q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ P♦❧✐❝②♠❛❦❡rs t❤❡♥ ❢♦❝✉s ♦♥ s❤♦rt t❡r♠ ♣♦❧✐❝✐❡s
t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ♥♦t r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❛t ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❡t
✐♥ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t♦ ♠♦r❡
❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ♦❢ ❍❛rt✇❡❧❧
✭✷✵✶✽✮✳

❲❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡①❡r❝✐s❡✱ ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♠♦♥t❤❧② ❞❛t❛ t♦ ✜♥❞ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❧✐♥❦s ♠♦♥❡t❛r②✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥❛❧✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡
❈P■✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❛t❛ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s s♦♠❡ ♦❢ ✇❤♦ ❤❛✈❡
❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❡✐t❤❡r ❤✐❣❤ ♦r ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛s t❤❡
❦❡② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❞♦
✐♥❞❡❡❞ ♠❛tt❡r ❤✐❣❤❧② ❢♦r ❝♦rr❛❧❧✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤ts ❢♦r ❝❛s❡s
❆r❣❡♥t✐♥❛ ❛♥❞ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✱ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s❀ ❏❛♣❛♥✱ ❧♦✇ ✐♥✢❛t✐♦♥❀ ❯❑
❛♥❞ ❯❙✱ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ P♦❧❛♥❞✱
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳

■♥ s✉♠✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤② ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ❞♦❡s ✕
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✕ ♦❝❝✉r✳

✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❚❤❡♦r②

❚❤❡ ❡①t❛♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠♦♥❡②✱ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞✱ ❛♥❞
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s✱ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠
❈❛❣❛♥✬s ✭✶✾✺✻✮ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇♦r❦✱ ✇✐t❤ ✐ts r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦♥❡②✳
❚❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥
✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ r❡❛❧ ❝❛s❤ ❜❛❧❛♥❝❡s❀ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥
✷✳✶ ✇❤❡r❡M r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♠♦♥❡②✱ P ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣r✐❝❡s✱ πe r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r✐❝❡s✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ γ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

log

(

M

P

)

= γ − πe ✭✷✳✶✮

❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❜❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❙❛r❣❡♥t ❛♥❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ✭✶✾✼✸✮ ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ r❡❛❧ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✭❛ttr✐❜✉t✐♥❣ ✐t t♦ ❈❛❣❛♥
❜✉t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❜s❡♥t ❢r♦♠ ❈❛❣❛♥✬s ♠♦❞❡❧✮✿

log

(

Mt

Pt

)

= απe,t + γY +Φ+ ut ✭✷✳✷✮

❲❤❡r❡✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ α ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❛s πe,t✮ ❛♥❞
♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞✱ γ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

✹



❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠❡ Y ❛♥❞ ♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡s✱ Φ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ut ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ③❡r♦✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡s❡ ❡❛r❧② ♠♦❞❡❧s✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
✇❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞r✐✈❡r ♦❢ ❡❛r❧② ♠♦❞❡❧s✳ ❈❛❣❛♥ ✭✶✾✺✻✮ ♣♦s✐t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❛ ✏❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✑ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡s π ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✷✳✸✳

dπ

dt
= β(π − πe) ✭✷✳✸✮

■♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❙❛r❣❡♥t ❛♥❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ✭✶✾✼✸✮ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❛❣❛♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥t
t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧❛❣ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣❛st ❛❝t✉❛❧ r❛t❡s ♦❢

✐♥✢❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ❧❛❣ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ Xt = log

(

Pt

Pt−1

)

❛♥❞ 0 ≥ λ > 1✿

log

(

Mt

Pt

)

= α(1− λ)
∞
∑

i=0

λiXt−1 + γY +Φ+ ut ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ❦❡② ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❛r❧② ♣❛♣❡rs✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ✶✾✼✵s✱ ✇❛s
t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts r❡✈✐s❡❞ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❛t ❢♦r♠ s✉❝❤ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦♦❦ ❞✉r✐♥❣ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥❛r②
❡♣✐s♦❞❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✱ t❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐♥✢❛t✐♦♥✲
❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❛t ❛❝t♦rs ❢♦r♠❡❞ s❤✐❢t✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢
❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r✐❝❡
♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❙❛r❣❡♥t ❛♥❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ✭✶✾✼✸✮ ❛ss❡rt❡❞ t❤❛t ❈❛❣❛♥✬s ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡
t♦ ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② ❞❡❝❡✐✈❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✮✱ ❛s ✐♥✢❛t✐♦♥ ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❡❞ ♠♦♥❡② ❝r❡❛t✐♦♥
❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞❀ t❤✐s ✇❛s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t❤❛t ❈❛❣❛♥ ✉t✐❧✐③❡❞✱ ❛s t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡
t❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳

❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡✲❜✉t✲r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡
s♦♠❡✇❤❛t ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ r❛♣✐❞❧②✲✉♥❢♦❧❞✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ❡❛r❧② ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡❞ ❛ st❛❜❧❡ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t t❤❡ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ✜rst ❜② ❏❛❝♦❜s ✭✶✾✼✺✮✱
✇❤♦ ✉s❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❈❛❣❛♥✱ ❇❛rr♦ ✭✶✾✼✵✮✱ ❛♥❞ ❆❧❧❛✐s ✭✶✾✻✻✮ t♦ s❤♦✇
t❤❛t ✐♥✢❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ s❡❧❢✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts s✉❝❝❡ss♦r ✈❛r✐❛♥ts ❤❛❞ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ✐♥ s❤♦❝❦s t♦ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ ♠♦♥❡②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦✱ ✐✳❡✳ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❜✉t ✇✐t❤ ❞r✐❢t✳
❲♦r❦ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ✶✾✾✵s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ♥♦t ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❛t
♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦❝❦s
✇❡r❡ st❛t✐♦♥❛r② ✭❊♥❣st❡❞✱ ✶✾✾✸✱ ✶✾✾✹✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✏st❛t✐♦♥❛r②✑ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ ✏♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱✑ ❛♥❞ ●♦♦❞❢r✐❡♥❞ ✭✶✾✽✷✮
s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦❝❦s ❛✮ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛♥❞ ❜✮ ✇♦✉❧❞ r❡♥❞❡r t❤❡
❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❆ ❜r✐❡❢ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❡♦r② ♦❢
♠♦♥❡②✱ ❝❛♥ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ r♦❧❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦❝❦s✳ ❈❛❣❛♥ ✭✶✾✺✻✮ ✉s❡s

✺



❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♠♦♥❡② ♦❢ t❤❡♦r②✱ ✉s✐♥❣ 1

k
✐♥st❡❛❞

♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇✐t❤ k r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❝❛s❤ ❜❛❧✲
❛♥❝❡s t♦ r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡✐♥t❡r♣r❡t ❈❛❣❛♥ ✉s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❛s✿

m̂+ v̂ = p̂+ ŷ ✭✷✳✺✮

■♥ ❛♥② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧
✐♥t❡r❡st r❛t❡✿

v̂ = a(i) ✭✷✳✻✮

❲❤✐❧❡✱ ❜② t❤❡ ❋✐s❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥

i = a(r) + b(πe) ✭✷✳✼✮

■❢ ✇❡ t❛❦❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t❤✐s ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ✐♥❝♦♠❡
t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ ✷✱ t❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❛②
❜❡ ❝❛st ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢✿

m̂− p̂ = b(πe) ✭✷✳✽✮

❲❤❡r❡ b(πe) ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥② ❢♦r♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❛❣❛♥ ✭✶✾✺✻✮
♦r ❙❛r❣❡♥t ❛♥❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ✭✶✾✼✸✮✳ ❆s ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽ s❤♦✇s✱ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ✐s
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ♠❛✐♥❧② t❤r♦✉❣❤ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r②
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s❀ ✐❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t♦ ♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✈❡❧♦❝✐t②
s❤♦❝❦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈✐❛ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧s✱ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛❜✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
✈❛r✐♦✉s ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ❇♦r❞♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✮✱ ✐♥ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉❝❤
❛s ❛ ❝♦✉♥tr② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦❝❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥st❛❜❧❡ ✭✇✐t❤ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛♥② ❈❛❣❛♥✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②
s❤♦❝❦s ❝❛♥ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥ ✐ts ❢♦r♠✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐s ❛
♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐s♠ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳

❙✉❝❤ ❛ r❡❛❧✐t② ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ ❜② ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❜✱ ♣✳✺✮✱ ✇❤♦ st❛t❡❞ t❤❛t
✏t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❝❤❡♠❛ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✳ ✳ ✳ ✐❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r✐❝❡✲✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♣✉s❤❡❞ ❜❡②♦♥❞
t❤✐s ♣♦✐♥t ❜② s♦♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✱ t❤❡♥ ✭✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡
✐♠♣✉❧s❡ ❢❛❝t♦r✮ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❛♥❞ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳✑ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ❜② ❑❤❛♥ ✭✶✾✼✼✮ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❝❦❧❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥

✷❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ r❡❛❧✐t② ♥❡✐t❤❡r ♥❡❡❞ ❜❡ ③❡r♦✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② t❛❦❡ ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳

✻



❛ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ ♥♦t✐♥❣ ❤♦✇ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸ ✭s❤♦✇♥ ❛s β✮ ❢r♦♠ ❝♦♥st❛♥t t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✭✶✾✼✽✮ ❡①✲
t❡♥❞❡❞ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❝r✐t✐q✉❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❈❛❣❛♥ ❛♥❞ ❙❛r❣❡♥t✲❲❛❧❧❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛s
❛❝t✉❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r✐❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ❜❧♦✇ t♦ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t
♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ st❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❀ ✐❢ ♣r✐❝❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜❡ ❢♦r♠❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❄

❲♦r❦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤❡②❞❛② ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♠♣❡t✉s ❜② ♥❡✇
❡♣✐s♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✶✾✾✵s ✭t❤❡ ❢♦r♠❡r ❨✉❣♦s❧❛✈✐❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ✷✵✵✵s ✭❩✐♠❜❛❜✇❡ ❛♥❞
❱❡♥❡③✉❡❧❛✮✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ♣❧❛②s
✐♥t♦ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✭❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❛t❤s✮✳ ▼✉❝❤ ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡❧✉s✐✈❡ st❛❜❧❡ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤
♠❛♥② ♣✐❡❝❡s ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲❧♦❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❛❣❛♥ ❢❛✐❧s t♦
❡①♣❧❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉r✐♥❣ ❛ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✐ts ❧❛t❡r st❛❣❡s ✭s❡❡ ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧② P❡tr♦✈✐❝ ❛♥❞ ❱✉❥♦s❡✈✐❝ ✭✶✾✾✻✮✱ ❊♥❣st❡❞ ✭✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ ❙♦❦✐❝ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ■♥
❛ s✐♠✐❧❛r ✈❡✐♥✱ ❆s❤✇♦rt❤ ❛♥❞ ❊✈❛♥s ✭✶✾✾✽✮ t❡st❡❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛ str♦♥❣ ❝❛s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r
❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛s ✐♥✢❛t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s✮✳ ❩❤❛♦ ✭✷✵✶✼✮✱ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❈❤✐♥❡s❡ ❤②♣❡r✐♥✲
✢❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✾✹✺✲✹✽✱ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧❡ss
❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ✏♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t✑ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢
✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❑♦st②s❤②♥❛ ✭✷✵✶✷✮ ✉s❡s ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥
s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧✱ s❤♦✇s ❤♦✇ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛r②
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ❛ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ❤❛s ❡♥❞❡❞✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✢❛✲
t✐♦♥✱ ♣r✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❝❧♦s❡❞ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ r❡❛❝t✐♦♥s ❛♥❞
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦❧❡❧② ❜② t❤❡s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭♦r✱ ❛s
✐♥ t❤❡ ❙❛r❣❡♥t✲❲❛❧❧❛♥❝❡ ✭✶✾✼✸✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛❧s♦ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ r♦❧❡✮✳
❖❧✐✈❡r❛✬s ✭✶✾✻✼❜✮ q✉♦t❡ ❛❜♦✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r✐❧s ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣✱ ❛s ❛♥② s❤✐❢t ❢r♦♠ st❛❜✐❧✐t②
t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❢❛✉❧t ♦❢ ✏s♦♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳✑ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② r❡❧② ♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛s s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡✐r ♣❛st tr❡♥❞✱ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②
❛✉t❤♦r✐t②✱ t❤❡ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② t♦ ❛❜s♦r❜ ❡①tr❡♠❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝✲
t♦rs t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡✐r ♦✇♥ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✿ ✐♥ s❤♦rt✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✳

❘❡❝❡♥t ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❞❛♥❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳
❆s ❙♦❦✐❝ ✭✷✵✶✷✱ ♣✳✶✺✼✮ ♥♦t❡s✱ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✏t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧s♦
♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱✑ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ♣❛t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧
♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr② ❝r❡❛t❡s ♠♦♥❡t❛r② ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ s❡ts t❤❡ ❧❡❣❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧✲

✼



✐❝② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✈✐❛
❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣♦❧✐t✲
✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②
♣r♦❝❡ss❡s ✭❍❛rt✇❡❧❧✱ ✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮✱ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt ❛t ❧❡❛st✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s
s❡t t❤❡ ✏r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡s✑ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦♥❡② ✐ts❡❧❢✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞♦❣❡♥✐③✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♠♦♥❡② ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

❲❤✐❧❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♠❛② s❡t t❤❡ ❜r♦❛❞❡r r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ r❡❣❛r❞✐♥❣
♠♦♥❡② ❛♥❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛ ♣♦❧✐t② ♠❛② ❤❛✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐✲
❝✐❡s✱ ✐t ✐s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡rs ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤✱
✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ s❡t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❦❡② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✱
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✱ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s❡tt✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s✱ t❤✉s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♣❧❛②
s✉❜st❛♥t✐❛❧ r♦❧❡s ✐♥ ♣r✐❝❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤✳ ❆s ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✱
t❤♦✉❣❤t ♦❢ ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞ s❡♥s❡ ❛s ❝♦♥tr❛❝t ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❛♥❞ r✐❣❤t ♦❢ ♦✇♥❡rs❤✐♣✱
❜✉t ✐♥ r❡❛❧✐t② ✐s ❛ ✇❡❜ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✭▲❡✐❥♦♥❤✉❢✈✉❞ ✫ ❍❡②♠❛♥♥✱ ✶✾✾✺✮ ✇❤✐❝❤
❜✉ttr❡ss❡s ♠✉❧t✐✲♣❡r✐♦❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♥♦ ❦♥♦✇♥ ♣r❡✲
❡①✐st✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✱ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r②
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❧♦✇❡r ♦r ❞❡❧❛②❡❞ ✈✐❛ t❤✐s ✇❡❜ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s
t❤❛t ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭❛s ❛ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥✮ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② ❛t ❤✐❣❤
❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❣✉❛r❞s ❛❣❛✐♥st ✐♥✢❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s✳ Pr♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❝✐❡t②✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ❦❡❡♣s ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛
❧♦✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ s❡❡ ❛ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ ♦t❤❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■❢
♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s❡✈❡♥ ♠❛❥♦r ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❈❛❣❛♥ ✭✶✾✺✻✮ ❡①❛♠✐♥❡❞✱
✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❤②♣❡r✐♥✲
✢❛t✐♦♥s ❝❛♠❡ ❛❜♦✉t ❛s ❛ ❝❤❛s❡ ❢♦r s❡✐❣♥♦r❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✾✷✶ t♦ ✶✾✷✹ ❝❛♠❡
✉♥❞❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❇♦❧s❤❡✈✐❦ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✉♥✐s♠✱ ●r❡❡❝❡✬s
❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣r♦✢✐❣❛t❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛✉t❤♦r✐t②✱ ✇❤✐❧❡ P♦❧❛♥❞✬s✱
●❡r♠❛♥②✬s✱ ❍✉♥❣❛r②✬s ✜rst✱ ❛♥❞ ❆✉str✐❛✬s ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
✇❛s s❡t ❜② ❛ ♥❡✇ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦✈❡rs❡❡✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ s✉❜s✐❞✐❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
❛ ✭r❡✮♥❡✇✭❡❞✮ ❝♦✉♥tr② ✭❍❛rt✇❡❧❧✱ ✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✐st♦r②✱
❍✉♥❣❛r②✬s s❡❝♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✹✺ ❛♥❞ ✶✾✹✻ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rr❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s♣❡❝t❡r ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐st t❛❦❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❡✈❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts ♦❢
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛❞ ❧✐tt❧❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ✭P❛❛❧✱ ✷✵✵✵✮✳

●✐✈❡♥ t❤✐s r❡❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♠❛② ❤❛✈❡ ❛
s❛❧✉t❛r② ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡♠ ❝♦rr❛❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥
✏❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✑ ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ✈✐❛ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✈✐❛ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤❡r❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜♦t❤ ♣❧❛❝❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥
♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛♥❞ ♦♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t②✿

✽



v̂ =
a(i)

f(Λ)
✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ Λ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ str❡♥❣t❤✳
❚❤✉s✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❦❡❡♣✐♥❣ t✐♠❡

❤♦r✐③♦♥s ❧♦♥❣❡r✱ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♠❛② st❛✈❡ ♦✛ ❡♥❝r♦❛❝❤✐♥❣ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥s ❜②
s❧♦✇✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♠♦r❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss
t♦ ❤♦❧❞ ❝❛s❤✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡✈❡♥ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡r✲t❡r♠✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❏❛♣❛♥✱
✇❤❡r❡ ♠♦♥❡② ❝r❡❛t❡❞ ✐s st✐❧❧ r❡t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢ ✐♥ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✕ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s
❞✉❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ ♣r♦✢✐❣❛t❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✭❑♦②❛♠❛ ✫ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✷✵✶✺❀ ❍❛rt✇❡❧❧✱
✷✵✶✽✮ ✕ t❤❡s❡ ❝❤❡❝❦s ♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❡t t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦♥ ❛♥ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ♣❛t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❛t
♠❡r❡❧② ✇❛s ❛ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ t✉r♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥❛r②
❝❛s❡ ♦❢ ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❜✮✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡♥ ❝♦♥❝❡rt❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡
❧✐tt❧❡ s✉❝❝❡ss ✭❛s ✐♥ ❍✉♥❣❛r②✱ s❤♦✇♥ ✐♥ P❛❛❧ ✭✷✵✵✵✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❇♦❧✐✈✐❛✱ s❡❡ ❙❛❝❤s
✭✶✾✽✻✮✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❢❛♥t❛st✐❝❛❧❧②
❛♥❞ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡str♦②❡❞✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡
♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡❧✐❛♥t ♦♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝✉❡s ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ r❛♣✐❞❧② ❜❛s❡❞
♦♥ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts ✭▼❧❛❞❡♥♦✈✐➣ ✫ P❡tr♦✈✐➣✱ ✷✵✶✵✮✳ ▼♦♥❡②
❞❡♠❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦ ✭♥❡✈❡r r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
♥❡❡❞ ❢♦r ❝❛s❤ ❢♦r s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str✐❝✲
t✉r❡s ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❜② ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❛②♠❡♥t ♦❢ t❛① ❜✐❧❧s✮ ❛♥❞✱
❛s ❑♦st②s❤②♥❛ ✭✷✵✶✷✮ s❤♦✇❡❞✱ t❤✐s ❧✐♥❣❡r✐♥❣ ❞✐str✉st ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝✉❡s ❝❛♥
r❡s✉❧t ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡✈❛t❡❞ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❢❡❛t❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✭❤②♣❡r✮✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❤♦rs❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ❢r❡❡ ❢r♦♠
✐ts ❡♥❝❧♦s❡❞ ♣❛st✉r❡✱ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❞✐❜❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡t ✐t ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦rr❛❧✳

✸ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r②
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s ♠♦♥❡② ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ str❡♥❣t❤✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛s t❤❡
❜❛s✐s ❜② ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❢♦r♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥✲
❛r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❛✮ ❜✉t ❡①t❡♥❞s ✐t t♦
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ✭❤②♣❡r✮✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆t ✐ts ❤❡❛rt✱ ❧✐❦❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✭❤②✲
♣❡r✮✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s✱ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞✳

✸✳✶ ▼♦♥❡t❛r② ♠♦❞❡❧

▼♦♥❡t❛r② ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ❝❛st ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✮✿

Γ =
σ − δ

ǫ+ η
✭✸✳✶✮

✾



✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② s❡❝t♦r ❢❛❝t♦rs ❞❡♣❡♥❞s
❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡❝t♦r❀ǫ =
∂Dt

∂Pt

Pt

St

✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ✭♠♦♥❡②✮✱ η =
∂St

∂Pt

Pt

St

✐s t❤❡

♣r✐❝❡ s✉♣♣❧② ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ✭♠♦♥❡②✮✱ δ =
1

St

∂Dt

∂t
✱ ✐s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ r❛t❡ ♦❢

❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ✭♠♦♥❡②✮ ❛♥❞ σ =
1

St

∂St

∂t
✐s t❤❡ s✉♣♣❧② r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡

❣♦♦❞ ✭♠♦♥❡②✮✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡❝t♦r

❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✭♥♦t❡ t❤❛t t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ǫ+η ❡①♣❛♥❞s
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥❡t❛r② t❤❡♦r✐❡s✱ ❛s ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✮✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♣r✐❝❡s ♠❛② ♠♦✈❡ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❘❡❧❛t✐✈❡
♣r✐❝❡s ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❝♦st✉♠❡rs ♥❡❡❞s ♦r ✇❛♥ts ✐♥ ❛♥
✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣r✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡ss
✇❛♥t❡❞ ♦r ♥❡❡❞❡❞ ♣r♦❞✉❝t❀ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡
s♦✉❣❤t ❣♦♦❞s✳ ❆s s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♦t❤❡r ♠♦t✐✈❡s ♦❢ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐s t♦
s✉♠ ❛ ❢❛❝t♦r πf,t t♦ t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡❝t♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✳
■♥ ❛♥② ❡✈❡♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s t❡r♠ ❛❧s♦ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✳

✸✳✷ ❆ t❛❧❡ ♦❢ t✇♦ ✈❛❧✉❡s

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥❡② q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✭❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✮✱
❛s st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ✐♥
♠❛♥② ✇❛②s✳ ❆s ❡❛r❧② ❛s ✶✾✼✵✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ■❙ ▲▼ ♠♦❞❡❧✱ P♦♦❧
✭✶✾✼✵✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ♠♦♥❡② q✉❛♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s s❡❝t♦r ✈s t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♦♥❡❀ ❤❡♥❝❡✱ ✐t ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ✭♦♥❧②✮ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢♦r ♣♦❧✐❝② ♣r♦♣♦s❡s ✭t♦ ❝♦♥tr♦❧
♣r✐❝❡s ♦r ♦✉t♣✉t✮❀ ♦r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ ❞✐r❡❝t ❝❤❡❝❦ ♦❢ ♣r✐❝❡s ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
M ✭❛s st❛❜❧❡ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❜r♦❦❡ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵s✱ s❡❡ ✭●♦❧❞❢❡❧❞✱ ❋❛♥❞✱ ✫
❇r❛✐♥❛r❞✱ ✶✾✼✻❀ ❲♦♦❞❢♦r❞✱ ✷✵✶✶❀ ●❛❧í ✫ ●❡rt❧❡r✱ ✷✵✵✼✮✮✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛tt❡♥✲
t✐✈❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s
❛✛❡❝t t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦♥❡②
❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t♦ t❤❛t✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ♦❢
t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s s❝❤❡♠❡s✸✱ r❛t❤❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st

✸■♥ ❤✐s st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✱ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♠♣❧② ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✭❛❣❡♥ts ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✮✱ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts❡t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts ♥❡❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡✐r ♦✇♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ ❜❡❧✐❡✈❡
✭❦♥♦✇✮ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✭❲♦♦❞❢♦r❞✱ ✷✵✶✸✮✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❢r❡❡
❣♦♦❞ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

✶✵



✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣r✐❝❡s✳ ❆❣❡♥ts ✐♥✈❡st ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❛② ❛♣♣❡❛r✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
❛r❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♣r❡s❡♥t✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❣♦♦❞ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❜✉t ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s
✐ts ♦✇♥ ❝♦sts ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛❣❡♥ts ♠✉st ♣❡r❝❡✐✈❡ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠
✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡❦ ✐t ♦✉t ✭●r♦ss♠❛♥ ✫ ❙t✐❣❧✐t③✱ ✶✾✽✵✮✳
❇❡r♥❛♥❦❡ ✭✶✾✽✸✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t✱ ✐❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✉✲
❛❜❧❡ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ t❤❡ ♠♦r❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s✳ ❘✐tt❡r ✭✷✵✵✸✮ st❛t❡s t❤❛t✱ ❡✈❡♥
✇✐t❤ ❛ss❡t ♠✐s✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡st♦rs ♠❛② ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❞✉❡ t❤❡ r✐s❦ t❤❛t t❤❡
♣r✐❝❡ ♠❛② t❛❦❡ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ❝♦rr❡❝t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ♠❛② ❣❛t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ss✉❡s t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝
❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r✐❝❡s ❝❤❛♥❣❡s✳ ❲❡ ❡①♣r❡ss t❤✐s ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❣❛t❤❡r✐♥❣ ✭❞❛t❛ ✐♥t❡r❡st✮ ❛s De,t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦
♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s❀ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r✐❝❡s ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣✮
♦♥ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t✳

❲✐❝❦s❡❧❧ ✭✶✾✷✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ✉s❡ ♦❢ ✧❝r❡❞✐t✧ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t②
♦❢ ❜❛s❡ ♠♦♥❡② ✉s❡ ✭M0✮✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦t❤❡r ♠♦♥❡② ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤
❛s M2 ♦r M3✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✭❏✉❞❞ ✫ ❙❝❛❞❞✐♥❣✱ ✶✾✽✷✮ ❛r❡ ❛♥♦t❤❡r
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ✉s❡ ♦❢ M0 ♦r M1✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥tr❛❝t
♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ❛❧❧✉❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶ ❞❡✈❡❧♦♣s ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥❡❝❡ss❛r✐❧② str✉❝t✉r❡❞ ❜② ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✭✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡❣r❡❡s✮ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✭✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✱ t❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ ❙♦r♥❡tt❡ ❡t✳ ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❤♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t ❢♦r♠❛❧✐③❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ✉s❡ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞
❢♦r ♠♦♥❡②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦♥❡② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡s♣❡❝t ♦❢ ♣r♦♣❡rt②
r✐❣❤ts ✭❛ ❝♦r❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❈❧❛❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ✭❈❧❛❣✉❡✱ ❑❡❡❢❡r✱ ❑♥❛❝❦✱ ✫ ❖❧s♦♥✱ ✶✾✾✻✮✱ ✧❝♦♥tr❛❝t✲✐♥t❡♥s✐✈❡
♠♦♥❡②✱✧ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❜❛♥❦✐♥❣ s❡❝t♦r ❛s ❛
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦♥❡②✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t str♦♥❣❡r
✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ✇❤❡♥
♠♦♥❡② ❛♠♦✉♥t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s M2 ♦r M3✳ ❲❡ ✉s❡ Λ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s❀ ❛s t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❡❧❡✈❛t❡ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t♦ ❧♦✇❡r
♠♦♥❡② ✈❡❧♦❝✐t② ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ♦r✱ ❛❧t❡r♥❛t❡❧②✱ s❧♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛t ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s tr✉❧② ❝♦rr❛❧
♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ P✉t ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❧✐✈❡r❛✬s ♠♦❞❡❧ ✭✶✾✻✼❛✮✹✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞
❛♣♣❡❛r ❛s

πm,t = Γ + πf,t ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✧♣✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥✧ πm,t ✭P▼■✮ ❛♥❞ ❛ ✧✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥✢❛t✐♦♥✧ πf,t ✭■❋■✮✳

✹❖❧✐✈❡r❛ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ s❡❝t♦rs✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧✳

✶✶



❋✉rt❤❡r✱ s✉♣♣♦s❡
ˆ(

De,t

Λ

)

t

= ψπm,t−∆t, ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ De,t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s
❛♥❞ ✇❤❡r❡ Λ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✭str❡♥❣t❤✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✳

P❛r❛♠❡t❡r ψ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t s❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉✲

t✐♦♥s
ˆ(

De,t

Λ

)

t
t♦ πm,t−∆t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♣r✐❝❡s ❝❤❛♥❣❡s πf,t ♠❛② ❜❡ ❝❛st ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

πf,t = φ
ˆ(

De,t

Λ

)

t

✭✸✳✹✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡✜♥❡ A ❛s✿

A = φψ ✭✸✳✺✮

❧✐♥❦✐♥❣ πf,t ❛♥❞ πm,t−∆t ✈✐❛ A t❤r♦✉❣❤

πf,t = Aπm,t−∆t ✭✸✳✻✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✸✳✷ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s m ❛♥❞ f ❧❡❛❞ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✳

❆ ♣✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡

πm,t = Γ +Aπm,t−∆t ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡❛s ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ✐t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ❢♦r f ✱

πf,t = AΓ +Aπf,t−∆t ✭✸✳✽✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❧✐✈❡r❛ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✸✳✷✱ πf,t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s❀ ✇✐t❤ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ❛♥❞✴♦r r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❤✐❣❤❡r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♦♥❧②
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
❞✐✛❡r✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r A✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❧✐♥❦ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② s❡tt✐♥❣ ǫ + η = 1✱ δ = ŷ✱ σ = m̂✱ A = 1
❛♥❞ Aπf,t−∆t = v̂ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
t❤❡♦r② ❝✐t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❤❛s ❛♠♦♥❣ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✐♥t❡r❡st r❛t❡s
❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇❡❞ ❜② ❈❛❣❛♥✱ ❛♥❞ ❝r❡❞✐t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✭❲✐❝❦s❡❧❧ ✭✶✾✷✷✮✮❀
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ str❡♥❣t❤ ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
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✸✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦ ♦♥ ♣r✐❝❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ ✐s ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢✉rt❤❡r
❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❛ttr✐❜✉t❡s
✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛s ✇❡❧❧ t♦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t
❝♦♥st✐t✉t❡ A ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❧❛❣s ❛s s❡❡♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ πf,t = Aπm,t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✐♥
✸✳✼ ❧❡❛❞s t♦

πm,t =
Γ

1−A
;πf,t =

AΓ

1−A
✭✸✳✾✮

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❧✐✈❡r❛ πf,t = Aπm,t−∆t ❧❡❛❞s ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡
t♦

dπm,t

dt
+
πm,t

2∆t
=

Γ +Aπm,t+∆t

2∆t
✭✸✳✶✵✮

❆s ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✵ ♠❛② ❜❡ ❝❛st ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡
❣❡t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✿

πm,t = πm,0e

−(t− t0)

2∆t −Be

−(t− t0)

2∆t +B ✭✸✳✶✶✮

✇✐t❤ B =
Γ +Aπm,t+∆t

2∆t
✱

❛♥❞ ❢♦r f

πf,t = πf,0e

−(t− t0)

2∆t −Bfe

−(t− t0)

2∆t +Bf ✭✸✳✶✷✮

✇✐t❤ Bf =
A(Γ + πf,t+∆t)

2∆t
✳

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✷✱ πm,t ❛♥❞ πf,t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✳ ❲❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✷ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ B ❛♥❞ Bf ✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t❤❛t ❢♦r Bf t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡❝t♦r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞
❜② A✳

◆♦t❡ t❤❛t
dπf,t

dπm,t−∆t
= A s❛②s t❤❛t A ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥❀ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ♠♦♥❡② ♠❡❛s✉r❡❞
❜② Γ ❛♥❞ ✐♥ πf,t−∆t✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ f ✐♥✢❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✷ ✐s t❤❛t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷ A
❛✛❡❝ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ Bf ✇❤❡r❡❛s ❢♦r B❀ Γ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② A✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥
❛❣❡♥t ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t A
❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♠♦❞❡❧✭B✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② A✱ ✭Bf ✮✳ ❚❤❡ ❝❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
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♦❢ ❜♦t❤ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s❡❛r❝❤✐♥❣ ♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✉s❡❢✉❧ ♦r ♥❡❝❡ss❛r②✳

■♥ Bf ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❞❡✈❡❧♦♣s❀ ❛s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② str✉❝t✉r❡ ❛✛❡❝ts
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r✐❝❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s✮✱ ❛♥❞
t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐t ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Bf ❛♥❞ B s❤♦✇s t❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ ✭✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢✮
t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ ♣r✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❛✮
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♠✐t
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ s❡❝t♦rs✱
r❛t❤❡r ✐♥st❡❛❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✿ ✐♥ ♦✉r s♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ ♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r A ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞
✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❧✐♥❦s ❢♦r ♣r✐❝❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ❜② ✇❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦✜t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ✇♦r❦
❡①t❡♥❞s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✭❖❧✐✈❡r❛✱ ✶✾✻✼❛✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✹ ❚❤❡ ◗✉❡st ❢♦r ❆

❯♥❞♦✉❜t❡❞❧②✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡
♦❢ ❆✱ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❆ ✈❡❝t♦r
❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❱❊❈▼✮ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
❜♦t❤ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♥❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♠♦♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱
♣r✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❱❊❈▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥ ✐ts ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱
✐t ✉t✐❧✐③❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✜rst t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
❡❝♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧✐t② t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❜✉t ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✺ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❏♦❤❛♥s❡♥ t❡st ✭❏♦❤❛♥s❡♥✱
✶✾✽✽✱ ✶✾✾✶✮✳

❋♦r t❤❡ t❡st ✇❡ ✉s❡

yt = F1yt−1 + F2yt−2 + ...+ Fpyt−p +Gxt + ut ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ yt ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ I(1) ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ xt ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤❧✐❦❡ ❝♦♥st❛♥t✱ tr❡♥❞✱ s❡❛s♦♥❛❧s ♦r ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞✉♠♠✐❡s
❛♥❞ ut ❛r❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳

∆yt = Πyt−1 +

p−1
∑

i=1

Υi∆yt−1 +Gxt + ut ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡

∆yt = Π =

p
∑

i=1

Ai − I,Υi = −

p
∑

j=i+1

Aj ✭✹✳✸✮

✺❚✇♦ ❜② t✇♦ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
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✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ tr❡♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
❊q✉❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❝❡♣t✳

Πyt−1 +Gxt = η(β′yt−1 + ρ0) + α⊥γ0 ✭✹✳✹✮

❯♣♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❢♦r y1,t−1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r❀

y1,t−1 = β2y2,t−1 + ρ0 + ut ✭✹✳✺✮

s♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱

ln

(

De,t

Λ

)

t−1,est

= βm2,estm2t−1 + ρ0 + ut ✭✹✳✻✮

❛♥❞✱

cpit−1 = βDe,t
Λ

,est
ln

(

De,t

Λ

)

t−1,est

+ ρ0 + ut ✭✹✳✼✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❱❊❈▼ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠♦♥t❤❧② ❞❛t❛❜❛s❡
♦❢ s✐① ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❝❤♦s❡♥ ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r t❤❡✐r ✈❛r✐❡❣❛t❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇✐t❤ ✐♥✢❛t✐♦♥✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❆r❣❡♥t✐♥❛✱ ✇❤♦ ❤❛s ❤❛❞ ❛ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡❧❡✲
✈❛t❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❏❛♣❛♥ ✭❉❡ ▼✐❝❤❡❧✐s
✫ ■❛❝♦✈✐❡❧❧♦✱ ✷✵✶✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s s❡❡♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r✐s❦ ♦❢ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❞❡s♣✐t❡ ♣❡r✲
s✐st❡♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡❛s✐♥❣✳ ❆s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t
♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❯❑ ❛♥❞ t❤❡ ❯❙ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛
❝♦✉♥tr② ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✮✱ ♥❛♠❡❧② P♦❧❛♥❞✱ ✐s
✉t✐❧✐③❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ✢✉①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✱
❛ ❝♦✉♥tr② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ ♣❧❛❣✉❡❞ ❜② ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦✉♥tr② r✉♥s ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✷ t♦ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✾✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧✐♠✐ts ♥♦t❡❞ ❜❡✲
❧♦✇✳ ❯t✐❧✐③✐♥❣ ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❛✮✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② M2

✻ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t ✭▼✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ✶✾✻✾❜✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈❤✐❝❛❣♦ r✉❧❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ ♠♦♥❡② q✉❛♥t✐t② ❣r♦✇t❤ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✭▼✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ✶✾✻✾❛✮✳ ❋♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ▼✷ ✼✱

❈P■✽✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
(

De,t

Λ

)

est
✐s

✻πm,t−∆t ∼ M̂2t−∆t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ st❛t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✱ ♥♦t ❡q✉❛❧✱ ❝♦♠♣❛r❡
❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✺ ❛♥❞ ✸✳✹✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s❛②✐♥❣ t❤❛t M2 ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣r✐❝❡s
✭❝❤❛♥❣❡s✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✳

✼❉❛t❛ ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✭❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠ ✭❯❙✮✱ ✷✵✶✷✲
✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✱ ✭❇❛♥❦ ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✱ ✭
❇❛♥❦ ♦❢ ❏❛♣❛♥✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✱ ✭◆❛r♦❞♦✇② ❇❛♥❦ P♦❧s❦✐✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱
✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✱ ✭❇❛♥❝♦ ❈❡♥tr❛❧ ❞❡ ❆r❣❡♥t✐♥❛✱ ✷✵✶✷✲✷✵✷✵✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✱
✭❇❛♥❝♦ ❈❡♥tr❛❧ ❞❡ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❜✮✱ ♠♦♥t❤❧② ❞❛t❛ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱
✇❡ ✉s❡ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳

✽❉❛t❛ s♦✉r❝❡s ❛r❡✿✭❯✳❙✳ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❀
❖✣❝❡ ❢♦r ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❀ P♦rt❛❧ ❙✐t❡ ♦❢ ❖✣❝✐❛❧
❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❏❛♣❛♥✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❀ ●➟ó✇♥② ❯r③→❞ ❙t❛t②st②❝③♥②✱ ✷✵✶✷✲

✶✺



r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ m2t ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ✏♣✉r❡ ♠♦♥❡t❛r②✑ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ πm,t✱ ♦❢
✇❤✐❝❤ m2t ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r
❛ss✉♠❡ t❤❛t m2t ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s
✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✮ ♦❢ Γ✳

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱
(

De,t

Λ

)

est

✾ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s ❛ st❛♥❞✲✐♥ ❢♦r
De,t

Λ
❀ ❛s t❤❡ r❡❛❞❡r r❡❝❛❧❧s

❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ D ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥t❡r❡st✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ s❡❡✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✭❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t②
✐ss✉❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❞✐st✐❧❧✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡① ♣♦st✮✱ t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❤♦❧❡ ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧❧② ✇❡ r❡❧② ♦♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❛t❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ●♦♦❣❧❡ s❡❛r❝❤❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✇❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ✧✐♥✢❛t✐♦♥✧ ✭✐♥
❜♦t❤ ❧♦❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❊♥❣❧✐s❤✮ ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡
●♦♦❣❧❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ✧❞♦❧❧❛r✧✶✵❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦❧❛♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❞❛t❛
♦♥ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ t❡r♠s ✐♥✢❛❝❥❛ ✭✐♥✢❛t✐♦♥✮ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇♦rr✐❡s ❛❜♦✉t ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
♠❛♥✐❢❡st t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ❤✐❣❤❡r s❡❛r❝❤❡s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ t❡r♠s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ✻✲♠♦♥t❤ ♠♦✈✐♥❣
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ✏✐♥✢❛❝❥❛✑ ❝❤❛rt❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛❝t✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❈P■ ✐♥
P♦❧❛♥❞ ②❡❛r✲♦♥✲②❡❛r❀ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ s♦♠❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t② t♦ t❤❡
s❡❛r❝❤❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛r❝❤❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❡r♠ ✏✐♥✢❛✲
t✐♦♥✑ ♣r❡❞❛t❡ ♦r ❛r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
s❡❛r❝❤❡s ❛♥❞ ❈P■ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛t r ❂ ✵✳✹✹✾✽✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✵✳✵✵✶✪
❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛❣ ♦❢ s❡❛r❝❤❡s ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛t ✵✳✹✺✽✾✱ ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡
✵✳✵✵✶✪ ❧❡✈❡❧✮✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣r♦①② ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❚♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✱ Λ✱ ✐s ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✭str❡♥❣t❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥
❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠♦♥t❤❧② ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥tr②
❘✐s❦ ●✉✐❞❡ ✭■❈❘●✮✱ t❤❡✐r ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ✏✜♥❛♥❝✐❛❧ r✐s❦✑ ✭❋❘❘✱ ♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ r✐s❦
r❛t✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❋❘❘ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥tr② ❘✐s❦ ●✉✐❞❡✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞
❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ♦✈❡r❛❧❧
✜♥❛♥❝✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✴♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡ ✐t
✐s ✐♥st❡❛❞ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❝r✉❞❡ ♣r♦①② ❢♦r ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝
♦❢ ❘❛❥❛♥ ✭✶✾✾✽✮✿ t❤❛t ✐s✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢
♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦r ♣r♦✢✐❣❛❝② ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ st❛♥❝❡ t♦✇❛r❞s ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✳

❆s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ t❡st ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r
str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❆❘✶ ♠♦❞❡❧✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❇❛✐ P❡rr♦♥ ✭❇❛✐ ✫
P❡rr♦♥✱ ✶✾✾✽✮ t❡st ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t

✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❀ ■◆❉❊❈ ✭■♥st✐t✉t♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❊st❛❞íst✐❝❛s ② ❈❡♥s♦✱ ✷✵✶✷✲✷✵✷✵✱
✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❀ ❇❛♥❝♦ ❈❡♥tr❛❧ ❞❡ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❛✮
❢♦r t❤❡ ❯❙✱ ❯❑✱ ❏❛♣❛♥✱ P♦❧❛♥❞✱ ❆r❣❡♥t✐♥❛✱ ❱❡♥❡③✉❡❧❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ♥♦t❛t✐♦♥
t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳

✾❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜✐♥❞❡① est t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
✶✵❋♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✉t✐❧✐③❡ ❊✈✐❡✇s✱ ✇❤✐❧❡ ❊①❝❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ✵✳✵✺ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❡①❝❡♣t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✶✻
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●♦♦❣❧❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ✧✐♥✢❛❝❥❛✧ ❈P■ ❝❤❛♥❣❡✱ ②❡❛r t♦ ②❡❛r

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●♦♦❣❧❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ P♦❧❛♥❞ ✈s ❛❝t✉❛❧ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠
◆❛r♦❞♦✇② ❇❛♥❦ P♦❧s❦✐✭◆❇P✮ ❛♥❞ ●♦♦❣❧❡ ❆♥❛❧②t✐❝s✱ ❛✉t❤♦r✬s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✶✼



✇✐t❤ t❤♦s❡ t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡

✷✵✶✺♠✵✹ ❏❛♣❛♥ ♣♦✐♥t ✭❢♦r ln
(

De,t

Λ

)

t
✮ ♠❛② ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ s❧♦✇ r❡❝♦✈❡r② ♣❛t❤

❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ t❛①❡s ❢r♦♠ ✷✵✶✹♠✵✹✱ t❤❡ ✷✵✶✼♠✵✷ ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❯❑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♥❡❛r❧② t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❡①✐t ♠❛♥❞❛t❡✱ t❤❡ ✷✵✶✽♠✵✹ ❢♦r

❆r❣❡♥t✐♥❛ ✭❢♦r ln
(

De,t

Λ

)

t
✮ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❞❛t❡ ✇❤❡♥ ❆r❣❡♥t✐♥❛ ✇❡♥t t♦ t❤❡ ■▼❋

❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝r✐s✐s✳ ❋♦r t❤❡ ✉♥✐t r♦♦t t❡st✶✶ ✇❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡②✲
❋✉❧❧❡r t❡st✳ ❲❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❜✉t ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛t
t❤❡✐r ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢ t❤❡
❧♦♥❣ t❡r♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s A ❜② βDe,t

Λ

, βm2✳ ◆♦t❡ t❤❛t

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t str✐❝t❧② s♣❡❛❦ ♦❢ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s
❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❞❛t❛ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ψ ❛♥❞ φ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②

❱❛r✐❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❯❙ P❧ ❯❦ ❏♣ ❆r

P❡r✐♦❞ ✷✵✶✷♠✵✶ ✷✵✶✷♠✵✷ ✷✵✶✼♠✵✷ ✷✵✶✺♠✵✹ ✷✵✶✽♠✵✹
✷✵✶✾♠✶✷ ✷✵✶✾♠✶✷ ✷✵✶✾♠✶✷ ✷✵✶✾♠✶✷ ✷✵✷✵♠✵✷

ψest ✵✳✸✵✵✶ ✲✵✳✼✻✷✺ ✵✳✺✻✻✵ ✲✷✳✸✹✸✶ ✶✳✼✾✾✹✼✻
st ❞❡✈ ✵✳✶✷✷✻✶ ✵✳✸✷✺✾✶ ✵✳✷✼✶✷✸ ✵✳✺✽✼✵✺ ✵✳✽✸✵✷✸
t✲st✉❞❡♥t ✷✳✹✹✼✾✷ ✲✷✳✸✸✾✼✷ ✷✳✵✽✻✽✸ ✲✸✳✾✾✶✹ ✷✳✶✻✼✹✺

φest ✵✳✻✶✵✽✺✹ ✵✳✶✵✼✻✺✺ ✲✵✳✷✺✹✸✾ ✲✵✳✵✼✶✾✷ ✲✵✳✸✽✾✸✽✷
st ❞❡✈ ✵✳✶✶✼✵✸ ✵✳✵✷✻✼✽ ✵✳✵✹✻✻✺ ✵✳✵✶✶✽✺ ✵✳✶✸✽✼✼
t✲st✉❞❡♥t ✺✳✷✶✾✺✾ ✹✳✵✶✾✻✻ ✲✺✳✹✺✸✸✾ ✲✻✳✵✻✽✼✸ ✲✷✳✽✵✻✵✵

Aest ✵✳✶✽✸✸✸✼ ✲✵✳✵✽✷✵✾ ✲✵✳✶✹✸✾✾ ✵✳✶✻✽✺✷✽ ✲✵✳✻✾✽✶

❋♦r t❤❡
De,t

Λ
↔ m2t ❯❦ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❡r✐♦❞ s✐♥❝❡

♦♥❧② cpi ❤❛s ❛ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛t ✷✵✶✼♠✷✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ dcpi dm2✱ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✲

❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢
(

De,t

Λ

)

t,est
✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✷✵✶✼♠✻ ♦♥✇❛r❞s ❢♦r ❱❡♥❡③✉❡❧❛ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✉s❡✱ ❣✐✈❡♥
❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐ss✉❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s ❤❛✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠✐❝r♦♥✉♠❡r♦s✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❆r❣❡♥t✐♥❡❛♥
❝❛s❡✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❆r❣❡♥t✐♥❛ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❡❡
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦♥❧② ❛s ✧♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s✱✧ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ❝♦♥str❛✐♥s✳

✶✶❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❛r❡ ❢r❡❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s✳

✶✽



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❱❡♥❡③✉❡❧❛♥ ❝❛s❡

❱❛r✐❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❱❡

✷✵✶✷♠✵✶✲✷✵✶✼♠✵✻
ψest ✹✳✽✾✻✻
st ❞❡✈ ✹✳✹✾✹✷✸
t✲st✉❞❡♥t ✶✳✵✽✾✺✷

φest ✵✳✷✹✽✼✽✸
st ❞❡✈ ✵✳✵✹✽✼
t✲st✉❞❡♥t ✺✳✶✵✽✽✺

❆ ✶✳✷✶✽✶✽✸

✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ m̂✲ŷ✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥❡② ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✇t❤✱ ♣r♦①✐❡s σ − δ t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡
♦❢ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❲❡ ✉s❡ ❢❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✶✷✳

❋♦r t❤❡ ♠♦♥❡② ♠♦❞❡❧ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✭s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ǫ + η✮ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❞❛t❛ ♦❢ ❇❛rr♦✱ ▼❛❝❈❛♥❞❧❡ss ❛♥❞ ●❡rt❧❡r ✭❇❛rr♦✱ ✶✾✾✼❀ ▼❝❈❛♥❞❧❡ss✱ ❲❡❜❡r✱ ❡t
❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ●❡rt❧❡r ✫ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ✷✵✶✽✮ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❧✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❢♦r ❧♦✇ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s t♦ 1 ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♦♥❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤✐s s✉♣♣♦rt✱ ✇❡ ✉s❡ ✵✳✻ ❢♦r ❧♦✇ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ 0.8 ❢♦r ❆r❣❡♥t✐♥❛ ❛♥❞ 1 ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✭❱❡♥❡③✉❡❧❛✮✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
♠♦♥❡② s✉♣♣❧② ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛s t❤❡ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② r❡❛❝ts t♦ ♣r✐❝❡s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡✜❝✐t ✭❙❛r❣❡♥t ✫ ❲❛❧❧❛❝❡✱
✶✾✼✸✮✳ ■♥❞❡❡❞ P❛t✐♥❦✐♥✶✸ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ r✐s❡s ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥
t❤❡ ♥❡❛r❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠♦♥❡②
✐s ✉s❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥❧② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♥♦
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ s❡♥❞ ❛ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦❢ t❤❡✐r ❧♦✇❡r ♣♦✇❡r t♦ ❜✉② ❣♦♦❞s✳

✶✷❋♦r r❡❛❧ ●❉P ❝❤❛♥❣❡s✱ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❙❛✐♥t ▲♦✉✐s ❋❘❊❉ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ q✉❛rt❡r❧②
❞❛t❛ ✭❋❘❊❉ ✉s✐♥❣ ♥❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡s✱ ✷✵✶✽✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✽✱ ✷✵✷✵✮✮✱ ❡①♣❡❝t ❢♦r
❱❡♥❡③✉❡❧❛ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ■▼❋ ✭❛♥♥✉❛❧ ❞❛t❛✮ ✭■▼❋ ❉❛t❛♠❛♣♣❡r✱ ✷✵✶✺✲✷✵✶✼✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞
❉❡❝❡♠❜❡r ✶✽✱ ✷✵✷✵✮✮ ❛♥❞ ❆r❣❡♥t✐♥❛ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ■◆❉❊❈ ❞❛t❛✭■◆❉❊❈ ✭❆r❣❡♥t✐♥❛✮✱ ✷✵✶✽✲
✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✽✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ▼♦♥❡② ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ❝✐t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳

✶✸✧❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❡❛❧t❤ ❡✛❡❝t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤✐s ✜①❡❞
✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡
❛♠♦✉♥t ❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✳ ❚❤✉s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r❡❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ✐❧❧✉s✐♦♥ ✇✐❧❧
❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② r❡❛❝t t♦ s✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡s✳✧
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐s❝❤❡r
✧❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝❡s r❡❛❧ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r r❡❛❧ ❜❛❧✲

❛♥❝❡s✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s ✇✐❧❧ r✐s❡ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✧
✭❋✐s❝❤❡r✱ ✶✾✾✸✮✳

✶✾



❲❡❛❧t❤ ✭✐♥❝♦♠❡✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❡①❛❝❡r❜❛t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✭▲❡✐❥♦♥❤✉❢✈✉❞✱ ✶✾✻✾✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇❡
❛r❣✉❡✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r
♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ st❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱
✐✳❡✳✱ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✳

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r A ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❱❊❈▼ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳
❚❤❡ π0 ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡❛s πe,est ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣r✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❧✐✈❡r❛ ✭❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✮ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r✱ ❜✉t ♦♥❝❡ ✇❡
❣♦ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❣❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡t ✐t✳ ❚♦ s❡t πe,est ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❙❛r❣❡♥t ❛♥❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✶✹✳

❚✐♠❡ ✐s s❡t ❛t t❤❡ ❞❛t❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡r✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ξ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉♠
♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ǫ+ η ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♠♣✉t❛❜❧❡
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❢♦r❡❝❛st✳

❲❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸ t♦ s♦❧✈❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✶✳
❲❡ ✉s❡ ♠♦♥t❤s ❛s ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ▲✐st❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②

P❛r❛♠❡t❡r

π0 Aest m̂✲ŷ ξest t0 πe,est Best Bf,est

❯s ✲✵✳✵✵✵✻ ✵✳✶✽✸✸✹ ✵✳✵✵✷✻✾ ✵✳✻ ✷✵✶✽♠✵✶ ✵✳✵✵✶✵✻ ✵✳✵✵✹✻✻ ✵✳✵✵✶✵✶✹
P❧ ✵✳✵✵✶✼ ✲✵✳✵✽✷✶ ✵✳✵✵✹ ✵✳✻ ✷✵✶✽♠✵✶ ✵✳✵✵✷✷✸ ✵✳✵✵✻✹✸ ✲✵✳✵✵✵✼✸
❯❦ ✵✳✵✵✷✾ ✲✵✳✶✹✸✾✾ ✵✳✵✵✶✻✾ ✵✳✻ ✷✵✶✽♠✵✶ ✵✳✵✵✷✺✻ ✵✳✵✵✷✹✹ ✲✵✳✵✵✵✽
❏♣ ✵✳✵✵✸ ✵✳✶✻✽✺✷✸ ✵✳✵✵✷✻✶ ✵✳✻ ✷✵✶✽♠✵✶ ✵✳✵✵✶✻✻ ✵✳✵✵✹✻✸ ✵✳✵✵✶✵✶✷
❆r ✵✳✵✷✸✶✹ ✲✵✳✻✾✽✶ ✵✳✵✸✵✶✾ ✵✳✽ ✷✵✶✽♠✵✹ ✵✳✵✷✵✻✽ ✵✳✵✷✸✸✶ ✲✵✳✵✹✵✼✾

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞
✧♣✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥✧ ❛♥❞ ✐♥ r❡❞ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ✧✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥✢❛t✐♦♥✧✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡rr♦r ❜❛rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ✭s❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡
✶✹✮✳

❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r A ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡
❝❤❛♥❣❡s ♣❛t❤✳ ❋♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧♦✇❡r t♦ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✭t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙✱ ❯❑ ❛♥❞ ❏❛♣❛♥✮ ♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s
❧✐❦❡ P♦❧❛♥❞❀ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r✐❝❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜②
str♦♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣r✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❣r♦✇ ❛t ❧♦✇❡r r❛t❡s

✶✹❲❡ t❛❦❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st s✐① ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s✉♣♣♦s✐♥❣ ❛
♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❛♥❣❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜②
✭❙✐❦❧♦s✱ ✷✵✶✸❀ ❈♦✐❜✐♦♥✱ ●♦r♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ❑✉♠❛r✱ ✫ P❡❞❡♠♦♥t❡✱ ✷✵✷✵✮✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s
♦❢ ❆r❣❡♥t✐♥❛ ❛♥❞ ❱❡♥❡③✉❡❧❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ✭▲❡✐❥♦♥❤✉❢✈✉❞
✫ ❍❡②♠❛♥♥✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
♠❛② ❜❡ s❡t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ❜♦t❤
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭P▼■ ❛♥❞ ■❋■✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞✴❡①♣❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❱❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r A✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t r❛♥❣❡s ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❯s ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■✮ ✷✵✶✽✲✷✵✶✾ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣✉r❡
♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭P▼■✮ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■❋■✮

t❤❛♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦♥❡② ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st✳ ❲✐t❤ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥
♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❛ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✇❤❛t ✇❡
♠❛② ❡①♣❡❝t ✐♥ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✮✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ A ✐s t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
r❛t❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡s ♠❛② ❣r♦✇✳

❚❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❯❙✱ ❯❦ ♦❢ ✜❣✉r❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ✭❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❡①✲
♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ P♦❧❛♥❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr✐❞♦r ❜❡t✇❡❡♥ P▼■ ❛♥❞ ■❋■ ❝♦♥✲
st✐t✉t❡ ❛ r♦❜✉st ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡✈❡❧♦♣❀ ❣✐✈❡♥ t❤❡
t✐♠❡ ❢r❛♠❡✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r Aest ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r②
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣❛♥❞✳

❚❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❏❛♣❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛❝t✉❛❧ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❜❡❧❧♦✇ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✶✺✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊❛s✐♥❣ ❡✛♦rt ❛ t❡♥❞❡♥❝②
t♦ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❝❛♥✬t ❜❡ ♦✈❡rt✉r♥✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺ ♠❛② s✉❣❣❡st
t❤❛t ❛❣❡♥ts t❡♥t t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✉❡ t♦ ❛
❝♦♠❜✐♥❡❞ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ πe ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇
πf,t,est ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❡①tr❡♠❡ st❛❜❧❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ πf,t,est✳ ❖♥ t❤✐s ♣♦✐♥t ♠♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❆r❣❡♥t✐♥❡❛♥
❝❛s❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✮ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② r❡❣✐♠❡ ♠❛② ❜✉✐❧❞
❜✉✛❡rs ❛t ❡✈❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❛② s♣✐❦❡❀ t❤✐s ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧

✶✺❈♦♥tr❛r② t♦ ❆r❣❡♥t✐♥❛ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts s✉❜❥❡❝t t♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❛②
❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♦✈❡rs❤♦♦t✱ s❡❡ ❜❡❧❧♦✇✳
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♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭P▼■✮ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■❋■✮
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♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭P▼■✮ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■❋■✮
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♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭P▼■✮ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■❋■✮

❞❡❢❡♥s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢
❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❢r❡q✉❡♥t r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t❀ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡
❛❣❡♥ts ♦❝❝✉rs r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢r❡q✉❡♥t❧②✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❱❡♥❡③✉❡❧❛♥ ❝❛s❡
P❛r❛♠❡t❡r

dπ0 Aest
ˆdm✲d̂y ξest t0 dπe,est Best Bf,est
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❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱❡♥❡③✉❡❧❛ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✼✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠♦♥❡② ❛♥❞ ♣r✐❝❡s
❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦✐♥t❡❣r❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤
t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ✭▼✐③✉♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❙③②❜✐s③ ✫ ❙③②❜✐s③✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✼❀ ❙♦r♥❡tt❡ ❡t
❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s♦❧✈❡ ❛ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r dπm,est ❛♥❞ dπf,est ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢
(

De,t

Λ

)

est
r❡♠❛✐♥s ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡✶✻✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ②❡❛r ✭❛s
t❤❡ t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ♠♦♥t❤s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
♠❛② ♦❝❝✉r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛ ❝♦rr✐❞♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✧P▼■✧ ❛♥❞ ✧■❋■✧ ✐♥✢❛t✐♦♥
❞❡✈❡❧♦♣s✱ ✐♥s✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛② ✜♥❞ t❤❡ ❢❛❝t✉❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛t❤✳ ❋♦r ✧s♠❛❧❧ ❆✧
❝♦✉♥tr✐❡s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❯❙✱ ❯❑✱ P♦❧❛♥❞✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥

✶✻❖♥❧② ❈P■ ❢❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r♠ ✷✵✶✼♠✵✻ ♦♥✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆r❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■✮ ✷✵✶✽✲✷✵✶✾ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞
♣✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭P▼■✮ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■❋■✮

t♦ ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦rr✐❞♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❱❡♥❡③✉❡❧❛♥
❝❛s❡ ✐s ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✲
✢❛t✐♦♥✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ✐♥✲
✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❛✮ t♦
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✮✱
✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐ts❀ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❣r❛❞❡❞
♦r r❡♠♦✈❡❞✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ✉♥♠♦♦r❡❞ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✢✐❣❛t❡ ♠♦♥✲
❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❧❡❛❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛s ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜②
❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡s ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r♦❧❡
♦❢ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✐♥ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❜❡tt❡r ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧✉✲
s✐✈❡ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞r✐✈❡rs ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞✳ ❆s t❤❡ ✜rst ♣❛♣❡r t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s ✐♥t♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡
❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ■♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❱❡♥❡③✉❡❧❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭❞■✮ ✷✵✶✽✲✷✵✶✾ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❛♥❞
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭❞P▼■✮ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭❞■❋■✮

✜rst ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛s ✐t ❛♣♣❡❛rs t♦ r✉❧❡ s✉♣r❡♠❡
❛♠♦♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ♦t❤❡r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡② t♦♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦r ❞❡♠♦❝r❛❝②✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r❡✲
❝✐s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✈✐❛ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r
❛t ❛ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❧❡✈❡❧✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ❛r❡❛ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡
❝♦✉♥tr✐❡s s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❝❛✉s❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

■♥ ❛♥② ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡
❛♥❞✱ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❜♦t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳ ❲✐t❤♦✉t
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❤♦✇ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲
✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞✳

❆ ❖❧✐✈❡r❛✬s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ s✉♣♣❧②✲❞❡♠❛♥❞
✐♠❜❛❧❛♥❝❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② ♠♦♥❡t❛r② s✉♣♣❧②✲❞❡♠❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✭q✉❛♥✲
t✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ❝❤❛♥❣❡s✮✿

Dt = f(Pt, t) ∧ St = f(Pt, t) ✭❆✳✶✮

✷✺



❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s✱

∂Dt

∂t
+
∂Dt

∂Pt

dPt

dt
=
∂St

∂t
+
∂St

∂Pt

dPt

dt
✭❆✳✷✮

■♥ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱Dt = St

1

Pt

dPt

dt

{

∂Dt

∂Pt

Pt

St

+
∂St

∂Pt

Pt

St

}

=
1

St

{

∂St

∂t
−
∂Dt

∂t

}

✭❆✳✸✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦

Γ =
σ − δ

ǫ+ η
✭❆✳✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ✸✳✶✳
■♥ ❖❧✐✈❡r❛ ✭✶✾✻✼❛✮ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❢♦r♠ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s❡❝t♦r

✇❡❞❣❡✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ♠❛r❦ ✉♣✱ ❛s ❝♦♠♠♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s❡❝t♦rs ❡①✲
♣❛♥❞✐♥❣ ♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✶✼✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇❛♥❦ ♦❢ ❏❛♣❛♥✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ▼✷ ♠♦♥❡② st♦❝❦ ❬♠✷❪✳
❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳st❛t✲s❡❛r❝❤✳❜♦❥✳♦r✳❥♣✴ss✐✴❝❣✐✲❜✐♥✴

❢❛♠❡❝❣✐✷❄❝❣✐❂✩♥♠❡❴❛✵✵✵❴❡♥❭✫❧st❙❡❧❡❝t✐♦♥❂▼❉✵✷✧

❆❧❧❛✐s✱ ▼✳ ✭✶✾✻✻✮✳ ❆ r❡st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥
❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡✈✐❡✇ ✱ ✺✻ ✭✺✮✱ ✶✶✷✸✕✶✶✺✼✳

❆s❤✇♦rt❤✱ ❏✳✱ ✫ ❊✈❛♥s✱ ▲✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r r❡❛❧
❜❛❧❛♥❝❡s ✐♥ ❈❛❣❛♥✬s ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✵ ✭✶✷✮✱
✶✻✶✼✕✶✻✷✸✳

❇❛✐✱ ❏✳✱ ✫ P❡rr♦♥✱ P✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡
str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✹✼✕✼✽✳

❇❛♥❝♦ ❈❡♥tr❛❧ ❞❡ ❆r❣❡♥t✐♥❛✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✷✵✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ▼✷
♠♦♥❡② st♦❝❦ ❬♠✷❪✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❝r❛✳❣♦✈✳❛r✴

P✉❜❧✐❝❛❝✐♦♥❡s❊st❛❞✐st✐❝❛s✴❈✉❛❞r♦s❴❡st❛♥❞❛r✐③❛❞♦s❴s❡r✐❡s

❴❡st❛❞✐st✐❝❛s❴✐✳❛s♣❄♣r❡✈P❛❣❡❂st❛t✱❏✉❧②✶✺✱✷✵✷✵✳✧

❇❛♥❝♦ ❈❡♥tr❛❧ ❞❡ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❛✮✳ ❈♦♥s✉♠❡r
♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❛❧❧ ✉r❜❛♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✿ ❆❧❧ ✐t❡♠s ❬❝♣✐❛✉❝♥s❪✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❝✈✳♦r❣✳✈❡

❇❛♥❝♦ ❈❡♥tr❛❧ ❞❡ ❱❡♥❡③✉❡❧❛✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮❜✮✳ ▼✷ ♠♦♥❡②
st♦❝❦ ❬♠✷❪✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❝✈✳♦r❣✳✈❡✧

❇❛♥❦ ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ▼✷
♠♦♥❡② st♦❝❦ ❬♠✷❪✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❜❛♥❦♦❢❡♥❣❧❛♥❞

✳❝♦✳✉❦✴❜♦❡❛♣♣s✴❞❛t❛❜❛s❡✴❋r♦♠❙❤♦✇❈♦❧✉♠♥s✳❛s♣❄❚r❛✈❡❧❂

◆■①❆❩①■✸①✫❋r♦♠❈❛t❡❣♦r②▲✐st❂❨❡s✫◆❡✇▼❡❛♥✐♥❣■❞❂▲▼✷❊▼❯✫❈❛t❡❣■❞❂

✻✫❍✐❣❤❧✐❣❤t❈❛t❱❛❧✉❡❉✐s♣❧❛②❂▼✷❭✪✷✵❭✪✷✵✭❡st✐♠❛t❡❭✪✷✵♦❢❭✪✷✵❊▼❯❭

✪✷✵❛❣❣r❡❣❛t❡❭✪✷✵❢♦r❭✪✷✵t❤❡❭✪✷✵❯❑✮✱✧

✶✼❲❡ ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ✇✐t❤ s❡❝t♦rs✱ ❜✉t ✇❡ tr② t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❛ ♣✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ❡✛❡❝t ✭✈✐❛ m✮ ♦❢
♦t❤❡r ♣r✐❝❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✭✈✐❛ f✮✳

✷✻



❇❛rr♦✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ■♥✢❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ♠♦♥❡②✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✱ ✼✽ ✭✻✮✱ ✶✷✷✽✕✶✷✻✸✳

❇❛rr♦✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✳
❇❡r♥❛♥❦❡✱ ❇✳ ❙✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

❚❤❡ q✉❛rt❡r❧② ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✽ ✭✶✮✱ ✽✺✕✶✵✻✳
❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠ ✭❯❙✮✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞

❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ▼✷ ♠♦♥❡② st♦❝❦ ❬♠✷❪✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣s✿✴✴❢r❡❞

✳st❧♦✉✐s❢❡❞✳♦r❣✴s❡r✐❡s✴▼✷✧

❇♦r❞♦✱ ▼✳ ❉✳✱ ❏♦♥✉♥❣✱ ▲✳✱ ✫ ❙✐❦❧♦s✱ P✳ ▲✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ■♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♠♦♥❡②✿ ❆ ❝❡♥t✉r② ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r② ✱ ✸✺ ✭✹✮✱
✼✶✵✕✼✷✹✳

❈❛❣❛♥✱ P✳ ✭✶✾✺✻✮✳ ❚❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ▼✳
✭❡❞✳✮✱ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ◗✉❛♥t✐t② ❚❤❡♦r② ✐❢ ▼♦♥❡② ✳

❈❛♣✐strá♥✱ ❈✳✱ ✫ ❚✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❉✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ ❜✐❛s❡s ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣ ✱ ✹✶ ✭✷✲✸✮✱ ✸✻✺✕✸✾✻✳

❈❛r❛r❡✱ ❆✳✱ ✫ ❙t♦♥❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ■♥✢❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✐♥❣ r❡❣✐♠❡s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇ ✱ ✺✵ ✭✺✮✱ ✶✷✾✼✕✶✸✶✺✳

❈❛✈❛❧❧♦✱ ❆✳✱ ❈r✉❝❡s✱ ●✳✱ ✫ P❡r❡③✲❚r✉❣❧✐❛✱ ❘✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ■♥✢❛t✐♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱
❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ s✉♣❡r♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ s✉r✈❡② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ✱ ✾ ✭✸✮✱ ✶✕✸✺✳

❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ▲✳ ❏✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❈❛❣❛♥✬s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✸✸✕✹✾✳

❈❧❛❣✉❡✱ ❈✳✱ ❑❡❡❢❡r✱ P✳✱ ❑♥❛❝❦✱ ❙✳✱ ✫ ❖❧s♦♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✳ Pr♦♣❡rt② ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t
r✐❣❤ts ✐♥ ❛✉t♦❝r❛❝✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✱ ✶ ✭✷✮✱
✷✹✸✕✷✼✻✳

❈♦✐❜✐♦♥✱ ❖✳✱ ●♦r♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ❨✳✱ ❑✉♠❛r✱ ❙✳✱ ✫ P❡❞❡♠♦♥t❡✱ ▼✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ■♥✢❛✲
t✐♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛s ❛ ♣♦❧✐❝② t♦♦❧❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✱
✶✵✸✷✾✼✳

❉❡ ▼✐❝❤❡❧✐s✱ ❆✳✱ ✫ ■❛❝♦✈✐❡❧❧♦✱ ▼✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❘❛✐s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✿ ❚❤❡
❏❛♣❛♥❡s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❆❜❡♥♦♠✐❝s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✽✽ ✱
✻✼✕✽✼✳

❊♥❣st❡❞✱ ❚✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❈♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❛❣❛♥✬s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣ ✱ ✷✺ ✭✸✮✱ ✸✺✵✕
✸✻✵✳

❊♥❣st❡❞✱ ❚✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥s r❡✈✐s✐t❡❞✿ t❡st✐♥❣ t❤❡
❈❛❣❛♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❱❆❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✸✸✶✕✸✹✸✳

❊♥❣st❡❞✱ ❚✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▼♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✿ ❈♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ r❛t✐♦✲
♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✵ ✭✸✮✱ ✺✸✸✕✺✺✷✳

❋✐s❝❤❡r✱ ❙✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ▼♦♥❡②✱ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✳ ■♥▼♦♥❡t❛r② ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚❤♦✉❣❤t
✭♣♣✳ ✶✺✕✸✶✮✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❋❘❊❉ ✉s✐♥❣ ♥❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ✭✷✵✶✽✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✽✱ ✷✵✷✵✮✮✳
❘❡❛❧ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✲q✉❛rt❡r❧②✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣s✿✴✴❢r❡❞

✳st❧♦✉✐s❢❡❞✳♦r❣✴✱❉❡❝❡♠❜❡r✶✽✱✷✵✷✵✳✧

❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❇✳ ▼✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✹✺✕✻✹✳

✷✼



❋r✐❡❞♠❛♥✱ ▼✳ ✭✶✾✻✾❛✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❆❧❞✐♥❡ P✉❜❧✐s❤✐♥❣
❈♦♠♣❛♥②✳

❋r✐❡❞♠❛♥✱ ▼✳ ✭✶✾✻✾❜✮✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦♥❡②✿ ❆ r❡st❛t❡♠❡♥t ✭✶✾✺✻✮✳
▼✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ◗✉❛♥t✐t② ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈❤✐❝❛❣♦ ❯♥✐✈✳
Pr❡ss✱ ❈❤✐❝❛❣♦✳

●❛❧í✱ ❏✳✱ ✫ ●❡rt❧❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ✷✶ ✭✹✮✱ ✷✺✕✹✻✳

●❡rt❧❡r✱ P✳✱ ✫ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ▼♦♥❡t❛r② ❢❛❝ts r❡✈✐s✐t❡❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ▼♦♥❡② ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✽✻ ✱ ✶✺✹✕✶✼✵✳

●♦❧❞❢❡❧❞✱ ❙✳ ▼✳✱ ❋❛♥❞✱ ❉✳ ■✳✱ ✫ ❇r❛✐♥❛r❞✱ ❲✳ ❈✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣
♠♦♥❡②✳ ❇r♦♦❦✐♥❣s ♣❛♣❡rs ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✱ ✶✾✼✻ ✭✸✮✱ ✻✽✸✕✼✸✾✳

●♦♦❞❢r✐❡♥❞✱ ▼✳ ❙✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❈❛❣❛♥ ♠♦♥❡②
❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾ ✭✶✮✱ ✹✸✕✺✼✳

●r♦ss♠❛♥✱ ❙✳ ❏✳✱ ✫ ❙t✐❣❧✐t③✱ ❏✳ ❊✳ ✭✶✾✽✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧❧②
❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡✈✐❡✇ ✱ ✼✵ ✭✸✮✱ ✸✾✸✕✹✵✽✳

●➟ó✇♥② ❯r③→❞ ❙t❛t②st②❝③♥②✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ▼✐❡s✐➛❝③♥❡
✇s❦❛➵♥✐❦✐ ❝❡♥ t♦✇❛ró✇ ✐ ✉s➟✉❣ ❦♦♥s✉♠♣❝②❥♥②❝❤✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴

st❛t✳❣♦✈✳♣❧✴♦❜s③❛r②✲t❡♠❛t②❝③♥❡✴❝❡♥②✲❤❛♥❞❡❧✴✇s❦❛③♥✐❦✐✲❝❡♥✴

✇s❦❛③♥✐❦✐✲❝❡♥✲t♦✇❛r♦✇✲✐✲✉s❧✉❣✲❦♦♥s✉♠♣❝②❥♥②❝❤✲♣♦t✲✐♥❢❧❛❝❥❛✲✴

❍❛♥❦❡✱ ❙✳ ❍✳✱ ❑r✉s✱ ◆✳✱ ●❛✇❧✐❦✱ ❏✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❍②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❡♥✲
❡r❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✿ ●❡r♠❛♥✲♦❝❝✉♣✐❡❞ P♦❧❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❲♦r❧❞ ❲❛r ■■✳ ❲♦r❧❞
❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✶ ✭✷✮✱ ✶✶✺✕✶✸✹✳

❍❛rt✇❡❧❧✱ ❈✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚✇♦ ❘♦❛❞s ❉✐✈❡r❣❡✿ ❚❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ P♦❧❛♥❞
❛♥❞ ❯❦r❛✐♥❡✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❍❛rt✇❡❧❧✱ ❈✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ✏❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✑ r❡❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ▼♦♥❡t❛r②
♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇ ✐♥ ✐♥t❡r✇❛r ♣♦❧❛♥❞✳ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✐♥
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❍✐st♦r② ✱ ✻✽ ✱ ✸✼✕✼✵✳

❍❛rt✇❡❧❧✱ ❈✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❙❤♦rt ✇❛✈❡s ✐♥ ❍✉♥❣❛r②✱ ✶✾✷✸ ❛♥❞ ✶✾✹✻✿ P❡rs✐st❡♥❝❡✱ ❝❤❛♦s✱
❛♥❞ ✭❧❛❝❦ ♦❢✮ ❝♦♥tr♦❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✫ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✶✻✸ ✱
✺✸✷✕✺✺✵✳

■▼❋ ❉❛t❛♠❛♣♣❡r✳ ✭✷✵✶✺✲✷✵✶✼✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✽✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ❱❡♥❡③✉❡❧❛ ✲ r❡❛❧
❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✲❛♥♥✉❛❧❧②✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✐♠❢✳♦r❣✴

❡①t❡r♥❛❧✴❞❛t❛♠❛♣♣❡r✴◆●❉P❴❘P❈❍❅❲❊❖✴❲❊❖❲❖❘▲❉✴❱❊◆✧

■◆❉❊❈ ✭❆r❣❡♥t✐♥❛✮✳ ✭✷✵✶✽✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✽✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ❆r❣❡♥t✐♥❛
✲ r❡❛❧ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✲q✉❛rt❡r❧②✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣s✿✴✴✇✇✇

✳✐♥❞❡❝✳❣♦❜✳❛r✴✐♥❞❡❝✴✇❡❜✴◆✐✈❡❧✹✲❚❡♠❛✲✸✲✾✲✹✼✧

■◆❉❊❈ ✭■♥st✐t✉t♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❊st❛❞íst✐❝❛s ② ❈❡♥s♦✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✷✵✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧②
✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣r❡❝✐♦s ❛❧ ❝♦♥s✉♠✐❞♦r✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴

✇✇✇✳✐♥❞❡❝✳❣♦❜✳❛r✴✐♥❞❡❝✴✇❡❜✴◆✐✈❡❧✹✲❚❡♠❛✲✸✲✺✲✸✶

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥tr② ❘✐s❦ ●✉✐❞❡✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳
❋✐♥❛♥❝✐❛❧ r✐s❦ r❛♥❦✐♥❣✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣rs❣r♦✉♣✳❝♦♠✴✇♣

✲❝♦♥t❡♥t✴✉♣❧♦❛❞s✴✷✵✶✷✴✶✶✴✐❝r❣♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳♣❞❢

❏❛❝♦❜s✱ ❘✳ ▲✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❆ ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ ♠♦♥❡t❛r✐st ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳
❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r② ✱ ✶✸ ✭✸✮✱ ✸✸✼✕✸✻✵✳

✷✽



❏♦❤❛♥s❡♥✱ ❙✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✱ ✶✷ ✭✷✲✸✮✱ ✷✸✶✕✷✺✹✳

❏♦❤❛♥s❡♥✱ ❙✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♦❢ ❝♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs
✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t② ✱ ✶✺✺✶✕✶✺✽✵✳

❏✉❞❞✱ ❏✳ P✳✱ ✫ ❙❝❛❞❞✐♥❣✱ ❏✳ ▲✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ st❛❜❧❡ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲✶✾✼✸ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r✲
❛t✉r❡✱ ✷✵ ✭✸✮✱ ✾✾✸✕✶✵✷✸✳

❑❤❛♥✱ ▼✳ ❙✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✱ ✽✺ ✭✹✮✱ ✽✶✼✕✽✷✼✳

❑♦st②s❤②♥❛✱ ❖✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❡♣✲s✐③❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♠♦❞❡❧s
♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s✳

❑♦②❛♠❛✱ ▼✳✱ ✫ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ▼♦♥❡t❛r② st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t❛❜✐❧✐t② ✱ ✶✼ ✱ ✹✻✕✺✽✳

▲❡✐❥♦♥❤✉❢✈✉❞✱ ❆✳ ✭✶✾✻✾✮✳ ❖♥ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢
❑❡②♥❡s✕❛ ❙t✉❞② ✐♥ ▼♦♥❡t❛r② ❚❤❡♦r②✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

▲❡✐❥♦♥❤✉❢✈✉❞✱ ❆✳✱ ✫ ❍❡②♠❛♥♥✱ ❉✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❍✐❣❤ ■♥✢❛t✐♦♥✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✳

▼❛r❝❡t✱ ❆✳✱ ✫ ❙❛r❣❡♥t✱ ❚✳ ❏✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐❛ ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ❡❞✐t❡❞ ❜② ❲✐❧❧✐❛♠ ❇❛r♥❡tt✱ ❏♦❤♥ ●❡✇❡❦❡✱ ❛♥❞ ❑❛r❧ ❙❤❡❧❧
✭♣♣✳ ✶✶✾✕✶✸✼✮✳

▼❝❈❛♥❞❧❡ss✱ ●✳ ❚✳✱ ❲❡❜❡r✱ ❲✳ ❊✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❙♦♠❡ ♠♦♥❡t❛r② ❢❛❝ts✳ ❋❡❞❡r❛❧
❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐s ◗✉❛rt❡r❧② ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✶✾ ✭✸✮✱ ✷✕✶✶✳

▼✐③✉♥♦✱ ❚✳✱ ❚❛❦❛②❛s✉✱ ▼✳✱ ✫ ❚❛❦❛②❛s✉✱ ❍✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❤②♣❡r✲✐♥✢❛t✐♦♥✳ P❤②s✐❝❛ ❆✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✵✽ ✭✶✲✹✮✱ ✹✶✶✕✹✶✾✳

▼❧❛❞❡♥♦✈✐➣✱ ❩✳✱ ✫ P❡tr♦✈✐➣✱ P✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈❛❣❛♥✬s ♣❛r❛❞♦① ❛♥❞ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞
✐♥ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✿ ❘❡✈✐s✐t❡❞ ❛t ❞❛✐❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
▼♦♥❡② ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✷✾ ✭✼✮✱ ✶✸✻✾✕✶✸✽✹✳

◆❛r♦❞♦✇② ❇❛♥❦ P♦❧s❦✐✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ▼✷ ♠♦♥❡②
st♦❝❦ ❬♠✷❪✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ✧❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♥❜♣✳♣❧✴❤♦♠❡♥✳❛s♣①❄❢❂✴❡♥✴

st❛t②st②❦❛✴♠✐❛r②✴♠✐❛r②✳❤t♠❧✧

◆♦rt❤✱ ❉✳ ❈✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ■♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❖✣❝❡ ❢♦r ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ✭✷✵✶✷✲✷✵✶✾✱ ✭❛❝❝❡ss❡❞ ❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✷✵✮✮✳ ❈♦♥✲
s✉♠❡r ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♦♥s✳❣♦✈✳✉❦✴❡❝♦♥♦♠②✴

✐♥❢❧❛t✐♦♥❛♥❞♣r✐❝❡✐♥❞✐❝❡s

❖❧✐✈❡r❛✱ ❏✳ ❍✳ ✭✶✾✻✼❛✮✳ ❆s♣❡❝t♦s ❞✐♥á♠✐❝♦s ❞❡ ❧❛ ✐♥✢❛❝✐ó♥ ❡str✉❝t✉r❛❧✳ ❉❡s❛rr♦❧❧♦
❡❝♦♥ó♠✐❝♦✱ ✷✻✶✕✷✻✻✳

❖❧✐✈❡r❛✱ ❏✳ ❍✳ ✭✶✾✻✼❜✮✳ ▼♦♥❡②✱ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✜s❝❛❧ ❧❛❣s✿ ❛ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ P❙▲ ◗✉❛rt❡r❧② ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✷✵ ✭✽✷✮✳

P❛❛❧✱ ❇✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❉❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✿ ❛ ❢♦r✇❛r❞✲
❧♦♦❦✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❍✉♥❣❛r✐❛♥ ❤②♣❡r✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝
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