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❛❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙②❞♥❡②✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❆s✐❛

❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❚❛✐✇❛♥✱ ❛♥❞ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ▲❛✇✱ ❊❞✐t❤ ❈♦✇❛♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❆✉str❛❧✐❛

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♣❛♣❡r ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖❱■❉✲
✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ♦♥ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛s ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧✳ ■t ❞♦❡s s♦
❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ r❡t✉r♥s
♦♥ ❇✐t❝♦✐♥✱ ❊t❤❡r❡✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡①✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧✐♥❡❛r st❛♥❞❛r❞ ♠❡tr✐❝s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❖▲❙✮ ❛♥❞ t❤❡
P❡❛rs♦♥✱ ❙♣❡❛r♠❛♥✱ ❛♥❞ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
✭●▼❈✮✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♣✉❧❛ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝r♦ss
t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝s s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❤✐❧st t❤❡ s❤♦❝❦
♦❢ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✽ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝② s❡r✐❡s✱ ✐t ❞♦❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡①✳
❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ♦✛❡r ❦❡②
❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t✐♠❡s ♦❢ ❝r✐s✐s✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤✐s ❝r✐s✐s

❑❡②✇♦r❞s✿ ❇✐t❝♦✐♥✱ ❊t❤❡r❡✉♠✱ ❈♦♣✉❧❛✱ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✱
●▼❈
❏❊▲✿ ❈✶✾✱ ❈✻✺✱ ●✵✶✱ ●✶✶

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛s ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥
t♦♦❧ ✐♥ t✐♠❡s ♦❢ ❝r✐s✐s✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❝r✐s✐s✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ❈♦✈✐❞✲
✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝✳ ■❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧
♠❛r❦❡ts✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡①✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t✐♠❡s ♦❢ ❝r✐s✐s✱ t❤❡♥ ❝r②♣t♦
❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❛ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧ t❤❛♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ✜rst t❤♦✉❣❤t✳
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✷

❚❤❡ ♣❛♣❡r ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❢ ❜♦t❤ ❝✉st♦♠❛r② ❢♦r♠s ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✱
t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❖▲❙ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♣❧✉s ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉st♦♠❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t t❡sts ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
str♦♥❣❧② r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤❡
❖▲❙ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘❛♠s❡② ❘❊❙❊❚ t❡sts ❛❧s♦ s✉❣❣❡st t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛
✈❛r✐❡t② ♦❢ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡❝❡♥t❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭●▼❈✮✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✷✮✱ ❛♥❞ ❝♦♣✉❧❛ ❛♥❛❧②s✐s ✜tt❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❑❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❝♦♣✉❧❛s ✜tt❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✐s t❤❛t t❤❡② ❞✐s❝❛r❞ ❛♥② r✐❣✐❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡❛❧❧② ❧❡ts t❤❡ ❞❛t❛ ❵s♣❡❛❦ ❢♦r ✐ts❡❧❢✬✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ✷✵✵✾ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡
t♦ ❛♥ ✉♥✇❛rr❛♥t❡❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ss❡t
♣r✐❝✐♥❣ ✭❙❛❧♠♦♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝❛r❞ ❛♥② r✐❣✐❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✱ r❡❛❧❧②
❧❡t t❤❡ ❞❛t❛ ❵s♣❡❛❦ ❢♦r ✐ts❡❧❢✬✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡✐r ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❛❥♦r ❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧t② ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r✳

❆ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✬s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ ♣♦st t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧
❈r✐s✐s ✭●❋❈✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐♥
✷✵✵✽✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ❜② ❙❛t♦s❤✐ ◆❛❦❛♠♦t♦ ✭❛ ♣s❡✉❞♦♥②♠✮✱ ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥✿
❛ ♣❡❡r t♦ ♣❡❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❛s❤ s②st❡♠✱ ◆❛❦❛♠♦t♦ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♣❡❡r t♦
♣❡❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❛s❤ t❤❛t ❢❛❝✐❧❛t❡s ♣❛②♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣❛rt✐❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ♦❢ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✳
❚❤❡ s②st❡♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✐♠❡✲st❛♠♣❡❞
❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦❝❤❛✐♥✳ ◆❛❦❛♠♦t♦ ✭✷✵✵✽✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ tr✉st✲
❜❛s❡❞ s②st❡♠s✱ ❛s ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠❡❞✐❛t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❛❝t✐❝❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s✐③❡ ❛♥❞
❝✉tt✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r s♠❛❧❧ ❝❛s✉❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts t❤❡r❡ ✐s
❛ ❜r♦❛❞❡r ❝♦st ✐♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❛②♠❡♥ts ❢♦r ♥♦♥✲
r❡✈❡rs✐❜❧❡ s❡r✈✐❝❡s✳

❆ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦♦❢ ❛✈♦✐❞s t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❊✈❡r② ❇✐t❝♦✐♥ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ✶✵✵✱✵✵✵✱✵✵✵ s❛t♦s❤✐s
✭❇✐t❝♦✐♥✬s s♠❛❧❧❡st ✉♥✐t✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❜✐t❝♦✐♥ ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ✉♣ t♦ ✽ ❞❡❝✐♠❛❧
♣❧❛❝❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♣❡♦♣❧❡ t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜✐t❝♦✐♥ ✇✐t❤ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ♦♥❡
❯✳❙✳ ❞♦❧❧❛r✳ Pr✐✈❛❝② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇✐t❝♦✐♥ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❛t ✐♥ ❛ st♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❞❡s✱ t❤❡
✧t❛♣❡✧✱ ✐s ♠❛❞❡ ♣✉❜❧✐❝✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❡s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r
❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥ ✐s t❤❛t ✐t ✐s s✉♣♣❧② ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❤❛s t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ st♦r❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t
✐s ✐♥s✉❧❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐♥✢❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦✐♥❞❡s❦ ✇❡❜s✐t❡ ✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝♦✐♥❞❡s❦✳❝♦♠✴♣r✐❝❡✴❜✐t❝♦✐♥✴✮✱ ❛s ❛❝❝❡ss❡❞
♦♥ ✶✾ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶✱ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❛♣✐t❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐t❝♦✐♥



✸

♠❛r❦❡t st♦♦❞ ❛t ✽✾✵✳✺✻ ❜✐❧❧✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts ❛ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
♦❢ ❇✐t❝♦✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✷✵✷✵✱ P❛②♣❛❧ ❝✉st♦♠❡rs ✐♥ t❤❡ ❯❙ ✭❡①❝❡♣t
❍❛✇❛✐✐✮ ❝♦✉❧❞ ❜✉②✱ s❡❧❧✱ ❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ♣❛② ❛t ❝❤❡❝❦♦✉t ✇✐t❤ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ❈r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s
♦♥ P❛②P❛❧✿ ❇✐t❝♦✐♥✱ ❊t❤❡r❡✉♠✱ ▲✐t❡❝♦✐♥✱ ❛♥❞ ❇✐t❝♦✐♥ ❈❛s❤✳

❇❛✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ❇✐t❝♦✐♥ ✐s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞
❛ss❡t ❝❧❛ss❡s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡s ♦❢ ❝r✐s✐s✳ ❚❤❡② ❢✉rt❤❡r s✉❣❣❡st t❤❛t
❇✐t❝♦✐♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♥♦t ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❝✉rr❡♥❝② ♦r ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡✐r st✉❞② ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✱ ❛♥ ✐ss✉❡ t❤❛t ✐s ❛ ❢♦❝✉s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✳ ❲❛t♦r❡❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② ♠❛r❦❡ts ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦♦❧s ❢r♦♠ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♣❤②s✐❝s✳
❚❤❡② ✉s❡ ♠✉❧t✐❢r❛❝t❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ q✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❝r♦ss✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t♦
❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② ♠❛r❦❡ts✱ ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❣r❛❞✉❛❧❧②
❛❞✈❛♥❝✐♥❣ t♦ ♠❛t✉r✐t② ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛r❦❡ts ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❋♦r❡①✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡✐r
❧✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❇♦✉r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ str❡ss ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❇✐t❝♦✐♥ r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛✲
❜❛s❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s❤♦✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ r✐❣❤t✲t❛✐❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✜♥❛♥❝✐❛❧ str❡ss ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❇✐t❝♦✐♥ r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡② s✉❣❣❡st t❤❛t ♦✈❡r❛❧❧✱ t❤❡✐r
r❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ r♦❧❡ ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥ r❡t✉r♥s ✭❇♦✉r✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✼❛✱ ✷✵✶✼❜❀ ❇r✐èr❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ❉②❤r❜❡r❣✱ ✷✵✶✻❛✱ ✷✵✶✻❜❀ ❏✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✳ ❇♦✉r✐
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ✉s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ❝♦♣✉❧❛s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♣✉❧❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❛ ♠❡❛♥s ❢♦r ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

❆❦❤t❛r✉③③❛♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥
✈✐❛ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❞✉str② ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣r❛❞❡
❜♦♥❞ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt ❧♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛❝r♦ss ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♥❞ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❧♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❞♦✇♥t✉r♥✱ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ t❤❛t r✉♥s ❢r♦♠
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✽✳ ❇r✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❛❧s♦ r❡♣♦rt s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts
❢r♦♠ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❇✐t❝♦✐♥✳ ●❛❜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮✱ ❛♣♣❧② ✈❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
●❆❘❈❍ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞
✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts✱ ❛♥❞ r❡♣♦rt ❧♦✇ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s
♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✶✹✕✷✵✶✾✳

●✉s♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❆❘❈❍ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛ss❡ss s♣✐❧❧♦✈❡r
❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐t❝♦✐♥✱ ❣♦❧❞ ❛♥❞ ❡q✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t ❤❡❞❣✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❣♦❧❞✱ ♦✐❧✱ ❡q✉✐t✐❡s ❛♥❞ ❇✐t❝♦✐♥ s❡r✈❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r✐s❦✳ ◗✉❛r♥✐ ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮✱ ❡①❛♠✐♥❡ s♣✐❧❧♦✈❡r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠
❝✉rr❡♥❝② tr❛❞✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt
t❤❛t ❇✐t❝♦✐♥ ♣r♦✈✐❞❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r ❝✉rr❡♥❝②
❢♦r❡✐❣♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✳ ❙❤❛③❤❛❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡❞❣✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❣♦❧❞ ❛♥❞ ❇✐t❝♦✐♥ ❢♦r t❤❡ ●✼ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡
♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❤❡❞❣✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❣♦❧❞ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❛t ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥✳



✹

❈♦♥❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s❛❢❡ ❤❛✈❡♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥✱ ❊t❤❡r❡✉♠
❛♥❞ ❚❡t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐t② ✐♥❞❡① ✐♥✈❡st♦rs✳ ❚❤❡②
r❡♣♦rt t❤❛t ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❊t❤❡r❡✉♠ ❛r❡ ♥♦t ❛ s❛❢❡ ❤❛✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛❞❞ t♦ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r✐s❦✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❉❡♠✐r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ ✉s❡ ✇❛✈❡❧❡t ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❤❡❞❣✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥ ✭❇❚❈✮✱ ❊t❤❡r❡✉♠ ✭❊❚❍✮✱ ❛♥❞ ❘✐♣♣❧❡ ✭❳❘P✮ ❛♥❞ ❈❖❱■❉✲
✶✾ ❝❛s❡s✴❞❡❛t❤s✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡❞❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❑r✐st♦✉❢❡❦
✭✷✵✷✵✮ ✉s❡s q✉❛♥t✐❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ t✇♦
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✲ t❤❡ ❙✫P ✺✵✵ ❛♥❞ ❱■❳ ✲ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❣♦❧❞✳ ❍❡
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❇✐t❝♦✐♥ s❛❢❡ ❤❛✈❡♥ st♦r② ✐s ✉♥s✉❜st❛♥t✐❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❣♦❧❞ ✐s ❛
♣r❡❢❡r❛❜❧❡ s❛❢❡✲❤❛✈❡♥✳

▼❛♥❛✈✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ✉s❡ ❛ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r
❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❛ r❡❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♦r✴❛♥❞ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝✉rr❡♥❝②✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣❛r❡
✼ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② s②st❡♠s✿ ✷✽
✜❛t ♠♦♥❡②✱ ✷ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✱ ✷ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❜❛s❡❞ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✸ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t
✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t ♦t❤❡r ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s✳

●♦♦❞❡❧❧ ❛♥❞ ●♦✉tt❡ ✭✷✵✷✶✮ ❛♣♣❧② ✇❛✈❡❧❡t ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ❈❖❱■❉✲✶✾ ❞❡❛t❤s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡② ❛r❡
♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞✳ ▲❛❤♠✐r✐ ❛♥❞ ❇❡❦✐r♦s ✭✷✵✷✵✮ ❛♣♣❧② ❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝s t♦
❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❛t ❝r②♣t♦s s❤♦✇❡❞ ♠♦r❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦r❡
✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ t❤❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ st♦❝❦ ♠❛r❦❡ts✱
✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❡② ❤❛✈❡ r❡❧t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ r✐s❦✳ ●r♦❜②s ✭✷✵✷✶✮ ❛♥❛❧②s❡s
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❯❙ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡ts ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧②
st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝✱ ❛♥❞ ❤❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❇✐t❝♦✐♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣♦♦r❧② ✐♥
❤❡❞❣✐♥❣ ❯❙ ♠❛r❦❡t t❛✐❧ r✐s❦s✳ ❉r♦❞③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ ❛♣♣❧② ❢r❛❝t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦
❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ♦t❤❡r ✜❛t ❝✉rr❡♥❝②
♠❛r❦❡ts✱ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❞✐✛❡rs✱ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣r❡✈✐♦✉s ✈♦❧❛t✐❧❡ ♣❡r✐♦❞s✳

▼❛ss♦✉♠✐ ❛♥❞ ❲✉ ✭✷✵✷✶✮ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② ❛ss❡ts✱ st♦❝❦ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥❞✉str②
❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❢✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡♥tr♦♣✐❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤✐❣❤❡r
♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥✐t② ♦❢ r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡② ♠❡❛✉r❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡ ◆❆❙❉❆◗
❞❛✐❧② r❡t✉r♥ ❤❛s t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝♦✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✐t❝♦✐♥
❞❛✐❧② r❡t✉r♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ ❢r♦♠ t❤✐s ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r✐s❦✐♥❡ss ❛♥❞ ❤❡❞❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✈❛r②✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❡♠tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛✐♠ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ♣r♦❞✉❝❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ♦r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❡tr✐❝ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤✐s st✉❞② ❤❛s ♣❛r❛❧❧❡❧s ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ▼❛ss♦✉♠✐ ❛♥❞ ❲✉✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❝♦✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡s❡



✺

♠❡tr✐❝s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❛t t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭●▼❈✮
✭❙❡❡✿ ❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❱✐♥♦❞ ✭✷✵✶✺✮✮✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♣✉❧❛✲❜❛s❡❞
♠❡tr✐❝s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s
❢♦❧❧♦✇s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳

✷✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ▼❡t❤♦❞s

✷✳✶✳ ❇❛s✐❝ ♠❡❛s✉r❡s

❈❤❛tt❡r❥❡❡ ✭✷✵✷✵✮ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❛r❡ P❡❛rs♦♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❙♣❡❛r♠❛♥✬s ρ✱ ❛♥❞ ❑❡♥❞❛❧❧✬s τ ✳ ❚❤❡s❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♦r ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡②
❤❛✈❡ ✇❡❧❧✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ P✲✈❛❧✉❡s✳ ❨❡t t❤❡s❡
♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱
❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳

●✐✈❡♥ t❤❛t ♣r✐❝❡s s❡r✐❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✱ ■ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❜②
❡st✐♠❛t✐♥❣ ❜✐✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ♣r✐❝❡ s❡r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ r❡t✉r♥s r❡❣r❡ss❡❞
♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ r❡t✉r♥s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
P❡❛rs♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ r❡t✉r♥s (rt) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

rt = [ln(pt)− ln(pt−1)]. ✭✶✮

❚❤❡ P❡❛rs♦♥ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t (ρ) ✐s t❤❡ s❧♦♣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜✐✲
✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦❢ ♦♥❡ s❡r✐❡s ♦♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛✐r
♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ (X,Y )✿

ρX,Y =
Cov(X,Y )

σXσY
. ✭✷✮

❙♣❡❛r♠❛♥✬s r❛♥❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦r ❙♣❡❛r♠❛♥✬s rS ✱ ✐s ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❛♥❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣s ♦❢
t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ P❡❛rs♦♥
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛♥❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ n✱ t❤❡ n r❛✇ s❝♦r❡s Xi, Yi ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ r❛♥❦s
R(Xi), R(Yi) ❛♥❞ rS ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

rs = ρR(X),R(Y ) =
cov(R(X), R(Y )

σR(X)σR(Y )
, ✭✸✮

✇❤❡r❡ ρ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ P❡❛rs♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
r❛♥❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ τ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ♣❛✐r (X,Y ), ♦❢ ❥♦✐♥t r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ (xi, yj), ....., (xn, yn), s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (xi) ❛♥❞ (yj) ❛r❡
✉♥✐q✉❡✱ ✭✐❢ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t✐❡s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✮✳ t❤❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (xi,yj)✱
✇❤❡r❡ i < j✱ ❛r❡ s❛✐❞ t♦✱ ❜❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥t✱ ✐❢ t❤❡ s♦rt ♦r❞❡r ♦❢ (xi, xj) ❛♥❞ (yi, yj)



✷✳✷ ❈♦♣✉❧❛ ♠♦❞❡❧s ✻

❛❣r❡❡s✱ t❤❛t ✐s ✐❢ xi > xj ❛♥❞ yi > yj ✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ xi > xj ,❜✉t
yi < yj , ♦r ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ t❤❡② ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❝♦r❞❛♥t✳

❚❤❡ ❑❡♥❞❛❧❧ τ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

τ =
(number of concordant pairs)− (number of discordant pairs)

(

n
2

) , ✭✹✮

✇❤❡r❡

(

n
2

)

= n(n−1)
2 ✐s t❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s t♦

❝❤♦♦s❡ t✇♦ ✐t❡♠s ❢r♦♠ n ✐t❡♠s✳

✷✳✷✳ ❈♦♣✉❧❛ ♠♦❞❡❧s

❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♣✉❧❛s ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡❝❡♥t❧②
❛♥❞ ❝♦♣✉❧❛s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦♦❧s ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ st❛t✐st✐❝s✳ ❙❦❧❛r
✭✶✾✺✾✮ st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❝♦♣✉❧❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙❦❧❛r ✭✶✾✺✾✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r❡♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡
♦❢ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ st❛t✐st✐❝s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛r❣✐♥s✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❧❡t F ❜❡ ❛ d ✲ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥s
F1, ........Fd✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♣✉❧❛ C s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x = (x1, ......, xd)

′ ∈
(R ∪ {∞, −∞})d✱

F (x) = C(F1(x1), ......., Fd(xd)). ✭✺✮

C ✐s ✉♥✐q✉❡ ✐❢ F1, ....., Fd ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ C ✐s ❛ ❝♦♣✉❧❛ ❛♥❞
F1, ....., Fd ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ F ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✮ ✐s ❛
❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥s F1, ....., Fd ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r C ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ d ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ [0, 1]d✳

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✱
X = (X1, ....Xd) ∼ F t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♣✉❧❛✳

❙t❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♣✉❧❛s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦r ❙t✉❞❡♥t✲
t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❧❛❝❦ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡s❡ ♦✛❡r s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❜✉t t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ r❛t❤❡r ✐♥tr✐❝❛t❡ ✐♥ t❤❡✐r
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡①❤✐❜✐t ♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❧❡t t❤❡ ❞❛t❛ s♣❡❛❦ ❢♦r ✐ts❡❧❢ ❛♥❞
❡st✐♠❛t❡ ❛ ❝♦♣✉❧❛ t❤❛t ✜ts t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r
❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝♦♣✉❧❛✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t❤❛t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛✳
■♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❞❡♥s✐t② ❈✱ ✐t ✐s ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❛❦❡ ❛ t✇♦✲
st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❋✐rst✱ ♦❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡s FX̂, F Ŷ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❖♥❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥



✷✳✸ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭●▼❈✮ ✼

❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦❢ ♣s❡✉❞♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
(Û , V̂ ) = (F̂X(X), F̂Y (Y )). ❚❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡
❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ (Û , V̂ ). ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧
❢♦r t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❞❡♥s✐t② ❈ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❨❡t t❤❡ ❧❛r❣❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♣✉❧❛ ♠♦❞❡❧s✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❧❛❝❦ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜❡❛r t❤❡
r✐s❦ ♦❢ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t♦rs ❛✈♦✐❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡
✐ss✉❡s✳

■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ■ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘ ❧✐❜r❛r② ♣❛❝❦❛❣❡ ✬❦❞❡❝♦♣✉❧❛✬✱
◆❛❣❧❡r ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥✱
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛s ✜tt❡❞✳

✷✳✸✳ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭●▼❈✮

❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✭✷✵✶✷✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
✭●▼❈✮✳ ❚❤❡② st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥t♦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

V ar (X) = V ar(E(X | Y ) + E(V ar(X | Y )), ✭✻✮

✇❤❡♥❡✈❡r E(Y 2) < ∞ ❛♥❞ E(X2) < ∞✳ ◆♦t❡ t❤❛t E(V ar(X | Y )) ✐s t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ X ❣✐✈❡♥ Y ✱ s♦ t❤❛t E(V ar(X | Y )/V ar(X)
❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ X ❜② Y. ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

V ar(E(X | Y ))

V ar(X)
= 1− E(V ar(X | Y ))

V ar(X)
= 1− E({X − E(X | Y )}2

V ar(X)
.

❚❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Y ❣✐✈❡♥ X ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✷✮ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭●▼❈✮ ❛s✿

{GMC(Y | X), GMC(X | Y )} =

{

1− E({Y − E(Y | X)}2
V ar(Y )

, 1− E({X − E(X | Y )}2
V ar(X)

}

.

✭✼✮
❚❤✐s ♣❛✐r ♦❢ ●▼❈ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛s s♦♠❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡

♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ (X, Y ) ✐s ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧
r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ●▼❈s ❛r❡ ♥♦♥③❡r♦ ✇❤✐❧❡ P❡❛rs♦♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
●▼❈ ❤❛s ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ P❡❛rs♦♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞
P❡❛rs♦♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥ ❛
❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡r❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❱✐♥♦❞ ✭✷✵✶✺✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ●▼❈ ♠❡tr✐❝ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛♣❡r ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡❞
❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♠❛r❦❡ts ✐♥ ❛ st✉❞② ♦❢ ✶✾✽ ❝♦✉♥tr✐❡s✱
❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❘ ❧✐❜r❛r② ♣❛❝❦❛❣❡ ✬❣❡♥❡r❛❧❈♦rr✬ ✭✷✵✷✵✮✳ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞
❍♦♦♣❡r ✭✷✵✶✽✮ ✉s❡❞ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱■❳✱
❙✫P✺✵✵✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭❘❱✮ ♦❢ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✺✲♠✐♥✉t❡



✽

✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ▼❝❆❧❡❡r ✭✷✵✷✵✮ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ♦❢ t❤❡ ●▼❈ ♠❡tr✐❝✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙❝♦tt✐s❤ st❛t✐st✐❝✐❛♥ ❨✉❧❡ ✭✶✽✾✼✮✳

❚❤❡ ❘ ❧✐❜r❛r② ♣❛❝❦❛❣❡ ❜② ❱✐♥♦❞ ✭✷✵✶✻✮✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆❡✇❡r ✈❡rs✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts✱
❛♥❞ ❱✐♥♦❞ ✭✷✵✷✵✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❛❧✐t② t❡st st❛t✐st✐❝
❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ R2 ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ✢✐♣♣❡❞ ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ t♦
❛❧❧♦✇ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛✉s❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t✐♠❡
s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ✉t✐❧✐s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❝❛✉s❛❧ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝②
r❡t✉r♥ ♣❛✐rs ❛♥❞ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥s✱ ✐♥ t❤❡
t✇♦ ♣❡r✐♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳

✸✳ ❘❡s✉❧ts

✹✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❇❛s❡ ❙❡r✐❡s

❚❤❡ ❞❛✐❧② ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❊t❤❡r❡✉♠ ✇❡r❡ t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❨❛❤♦♦ ✜♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❜❡❣❛♥ ♦♥ ✼ ❆✉❣✉st ✷✵✶✺ ❛♥❞ ❡♥❞❡❞ ♦♥ ✷✸ ❏✉❧②
✷✵✷✶✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✷✶✼✵ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s✳ ❆♥ ♦✈❡r❛❧❧
s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✺ ②❡❛rs ♦❢ ❞❛✐❧② ❞❛t❛ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❛✛♦r❞❡❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜✲s❛♠♣❧❡s✱ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❧st ♥♦t
❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦✈❡r ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡① s❡r✐❡s ✇❛s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦
♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s ✭❋❘❊❉✮ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❢❡✇❡r tr❛❞✐♥❣ ❞❛②s ❢♦r t❤❡ ❯❙ ❙t♦❝❦ ❊①❝❤❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞
❜② ♣✉❜❧✐❝ ❤♦❧✐❞❛②s t❤❛♥ ❛r❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s❡r✐❡s ✇❡r❡ s♣❧✐❝❡❞
t♦❣❡t❤❡r✱ ♠✐ss✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❢♦r t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ s❡r✐❡s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✶✺✵✹ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s t❤❡♥ s♣❧✐t
✐♥t♦ t✇♦ s✉❜ ♣❡r✐♦❞s✱ Pr❡✲❈❖❱■❉✲✶✾✱ ✇❤✐❝❤ r❛♥ ❢r♦♠ ✼ ❆✉❣✉st ✷✵✶✺ t♦ ✸✶
❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✾✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✶✶✵✼ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾ ❞❛t❛
s❡t✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡❞ ♦♥ ✷ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✷✵ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ♦♥ ✷✸ ❏✉❧② ✷✵✷✶✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ✸✽✽ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

●r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♣r✐❝❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❜❛s❡ s❡r✐❡s ❛❧❧ s❤♦✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ tr❡♥❞✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✳ P❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ♦♥ t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥
t❤❡ ♣♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❑✇✐❛t❦♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮
✉♥✐t r♦♦t t❡sts✱ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② t❡r♠❡❞ ❑P❙❙ t❡sts✱ ✇❡r❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡
❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡ ❛♥❞ ♣♦st✲ ❈❖❱■❉✲✶✾ s❛♠♣❧❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ t❡sts
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ tr❡♥❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡s❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡
s❡r✐❡s✿ ❇✐t❝♦✐♥✱ ❊t❤❡r❡✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡① ✐♥ ❧❡✈❡❧s✱ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ♦❢
st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛t t❤❡ ✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s✳

❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡s❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥ r❡t✉r♥s✱ ❛ ❣r❡❛t❡r
r❛♥❣❡ ♦❢ r❡t✉r♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✱t❤❛♥



✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❚❡sts ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✾

t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s✳ ❆❧❧ s❡r✐❡s ❞✐s♣❛② ♥❡❣❛t✐✈❡ s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ ❤✐❣❤
❦✉rt♦s✐s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❦✉rt♦s✐s ♦❢ ✸✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳
❆❧❧ ❢♦✉r t❡sts✿ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❉♦♦r♥✐❦✲❍❛♥s❡♥✱ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦✱ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❛♥❞ ❏❛rq✉❡✲
❇❡r❛ t❡sts✱ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✳

❚❤❡ P❡❛rs♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡st ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞
❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ t❡sts ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡r✐❝ t❡sts ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳ ❙✐♠♣❧❡ ❚❡sts ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❡st ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛s❡
r❡t✉r♥ s❡r✐❡s ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ P❡❛rs♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳

❚❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ r❡✈❡❛❧ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❚❘❊❚
❛♥❞ ❊❚❘❊❚ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✵✳✷✶ ✇❤✐❝❤ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞ ♦❢ ✶✻✳✼✳ ❚❤❡ ❘❛♠s❡②
❘❊❙❊❚ t❡st s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ❛ sq✉❛r❡❞ ❊❚❘❊❚ t❡r♠ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡ t♦ ✶✼✳✽ ♣❡r ❝❡♥t
❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❊❚❘❊❚ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊❚❘❊❚ t❡r♠ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ❛
✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❊t❤❡r❡✉♠ r❡❣r❡ss❡❞
♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥ ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✶✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ■t ✐s
♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❧♦♣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥
t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥✳ ❚❤❡ ❋ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠
✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶✱ t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥
s❡r✐❡s✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ♠❡tr✐❝✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ✇❤✐❝❤ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❡sts ♦❢ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣❛✐rs ♦❢ s❡r✐❡s ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶ ✉s✐♥❣ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉✳
❚❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s✱ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥s✱ ✐♥ t❤✐s ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾
♣❡r✐♦❞✳



✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❚❡sts ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✵

❋✐❣✉r❡ ✶✿ P❧♦ts ♦❢ ❙❡r✐❡s Pr❡ ❈❖❱■❉✲✶✾

P❧♦t Pr✐❝❡ ❙❡r✐❡s ▲❡✈❡❧s Pr❡✲❈❖❱■❉ ✶✾

P❧♦t ♦❢ ❘❡t✉r♥s Pr❡ ❈❖❱■❉✲✶✾



✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❚❡sts ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✶

❋✐❣✉r❡ ✷✿ P❧♦ts ♦❢ s❡r✐❡s P♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾

Pr✐❝❡ ❙❡r✐❡s ▲❡✈❡❧s P♦st ❈❖❱■❉✲✶✾

P❧♦t ♦❢ ❘❡t✉r♥s ❙❡r✐❡s P♦st ❈❖❱■❉✲✶✾

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❑P❙❙ ❯♥✐t ❘♦♦t ❚❡sts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❚r❡♥❞ ♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❙❡r✐❡s

Pr❡ ❛♥❞ P♦st ❈❖❱■❉✲✶✾

Pr❡ ❈♦✈✐❞✲✶✾ P❡r✐♦❞ ✶✶✵✼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❙❡r✐❡s ❚❡st ❙t❛t✐st✐❝ ❈r✐t✐❝❛❧ ❱❛❧✉❡ ✶✪ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

❇✐t❝♦✐♥ ✵✳✾✵✻✺✽✼ ✵✳✷✶✽ P✲✈❛❧✉❡ ❁ ✳✵✶
❊t❤❡r❡✉♠ ✶✳✾✽✺✺✶ ✵✳✷✶✽ P✲✈❛❧✉❡ ❁ ✳✵✶

❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ✵✳✽✾✷✶✷ ✵✳✷✶✽ P✲✈❛❧✉❡ ❁ ✳✵✶

P♦st ❈❖❱■❉✲✶✾ P❡r✐♦❞ ✸✽✽ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❙❡r✐❡s ❚❡st ❙t❛t✐st✐❝ ❈r✐t✐❝❛❧ ❱❛❧✉❡ ✶✪ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

❇✐t❝♦✐♥ ✵✳✺✼✵✻✻✾ ✵✳✷✶✼ P✲✈❛❧✉❡ ❁ ✳✵✶
❊t❤❡r❡✉♠ ✶✳✵✵✼ ✵✳✷✶✼ P✲✈❛❧✉❡ ❁ ✳✵✶

❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ✵✳✽✶✾✷✶✷ ✵✳✷✶✼ P✲✈❛❧✉❡ ❁ ✳✵✶



✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❚❡sts ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✷

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙❛♠♣❧❡ P❡r✐♦❞ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❘❡t✉r♥ ❙❡r✐❡s ❛♥❞ ❚❡sts

♦❢ ◆♦r♠❛❧✐t②

Pr❡ ❈❖❱■❉✲✶✾
❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡❛♥ ▼❡❞✐❛♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❙t❛♥❞❛r❞

❉❡✈✐❛t✐♦♥

❙❦❡✇♥❡ss ❑✉rt♦s✐s

❇✐t❘❡t ✵✳✵✵✸✵✻✹✹ ✵✳✵✵✷✽✺✼✾ ✲✵✳✷✸✽✼✹ ✵✳✷✷✺✶✷ ✵✳✵✹✺✽✻✹ ✲✵✳✵✻✻✺✷✾ ✹✳✸✼✶✺

❊t❤❘❡t ✵✳✵✵✸✼✼✾✽ ✲✵✳✵✵✵✼✻✽✼✺ ✲✶✳✸✻✹✸ ✵✳✺✵✾✻✾ ✵✳✵✽✽✵✸✺ ✲✷✳✼✽✻✽ ✺✺✳✹✸✼

❙P❘❡t ✵✳✵✵✵✶✵✻✼✶ ✵✳✵✵✵✺✹✽✾✵ ✲✵✳✸✶✽✶✽ ✵✳✵✹✽✹✵✸ ✵✳✵✶✷✽✼✸ ✲✶✸✳✽✷✹ ✸✸✻✳✾✺

❉♦♦r♥✐❦✲❍❛♥s❡♥ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛

❇✐t❘❡t ✸✽✹✳✺✯✯✯ ✵✳✾✶✽✯✯✯ ✵✳✶✶✺✯✯✯ ✽✽✶✳✺✯✯✯

❊t❤❘❡t ✸✶✼✹✳✶✯✯✯ ✵✳✼✼✾✯✯✯ ✵✳✶✷✻✯✯✯ ✶✹✸✵✺✻✯✯✯

❙P❘❡t ✷✸✺✾✶✳✻✯✯✯ ✵✳✺✶✸✹✯✯✯ ✵✳✶✽✺✯✯✯ ✺✷✻✼✸✵✵✯✯✯

P♦st ❈❖❱■❉✲✶✾ ❙❛♠♣❧❡ P❡r✐♦❞ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❘❡t✉r♥ ❙❡r✐❡s

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡❛♥ ▼❡❞✐❛♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❙t❛♥❞❛r❞

❉❡✈✐❛t✐♦♥

❙❦❡✇♥❡ss ❑✉rt♦s✐s

❇✐t❘❡t ✵✳✵✵✹✶✶✺✷ ✵✳✵✵✸✹✻✾✹ ✲✵✳✹✻✹✼✸ ✵✳✶✾✶✺✸ ✵✳✵✺✶✵✾✵ ✲✷✳✵✶✻✸ ✶✽✳✼✺✾

❊t❤❘❡t ✵✳✵✵✻✼✻✺✼ ✵✳✵✵✹✵✺✻✹ ✲✵✳✺✺✵✼✸ ✵✳✷✸✵✼✵ ✵✳✵✻✺✸✽✵ ✲✶✳✹✽✵✶ ✶✸✳✾✻✽

❙P❘❡t ✵✳✵✵✵✽✵✷✹✸ ✵✳✵✵✶✼✽✺✶ ✲✵✳✶✷✼✻✺ ✵✳✵✽✾✻✽✸ ✵✳✵✶✽✷✼✶ ✲✶✳✵✶✶✻ ✶✷✳✹✵✷

❉♦♦r♥✐❦✲❍❛♥s❡♥ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛

❇✐t❘❡t ✷✻✶✳✺✯✯✯ ✵✳✽✺✹✯✯✯ ✵✳✶✷✶✯✯✯ ✺✾✺✷✯✯✯

❊t❤❘❡t ✷✽✺✳✺✯✯✯ ✵✳✽✽✽✯✯✯ ✵✳✵✾✽✯✯✯ ✸✷✾✺✳✾✯✯✯

❙P❘❡t ✸✼✾✳✽✯✯✯ ✵✳✽✶✶✯✯✯ ✵✳✶✹✹✯✯✯ ✷✺✺✷✳✼✯✯✯

◆♦t❡✿✯✯✯ ■♥❞✐❝❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛t ✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧



✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❚❡sts ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✸

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘❡t✉r♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s Pr❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ❇■❚❘❊❚ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥

❊❚❘❊❚

❖▲❙✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✵✶✺✲✵✽✲✶✵✕✷✵✶✾✲✶✷✲✸✶ ✭T ❂ ✶✶✵✻✮
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❇■❚❘❊❚

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙t❞✳ ❊rr♦r t✲r❛t✐♦ ♣✲✈❛❧✉❡

❝♦♥st ✵✳✵✵✷✷✺✼✶✽ ✵✳✵✵✶✷✺✾✻✶ ✶✳✼✾✷ ✵✳✵✼✸✹
❊❚❘❊❚ ✵✳✷✶✸✺✻✶ ✵✳✵✶✹✸✵✶✸ ✶✹✳✾✸ ✵✳✵✵✵✵

▼❡❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✵✸✵✻✹ ❙✳❉✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✹✺✽✻✹
❙✉♠ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞ ✶✳✾✸✸✼✹✷ ❙✳❊✳ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✵✳✵✹✶✽✺✷
R2 ✵✳✶✻✽✵✹✸ ❆❞❥✉st❡❞ R2 ✵✳✶✻✼✷✾✵
F (1, 1104) ✷✷✷✳✾✾✷✹ P✲✈❛❧✉❡✭F ✮ ✹✳✺✽❡✕✹✻
▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✶✾✹✶✳✻✼✽ ❆❦❛✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✸✽✼✾✳✸✺✺
❙❝❤✇❛r③ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✸✽✻✾✳✸✸✽ ❍❛♥♥❛♥✕◗✉✐♥♥ −✸✽✼✺✳✺✻✼
ρ̂ ✵✳✵✹✷✽✸✵ ❉✉r❜✐♥✕❲❛ts♦♥ ✶✳✽✽✻✵✽✷

❘❊❙❊❚ t❡st ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✕
◆✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡
❚❡st st❛t✐st✐❝✿ F (2, 1102) ❂ ✺✹✳✻✷✻✻
✇✐t❤ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ P ✭F (2, 1102) > ✺✹✳✻✷✻✻✮ ❂ ✷✳✸✾✻✻✻❡✲✷✸

❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❙q✉❛r❡❞ ❊❚❘❊❚ ❛❞❞❡❞

❖▲❙✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✵✶✺✲✵✽✲✶✵✕✷✵✶✾✲✶✷✲✸✶ ✭T ❂ ✶✶✵✻✮
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❇■❚❘❊❚

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙t❞✳ ❊rr♦r t✲r❛t✐♦ ♣✲✈❛❧✉❡

❝♦♥st ✵✳✵✵✶✹✼✶✻✻ ✵✳✵✵✶✷✻✻✾✸ ✶✳✶✻✷ ✵✳✷✹✺✼
❊❚❘❊❚ ✵✳✷✸✺✶✷✾ ✵✳✵✶✺✷✶✹✼ ✶✺✳✹✺ ✵✳✵✵✵✵
sq❴❊❚❘❊❚ ✵✳✵✾✵✼✺✵✵ ✵✳✵✷✷✾✵✽✺ ✸✳✾✻✶ ✵✳✵✵✵✶

▼❡❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✵✸✵✻✹ ❙✳❉✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✹✺✽✻✹
❙✉♠ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞ ✶✳✾✵✻✻✶✻ ❙✳❊✳ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✵✳✵✹✶✺✼✻
R2 ✵✳✶✼✾✼✶✹ ❆❞❥✉st❡❞ R2 ✵✳✶✼✽✷✷✼
F (2, 1103) ✶✷✵✳✽✷✻✹ P✲✈❛❧✉❡✭F ✮ ✸✳✺✻❡✕✹✽
▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✶✾✹✾✳✹✾✵ ❆❦❛✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✸✽✾✷✳✾✽✵
❙❝❤✇❛r③ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✸✽✼✼✳✾✺✹ ❍❛♥♥❛♥✕◗✉✐♥♥ −✸✽✽✼✳✷✾✼
ρ̂ ✵✳✵✺✻✷✵✸ ❉✉r❜✐♥✕❲❛ts♦♥ ✶✳✽✽✷✽✸✸



✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❚❡sts ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✹

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❈r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② r❡t✉r♥s r❡❣r❡ss❡❞ ♦♥ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥s

P❡r✐♦❞ ✶

❇■❚❘❊❚ r❡❣r❡ss❡❞ ♦♥ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ❘❡t✉r♥s

❖▲❙✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✵✶✺✲✵✽✲✶✵✕✷✵✶✾✲✶✷✲✸✶ ✭T ❂ ✶✶✵✻✮
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❇■❚❘❊❚

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙t❞✳ ❊rr♦r t✲r❛t✐♦ ♣✲✈❛❧✉❡

❝♦♥st ✵✳✵✵✸✵✻✺✼✺ ✵✳✵✵✶✸✼✾✼✺ ✷✳✷✷✷ ✵✳✵✷✻✺
❙P❘❊❚ −✵✳✵✶✷✼✸✸✻ ✵✳✶✵✼✷✷✼ −✵✳✶✶✽✽ ✵✳✾✵✺✺

▼❡❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✵✸✵✻✹ ❙✳❉✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✹✺✽✻✹
❙✉♠ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞ ✷✳✸✷✹✸✵✶ ❙✳❊✳ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✵✳✵✹✺✽✽✹
R2 ✵✳✵✵✵✵✶✸ ❆❞❥✉st❡❞ R2 ✲✵✳✵✵✵✽✾✸
F (1, 1104) ✵✳✵✶✹✶✵✷ P✲✈❛❧✉❡✭F ✮ ✵✳✾✵✺✹✾✷
▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✶✽✸✾✳✾✹✻ ❆❦❛✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✸✻✼✺✳✽✾✸
❙❝❤✇❛r③ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✸✻✻✺✳✽✼✻ ❍❛♥♥❛♥✕◗✉✐♥♥ −✸✻✼✷✳✶✵✹
ρ̂ ✵✳✵✷✵✵✶✺ ❉✉r❜✐♥✕❲❛ts♦♥ ✶✳✾✺✽✸✽✷

❘❊❙❊❚ t❡st ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✕

◆✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡
❚❡st st❛t✐st✐❝✿ F (2, 1102) ❂ ✵✳✾✹✵✶✻
✇✐t❤ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ P ✭F (2, 1102) > ✵✳✾✹✵✶✻✮ ❂ ✵✳✸✾✵✽✼✽

❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❊❚❘❊❚ ♦♥ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ❘❡t✉r♥ P❡r✐♦❞ ✶

❖▲❙✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✵✶✺✲✵✽✲✶✵✕✷✵✶✾✲✶✷✲✸✶ ✭T ❂ ✶✶✵✻✮
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❊❚❘❊❚

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙t❞✳ ❊rr♦r t✲r❛t✐♦ ♣✲✈❛❧✉❡

❝♦♥st ✵✳✵✵✸✼✽✸✽✺ ✵✳✵✵✷✻✹✽✹✵ ✶✳✹✷✾ ✵✳✶✺✸✹
❙P❘❊❚ −✵✳✵✸✽✵✺✵✹ ✵✳✷✵✺✽✷✶ −✵✳✶✽✹✾ ✵✳✽✺✸✹

▼❡❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✵✸✼✽✵ ❙✳❉✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✽✽✵✸✺
❙✉♠ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞ ✽✳✺✻✸✼✶✷ ❙✳❊✳ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✵✳✵✽✽✵✼✹
R2 ✵✳✵✵✵✵✸✶ ❆❞❥✉st❡❞ R2 ✲✵✳✵✵✵✽✼✺
F (1, 1104) ✵✳✵✸✹✶✼✼ P✲✈❛❧✉❡✭F ✮ ✵✳✽✺✸✸✻✹
▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✶✶✶✽✳✼✼✶ ❆❦❛✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✷✷✸✸✳✺✹✷
❙❝❤✇❛r③ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✷✷✷✸✳✺✷✺ ❍❛♥♥❛♥✕◗✉✐♥♥ −✷✷✷✾✳✼✺✹
ρ̂ ✵✳✵✵✻✵✷✵ ❉✉r❜✐♥✕❲❛ts♦♥ ✶✳✼✻✾✹✼✾

❘❊❙❊❚ t❡st ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✕

◆✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡
❚❡st st❛t✐st✐❝✿ F (2, 1102) ❂ ✶✳✵✹✵✾✶
✇✐t❤ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ P ✭F (2, 1102) > ✶✳✵✹✵✾✶✮ ❂ ✵✳✸✺✸✹✼✾



✹✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ P❡r✐♦❞ ✷ ✶✺

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡ r❡t✉r♥

s❡r✐❡s ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶✳

P❛✐r❡❞ ❙❡r✐❡s ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ❩✲s❝♦r❡ ❚✇♦✲t❛✐❧❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚ ✲✵✳✵✵✾✵✽✹✶✹ ✵✳✻✽✾✼✶✷ ✵✳✹✾✵✹
❊❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚ ✵✳✵✶✸✽✹✾✺✾ ✵✳✻✽✾✼✶✷ ✵✳✹✾✵✹
❊❚❘❊❚ ❛♥❞ ❇■❚❘❊❚ ✵✳✸✺✺✵✽✸✸✹ ✶✼✳✻✽✺✷ ✵✳✵✵✵✵

✹✳✷✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ P❡r✐♦❞ ✷

❚❛❜❧❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡
s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞✳ ❘❛♠s❡② ❘❡s❡t ❚❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
❡❛❝❤ r❡❣r❡ss✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✭♥♦t r❡♣♦rt❡❞✮ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ s♦ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡ ✇❛s ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts
❛❝r♦ss t❤❡ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❊❚❘❊❚✱ ❚❤❡ s❧♦♣❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ r♦✉❣❤❧② ✵✳✷ ❛♥❞ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡s ✇❡r❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ♣❡r❝❡♥t ✐♥
❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✳

❚❤❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇❛s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s
r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞ t❤❡ s❧♦♣❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ ❙P❘❊❚ ✇❡r❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡
str♦♥❣❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ♠✉st ❜❡ ❜♦r♥❡ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t
t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ t❡r♠ ❛s✇❡❧❧✳ ❚❤✐s
r❡✢❡❝ts ❛ ♠❛r❦❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳



✹✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ P❡r✐♦❞ ✷ ✶✻

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❘❡t✉r♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s P♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾ ❇■❚❘❊❚ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥

❊❚❘❊❚

❖▲❙✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✵✷✵✲✵✶✲✵✷✕✷✵✷✶✲✵✼✲✷✸ ✭T ❂ ✸✽✽✮
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❇■❚❘❊❚

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙t❞✳ ❊rr♦r t✲r❛t✐♦ ♣✲✈❛❧✉❡

❝♦♥st ✵✳✵✵✼✸✼✷✶✶ ✵✳✵✵✷✸✼✶✶✾ ✸✳✶✵✾ ✵✳✵✵✷✵
❊❚❘❊❚ ✵✳✷✵✵✼✼✼ ✵✳✵✸✻✺✶✸✵ ✺✳✹✾✾ ✵✳✵✵✵✵
sq❴❊❚❘❊❚ −✶✳✵✼✶✵✶ ✵✳✶✹✷✺✵✽ −✼✳✺✶✺ ✵✳✵✵✵✵

▼❡❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✵✹✶✶✺ ❙✳❉✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✺✶✵✾✵
❙✉♠ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞ ✵✳✼✺✾✼✹✺ ❙✳❊✳ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✵✳✵✹✹✹✷✸
R2 ✵✳✷✹✼✽✼✷ ❆❞❥✉st❡❞ R2 ✵✳✷✹✸✾✻✺
F (2, 385) ✻✸✳✹✹✵✺✼ P✲✈❛❧✉❡✭F ✮ ✶✳✺✹❡✕✷✹
▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✻✺✾✳✶✾✷✻ ❆❦❛✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✶✸✶✷✳✸✽✺
❙❝❤✇❛r③ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✶✸✵✵✳✺✵✷ ❍❛♥♥❛♥✕◗✉✐♥♥ −✶✸✵✼✳✻✼✹
ρ̂ −✵✳✵✼✹✺✽✼ ❉✉r❜✐♥✕❲❛ts♦♥ ✷✳✶✹✼✻✶✷

❘❡t✉r♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s P♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾ ❇■❚❘❊❚ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❙P❘❊❚

❖▲❙✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✵✷✵✲✵✶✲✵✷✕✷✵✷✶✲✵✼✲✷✸ ✭T ❂ ✸✽✽✮
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❇■❚❘❊❚

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙t❞✳ ❊rr♦r t✲r❛t✐♦ ♣✲✈❛❧✉❡

❝♦♥st ✵✳✵✵✺✺✽✶✻✵ ✵✳✵✵✷✹✽✶✷✷ ✷✳✷✺✵ ✵✳✵✷✺✵
❙P❘❊❚ ✵✳✾✶✺✵✻✷ ✵✳✶✸✹✼✺✻ ✻✳✼✾✵ ✵✳✵✵✵✵
sq❴❙P❘❊❚ −✻✳✺✾✻✼✽ ✶✳✾✺✼✻✸ −✸✳✸✼✵ ✵✳✵✵✵✽

▼❡❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✵✹✶✶✺ ❙✳❉✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✺✶✵✾✵
❙✉♠ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞ ✵✳✽✹✾✵✸✵ ❙✳❊✳ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✵✳✵✹✻✾✻✵
R2 ✵✳✶✺✾✹✽✸ ❆❞❥✉st❡❞ R2 ✵✳✶✺✺✶✶✻
F (2, 385) ✸✻✳✺✷✺✻✻ P✲✈❛❧✉❡✭F ✮ ✷✳✾✾❡✕✶✺
▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✻✸✼✳✻✸✼✵ ❆❦❛✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✶✷✻✾✳✷✼✹
❙❝❤✇❛r③ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✶✷✺✼✳✸✾✶ ❍❛♥♥❛♥✕◗✉✐♥♥ −✶✷✻✹✳✺✻✸
ρ̂ −✵✳✵✻✵✸✹✼ ❉✉r❜✐♥✕❲❛ts♦♥ ✷✳✶✶✽✺✷✷



✹✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶ ✶✼

❚❛❜❧❡ ✻ ❈♦♥t✐♥✉❡❞

❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❊❚❘❊❚ ♦♥ ❙P❘❊❚ P❡r✐♦❞ ✷ ❈❖❱■❉✲✶✾

❖▲❙✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✵✷✵✲✵✶✲✵✷✕✷✵✷✶✲✵✼✲✷✸ ✭T ❂ ✸✽✽✮
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❊❚❘❊❚

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙t❞✳ ❊rr♦r t✲r❛t✐♦ ♣✲✈❛❧✉❡

❝♦♥st ✵✳✵✵✾✷✹✸✽✾ ✵✳✵✵✸✷✷✹✺✷ ✷✳✽✻✼ ✵✳✵✵✹✹
❙P❘❊❚ ✵✳✾✻✼✺✽✼ ✵✳✶✼✺✶✷✻ ✺✳✺✷✺ ✵✳✵✵✵✵
sq❴❙P❘❊❚ −✾✳✼✺✻✷✹ ✷✳✺✹✹✵✽ −✸✳✽✸✺ ✵✳✵✵✵✶

▼❡❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✵✻✼✻✻ ❙✳❉✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r ✵✳✵✻✺✸✽✵
❙✉♠ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞ ✶✳✹✸✸✾✶✼ ❙✳❊✳ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✵✳✵✻✶✵✷✽
R2 ✵✳✶✸✸✶✽✻ ❆❞❥✉st❡❞ R2 ✵✳✶✷✽✻✽✸
F (2, 385) ✷✾✳✺✼✼✻✽ P✲✈❛❧✉❡✭F ✮ ✶✳✶✷❡✕✶✷
▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✺✸✺✳✾✻✼✹ ❆❦❛✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✶✵✻✺✳✾✸✺
❙❝❤✇❛r③ ❝r✐t❡r✐♦♥ −✶✵✺✹✳✵✺✷ ❍❛♥♥❛♥✕◗✉✐♥♥ −✶✵✻✶✳✷✷✸
ρ̂ ✵✳✵✵✽✺✵✻ ❉✉r❜✐♥✕❲❛ts♦♥ ✶✳✾✼✾✼✶✷

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡ r❡t✉r♥

s❡r✐❡s ✐♥ P❡r✐♦❞ ✷✳

P❛✐r❡❞ ❙❡r✐❡s ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ❩✲s❝♦r❡ ❚✇♦✲t❛✐❧❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚ ✵✳✶✹✺✼✻✽✹✵ ✹✳✷✽✼✷✷ ✵✳✵✵✵
❊❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚ ✵✳✵✺✾✼✺✶✶✾ ✶✳✼✺✼✶✷ ✵✳✵✼✾
❊❚❘❊❚ ❛♥❞ ❇■❚❘❊❚ ✵✳✶✶✵✶✼✽✼✺ ✸✳✷✹✵✸✾ ✵✳✵✵✶

✹✳✸✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶

❚❤❡ ❘ ❧✐❜r❛r② ♣❛❝❦❛❣❡ ❦❞❡❝♦♣✉❧❛✱ ◆❛❣❧❡r ✭✷✵✶✽✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜t ❝♦♣✉❧❛s
t♦ ♣❛✐r❡❞ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦♥❧②
♠❛♥❞❛t♦r② ✐♥♣✉t ✐s ❛♥ n × 2 ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦♣✉❧❛ ❞❛t❛✱ ✐♥ ❡✛❡❝t ❞❛t❛ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞
✉♥✐❢♦r♠ ♠❛r❣✐♥s✳

❇♦✉r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ s✉❣❣❡st t❤r❡❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♣✉❧❛s ✐♥
❛ss❡ss✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❡♥❛❜❧✐♥❣ s❝r✉t✐♥② ♦❢ ❜♦t❤ t❛✐❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞
❜② t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❚❤✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♣✉❧❛s ❝❛♥ ❥♦✐♥t❧② ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤
t❤❡✐r ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♣✉❧❛s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ◆✐♥❣ ✭✷✵✶✵✮✳

❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣✉❧❛s t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ r❡t✉r♥s ❛♥❞
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❛s ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② P❛tt♦♥ ✭✷✵✵✷✮✱
✐♥ ❤✐s P❤✳❉ t❤❡s✐s✿ ✏❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♣✉❧❛ ❚❤❡♦r② ✐♥ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✧✱
❛♥❞ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ P❛tt♦♥ ✭✷✵✵✻✱ ♣♣✿ ✺✸✻✲✺✸✼✮✳ ❍❡ s✉❣❣❡sts
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s✿
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Xt = µx + φ1xXt−1 + εt ✭✽✮

σ2
x,t = ωx + βxσ

2
x,t−1 + αxε

2
t−1 ✭✾✮

√

νx
σ2
x,t(νx − 2)

.εt ∼ iidtvx
.

❆●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡t✉r♥ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦❞❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛r❣✐♥s✳ ✭■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❇■❚❈❖■◆ r❡t✉r♥s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✶✱ ❛♥ ❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞✱ ❛s ●❆❘❈❍
❢❛✐❧❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✮✳

❚❛❜❧❡ ✽ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✜tt✐♥❣ ❝♦♣✉❧❛s t♦ t❤❡
♣❛✐r❡❞ s❡r✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥
❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❊t❤❡r❡✉♠ ❜✉t ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝②
r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ P❛♥❡❧s ❆ ❛♥❞ ❈ ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❢❛✐r❧② ✢❛t ✇❤❡♥ ❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛r❡
♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❙✫P✺✵✵ r❡t✉r♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡♥s✐t② ♣❧♦ts✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ♣❛♥❡❧
❈✱ ❛r❡ ❛❧♠♦st ❝✐r❝✉❧❛r✱ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t
✐♥ ❡❛❝❤ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s✱ s❤♦✇s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛r❣✐♥❛❧s✳
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❚❛❜❧❡ ✽✿ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❈♦♣✉❧❛ ❊st✐♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❘❡t✉r♥s

P❡r✐♦❞ ✶

❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚
❑❡r♥❡❧ ❈♦♣✉❧❛ ❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡ t❛✉❂✲✵✳✵✵✻✺

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❂ ✶✶✵✼ ▼❡t❤♦❞✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❧♦❣✲q✉❛❞r❛t✐❝

✭♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r✮

❇❛♥❞ ✇✐❞t❤ ❛❧♣❤❛ ❂ ✵✳✺✸✻✸✵✶✻

❧♦❣▲✐❦✿ ✸✳✷✼ ❆■❈✿ ✷✵✳✹✽ ❝❆■❈✿ ✷✵✳✽✸ ❇■❈✿ ✽✽✳✶✷

❊✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

✶✸✳✺

❑❡♥❞❛❧❧ ✲✵✳✵✵✻✺ ❙♣❡❛r♠❛♥ ✲✵✳✵✵✾✻ ❇❧♦♠q✉✐st ✲✵✳✵✶✵✾ ●✐♥✐ ✲✵✳✵✶✵✷

✈❞❴✇❛❡r❞❡♥ ✲✵✳✵✵✵✽ ♠✐♥❢♦ ✵✳✵✵✶✻✺ ❧✐♥❢♦♦t ✵✳✵✺✼✹

❊❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚
❑❡r♥❡❧ ❈♦♣✉❧❛ ❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡ t❛✉❂✵✳✵✶✹

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❂ ✶✶✵✼ ▼❡t❤♦❞✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❧♦❣✲q✉❛❞r❛t✐❝

✭♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r✮

❇❛♥❞✇✐❞t❤✿ ❛❧♣❤❛ ❂ ✵✳✺✸✻✸✵✶✻

❧♦❣▲✐❦✿ ✹✳✹✾ ❆■❈✿ ✶✽✳✷✶ ❝❆■❈✿ ✶✽✳✺✼ ❇■❈✿ ✽✻✳✸✸

❊✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

✶✸✳✻

❑❡♥❞❛❧❧ ✵✳✵✶✹✸ ❙♣❡❛r♠❛♥ ✵✳✵✷✶✽ ❇❧♦♠q✉✐st ✵✳✵✶✶✸ ●✐♥✐ ✵✳✵✶✺✶

✈❞❴✇❛❡r❞❡♥ ✵✳✵✷✼✵ ♠✐♥❢♦ ✵✳✵✵✶✻ ▲✐♥❢♦♦t ✵✳✵✺✻✼

❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❊❚❘❊❚
❑❡r♥❡❧ ❈♦♣✉❧❛ ❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡ t❛✉❂✵✳✸✺

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❂ ✶✻✵✽ ▼❡t❤♦❞✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❧♦❣✲q✉❛❞r❛t✐❝

✭♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r✮

❇❛♥❞✇✐❞t❤✿ ❛❧♣❤❛ ❂ ✵✳✶✾✷✵✷✽✺

❧♦❣▲✐❦✿ ✸✼✽✳✾✺ ❆■❈✿ ✲✻✾✾✳✷✾ ❝❆■❈✿ ✲✻✾✽✳✶✻ ❇■❈✿ ✲✺✹✶✳✺✺

❊✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

✷✾✳✸

❑❡♥❞❛❧❧ ✵✳✸✺✸✺ ❙♣❡❛r♠❛♥ ✵✳✹✽✼✸ ❇❧♦♠q✈✐st ✵✳✸✺✸✺ ❣✐♥✐ ✵✳✹✵✵✼

✈❞❴✇❛❡r❞❡♥ ✵✳✺✵✷✼ ♠✐♥❢♦ ✵✳✷✶✸✼ ❧✐♥❢♦♦t ✵✳✺✽✾✼

❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽ ❛♥❞ ■ s❤❛❧❧ ❝♦♠♠❡♥t
❜r✐❡✢② ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❇❧♦♠q✉✐st
✭✶✾✺✵✮ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r ✇❡❛❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡❛s②
t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❇❧♦♠q✉✐st ✭✶✾✺✵✱ ♣✳✺✾✸✮✱ s✉❣❣❡sts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❛♠♣❧❡
♠❡❞✐❛♥s x̃ ❛♥❞ ỹ✳ ❚❤❡ ❝❞❢ F (x, y) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❞❢✬s
F1(x) ❛♥❞ F2(y) ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❡q✉❛❧ x✲ ✈❛❧✉❡s
♦r t✇♦ ❡q✉❛❧ y✲✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦✳ ❇❧♦♠q✉✐st ✭✶✾✺✵✱ ♣✳✺✾✸✮✱ t❤❡♥
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❞✐✈✐❞❡s t❤❡ x, y✲♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ ❢♦✉r r❡❣✐♦♥s ❜② t❤❡ ❧✐♥❡s x = x̃ ❛♥❞ y = ỹ✳ ❍❡ t❤❡♥
s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ y ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✱ s❛② n1, ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r t❤✐r❞
q✉❛❞r❛♥ts✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✱ s❛② n2, ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r ❢♦✉rt❤
q✉❛❞r❛♥ts✳ ❆❢t❡r s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❛❞❥✉st♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ ❤❡ t❤❡♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

q
′

=
n1 − n2

n1 + n2
=

2n1

n1 + n2
− 1 (−1 ≤ q

′ ≤ 1). ✭✶✵✮

●❡♥❡st ❛♥❞ ❱❡rr❡t ✭✷✵✵✺✱ ♣✳ ✺✷✶✮ ♥♦t❡ t❤❛t✿ ✏t❡st✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❛♥❞ Y ✐s ❛♥ ♦❧❞ ❜✉t ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✳❚❤♦✉❣❤
❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ t❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞
♦♥ P❡❛rs♦♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♠❡r❡❧② ❛ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦r t❡st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✑✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛❧❧
♠♦❞❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♣✉❧❛s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙♣❡❛r♠❛♥✬s r❤♦✱ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
t♦ P❡❛rs♦♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ♣❛✐r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s (X,Y ) ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ H ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥s F ❛♥❞ G ✐s ❜❡st
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② C, ✐ts ✉♥✐q✉❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♣✉❧❛✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t
sq✉❛r❡ ❜②✿

H(x, y) = C{F (x), G(y)}, x, y,∈ R.

▼♦❞❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♣✉❧❛s✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❙♣❡❛r♠❛♥✬s r❤♦✱ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
t♦ P❡❛rs♦♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❛✐r (X,Y ) ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥s✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠H (X1, Y1), ..., (Xn, Yn),
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ r❛♥❦s (R1, S1), ..., (Rn, Sn) ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ t❡st ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : H = FG, ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ H0 : C =
Π,✇✐t❤ Π(µ, ν) ❢♦r ❛❧❧ µ, ν ∈ (0, 1). ❆ t❡st ❜❛s❡❞ ♦♥ ❦❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ st❛t✐st✐❝ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

τn =
2

n2 − n

∑

1≤i≤j≤n

sign(Ri −Rj)sign(Si − Sj),

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ n✱
✇❤❡r❡ 3

√
n | τn | /2 > Φ−1(0.975) = 1.96✱ ✇❤❡r❡ Φst❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙♣❡❛r♠❛♥✬s r❤♦✿

ρn = −3
n+ 1

n− 1
+

12

n3 − n

n
∑

i=1

RiSi,



✹✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶ ✷✶

❧❡❛❞s t♦ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ P−✈❛❧✉❡ 2Φ(−√
n | ρn |) ♦❢

t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ t❡st ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❡st st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

T J
n =

1

n

n
∑

i=1

J

(

Ri

n+ 1
,

Si

n+ 1

)

✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s j, ♦❢t❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ✇❡❧❧ ♦r ❜❡tt❡r t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞
♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts ❜❛s❡❞ ♦♥ P❡❛rs♦♥✬s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ rn✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❧❛ss❡s
♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

❇❤✉❝❤♦♥❣❦✉❧ ✭✶✾✻✹✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥ st❛t✐st✐❝✱ Wn

❜❛s❡❞ ♦♥ J(µ, ν) = Φ−1(µ)Φ−1(ν) ❞♦♠✐♥❛t❡s rn ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Xi = X∗
i +∆Zi, Yi = Y ∗

i +∆Zi,

✇❤❡r❡ X∗
i , Y

∗
i ❛♥❞ Zi ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ∆ ✐s ❛

s❝❛❧❛r✳
●❡♥❡st ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✵✮ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❙♣❡❛r♠❛♥✬s ✭✶✾✵✻✮

❢♦♦tr✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ●✐♥✐✬s ✭✶✾✶✹✮
❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❢♦♦tr✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ϕn = 1− 3

n2 − 1

n
∑

i=1

| Ri − Si |

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦❣r❛❞✉❛③✐♦♥❡ s❡♠♣❧✐❝❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●✐♥✐ ✭✶✾✶✹✮✱ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

γn =
1

[n2/2]

n
∑

i=1

{| (n+ 1−Ri)− Si | − | Ri − Si |}.

❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✽ ❛♥❞ ✾✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐❛✳ ▲❡t X❛♥❞ Y ❜❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢ t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
P(X,Y ) ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ PX ❛♥❞ PY t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿

I(X,Y ) = DKL(P(X,Y ) ‖ PX ⊗ PY )

✇❤❡r❡DKL ✐s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✹✽✮✱ ❛♥❞ ❋❛♥♦ ✭✶✾✹✾✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❍❛♠❞❛♥ ❛♥❞ ❚s♦❦♦s ✭✶✾✼✶✮ ❞✐s❝✉ss ▲✐♥❢♦♦t✬s ✭✶✾✺✼✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X❛♥❞ Y ✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ r1 ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ r0 ✐♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t X❛♥❞ Y ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
t❤❛t X❛♥❞ Y ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ▲✐♥❢♦♦t ✭✶✾✺✼✮ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ✐❢
X❛♥❞ Y ❤❛✈❡ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ρ ✱
t❤❡♥ r0 = (−1/2)ln(1 − ρ2), ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ▲✐♥❢♦♦t✬s ✭✶✾✺✼✮ s✉❣❣❡st✐♦♥ t❤❛t ❛♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❛❛s✉r❡ ρ1 ♦❢ ρ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
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r1 = [1− exp(−2ρ0)]
1/2

✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X❛♥❞ Y ✇✐t❤ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❜✐❧✐t✐❡s
pij (i = 1, 2, ..., s; j = 1, 2, t) ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pi =

∑

j pij ❛♥❞ pj =
∑

i pij ✱ r0 t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

r0 =
∑

i

∑

j

pij ln

[

pij
pi.p.j

]

.

■t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❑✉❧❧❜❛❝❦✬s ✭✶✾✺✾✮ ❞✐st❛♥❝❡✲❧✐❦❡
♠❡❛s✉r❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✉♥❞❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r❡❞
s❡r✐❡s r❡t✉r♥s✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✻✱ ❛❧❧
t❡❧❧ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t st♦r②✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡t✉r♥s ♦♥ ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞
❊t❤❡r❡✉♠✱ ✐s ❛❜♦✈❡ ✵✳✺✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❛r♠❛♥✱ ❱❛♥ ❞❡✲❲❛❡r❞❡♥ ❛♥❞
▲✐♥❢♦♦t ♠❡tr✐❝s✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞✱ s❡❡✱ ◆❡❧s❡♥ ✭✷✵✵✻✮✱
●❡♥❡st ❛♥❞ ❱❡rr❡t ✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ❏♦❡ ✭✶✾✽✾✮✳



✹✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶ ✷✸

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❑❡r♥❡❧ ❉❡♥s✐t② ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❈♦♣✉❧❛ ✜tt❡❞ t♦ ❆❥✉st❡❞

❘❡t✉r♥ ❙❡r✐❡s P❡r✐♦❞ ✶ Pr❡✲❈❖❱■❉✲✶✾✳

❋✐❣✉r❡ ✸ P❛♥❡❧ ❆✿ ❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚



✹✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶ ✷✹

❋✐❣✉r❡ ✸ P❛♥❡❧ ❇✿ ❊❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚



✹✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❡r✐♦❞ ✶ ✷✺

❋✐❣✉r❡ ✸ P❛♥❡❧ ❈✿ ❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❊❚❘❊❚



✹✳✹ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❡r✐♦❞ ✷ ✷✻

●❡♥❡st ❛♥❞ ❱❡rr❡t ✭✷✵✵✺✮✱ ✐♥ t❤❡✐r ❛ss❡ss♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s✉❣❣❡st❡❞
t❤❛t ✇❤✐❧st s♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❦ t❡sts ❝❛♥ ✈❛r② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦
❛♥♦t❤❡r✳ P❡❛rs♦♥✬s t❡st s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✉s❡ ✇❤❡♥ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✳ ❱❛♥
❞❡r ❲❛❡r❞❡♥✬s t❡st ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✇❤❡♥❡✈❡r P❡❛rs♦♥✬s t❡st ❞♦❡s✱ ♣❧✉s
✐t ❤❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧✲❢r❡❡✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts
♦❢ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✱ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥✬s t❡st s❡❡♠❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❛ s❧✐❣❤t ❡❞❣❡
♦✈❡r ❙♣❡❛r♠❛♥✬s ❛♥❞ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡① ❛r❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ③❡r♦✱ ❛s ❛❧❧
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❜r❛❝❦❡t ③❡r♦✱ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥
t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❞♦❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥
str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤✐s r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s
s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝❄ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✳
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❚❛❜❧❡ ✾ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♣✉❧❛ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥
P❡r✐♦❞ ✷✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞
t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ❛♣♣❡❛r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❛r❦❡❞❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾ s❤♦✇ t❤❛t ♥❡❛s✉r❡s ♦❢
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❇■❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❑❡♥❞❛❧❧
♠❡❛s✉r❡ ✉♣ t♦ ✵✳✶✺ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞ ✐t ✇❛s ✲✵✳✵✶✱ ❛♥❞
s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❛♥❞ ❇❧♦♠q✉✐st ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✲✵✳✵✶ ✐♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s ✉♣ t♦ ✵✳✷✸ ❛♥❞ ✵✳✶✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ s❤♦rt✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ❞✐s♣❛② ❛
♠❛r❦❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❝♦♥✜r♠ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❊❚❘❊❚ ❛♥❞ ❙P❘❊❚ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛ ♠❛r❦❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳
❚❤❡ ❑❡♥❞❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙♣❡❛r♠❛♥ ♠❡❛s✉r❡s st❛♥❞ ❛t ✵✳✵✽ ❛♥❞ ✵✳✶✶✱ ✇❤✐❧st ♣r❡✈✐♦✉s❧②
t❤❡② ✇❡r❡ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✵✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝r②♣t♦ ❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞ t❤❡
❑❡♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❙♣❡❛r♠❛♥ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡r❡ ✵✳✸✺ ❛♥❞ ✵✳✹✾ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❢❛❧❧❡♥ t♦ ✵✳✶✸ ❛♥❞ ✵✳✶✾ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ t❤❡
♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤✐s ♣❛✐r ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼ r❡❝♦r❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ P❛♥❡❧ ❈ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡② ❛r❡
st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳

■♥ s✉♠♠❛r② t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♣♣❡❛r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ❞♦ s❤♦✇ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t✐♠❡s ♦❢ ❝r✐s✐s✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦rts ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ❜② ▼❛ss♦✉♠✐ ❛♥❞
❲✉ ✭✷✵✷✶✱ ♣✶✮✱ ✇❤♦ r❡♣♦rt t❤❛t✿ ✏◆❆❙❉❆◗ ❞❛✐❧② r❡t✉r♥ ❤❛s t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝♦✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❇✐t❝♦✐♥ ❞❛✐❧② r❡t✉r♥✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❜✉t ❛❢t❡r t❤❡
❈❖❱■❉✲✶✾ ♦✉t❜r❡❛❦ ✐♥ ❡❛r❧② ✷✵✷✵✱ ❡✈❡♥ ❙✫P✺✵✵ ❞❛✐❧② r❡t✉r♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
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t❤❛t ❊❚❘❊❚ ♥♦✇ ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❙P❘❊❚✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s
❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❜✉t s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❇■❚❘❊❚ ❤❛s ❛ ✵✳✼✼
●▼❈ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❊❚❘❊❚✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❊❚❘❊❚ ❖◆ ❇■❚❘❊❚ ✐s
♥♦✇ ✵✳✼✷✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦✇ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ✐♥
t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str♦♥❣ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐♥ t✐♠❡s ♦❢
❝r✐s✐s✳
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❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ●▼❈ ❆♥❛❧②s✐s

P❡r✐♦❞ ✶✿ Pr❡✲❈❖❱■❉✲✶✾
❙P❘❊❚ ❇■❚❘❊❚ ❊❚❘❊❚

❙P❘❊❚ ✶✳✵✵✵ ✲✵✳✹✺✹✷✺✵✷ ✲✵✳✹✻✾✺✼✼✸
❇■❚❘❊❚ ✲✵✳✺✺✻✸✽✽✶ ✶✳✵✵✵ ✵✳✽✵✵✸✶✶✺
❊❚❘❊❚ ✲✵✳✼✷✾✾✼✼✻ ✵✳✽✸✷✹✸✻✺ ✶✳✵✵✵

P❡r✐♦❞ ✷✿ P♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾
❙P❘❊❚ ❇■❚❘❊❚ ❊❚❘❊❚

❙P❘❊❚ ✶✳✵✵✵ ✵✳✻✼✺✽✹✵✺ ✵✳✽✶✹✵✵✶✼
❇■❚❘❊❚ ✵✳✻✽✾✽✸✶✽ ✶✳✵✵✵ ✵✳✼✶✾✹✾✵✸
❊❚❘❊❚ ✵✳✻✽✹✵✷✶✽ ✵✳✼✻✼✶✾✽✾ ✶✳✵✵✵

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡sts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥s
♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s✱ ❇✐t❝♦✐♥
❛♥❞ ❊t❤❡r❡✉♠✱ ✐♥ t❤❡ t❤❡ ♣r❡ ❛♥❞ ♣♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞s✱ ❛❧❧ t❡❧❧ ❛ s✐♠✐❧❛r
st♦r②✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s✱ ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② r❡t✉r♥s s❡r✐❡s
❜✉t ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① r❡t✉r♥s✳ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉
t❡sts ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠✐❧❛r s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
♣♦st✲❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✇❤✐❧st t❤❡ r❡❧❛t✐✉♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝②
r❡t✉r♥s s❡r✐❡s r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❡r❡ ✐s ♥♦✇ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ❜♦t❤ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② r❡t✉r♥s s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡
r❡t✉r♥s ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡①✳ ❑❡♥❞❛❧❧✬s t❛✉ ♠❡tr✐❝ ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞
♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ s❡r✐❡s✳

❚❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♣✉❧❛ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡
♣❛✐rs ♦❢ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ t❡❧❧s ❛ s✐♠✐❧❛r st♦r②✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❊t❤❡r❡✉♠✱ ❜✉t
❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡
❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡①✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡ ♥♦t❛❜❧②✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡
❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡① ❛♣♣❡❛r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠❛r❦❡❞❧②✳

❚❤❡ ●▼❈ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝② r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡①✱ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦
♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛r❦❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛❧s♦
❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣❡st ❝❛✉s❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦✇ ❛♣♣❡❛rs t♦ r✉♥
❢r♦♠ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ❊t❤❡r❡✉♠ t♦ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ■♥❞❡①✳

❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❛t ❝r②♣t♦❝✉rr❡♥❝✐❡s✱ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ❇✐t❝♦✐♥ ❛♥❞ ❊t❤❡✉r❡✉♠✱ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str♦♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦
❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝r✐s✐s✳ ❆ r❡s✉❧t t❤❛t
✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ▼❛ss♦✉♠✐ ❛♥❞ ❲✉ ✭✷✵✷✶✮✱ ❑r✐st♦✉❢❡❦ ✭✷✵✷✵✮✱
❈♦♥❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ ▲❛❤♠✐r✐ ❛♥❞ ❇❡❦✐r♦s ✭✷✵✷✵✮ ❛♥❞ ●r♦❜②s ✭✷✵✷✶✮✳



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✸✸

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✿

❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤r❡❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡rs ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❦❤t❛r✉③③❛♠❛♥✱ ▼✳✱ ❆✳ ❙❡♥s♦②✱ ❛♥❞ ❙✳ ❈♦r❜❡t✱ ✭✷✵✷✵✮✱ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
❜✐t❝♦✐♥ ♦♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥✱ ❋✐♥❛♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱
✸✼✱ ✶✵✶✸✹✹✳

❬✷❪ ❆❧❧❡♥✱ ❉✳❊ ❛♥❞ ❱✳ ❍♦♦♣❡r ✭✷✵✶✽✮✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢
❈❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ❱■❳ ✉s✐♥❣ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s✱ ❙✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱
✶✵✭✽✿ ✷✻✾✺✮✱ ✶✲✶✺✳

❬✸❪ ❆❧❧❡♥✱ ❉✳❊✳ ❛♥❞ ▼✳ ▼❝❆❧❡❡r ✭✷✵✷✵✮✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢♦r ❆s②♠♠❡tr②✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❛♥❞ ❇❡②♦♥❞✱ ❙♦♠❡ ❆♥t❡❝❡❞❡♥ts ♦♥
❈❛✉s❛❧✐t②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❉❖■✿
✶✵✳✶✵✽✵✴✵✶✻✷✶✹✺✾✳✷✵✷✵✳✶✼✻✽✶✵✶

❬✹❪ ❇❛✉r✱ ❉✳✱ ❑✳ ❍♦♥❣✱ ❛♥❞ ❆✳ ▲❡❡ ✭✷✵✶✽✮✱ ❇✐t❝♦✐♥✿ ▼❡❞✐✉♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡
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❛♥❞ ●✐♥✐✬s ❣❛♠♠❛✿ ❛ r❡✈✐❡✇ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝
❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✷✿✽✱ ✾✸✼✲✾✺✹✱ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✽✵✴✶✵✹✽✺✷✺✵✾✵✸✹✾✾✻✻✼
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❬✷✻❪ ●r♦❜②s✱ ❑✳ ✭✷✵✷✶✮✱ ❲❤❡♥ ❇✐t❝♦✐♥ ❤❛s t❤❡ ✢✉✿ ♦♥ ❇✐t❝♦✐♥✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
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