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❙❧❛❝❦t✐✈✐s♠
✯

❇♦r✐s ●✐♥③❜✉r❣❸

✸r❞ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✷✸

❆❜str❛❝t

▼❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡✲❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❡✲

t✐t✐♦♥ t❤❛t ❣❛t❤❡rs ❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s tr✐❣❣❡rs s♦♠❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤✐s

♣❛♣❡r ♠♦❞❡❧s ❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ s✐❣♥ s✉❝❤ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❈✐t✐③❡♥s ❛r❡ ✐♠♣❡r✲

❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✬s ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❜r✐♥❣✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s

✐s ❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ❧♦✇✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥

❜r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ s✉❝❝❡❡❞s ❜② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡✲

t✐t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ♥♦t ♣✐✈♦t❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜r✐♥❣

❝❤❛♥❣❡ st✐❧❧ ❣❛t❤❡rs t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✇❤❡♥ ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧

✐♥❢♦r♠❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✈♦t✐♥❣✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ t❤r❡s❤♦❧❞

♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳

❏❊▲ ❝♦❞❡s✿ ❉✼✷✱ ❉✽✸✱ ❍✹✶✳

✯■ t❤❛♥❦ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡s ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ▼✐❝❛❡❧ ❈❛st❛♥❤❡✐r❛✱ P❤✐❧✲
✐♣♣ ❉❡♥t❡r✱ ❏♦❤❛♥♥❡s ❍ör♥❡r✱ ❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ▲♦❡♣❡r ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠
▼■❈■◆✴❆❊■✴✶✵✳✶✸✵✸✾✴✺✵✶✶✵✵✵✶✶✵✸✸ ❣r❛♥ts ❈❊❳✷✵✷✶✲✵✵✶✶✽✶✲▼✱ P■❉✷✵✷✵✲✶✶✽✵✷✷●❇✲■✵✵✱ ❛♥❞ ❘❨❈✷✵✷✶✲
✵✸✷✶✻✸✲■❀ ❛♥❞ ❈♦♠✉♥✐❞❛❞ ❞❡ ▼❛❞r✐❞ ❣r❛♥ts ❊P❯❈✸▼✶✶ ✭❱ P❘■❈■❚✮ ❛♥❞ ❍✷✵✶✾✴❍❯▼✲✺✽✾✶ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧②
❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

❸❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈❛r❧♦s ■■■ ❞❡ ▼❛❞r✐❞✱ ❈❛❧❧❡ ▼❛❞r✐❞ ✶✷✻✱ ✷✽✾✵✸ ●❡t❛❢❡ ✭▼❛❞r✐❞✮✱
❙♣❛✐♥✳ ❊♠❛✐❧✿ ❜♦r✐s✳❣✐♥③❜✉r❣❅✉❝✸♠✳❡s✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♠❛♥② ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✳ ❚✇♦

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ st❛♥❞ ♦✉t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s

❛ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✕ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✛♦rt r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✐❣♥ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✕ t❤❛t ❝♦st ✐s

✉s✉❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦st✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ✐s

s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦✱ ❞❡r✐s✐✈❡❧②✱ ❛s s❧❛❝❦t✐✈✐s♠✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r st✉❞✐❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s q✉♦t❛✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❤② ❡①♦❣❡♥♦✉s t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱

✇❤✐❧❡ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛♥ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ t♦ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs✱ t❤❡② ❛r❡ ❢❛r ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②

t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇✐❞❡❧② r❡♣♦rt❡❞✳ ◆♦t ❛❧❧ ♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡

♥❡✇s✇♦rt❤②✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ♦♥❧② ♣❡t✐t✐♦♥s t❤❛t ❛ttr❛❝t s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥②

s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ ♣❡t✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ♠❡❞✐❛ r❡♣♦rts ✉s✉❛❧❧②

❝♦♥t❛✐♥ ❝♦❛rs❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ s✐❣♥ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ✕ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❛ ❤❡❛❞❧✐♥❡ ♠❛② r❡♣♦rt t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡t✐t✐♦♥ ❤❛s ❣❛t❤❡r❡❞ ✏♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡s✑✱

✇✐t❤♦✉t ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ♠❛❦❡s

❛ ❥✉♠♣ ✇❤❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❙❡❝♦♥❞✱ ♣❡t✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② s❡r✈❡ ❛s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ♦♣✐♥✐♦♥ t♦ ♣♦❧✐❝②

♠❛❦❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡s ♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦

❛❝t ♦♥ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❛ttr❛❝ts s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡✲❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣

s②st❡♠s✱ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ s✐❣♥❡❞ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❜❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡

♦r ✇✐❧❧ tr✐❣❣❡r s♦♠❡ ♦t❤❡r ♦✣❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳✶ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✈♦t❡ t♦ r❡❥❡❝t

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❥✉♠♣s ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐❢ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❚♦ ❛♥❛❧②s❡ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛❞❛♣ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❣❛♠❡s

t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t♦ s✐❣♥

❛ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛t s♦♠❡ ❝♦st✳ ■❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡✳ ❈✐t✐③❡♥s ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ♦❢

t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✿ ✐♥ st❛t❡ 0 t❤❡

❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ✇✐❧❧ r❡❥❡❝t t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡ 1 ✐t ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦✈❡ ✐t✳ ❆❧❧

❝✐t✐③❡♥s r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦✈❡❞✱

✐t ❣✐✈❡s ❡❛❝❤ ❝✐t✐③❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛②♦✛✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝✐t✐③❡♥s ❤❛✈❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

♣❡t✐t✐♦♥✬s ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❜✉t ❛r❡ ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐❢ ✐t s✉❝❝❡❡❞s✳ ❈✐t✐③❡♥s✬

✷



❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤✉s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜t

♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✳

❆ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ❧♦✇✳

❚❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝t✐✈✐s♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✕ t❤❡ ❡✛♦rt

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦♣❡♥✱ r❡❛❞✱ ❛♥❞ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✕ ❡①✐sts✱ ❜✉t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡

♣❛♣❡r ❛♥❛❧②s❡s s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❜♦✉♥❞s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦✱ ❜✉t ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

s♠❛❧❧ ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦sts t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✏♣❛r❛❞♦① ♦❢

♥♦t ✈♦t✐♥❣✑ ✭❉♦✇♥s✱ ✶✾✺✼✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡♠❡r❣❡✿ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t②✱

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ③❡r♦✳

❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

❡✐t❤❡r s✉❝❝❡❡❞s ♦r ❢❛✐❧s ❜② ❛ ♠❛r❣✐♥ t❤❛t ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❛♥❞ ✐♥

r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❛ ❝✐t✐③❡♥ ✇❤♦ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s

❛❧♠♦st s✉r❡❧② ♥♦t ♣✐✈♦t❛❧✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧

r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛t ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ st❛t❡ 1 t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛❧♠♦st s✉r❡❧②

s✉❝❝❡❡❞s✳ ❚❤✐s ♦✉t❝♦♠❡ ✐s r❡❛❧✐st✐❝✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s t❤❛t ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ❣❛t❤❡r

s❡❡♠s t♦ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ q✉♦t❛✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ✐♥ ♣✐✈♦t❛❧ ✈♦t❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡❧❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛❧♠♦st

s✉r❡❧② ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋❡❞❞❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡s❡♥❞♦r❢❡r✱ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥

❛♥ ❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛ ✈♦t❡r ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦t❡s ♦♥ ❤❡r s✐❞❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✈♦t❡s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ❛❞❥✉sts ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍❡r❡✱

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❝✐t✐③❡♥ ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ♠❛t❝❤❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ st❛t❡ 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ♦♣♣♦s❡s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳

❇❡❝❛✉s❡ ❝✐t✐③❡♥s r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝ts ❢❡✇❡r s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ t❤❛t

st❛t❡ t❤❛♥ ✐♥ st❛t❡ 1✳ ■❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✇❛s ❝❧♦s❡ ✐♥ st❛t❡ 1✱ t❤❡♥ ✐♥ st❛t❡ 0 t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞

♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ q✉♦t❛

❜② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐♥ st❛t❡ 1✱ ✐t ❝❛♥ st✐❧❧ r❡❛❝❤ t❤❡ q✉♦t❛ ✐♥ st❛t❡ 0 t♦♦✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s

✇❤❡♥❡✈❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣r❡❝✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞

t♦ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❥❡❝t❡❞ ✕ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❢❛✐r❧② ❝♦♠♠♦♥✳✷ ❙✉❝❤

❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♠❛② ✐♠♣♦s❡ ❛ s♦❝✐❛❧ ❝♦st ✕ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✇❛st❡ ♦❢ ❧❡❣✐s❧❛t♦rs✬ t✐♠❡ ✕ t❤❛t ✐s

♥♦t ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡❞ ❜② ❝✐t✐③❡♥s s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t

❛❧✇❛②s ❛tt❛✐♥ ❛ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ❛❣❛✐♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ✐♥ ♣✐✈♦t❛❧ ✈♦t❡r

♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

♦✉t❝♦♠❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✇❡❛❦✳

✸



❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❛♥❛❧②s❡ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✛❡❝ts t❤❡

✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s t♦ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡

❞♦❡s ♥♦t ❡q✉❛❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ q✉♦t❛ st✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡s ❣r❡❛t❡r

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉♦t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡

♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛❞❥✉sts t♦ t❤❡ q✉♦t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥

✐s ❝♦st❧②✱ ❛ ❧♦✇❡r q✉♦t❛ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st t♦ ❝✐t✐③❡♥s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ ✐t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡r✐✈❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s

♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦♥

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦

❤♦❧❞ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳ ❚❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ ♣r♦♦❢s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t✇♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❈❧❛✐♠ ✶ ❛♥❞ ❈❧❛✐♠ ✷✮ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s

♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

❘❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣❡t✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢♦r♠s

♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐s♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ✭▼❛r❣❡tts ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✶❀ ●✐♥③❜✉r❣ ❛♥❞ ●✉❡rr❛✱ ✷✵✷✷✮✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝✐t✐③❡♥s ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❥♦✐♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦t❡st ♦r ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳

▲♦❤♠❛♥♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❛♥❞ ❙♦♠❛♥❛t❤❛♥ ✭✷✵✵✶✮✱ ❛♥❞ ❇❛tt❛❣❧✐♥✐ ❛♥❞ ❇❡♥❛❜♦✉ ✭✷✵✵✸✮

♠♦❞❡❧ ❝♦st❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ s✐③❡✳ ❇❛tt❛❣❧✐♥✐ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ❇❛tt❛❣❧✐♥✐

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s ❝♦st❧❡ss✳ ❊❦♠❡❦❝✐ ❛♥❞ ▲❛✉❡r♠❛♥♥ ✭✷✵✶✾✮ ❛♥❛❧②s❡ ❜♦t❤

s❡t✉♣s✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❝✐t✐③❡♥s ❤❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥❞ ❡♥❣❛❣✐♥❣

✐♥ ❛ ♣r♦t❡st s❡r✈❡s t♦ s✐❣♥❛❧ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦❡r✳✸ ❆t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦❡r ♣r❡❢❡rs t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦♥❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝✉t♦✛✳

▼② ♣❛♣❡r ❛❞❞s t♦ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉t♦✛

✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡✲❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♦r

❜② ♠❡❞✐❛ r❡♣♦rt✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ♥♦t ♠❡r❡❧② s❡♥❞✐♥❣

❛ s✐❣♥❛❧✱ ❜✉t ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♠② ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ❦❡②

❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✕ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦sts ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛

❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❚❤✐s ✉♥❞❡r❧✐❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❤♦♣❡❧❡ss ♣❡t✐t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ▼♦r❡ ❜r♦❛❞❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡

r♦❧❡ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭s❡❡ P♦❣♦r❡❧s❦✐② ❛♥❞ ❙❤✉♠✱ ✷✵✶✾❀

❊♥✐❦♦❧♦♣♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❀ ❉❡♥t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❀ ❉❡♥t❡r ❛♥❞ ●✐♥③❜✉r❣✱ ✷✵✷✷ ❢♦r r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥

t❤✐s t♦♣✐❝✮✳

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡ss ♦r ❢❛✐❧✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❡❡t✐♥❣ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❤r❡s❤♦❧❞

✹



❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ✭s❡❡ P❛❧❢r❡② ❛♥❞ ❘♦s❡♥t❤❛❧✱

✶✾✽✹✱ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉t❤♦rs ✭▼❝❇r✐❞❡✱ ✷✵✵✻❀ ❇❛r❜✐❡r✐

❛♥❞ ▼❛❧✉❡❣✱ ✷✵✶✵❀ ❑r❛st❡✈❛ ❛♥❞ ❨✐❧❞✐r✐♠✱ ✷✵✶✸✮ st✉❞② ❞✐s❝r❡t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❣❛♠❡s ✇✐t❤

✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❣❛♠❡s✱ s❡❡

❈❛rt✇r✐❣❤t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❀ ▲✐♠ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✷✵❀ ❇♦❧❧❡ ❛♥❞ ❙♣✐❧❧❡r✱ ✷✵✷✶❀ ●✐♥③❜✉r❣ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✷✸✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣❛♣❡rs t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡st t♦ ♠✐♥❡ ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❛♥❛❧②s❡

❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❣❛♠❡✳ ◆ö❧❞❡❦❡ ❛♥❞ P❡ñ❛ ✭✷✵✷✵✮ ❛♥❛❧②s❡

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡

♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❣r♦✉♣ s✐③❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ◆ö❧❞❡❦❡ ❛♥❞ P❡ñ❛ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❋✐rst✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤✐s

♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢❛❧❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❜♦✉♥❞s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ◆ö❧❞❡❦❡ ❛♥❞ P❡ñ❛✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ ❛s t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡

✐♥❝r❡❛s❡s ✕ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡♥s✉r❡

s✉❝❝❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ ♠② ♣❛♣❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ r❡♠❛✐♥s ❛

❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ q ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✕ t❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

s✉❝❝❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛s t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡

❝♦st ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♠♣❧② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧t✿ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s str✐❝t❧②

♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✐t✐③❡♥ ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧✱ ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❜❡✐♥❣

♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

❉③✐✉❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ❛❧s♦ st✉❞② ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❣❛♠❡✳

■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t② ✇❤✐❧❡

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡r❡ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❡♠❡r❣❡s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t② ❛s ✐♥ ❉③✐✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t② ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ❉③✐✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs

❛r❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣❛②♦✛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❇❡❝❛✉s❡

♦❢ ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡♥t❡rs

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♠② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✿ ✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡

✺



t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② r❡❛❝❤❡❞ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❤♦✇ r❡str✐❝t✐✈❡ ✐t ✐s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❞

st❛t❡ ✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐❢ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣r❡❝✐s❡✳

▼♦r❡ ❜r♦❛❞❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦st❧② ✈♦t✐♥❣ ✭❇♦r❣❡rs✱ ✷✵✵✹❀ ▲❡✈✐♥❡

❛♥❞ P❛❧❢r❡②✱ ✷✵✵✼❀ ❑r✐s❤♥❛ ❛♥❞ ▼♦r❣❛♥✱ ✷✵✶✷❀ ❆♠❜r✉s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▼②❛tt✱ ✷✵✶✺✮✳ ▼② ♣❛♣❡r

❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡

✐s ❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ✐s s♠❛❧❧ ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ❤❛s ❛

✈❡r② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠✿ ✇❤✐❧❡ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❝♦st❧②✱ ✈♦t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

✕ t❤❛t ✐s✱ ♥♦t s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✕ ✐s ❝♦st❧❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ✈♦t❡rs ✇❤♦ ♣r❡❢❡r t♦ s✐❣♥ t❤❡

♣❡t✐t✐♦♥ ❢❛❝❡ ❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❞❛ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦✈❛❧ q✉♦r✉♠s✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤❛r❡ ♦❢ ✈♦t❡rs s✉♣♣♦rt ✐t✳ ❆❣✉✐❛r✲

❈♦♥r❛r✐❛ ❛♥❞ ▼❛❣❛❧❤ã❡s ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❛❧②s❡ s✉❝❤ r❡❢❡r❡♥❞❛ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ✈♦t✐♥❣ ❝♦sts✳

▼❛♥✐q✉❡t ❛♥❞ ▼♦r❡❧❧✐ ✭✷✵✶✺✮ ❡①❛♠✐♥❡ ❛♣♣r♦✈❛❧ q✉♦r✉♠s ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ s✐③❡✳ ■♥

❍❡rr❡r❛ ❛♥❞ ▼❛tt♦③③✐ ✭✷✵✶✵✮✱ ✈♦t✐♥❣ ✐s ❝♦st❧②✱ ❜✉t ✈♦t❡rs ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧

✕ ✐♥st❡❛❞✱ ❡❛❝❤ ✈♦t❡r r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣❛②♦✛ ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣ ❢♦r ❤❡r ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❡s✬ ♠♦❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛♦rts✳ ■♥ ❆❣✉✐❛r✲❈♦♥r❛r✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈♦t❡rs ✐s

✜♥✐t❡✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ✈♦t❡rs ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦sts ♦❢ ✈♦t✐♥❣✳ ▼② ♣❛♣❡r ❛❞❞s t♦ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜②

❛♥❛❧②s✐♥❣ ❛ q✉♦r✉♠ r✉❧❡ ✐♥ ❛ ♣✐✈♦t❛❧ ✈♦t❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤♦✉❣❤

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❝♦st✳

✷ ▼♦❞❡❧

❚❤❡r❡ ❛r❡ nr+1 ❝✐t✐③❡♥s✱ ✇❤♦ ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡

✇❤❡t❤❡r t♦ ♦♣❡♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥ ✐t✳ ❉♦✐♥❣ s♦ r❡q✉✐r❡s ❡✛♦rt✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s cr✳

❚❤❡ ♣❛✐r (cr, nr)✱ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥❞❡①❡❞ ❜② r✳

❚❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ✐❢ ✐t ❣❛t❤❡rs str✐❝t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ qnr

s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ q ∈ (0, 1)✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥

s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ qnr ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❢♦r ❛❧❧ r✳ ■❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s

❛♣♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡✱ ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s ✭❜♦t❤ t❤♦s❡ ✇❤♦ s✐❣♥❡❞ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦

❞✐❞ ♥♦t✮ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❛②♦✛ t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t♦ 1✳ ❆ ♣❡t✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❣✐✈❡s ❛ ♣❛②♦✛ ♦❢

0 t♦ ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s✳

❈✐t✐③❡♥s ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡✬s ❡✈❡♥t✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✹✱ ❜✉t t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ✐♠♣❡r✲

❢❡❝t s✐❣♥❛❧s ❛❜♦✉t ✐t ✉♣♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡

✇♦r❧❞ θ ∈ {0, 1}✳ ■♥ st❛t❡ 0 t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ r❡❥❡❝ts t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ st❛t❡ 1 ✐t ❛♣♣r♦✈❡s

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❊① ❛♥t❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛❧s 1 ✐s α✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡✱ ❡❛❝❤ ❝✐t✐③❡♥ i r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ si ∈ [s, s]✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ θ, s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s

✻



❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ❝❞❢ Fθ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt ♦♥ si ∈ [s, s]✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② fθ✳

▲❡t s ❞❡♥♦t❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ●✐✈❡♥ ❛ s✐❣♥❛❧ s✱ ❧❡t h (s) ❜❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ tr✉❡ st❛t❡ ✐s 1✳ ❋r♦♠ ❇❛②❡s r✉❧❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t h (s) = αf1(s)
αf1(s)+(1−α)f0(s)

✳ ■

✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f0(s)
f1(s)

✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s✳ ❚❤✐s st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦♣❡rt②

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t h (s) ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤✐❣❤❡r r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛

❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t θ = 1✳

❆❢t❡r ❝✐t✐③❡♥s ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♦♣❡♥ ❛♥❞ s✐❣♥

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ▲❡t σi (s) ❜❡ ❝✐t✐③❡♥ i✬s str❛t❡❣②✱ t❤❛t ✐s✱ ❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ s✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ σi (s) = σ (s)✱

∀i✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ st✉❞② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ✐s

❧❛r❣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ✐s s♠❛❧❧✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❡①❛♠✐♥❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r✲

♦♥♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t lim
r→∞

nr = ∞✱ ✇❤✐❧❡ cr ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ λ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t λnr ≤ cr ≤
√
2π
e2

h(s)√
q(1−q)nr

❢♦r ❛❧❧ r✳

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t ❡♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s r → ∞✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ❝✐t✐③❡♥s

♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❛② t❤❡ ❝♦st cr ❛❢t❡r

♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✬s ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s

♦❢ ♦t❤❡r ❝✐t✐③❡♥s✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✱

t❤✐s s❡t✉♣ ♦❢t❡♥ r❡✢❡❝ts r❡❛❧✐t②✳ ❋✐rst✱ ♠❛♥② ❝✐t✐③❡♥s ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t ♣❡t✐t✐♦♥s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ✇❡❜s✐t❡✱ ❜✉t ✈✐❛ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ♦r ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆ ❝✐t✐③❡♥ ✇❤♦ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡

♣❡t✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ♣♦st ✇✐❧❧✱ ❢r♦♠ ✐ts ❤❡❛❞❧✐♥❡✱ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t ✐ts ❝❤❛♥❝❡

♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❜✉t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❛❧❧② ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ♣r✐♦r t♦ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❧✐♥❦ ❛♥❞ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✕ t❤❛t ✐s✱ ♣r✐♦r t♦ ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ❡✛♦rt ❝♦st cr✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡

❝✐t✐③❡♥ ✐s ✜rst ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ♠❛♥② s✉❝❤ ♣❧❛t❢♦r♠s

r❡q✉✐r❡ ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♣r✐♦r t♦ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

✐♥ t❤❡ ❡✲♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❙❝♦tt✐s❤ P❛r❧✐❛♠❡♥t✱ ✉s❡rs ♥❡❡❞ t♦ ♦♣❡♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞

s❝r♦❧❧ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ t♦ s❡❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✭❙❝♦tt✐s❤ P❛r❧✐❛♠❡♥t✱ ✷✵✷✶✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱

✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❝t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✕ t❤❛t ✐s✱ ♥♦t s✐❣♥✐♥❣ ✐t ✕ ✐s

❝♦st❧❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ ♦♣♣♦s❡ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❢❛❝❡ ❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞✐❧❡♠♠❛✳ ❚❤❡②

❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ nr ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s

✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛②♦✛ ✐❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ s✉❝❝❡❡❞s✳

✼



❆ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s

t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ❛♥❞ ♥♦♥✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ nr ✐s ❧❛r❣❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ nr✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ nr ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦st✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t st❛t❡s t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡✱

t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t s♠❛❧❧✳

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐s ♥♦t ✏❦♥✐❢❡✲❡❞❣❡✑✳ ❆s nr ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t ❡✈❡r② r t❤❡r❡

❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❝♦sts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s r❡❛❧✐st✐❝✳ ❚♦ s❡❡

t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ λ ✐s

❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ 20 ♠✐❧❧✐♦♥ ❝✐t✐③❡♥s❀ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ✐s 20 t❤♦✉s❛♥❞ ✭❤❡♥❝❡✱ q = 0.001✮❀

❛♥❞ h (s)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ s✉♣♣♦rts t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛st

❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐s 0.5✳ ❚❤❡♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ s❛②s t❤❛t t❤❡ ❝♦st s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 0.12%

♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t♦ ♦♥❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢

♦♣❡♥✐♥❣✱ r❡❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞ s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❧♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ s✉❝❝❡❡❞s✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥

✹✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❤♦❧❞ ✐❢ ❝✐t✐③❡♥s ❤❛✈❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦sts ♦❢ s✐❣♥✐♥❣✳

✸ ▼❛✐♥ ❘❡s✉❧ts

❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❤❡r

s✐❣♥❛❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✇✐❧❧ ❡①❝❡❡❞

qnr ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡✈❡r② ❝✐t✐③❡♥ ✇♦✉❧❞ ❣❛✐♥ ❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✐♥st❡❛❞ ❛

str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■❢ qnr ≥ 1✱

♥♦ ❝✐t✐③❡♥ ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ✉♥❞❡r t❤✐s str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❝✐t✐③❡♥ ❣❛✐♥s ❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣✳

❚❤✉s✱ ❛❜st❡♥t✐♦♥ ❜② ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s

♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r

t♦ t❤❡s❡ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳

❚❛❦❡ ❛ ❝✐t✐③❡♥ i ✇❤♦ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ si✳ ■❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❣❛t❤❡rs ♠♦r❡ t❤❛♥ qnr s✐❣♥❛✲

t✉r❡s✱ ❝✐t✐③❡♥ i ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❛②♦✛ ♦❢ 1 ✐❢ θ = 1✱ ❛♥❞ ❛ ♣❛②♦✛ ♦❢ 0 ✐❢ θ = 0✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛

❤✐❣❤❡r r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ si ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s 1✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱

t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛ ❝✐t✐③❡♥ ♣r❡❢❡rs t♦ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❤❡r

✽



s✐❣♥❛❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ t❤❛t ✐s✱ ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ❝✉t♦✛ sr✳ ■❢ t❤❛t ❝✉t♦✛ ❡q✉❛❧s s✱ ♥♦ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ■❢ ✐t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡

❝✉t♦✛ ♠✉st ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❝✐t✐③❡♥ ✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡s s✐❣♥❛❧ sr ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞

♥♦t s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ sr ♠✉st ❡q✉❛❧ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ♣r♦✈❡s

t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✿

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❆♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ❝✉t♦✛ sr > s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

h (sr)

(
nr

qnr

)
F1 (s

r)qnr [1− F1 (s
r)](1−q)nr = cr. ✭✶✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❡✈❡r② ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❡①✐sts✳

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ F1 (s
r) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝✐t✐③❡♥ r❡❝❡✐✈❡s ❛ s✐❣♥❛❧ ❜❡❧♦✇

t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐♥ st❛t❡ 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ st❛t❡ 1✳

■♥ t✉r♥✱
(
nr

qnr

)
F1 (s

r)qnr [1− F1 (s
r)](1−q)nr ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝✐t✐③❡♥ ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡

st❛t❡ ✐s 1✱ ✇❤✐❧❡ h (sr) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s 1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡q✉❛❧❧✐♥❣

t❤❡ ❝✉t♦✛✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✮ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝✐t✐③❡♥✬s s✐❣♥❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ s❤❡ r❡❝❡✐✈❡s s✐❣♥❛❧ sr✳

▲❡♠♠❛ ✶ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❢♦r ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ r✳ ❆t ❡❛❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ st❛t❡ θ ❛ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Fθ (s
r) > 0✳

❖♥ ✐ts ♦✇♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ▲❡♠♠❛ ✶ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡

❛s r → ∞ ✭✐✳❡✳ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ sr ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣

t♦ s✳ ■❢ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛❞♦① ♦❢

♥♦t ✈♦t✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ s❤♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t r → ∞✳ ❆s ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝✉t♦✛ sr✱ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝✉t♦✛s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤❡

❧✐♠✐t ❛s r → ∞ ✭t❤❛t ✐s✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞

s❤♦✇s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ♥♦♥③❡r♦ ❛♥❞ ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❆s r → ∞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ c
1

nr
r

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ s♦♠❡ ❧✐♠✐t L ∈ [λ, 1]✱ ❛♥❞ sr ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ s♦♠❡ ❧✐♠✐t ŝ✳ ■❢ L = 1✱ t❤❡♥ ŝ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ F1 (ŝ) = q✳ ■❢ L < 1✱ t❤❡♥ ŝ ❝❛♥ t❛❦❡ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ŝ1, ŝ2✱ s✉❝❤ t❤❛t

0 < F1 (ŝ1) < q < F1 (ŝ2) < 1✳

■♥ ✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st st❛②s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡r❡ ❡①✐st ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣✲

❛t✐♦♥ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧✳✺ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✾



♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ ✐s s✉❝❤ t❤❛t c
1

nr
r ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

❝✐t✐③❡♥s t❤❛t s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ st❛t❡ 1 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ q✳

■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ c
1

nr
r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ♦♥❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦

♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛ ❧♦✇ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇✐t❤ ❝✉t♦✛ ŝ1✳

❆t t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ st❛t❡ 1 ❡q✉❛❧s F1 (ŝ1)✱

✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ❜❡❧♦✇ q✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ❢❛✐❧s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ❤✐❣❤

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❝✉t♦✛ ŝ2✳ ❆t t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ st❛t❡ 1 ❡q✉❛❧s F1 (ŝ2)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ q✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

❛❧♠♦st s✉r❡❧② s✉❝❝❡❡❞s✳ ■♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s s✐❣♥✐♥❣

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♦♥❡✳ ❘❡❝❛❧❧ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛

③❡r♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ŝ = s✮✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ s❡❧❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛❜✐❧✐t② ✕ t❤❛t ✐s✱ t♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

✐♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛❜✐❧✐t②✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ L < 1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐s❡❞ ❜② F1 (ŝ2) > q ✐s st❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐s❡❞ ❜② F1 (ŝ1) < q ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F1 (ŝ2) > q ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛t ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❡t✐t✐♦♥ ❣❛t❤❡rs

str✐❝t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛s r → ∞✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ♥♦t ♣✐✈♦t❛❧✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❡✈❡r② r t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t❤❛t ❡♥♦✉❣❤ ❝✐t✐③❡♥s str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r t♦ s✐❣♥

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳✻

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ st❛t❡ 0✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❤❛s ♥♦

❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝✉t♦✛ ŝ✱ t❤❡

s❤❛r❡ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ st❛t❡ 0 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ F0 (ŝ)✳ ❚❤✐s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ F1 (ŝ)✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t F0 (s) < F1 (s) ❢♦r ❛❧❧ s ∈ [s, s]✳

■❢ L = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F0 (ŝ) < F1 (ŝ) = q✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡✳

❈♦♥s✐❞❡r ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ L < 1✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ st❛t❡ 0 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ F0 (ŝ1) < F1 (ŝ1) < q ✕ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡

♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ♥♦t s❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛t t❤❡ ✭st❛❜❧❡✮ ❤✐❣❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❡♠❡r❣❡s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ L < 1✳ ■♥ st❛t❡ 0 ❛t t❤❡ st❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛tt❛✐♥s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐❢ q < F0 (ŝ2) < F1 (ŝ2)✱ ❛♥❞

❞♦❡s ♥♦t ❛tt❛✐♥ ✐t ✐❢ F0 (ŝ2) < q < F1 (ŝ2)✳

✶✵



❍❡♥❝❡✱ ❛t t❤❡ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ ❤♦♣❡❧❡ss ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (F0 (ŝ2) , F1 (ŝ2)) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✈❡r q✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ F0 ❛♥❞ F1 ✐s s♠❛❧❧ ✕ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r②

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳

■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t s❡♥❞✐♥❣ ❛ ❤♦♣❡❧❡ss ♣❡t✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ✐s

s✉❜♦♣t✐♠❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❧❡❣✐s❧❛t♦rs s♣❡♥❞ ♦♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡

s♦♠❡ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝✐t✐③❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡② s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡✱ ❛ s♦❝✐❛❧❧②

♦♣t✐♠❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ✈✐❝t♦r② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❋❡❞❞❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡s❡♥❞♦r❢❡r✱ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ♠② s❡tt✐♥❣ ✇❤❡♥ L = 1✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ L < 1✳

✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❘❡s✉❧ts

❊✛❡❝t ♦❢ q✉♦t❛ ♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇ ❞♦❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ q❄ ■❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡

✇❛s ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ❛ ❤✐❣❤❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ♣✐✈♦t❛❧✱ t❤✉s r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✭s❡❡✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❉③✐✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ■♥ ♠② s❡tt✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡✳ ❆s ❛

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ L < 1✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ❞✐st✐♥❝t

❢r♦♠ q✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝✐t✐③❡♥ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ ✐s ③❡r♦✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ t❤❡r❡ ✐s

❛ str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ■♥ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐s str✐❝t❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ q ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✳

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✲

✐✈❡✳

❈♦st ♦❢ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ q✉♦t❛✳ ❲❤❛t ✈❛❧✉❡ ♦❢ q ✐s s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧❄ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ st❛t❡ 1✱ ❛s r → ∞✱ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛❧♠♦st s✉r❡❧② s✉❝❝❡❡❞s ❛t t❤❡ st❛❜❧❡ ❤✐❣❤

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ❢❛✐❧s ❛t t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡s❡

♦✉t❝♦♠❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r

t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❝♦st t♦ ❝✐t✐③❡♥s✳

✶✶



■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ θ ∈ {0, 1}✱ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❡q✉❛❧s crnrFθ (s
r)✳

❆s r → ∞✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ Fθ (ŝ) lim
r→∞

crnr✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s lim
r→∞

crnr ❡①✐sts✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r ✇❡ ❤❛✈❡

nrλ
nr ≤ crnr ≤

√
2π

e2

√
nr

q (1− q)
h (s) .

■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ crnr ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❜❡❝♦♠❡s

✐♥✜♥✐t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ lim
r→∞

crnr✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥② ✇❡❛❦❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ■❢ lim
r→∞

crnr = 0✱ t❤❡♥

t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧ ♣❡t✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✇❡❧❢❛r❡✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

■❢ crnr ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ Fθ (ŝ)✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ Fθ (ŝ)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ q✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s

t❤❛t ❛ ❧♦✇❡r q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r q✉♦t❛✳✼

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦sts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣

t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❤♦❧❞ ✐❢ ❝♦sts ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥✲

❡♦✉s✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❝✐t✐③❡♥ i ✐s µicr✱ ✇❤❡r❡ µi ∈
[
µ, µ

]
⊂ (0, 1)

✐s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦st ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ si✱ ❛♥❞ cr ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ▲❡t

δi :=
h(si)
µi

∈
[
h(s)
µ
,
h(s)
µ

]
✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❛ ✈♦t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r ❝✐t✐③❡♥ i s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ δi ≥ δr ❢♦r s♦♠❡ ❝✉t♦✛ δr✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Gθ t❤❡ ❝❞❢ ♦❢ δi ✐♥ st❛t❡ θ ∈ {0, 1}✳ ❚❤❡♥ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ✭✶✮ ❛s

δr
(
nr

qnr

)
G1 (δ

r)(1−q)nr [1−G1 (δ
r)]qnr = cr.

❖♥❝❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤ h(s)
µ

r❡♣❧❛❝✐♥❣ h (s)✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝❛♥

♥♦✇ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t δi r❡♣❧❛❝❡s

h (si)✱ ❛♥❞ 1− G1 (·) r❡♣❧❛❝❡s F1 (·)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐❧❧

❡♠❡r❣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡✐t❤❡r s✉❝❝❡❡❞ ♦r ❢❛✐❧ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳

✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❧♦♦❦❡❞ ❛t ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s✐❣♥❛t✉r❡s r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚✇♦ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛

❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ s✐❣♥✐♥❣✳ ❚♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤✐s

❢♦r♠ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞

✶✷



❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥③❡r♦ ❜✉t ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧✱ ❛♥❞ ❝✐t✐③❡♥s s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ♥♦t ♣✐✈♦t❛❧✳ ❆t ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥

❜r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ s✉❝❝❡❡❞s ❜② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ ❤♦♣❡❧❡ss ♣❡t✐t✐♦♥

❝❛♥ st✐❧❧ ❣❛t❤❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐❢ ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s

❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✈♦t✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ✈✐❝t♦r② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥

❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t ❧♦✇ q✉♦t❛s ♠❛② ❜❡ s♦❝✐❛❧❧② ♣r❡❢❡r❛❜❧❡✳

❖♥❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ❝✐t✐③❡♥s ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❛② t❤❡ ❝♦st ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ❝✐t✐③❡♥s t❤❛t ❤❛❞ s✐❣♥❡❞ ✐t ❡❛r❧✐❡r✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡t✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❝✐t✐③❡♥s t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r

❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s✐❣♥❛t♦r✐❡s✳ ❋✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❛♥❛❧②s❡ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

s❡t✉♣✳

✻ ❆♣♣❡♥❞✐①

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡

✉s❡❢✉❧✿

❈❧❛✐♠ ✶✳
√
2π
e2

≤
(
nr

qnr

)
qqnr (1− q)(1−q)nr

√
q (1− q)nr ≤ e

2π
❢♦r ❛❧❧ r✳

Pr♦♦❢✳ ❘♦❜❜✐♥s ✭✶✾✺✺✮ s❤♦✇s t❤❛t
√
2πkk+ 1

2 e−ke
1

12k+1 < k! <
√
2πkk+ 1

2 e−ke
1

12k ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥t❡❣❡rs k✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦❡r r❡s✉❧t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs k✿

√
2πkk+ 1

2 e−k ≤ k! ≤ ekk+ 1

2 e−k ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t e
1

12k+1 > 1❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❤♦❧❞s tr✐✈✐❛❧❧② ❢♦r k = 1✱ ❛♥❞ ❢♦r k ≥ 2 ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
√
2πe

1

12k ≤
√
2πe

1

24 < e✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✷✮ t♦
(
nr

qnr

)
= nr!

(qnr)!([1−q]nr)!
②✐❡❧❞s

√
2πn

nr+
1

2
r e−nr

[
e (qnr)

qnr+
1

2 e−qnr

] [
e ([1− q]nr)

(1−q)nr+
1

2 e−(1−q)nr

] ≤
(
nr

qnr

)

≤ en
nr+

1

2
r e−nr

[√
2π (qnr)

qnr+
1

2 e−qnr

] [√
2π ([1− q]nr)

(1−q)nr+
1

2 e−(1−q)nr

] .

✶✸



❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s

√
2π

e2
1

qqnr+
1

2 (1− q)(1−q)nr+
1

2 n
1

2
r

≤
(
nr

qnr

)
≤ e

2π

1

qqnr+
1

2 ([1− q])(1−q)nr+
1

2 n
1

2
r

,

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

❈❧❛✐♠ ✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A (s) := [F1 (s)]
q [1− F1 (s)]

1−q ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s ❢♦r F1 (s) <

q✱ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s ❢♦r F1 (s) > q✳

Pr♦♦❢✳ ❚❛❦✐♥❣ ❧♦❣s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ d lnA(s)
dF1(s)

= q

F1(s)
− 1−q

1−F1(s)
✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧②

♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r F1 (s) < q ❛♥❞ str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r F1 (s) > q✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ lnA (s)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

❛❧s♦ A (s)✱ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s ❢♦r F1 (s) < q ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s ❢♦r F1 (s) > q✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t pr (k) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛t ❧❡❛st k ❝✐t✐③❡♥s s✐❣♥ t❤❡

♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ θ = 1✳ ❚❤❡♥ ❝✐t✐③❡♥ i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❡q✉❛❧s h (si) pr (qnr) − cr ✐❢

s❤❡ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ h (si) pr (qnr + 1) ✐❢ s❤❡ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❙❤❡ t❤❡♥ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ h (si) [pr (qnr)− pr (qnr + 1)] ≥ cr✳

▲❡t yr ❜❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❝✐t✐③❡♥ s✐❣♥s t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

✇❤❡♥ θ = 1✳ ❚❤❡♥ ❝✐t✐③❡♥ i ✇✐❧❧ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

h (si)

(
nr

qnr

)
yqnr

r (1− yr)
(1−q)nr ≥ cr. ✭✸✮

❙✐♥❝❡ h (si) ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦❢ ❛ ❝✉t♦✛ ❢♦r♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡

❧❡♠♠❛✳ ❍❡♥❝❡✱ yr = F1 (s
r)✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❝✐t✐③❡♥ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t s✐❣♥✐♥❣ ✇❤❡♥ si = sr ②✐❡❧❞s t❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t✳

❚♦ s❤♦✇ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✮ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ sr✱ ✐t ✐s

s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ✈❛❧✉❡s ♦❢ sr > s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢

✭✶✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ cr❀ ❛s ✇❡❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s
r > s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ cr✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱

♣✐❝❦ ❛♥② sr s✉❝❤ t❤❛t 0 < F1 (s
r) <

[
cr

h(s)( nr
qnr

)

] 1

qnr

✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ [1− F1 (s
r)](1−q)nr < 1✱ t❤❡

❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

h (sr)

(
nr

qnr

)
[F1 (s

r)]qnr <
h (sr)

h (s)
cr < cr,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ h (·)✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❧❡t sr = F−1
1 (q)✳

✶✹



❚❤❡♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✮ ✐s

h (sr)

(
nr

qnr

)
qqnr (1− q)(1−q)nr

≥
√
2π

e2
h (sr)√

q (1− q)nr

>

√
2π

e2
h (s)√

q (1− q)nr

≥ cr,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✶✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✕ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ h (·)✱ ❛♥❞ t❤❡

t❤✐r❞ ✕ ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t c
1

nr
r ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ L ∈ [λ, 1]✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜② ❆s✲

s✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ λ ≤ c
1

nr
r ≤

(
√
2π
e2

h(s)√
q(1−q)nr

) 1

nr

✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱

√
2π
e2

h(s)√
q(1−q)nr

≤ 1✱ s♦

(
√
2π
e2

h(s)√
q(1−q)nr

) 1

nr

≤ 1✳ ❍❡♥❝❡✱ λ ≤ c
1

nr
r ≤ 1 ✇❤❡♥ r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱

❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❇♦❧③❛♥♦✕❲❡✐❡rstr❛ss t❤❡♦r❡♠✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r ❛t ✇❤✐❝❤ c
1

nr
r ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ sr ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ sr ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ s♦♠❡ ❧✐♠✐t ŝ✳ ❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ✐t✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✭✶✮ ❛s

F1 (s
r)q [1− F1 (s

r)](1−q) =

[
cr

h (sr)
(
nr

qnr

)
] 1

nr

. ✭✹✮

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❈❧❛✐♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

[√
2π

e2

] 1

nr

≤
[(

nr

qnr

)] 1

nr

qq (1− q)(1−q)
[√

q (1− q)
] 1

nr
n

1

2nr
r ≤

[ e

2π

] 1

nr
. ✭✺✮

◆♦t❡ t❤❛t lim
r→∞

(√
2π
e2

) 1

nr
= lim

r→∞

(
e
2π

) 1

nr = 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✭✺✮ ✐♠♣❧✐❡s

lim
r→∞

([(
nr

qnr

)] 1

nr
[√

q (1− q)
] 1

nr
n

1

2nr
r

)
=

1

qq (1− q)(1−q)
.

◆♦t❡ t❤❛t lim
r→∞

(√
q (1− q)

) 1

nr
= 1✳ ❆❧s♦✱ lim

r→∞
n

1

2nr
r = lim

n→∞
e

1

2n
lnn = 1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t②

✶✺



❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t lim
n→∞

lnn
2n

= lim
n→∞

1
2n

= 0 ❜② ▲✬❍ô♣✐t❛❧✬s r✉❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
r→∞

[(
nr

qnr

)] 1

nr

=
1

qq (1− q)(1−q)
.

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭✹✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t lim
r→∞

c
1

nr
r = L ❛♥❞ lim

r→∞
[h (sr)]

1

nr = 1

②✐❡❧❞s

lim
r→∞

[
F1 (s

r)q [1− F1 (s
r)](1−q)

]
= Lqq (1− q)(1−q)

> 0.

❚❤❡♥ ŝ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

[F1 (ŝ)]
q [1− F1 (ŝ)]

1−q = Lqq (1− q)(1−q)
. ✭✻✮

■❢ L = 1✱ ✭✻✮ ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ F1 (ŝ) = q✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t L < 1✱ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡

❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✮ ❡q✉❛❧s A (ŝ) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✷✳ ❚❤❡♥ ❈❧❛✐♠ ✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✭✻✮ ❤♦❧❞s

❢♦r ❡①❛❝t❧② t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ŝ✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❢♦r s♦♠❡ ŝ1 s✉❝❤ t❤❛t F1 (ŝ1) ∈ (0, q)✱ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ ŝ2

s✉❝❤ t❤❛t F1 (ŝ2) ∈ (q, 1)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❛❦❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝✉t♦✛s {sr}+∞
r=0 ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡

❤✐❣❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝✉t♦✛ ŝ2✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ ❝✐t✐③❡♥s ❞❡✈✐❛t❡ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ {s̃r}+∞
r=0

t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝✉t♦✛ ŝ2 + ε✱ ✇✐t❤ ε > 0 ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡② s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥

✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡① ❛♥t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✳ ❲❤❡♥ r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✭s♦ t❤❛t s̃r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡

t♦ ŝ2 + ε✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F1 (s̃
r) > F1 (s

r) > q✱ ❛♥❞ s♦ ❜② ❈❧❛✐♠ ✷✱ A (s̃r) < A (sr)✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❛

r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✮ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t♦ r❡st♦r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡

❝✉t♦✛ ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ ❝✐t✐③❡♥s ❞❡✈✐❛t❡ t♦ ❛

s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝✉t♦✛ ŝ2 − ε ✭✇❤❡r❡ ε ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t F1 (ŝ2 − ε) > q✮✱ t❤❡♥

A (·) ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦ t❤❡ ❝✉t♦✛ ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛❣❛✐♥ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡

❤✐❣❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s st❛❜❧❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝✉t♦✛s {sr}+∞
r=0 ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦

t❤❡ ❧♦✇ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝✉t♦✛ ŝ1✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❝✐t✐③❡♥s ❞❡✈✐❛t❡ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
{
s
˜
r
}+∞

r=0

t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝✉t♦✛ ŝ1 + ε ❢♦r s♦♠❡ ε > 0 t❤❛t ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t

F1 (ŝ1 + ε) < q✳ ❲❤❡♥ r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F1 (s
r) < F1

(
s
˜
r
)
< q✱ ❛♥❞ ❜② ❈❧❛✐♠

✷✱ A
(
s
˜
r
)
> A (sr)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✮ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t♦ r❡st♦r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡

❝✉t♦✛ ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ sr✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ ❝✐t✐③❡♥s ❞❡✈✐❛t❡ t♦

❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝✉t♦✛ ŝ1−ε✱ t❤❡♥ A (·)nr ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡✱

r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧♦✇ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳

✶✻



Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❆t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝✉t♦✛ ŝ2✱ ✇❤❡♥ θ = 0✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢

s✐❣♥❛t✉r❡s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ F0 (ŝ2) < F1 (ŝ2)✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ F1 (ŝ2) > q✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❲❤❡♥ L = 1✱ ŝ = F−1
1 (q) ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❙✉♣♣♦s❡ L < 1✳ ❚❤❡♥ ✭✻✮ ♠✉st ❤♦❧❞ ❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭s❡❡

♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ❧♦❣s ♦❢ ✭✻✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q ②✐❡❧❞s

ln [F1 (ŝ)] +
q

F1 (ŝ)

∂F1 (ŝ)

∂q
− ln [1− F1 (ŝ)]−

1− q

1− F1 (ŝ)

∂F1 (ŝ)

∂q
= ln q + 1− ln (1− q)− 1

⇐⇒ ∂F1 (ŝ)

∂q
=

ln
[

q

F1(ŝ)

]
− ln

[
1−q

1−F1(ŝ)

]

q

F1(ŝ)
− 1−q

1−F1(ŝ)

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ L < 1✱ F1 (ŝ) ̸= q✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ q

F1(ŝ)
− 1−q

1−F1(ŝ)
̸= 0✳ ❙✐♥❝❡ q

F1(ŝ)
> 1−q

1−F1(ŝ)

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ln
[

q

F1(ŝ)

]
> ln

[
1−q

1−F1(ŝ)

]
✱ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✳ ❚❤✉s✱ ∂F1(ŝ)
∂q

> 0 ❛t ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ŝ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

✐♥ q✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t F0 (ŝ) ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ q✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❣✉✐❛r✲❈♦♥r❛r✐❛ ▲ ❛♥❞ ▼❛❣❛❧❤ã❡s P❈ ✭✷✵✶✵✮ ❘❡❢❡r❡♥❞✉♠ ❞❡s✐❣♥✱ q✉♦r✉♠ r✉❧❡s ❛♥❞ t✉r♥♦✉t✳

P✉❜❧✐❝ ❈❤♦✐❝❡ ✶✹✹✭✶✲✷✮✿ ✻✸✕✽✶✳

❆❣✉✐❛r✲❈♦♥r❛r✐❛ ▲✱ ▼❛❣❛❧❤ã❡s P❈ ❛♥❞ ❱❛♥❜❡r❣ ❈❆ ✭✷✵✷✵✮ ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❜❡st q✉♦r✉♠ r✉❧❡s❄

❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ P✉❜❧✐❝ ❈❤♦✐❝❡ ✶✽✺✭✶✮✿ ✷✶✺✕✷✸✶✳

❆♠❜r✉s ❆✱ ●r❡✐♥❡r ❇ ❛♥❞ ❙❛str♦ ❆ ✭✷✵✶✼✮ ❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♥✐❧ ✈♦t❡s✿ ❱♦t❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r

❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉❧s♦r② ❛♥❞ ✈♦❧✉♥t❛r② ✈♦t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝

❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✺✹✿ ✸✹✕✹✽✳

❇❛♥❡r❥❡❡ ❆ ❛♥❞ ❙♦♠❛♥❛t❤❛♥ ❘ ✭✷✵✵✶✮ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✻✭✶✮✿ ✶✽✾✕✷✷✼✳

❇❛r❜✐❡r✐ ❙ ❛♥❞ ▼❛❧✉❡❣ ❉❆ ✭✷✵✶✵✮ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❜s❝r✐♣✲

t✐♦♥ ❣❛♠❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾✹✭✶✶✲✶✷✮✿ ✽✹✽✕✽✻✶✳

❇❛tt❛❣❧✐♥✐ ▼ ✭✷✵✶✼✮ P✉❜❧✐❝ ♣r♦t❡sts ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

✶✸✷✭✶✮✿ ✹✽✺✕✺✹✾✳

✶✼



❇❛tt❛❣❧✐♥✐ ▼ ❛♥❞ ❇❡♥❛❜♦✉ ❘ ✭✷✵✵✸✮ ❚r✉st✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢

♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐s♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✶✭✹✮✿ ✽✺✶✕✽✽✾✳

❇❛tt❛❣❧✐♥✐ ▼✱ ▼♦rt♦♥ ❘❇ ❛♥❞ P❛t❛❝❝❤✐♥✐ ❊ ✭✷✵✷✶✮ ❙♦❝✐❛❧ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢

♣r♦t❡sts ✳

❇❇❈ ◆❡✇s ✭✷✵✶✾✮ ❇r❡①✐t ❞❡❜❛t❡✿ ❉♦ ♣❡t✐t✐♦♥s ❡✈❡r ✇♦r❦❄ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❜❜❝✳❝♦♠✴♥❡✇s✴

✇♦r❧❞✲✹✼✻✾✸✺✵✻✱✳ ❆❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✷✶✳

❇♦❧❧❡ ❋ ❛♥❞ ❙♣✐❧❧❡r ❏ ✭✷✵✷✶✮ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r② ✺✾✭✸✮✿

✾✵✹✕✾✷✹✳

❇♦r❣❡rs ❚ ✭✷✵✵✹✮ ❈♦st❧② ✈♦t✐♥❣✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✹✭✶✮✿ ✺✼✕✻✻✳

❈❛rt✇r✐❣❤t ❊✱ ❙t❡♣❛♥♦✈❛ ❆ ❛♥❞ ❳✉❡ ▲ ✭✷✵✶✾✮ ■♠♣✉❧s❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ❢r❛♠✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥

t❤r❡s❤♦❧❞ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❣❛♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ✷✶✭✺✮✿ ✾✵✸✕✾✷✷✳

❉❡♥t❡r P✱ ❉✉♠❛✈ ▼ ❛♥❞ ●✐♥③❜✉r❣ ❇ ✭✷✵✷✶✮ ❙♦❝✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ♠❡❞✐❛ ❜✐❛s✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♥❡❣❧❡❝t✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✸✶✭✻✸✼✮✿ ✷✵✸✸✕✷✵✺✼✳

❉❡♥t❡r P ❛♥❞ ●✐♥③❜✉r❣ ❇ ✭✷✵✷✷✮ ❚r♦❧❧ ❢❛r♠s ❛♥❞ ✈♦t❡r ❞✐s✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❙❙❘◆

✸✾✶✾✵✸✷ ✳

❉❡✉ts❝❤❡ ❲❡❧❧❡ ✭✷✵✶✼✮ ❈✐t✐③❡♥ ♣❡t✐t✐♦♥s ✕ t❤❡ ❣❡r♠❛♥

♣❡♦♣❧❡✬s ✬❤♦t❧✐♥❡✬ t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞✇✳❝♦♠✴❡♥✴

❝✐t✐③❡♥✲♣❡t✐t✐♦♥s✲t❤❡✲❣❡r♠❛♥✲♣❡♦♣❧❡s✲❤♦t❧✐♥❡✲t♦✲❣♦✈❡r♥♠❡♥t✴❛✲✸✽✽✼✼✷✸✽✱✳

❆❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ✸✵ ❆✉❣✉st ✷✵✷✶✳

❉♦✇♥s ❆ ✭✶✾✺✼✮ ❆♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉❡♠♦❝r❛❝②✳ ❍❛r♣❡r✳

❉③✐✉❞❛ ❲✱ ●✐t♠❡③ ❆❆ ❛♥❞ ❙❤❛❞♠❡❤r ▼ ✭✷✵✷✵✮ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❡❛s② ♣r♦❥❡❝ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✿ ■♥s✐❣❤ts ✳

❊❦♠❡❦❝✐ ▼ ❛♥❞ ▲❛✉❡r♠❛♥♥ ❙ ✭✷✵✶✾✮ ■♥❢♦r♠❛❧ ❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳

❊♥✐❦♦❧♦♣♦✈ ❘✱ ▼❛❦❛r✐♥ ❆ ❛♥❞ P❡tr♦✈❛ ▼ ✭✷✵✷✵✮ ❙♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ♣r♦t❡st ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✿

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ r✉ss✐❛✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✽✽✭✹✮✿ ✶✹✼✾✕✶✺✶✹✳

❋❡❞❞❡rs❡♥ ❚ ❛♥❞ P❡s❡♥❞♦r❢❡r ❲ ✭✶✾✾✼✮ ❱♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥

❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✺✭✺✮✿ ✶✵✷✾✕✶✵✺✽✳

●✐♥③❜✉r❣ ❇ ❛♥❞ ●✉❡rr❛ ❏❆ ✭✷✵✷✷✮ ●✉♥s✱ ♣❡ts✱ ❛♥❞ str✐❦❡s✿ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞

♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✳

✶✽



●✐♥③❜✉r❣ ❇✱ ●✉❡rr❛ ❏❆ ❛♥❞ ▲❡❦❢✉❛♥❣❢✉ ❲◆ ✭✷✵✷✸✮ ❈r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✳

●r♦✈❡r ❈ ✭✷✵✶✻✮ ❊✲♣❡t✐t✐♦♥s✳ P❛r❧✐❛♠❡♥t ▲✐❜r❛r② ✫ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❡r✈✐❝❡✱ P❛r❧✐❛♠❡♥t ♦❢ ❱✐❝✲

t♦r✐❛✳

❍❡rr❡r❛ ❍ ❛♥❞ ▼❛tt♦③③✐ ❆ ✭✷✵✶✵✮ ◗✉♦r✉♠ ❛♥❞ t✉r♥♦✉t ✐♥ r❡❢❡r❡♥❞❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✽✭✹✮✿ ✽✸✽✕✽✼✶✳

❑r❛st❡✈❛ ❙ ❛♥❞ ❨✐❧❞✐r✐♠ ❍ ✭✷✵✶✸✮ ✭✉♥✮ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ✶✵✻✿ ✶✹✕✷✻✳

❑r✐s❤♥❛ ❱ ❛♥❞ ▼♦r❣❛♥ ❏ ✭✷✵✶✷✮ ❱♦❧✉♥t❛r② ✈♦t✐♥❣✿ ❈♦sts ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❚❤❡♦r② ✶✹✼✭✻✮✿ ✷✵✽✸✕✷✶✷✸✳

▲❡✈✐♥❡ ❉❑ ❛♥❞ P❛❧❢r❡② ❚❘ ✭✷✵✵✼✮ ❚❤❡ ♣❛r❛❞♦① ♦❢ ✈♦t❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥❄ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② st✉❞②✳

❆♠❡r✐❝❛♥ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✶✭✶✮✿ ✶✹✸✕✶✺✽✳

▲✐♠ ❲ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ P ✭✷✵✷✵✮ ❍❡r❞ ✐♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ❛ ✈❛❝❝✐♥❛t✐♦♥ ❣❛♠❡✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✳

P❧♦❙ ♦♥❡ ✶✺✭✺✮✿ ❡✵✷✸✷✻✺✷✳

▲✐♥❞♥❡r ❘ ❛♥❞ ❘✐❡❤♠ ❯ ✭✷✵✵✾✮ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❡t✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡r♥✐③❛t✐♦♥✳ ✐♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t❛r② ❡✲♣❡t✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❏❡❉❊▼✲❡❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❡❉❡♠♦❝r❛❝② ❛♥❞ ❖♣❡♥ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ✶✭✶✮✿ ✶✕✶✶✳

▲♦❤♠❛♥♥ ❙ ✭✶✾✾✸✮ ❆ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐✈❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥✳ ❆♠❡r✲

✐❝❛♥ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇ ✽✼✭✷✮✿ ✸✶✾✕✸✸✸✳

▼❛♥✐q✉❡t ❋ ❛♥❞ ▼♦r❡❧❧✐ ▼ ✭✷✵✶✺✮ ❆♣♣r♦✈❛❧ q✉♦r✉♠s ❞♦♠✐♥❛t❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ q✉♦r✉♠s✳ ❙♦❝✐❛❧

❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡ ✹✺✭✶✮✿ ✶✕✷✼✳

▼❛r❣❡tts ❍✱ ❏♦❤♥ P✱ ❊s❝❤❡r ❚ ❛♥❞ ❘❡✐ss❢❡❧❞❡r ❙ ✭✷✵✶✶✮ ❙♦❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❡t✿ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇ ✸✭✸✮✿

✸✷✶✕✸✹✹✳

▼❝❇r✐❞❡ ▼ ✭✷✵✵✻✮ ❉✐s❝r❡t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ✉♥❞❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝

❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾✵✭✻✲✼✮✿ ✶✶✽✶✕✶✶✾✾✳

▼✐❝❦♦❧❡✐t ❆ ✭✷✵✶✹✮ ❙♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ✉s❡ ❜② ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✿ ❆ ♣♦❧✐❝② ♣r✐♠❡r t♦ ❞✐s❝✉ss tr❡♥❞s✱

✐❞❡♥t✐❢② ♣♦❧✐❝② ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛♥❞ ❣✉✐❞❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs✳ ❖❊❈❉ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ♦♥ P✉❜❧✐❝

●♦✈❡r♥❛♥❝❡ ✭✷✻✮✿ ✵❴✶✳

▼②❛tt ❉P ✭✷✵✶✺✮ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ ✈♦t❡r t✉r♥♦✉t ✳

✶✾



◆ö❧❞❡❦❡ ● ❛♥❞ P❡ñ❛ ❏ ✭✷✵✷✵✮ ●r♦✉♣ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜✐♥❛r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣❛♠❡✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✳

P❛❧❢r❡② ❚❘ ❛♥❞ ❘♦s❡♥t❤❛❧ ❍ ✭✶✾✽✹✮ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✿

❛ str❛t❡❣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✹✭✷✮✿ ✶✼✶✕✶✾✸✳

P♦❣♦r❡❧s❦✐② ❑ ❛♥❞ ❙❤✉♠ ▼ ✭✷✵✶✾✮ ◆❡✇s ✇❡ ❧✐❦❡ t♦ s❤❛r❡✿ ❍♦✇ ♥❡✇s s❤❛r✐♥❣ ♦♥ s♦❝✐❛❧

♥❡t✇♦r❦s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✈♦t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❙❙❘◆ ✷✾✼✷✷✸✶ ✳

❘♦❜❜✐♥s ❍ ✭✶✾✺✺✮ ❆ r❡♠❛r❦ ♦♥ st✐r❧✐♥❣✬s ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦♥t❤❧②

✻✷✭✶✮✿ ✷✻✕✷✾✳

❙❛❧❛s ❈ ✭✷✵✶✾✮ P❡rs✉❛❞✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦❧✐t✐❝s ✸✶✭✹✮✿ ✺✵✼✕✺✹✷✳

❙❝♦tt✐s❤ P❛r❧✐❛♠❡♥t ✭✷✵✷✶✮ P❡t✐t✐♦♥s✳ ❤tt♣s✿✴✴♣❡t✐t✐♦♥✳♣❛r❧✐❛♠❡♥t✳✉❦✴✱✳ ❆❝❝❡ss❡❞ ♦♥

✸✵ ❆✉❣✉st ✷✵✷✶✳

❯❑ P❛r❧✐❛♠❡♥t ✭✷✵✷✶✮ P❡t✐t✐♦♥s✳ ❤tt♣s✿✴✴♣❡t✐t✐♦♥✳♣❛r❧✐❛♠❡♥t✳✉❦✴✱✳ ❆❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ✶ ❖❝✲

t♦❜❡r ✷✵✷✶✳

◆♦t❡s

✶✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❯❑ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t ✇❡❜s✐t❡ s✐❣♥❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ✶✵✵ t❤♦✉s❛♥❞ ❝✐t✐③❡♥s ✇✐❧❧ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞❡❜❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t ✭❯❑ P❛r❧✐❛♠❡♥t✱ ✷✵✷✶✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r s②st❡♠ ✉s❡❞ ✐♥ ●❡r♠❛♥② r❡q✉✐r❡s

❛ ♣❡t✐t✐♦♥ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ✺✵ t❤♦✉s❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ ❢♦✉r ✇❡❡❦s t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❤❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧

♣❛r❧✐❛♠❡♥t ✭❉❡✉ts❝❤❡ ❲❡❧❧❡✱ ✷✵✶✼✮✳ ❙✐♠✐❧❛r s②st❡♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❲❤✐t❡ ❍♦✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❯❙❀ ❜② ♣❛r❧✐❛♠❡♥ts

✐♥ ❈❛♥❛❞❛ ❛♥❞ ▲❛t✈✐❛❀ ❜② r❡❣✐♦♥❛❧ ♣❛r❧✐❛♠❡♥ts ✐♥ ❙❝♦t❧❛♥❞ ❛♥❞ ◗✉❡❡♥s❧❛♥❞✱ ❆✉str❛❧✐❛❀ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s ✭s❡❡ ▲✐♥❞♥❡r ❛♥❞ ❘✐❡❤♠✱ ✷✵✵✾❀ ▼✐❝❦♦❧❡✐t✱ ✷✵✶✹❀ ●r♦✈❡r✱ ✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡

✉s❡❞ ❢r❡q✉❡♥t❧②✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞ ♣❡t✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❯❑ P❛r❧✐❛♠❡♥t ✇❡❜s✐t❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♦♣❡♥✱

♦✈❡r ✺✵✵ ♣❛st ♣❡t✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ✶✵✵ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❜❛t❡❞ ✐♥

t❤❡ ❍♦✉s❡ ♦❢ ❈♦♠♠♦♥s✳

✷✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇❇❈ ◆❡✇s ✭✷✵✶✾✮✳ ❲❤✐❧❡ ❝✐t✐③❡♥s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ r❡❛s♦♥s

♦r ♦✉t ♦❢ ❝✐✈✐❝ ❞✉t②✱ t❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ♣❡t✐t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❛❝❤ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ q✉♦t❛ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳

✸✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❙❛❧❛s ✭✷✵✶✾✮ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ♣r♦t❡st ♦r❣❛♥✐s❡r ❛s ❛ str❛t❡❣✐❝ ❛❣❡♥t✳

✹✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝✐t✐③❡♥s ♠✐❣❤t ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ s❡ss✐♦♥ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦r ✇❤❛t t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳

✺✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛❧s♦ ❡♠❡r❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ✜♥✐t❡ r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ cr ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ❛s

◆ö❧❞❡❦❡ ❛♥❞ P❡ñ❛ ✭✷✵✷✵✮ s❤♦✇✳

✷✵



✻✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❣❛♠❡✱ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥ ✉♥st❛❜❧❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✭s❡❡ ◆ö❧❞❡❦❡ ❛♥❞ P❡ñ❛✱ ✷✵✷✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ ❣❛♠❡✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts

❛r❡ ♣✐✈♦t❛❧ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧t ❞♦❡s

♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ ❜❡❝❛✉s❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ q✉♦t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✱ t❤❡

♦♥❧② ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ q✉♦t❛ ♦♥ ♣❛②♦✛s ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② t❤♦s❡ ✇❤♦ s✐❣♥ t❤❡ ♣❡t✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱

❛ ❧♦✇❡r q✉♦t❛ ✐s P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✳
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