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❆ ◆♦♥✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤

■❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❛♥❞ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❙❤♦❝❦s✿ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢

❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❘✫❉✮ ❛♥❞ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❚❛①

❆❜str❛❝t

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❚♦t❛❧ ❋❛❝t♦r Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②

✭❚❋P✮✳ ❖✉r ♣❛♣❡r ❤❛s t✇♦ ♠❛❥♦r ♥♦✈❡❧t✐❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ✜r♠ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡

s❤♦❝❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦♥♦✲

t♦♥✐❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣

✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✹✷✽✻ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

✜r♠s ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ✭✷✵✵✶✲✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

s❤♦✇ t❤❛t✿ ✭✐✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ♠❛tt❡r ❢♦r ✜r♠ ❚❋P ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧

❝r✐s✐s ♦❢ ✷✵✵✽ ❝❛✉s❡❞ s❡✈❡r❡ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❚❋P ❛❧❜❡✐t s❤♦rt ✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ✐s

s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛② ✜r♠s r❡❛❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘✫❉ ❛♥❞

t❛①❛t✐♦♥✳ ●❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❯✳❑✳ ✜r♠s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✜s❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛♥ ❘✫❉✱ ✇❤✐❧❡

■t❛❧✐❛♥ ✜r♠s ❛r❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛①❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❢♦r ❋r❡♥❝❤

✜r♠s❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❯✳❑✳ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛♥❞✐❝❛♣ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢♦r ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s❀

✭✐✈✮ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❧✉st❡rs ♣r♦♠♦t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ●❡r♠❛♥ ❛♥❞ ■t❛❧✐❛♥ ✜r♠s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❚♦t❛❧ ❋❛❝t♦r Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭❚❋P✮✱ ❈♦♥tr♦❧ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥

❊st✐♠❛t✐♦♥✱ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✭▼❈▼❈✮✱ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❘✫❉✮✱

❚❛①❛t✐♦♥✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ✜r♠s

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✶✶✱ ❉✷✹✱ ◗✺✺✱ ❍✷✶

❉❛t❛ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❤❛r❡❞ ♣✉❜❧✐❝❧② ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❇r✉❡❣❡❧

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡r✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞✐t♦r ❛♥❞

❥♦✉r♥❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs ♦♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ✜r♠✬s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❤❛♣s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐♥♣✉t ❝❤♦✐❝❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ✜r♠ ♠❛♥❛❣❡r✱ r❡♠❛✐♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡

t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✳ ❚❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇❡❧❧ ♥♦t❡❞ ✐♥ ▼❛rs❝❤❛❦ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇s ✭✶✾✹✹✮ ❛♥❞

❧❛❜❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ✧tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✐❛s✧ ✭●❛♥❞❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡

s✐♠✉❧t❛♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ✐♥♣✉t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❖▲❙✮ ❛♥

✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ✧tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✐❛s✧ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s ❛♥❞ ✐♥♣✉t

s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✐♥♣✉t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳

♣r✐❝❡s✮✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ st✉♠❜❧❡s ♦♥ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✐♥str✉♠❡♥ts✱

✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝❛✉s❡s ❜✐❛s s✐♠✐❧❛r t♦ ❖▲❙ ✭●r✐❧✐❝❤❡s ❛♥❞ ▼❛✐r❡s❡❡✱ ✶✾✾✽✮✳✶ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥❞❡①

♥✉♠❜❡rs ✭❈❛✈❡s ❡t ❛❧✱ ✶✾✽✷✮ ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs s❡❡❦✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛ss✉♠✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ❢♦r♠s ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥❞❡① ♥✉♠❜❡rs✱ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥♣✉t ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✭❱❛♥

❇❡✈❡r❡♥✱ ✷✵✶✵✮✮✳✷

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠✐t✐❣❛t❡s ✧tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✐❛s✧ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❡✐t❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✭❖❧❧❡② ❛♥❞ P❛❦❡s✱ ✶✾✾✻✱ ❖P ❤❡r❡❛❢t❡r✮ ♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

♠❛t❡r✐❛❧s ✭❆❝❦❡r❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✷✵✶✺✱ ❆❈❋ ❤❡r❡❛❢t❡r❀ ▲❡✈✐♥s♦❤♥ ❛♥❞ P❡tr✐♥✱ ✷✵✵✸✱ ▲P ❤❡r❡❛❢t❡r❀ P❡tr✐♥✱

❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✾❀ P❡tr✐♥ ❛♥❞ ❙✐✈❛❞❛s❛♥✱ ✷✵✶✸❀ ❍✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡s❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ✭♦r✮ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡

♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ t❤❡ ♣r♦①② ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞✱ t❤✉s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❞❡✜♥❛❜❧❡✳ ❱✐♦❧❛t✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇✐t❤ s❝❤♦❧❛rs ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛②s t♦ ❡st✐♠❛t❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥♣✉t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r t❤❛t

✶❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st t✇❡♥t②✲✜✈❡ ②❡❛rs✱ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❞❛t❛ ❛r❡
st✐❧❧ s❝❛r❝❡✳ ■t ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❛t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭■❱✮ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r
❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✷■❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢✉❧❧② ✉t✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✭♦r✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛❜♦✉r ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ✐♥♣✉t r❡t✉r♥s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ s❤❛r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚♦ ✜♥❞ ♦✉t ♠♦r❡ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♣✉r❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s❡❡
❱❛♥ ❇❡✈❡r❡♥ ✭✷✵✶✵✮✳

✸▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ r❛✐s❡s ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✜r♠
✐♥❝r❡❛s❡s ♦✉t♣✉t ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♣r♦❞✉❝t ❡q✉❛❧s ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✹
❛♥❞ ✺ ✐♥ ❆❈❋ ❛♥❞ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ r❛✐s❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞
✜r♠s ✐♥✈❡st ♠♦r❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢✿ ✭✐✮ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts✱ ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛❜♦✉r
♠❛r❦❡t ❢r✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♣r♦❞✉❝❡rs ❡①❡rt ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✱ ♣r✐❝❡s r✐s❡
✇✐t❤♦✉t ♦✉t♣✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❀ t❤✉s✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥ ✐♥♣✉t ✉s❡✳ ❙t✉❞✐❡s t❤❛t ❛♣♣❧② ▲P ❛♥❞ ❖P
r❛r❡❧② t❡st ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ r❛t❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧s ♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

✷



❞❡✈❡❧♦♣s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦ ♥♦✈❡❧t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❡ ❞♦

♥♦t r❡❧② ♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦r ❛♥② ♦t❤❡r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s✱

✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts ✭✐✳❡✳ ❧❛❜♦✉r✱ ♠❛t❡r✐❛❧s

❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❣♦✈❡r♥s ♣r♦❞✉❝t✐✈✲

✐t② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ✜r♠s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞

❛♥❞ ❛♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦✈❛r✐❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳

❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❈❤❛♠❧❡②✱ ✷✵✵✶❀ ●❡♥tr② ❛♥❞

❍✉❜❜❛r❞✱ ✷✵✵✹❀ ●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✵✻✮✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

✭❘✫❉✮ ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛①❡s ✭✜s❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝

s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✐t✐❣❛t❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣

❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳

▲✐❦❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❖P✱ ▲P✱ ❆❈❋✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❆❘✭✶✮

♣r♦❝❡ss ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ❛ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭♠❛t❡r✐❛❧s

♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t✮✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ s✐❡✈❡s

✭●❛❧❧❛♥t ❛♥❞ ◆②❝❤❦❛✱ ✶✾✽✼❀ ❖❧❧❡② ❛♥❞ P❛❦❡s✱ ✶✾✾✸❀●❛♥❞❤✐ ❡t ❛❧✳✱✷✵✷✵✮✳ ❚❤❡ s✐❡✈❡s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ♥♦♥✲

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

❜② ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r ❦❡② ♥♦✈❡❧t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r

✐s t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❉❡ ▲♦❡❝❦❡r ❛♥❞ ●♦❧❞❜❡r❣✱ ✷✵✶✸✮✳

❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡s ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭●r✐✣t❤

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❀ ❖✬▼❛❤♦♥② ❛♥❞ ❱❡❝❝❤✐ ✷✵✵✾❀ ❍❛❧❧ ❛♥❞ ❘♦s❡♥❜❡r❣✱ ✷✵✶✵✮✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛①

r❛t❡ ❝❛♣t✉r❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t

❞❡❝✐s✐♦♥s✭❏❛❝♦❜✱ ✷✵✷✶❀ ❘♦♠❡r♦✲❏♦r❞á♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✷✵✮✳ ▲❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s❧♦✇ ❞♦✇♥

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡ ♦❢ ♥❡✇ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡ts✳

Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❛❧s♦ s✉❣❣❡st t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✜r♠s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✹✱♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞

✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛✛❡❝t ❜♦t❤ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞

t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳✺❲❡ ✉s❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✐s

❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ P❛rt✐❝❧❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ♥♦✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❣r♦✉♣s ♦❢

✹✷✽✻ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✜r♠s ❢r♦♠ ❢♦✉r ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦✈❡r ✷✵✵✶✲✷✵✶✹✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts

✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✧❝❛♥♦♥✐❝❛❧✧ ❆❈❋ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r

✹❉♦r❛s③❡❧s❦✐ ❛♥❞ ❏❛✉♠❛♥❞r❡✉ ✭✷✵✶✸✮ ✐♥❝❧✉❞❡ ❘✫❉ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ❉❡
▲♦❡❝❦❡r ✭✷✵✶✸✮ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜② ❡①♣♦rt✐♥❣ ❣❛✐♥s ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣♦rt st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ✜r♠✳

✺❘✫❉ ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❢❛❝t♦rs t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞r✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ s❡t✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜✉t t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s
❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t✳

✸



t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❛❞✈❡rs❡ ♠❛❝r♦ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❆❈❋ t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞

✉♥❞❡r st✉❞② ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✷✵✵✽ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ✐♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ✜r♠ ❚❋P✱ t❤❡② ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s❤♦rt

✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ✜r♠ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❢❛❝t♦rs✳ ❋✐r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

✐s ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛①❛t✐♦♥✳ ●❡r♠❛♥

❛♥❞ ❯❑ ✜r♠s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✜s❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛♥ ❘✫❉ ❜✉t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ■t❛❧✐❛♥

✜r♠s✳ ❆♥♦t❤❡r ❦❡② r❡♠❛r❦ ❢r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❯✳❑✳ ✜r♠s✳ ❚❤❡

s❧♦✇❞♦✇♥ st❛rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✷✵✵✽ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❜✉t ❯✳❑✳ ✜r♠s ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❝♦✈❡r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥✳

❖t❤❡r ✜♥❞✐♥❣s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♠♦♥❣

●❡r♠❛♥ ❛♥❞ ■t❛❧✐❛♥ ✜r♠s t❤❛t ❜♦♦st ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿ s❡❝t✐♦♥ t✇♦ s❡ts ✉♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ t❡st ❤♦✇ ♦✉r ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ♣❡r❢♦r♠ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ ✧❝❛♥♦♥✐❝❛❧✧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❆❈❋ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛✉❣♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤

✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ s❤✐❢t❡rs ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡s ❚❋P ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❆❈❋

❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❆❈❋ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡❧② ♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ▼♦♠❡♥t

✭●▼▼✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r

❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✜✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❋r❛♠❡✇♦r❦

✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❙❡t✲✉♣

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠

❛s✿

yit = f(xit, kit;βi) + ωit + vit, ✭✶✮

✇❤❡r❡ yit ✐s ❧♦❣ ♦✉t♣✉t❀ xit = [xit,1, ..., xit,3]
′ ❛r❡ ❧♦❣s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts✿ xit ∈ R ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❧❛❜♦✉r✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✻❀ kit ∈ R ✐s ❧♦❣ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ q✉❛s✐✲✜①❡❞ ✐♥♣✉t✳ P❛✲

r❛♠❡t❡rs βi ∈ B ⊆ R
dβ ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❙✉❜s❝r✐♣t i ∈ I = {1, ..., n} ✐♥❞❡①❡s ✜r♠s ❛♥❞ s✉❜s❝r✐♣t

t ∈ T = {1, ..., T} ✐♥❞❡①❡s t✐♠❡✳ P❛r❛♠❡t❡r ωit st❛♥❞s ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ vit ✐s ❛♥ ❡rr♦r t❡r♠ ✇✐t❤

st❛♥❞❛r❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s N(0, σ2)✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ♦❢ f(·) ✐s ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦

❝♦♥❢♦r♠ t♦ ❆❈❋✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛♥② ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✻▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳

✹



✷✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ s❤♦✇✐♥❣ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❤♦✇ ✧❝❛♥♦♥✐❝❛❧✧ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s

✉s❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✮✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱

❖P ❛ss✉♠❡s ❝❛♣✐t❛❧ ✭kit✮ ❛s ❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t − 1 ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ kit =

κ(kit−1, iit−1)✳ ■♥ ❖P ❛♥❞ ▲P s❡t✲✉♣✱ ❧❛❜♦✉r ✐s ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ❖P✱ ❖▲❙ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ yit = βllit + ϕ(kit, iit) + ϵit ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ β̂l

❛♥❞ ϕ̂(kit, iit)✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❖P ✐s ✐♥✈❡st♠❡♥t iit = I(kit, lit, ωit) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢

❝❛♣✐t❛❧✱ βk ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❜② r❡❣r❡ss✐♥❣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② yit ♦♥ β̂l + ϕ̂(kit, iit)

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t✿ E[ϵit|iit] = E[yit − βl − ϕ(kit, iit)|i] = 0✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ▲P s♣❡❝✐✜❡s ♠❛t❡r✐❛❧s✱

mit = M(kit, lit, ωit)✱ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐♥ ❖P✱ ▲P ❛♥❞ ❆❈❋ s♣❡❝✐✜❡s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✿ ωit =

g (ωit−1) + ξωit✱ ✇❤❡r❡ ξ
ω
it ✐s ❛♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❡rr♦r t❡r♠ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ωit−1✳ ■♥ ❖P ❛♥❞ ▲P✱ ωit

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥♦✉s t♦ I(·) ❛♥❞ M(·)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❈❋ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡ M(·) ❛s ❛

♣r♦①② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t tr❡❛ts ❧❛❜♦✉r ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t− s✱ ✇✐t❤ 0 < s < 1 ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❧❛❜♦✉r ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ❆❈❋✱ ωit✱ βl

❛♥❞ βk ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❤❛s t✇♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱✭✐✮ ωit ✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱✭✐✐✮ ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐❛s ✐♥ t❤❡

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❝❡ss ♦❢ ωit✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❆❈❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ❧❛t❡r ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛♥s ❢♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❚❋P ❣r♦✇t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❈▼❈ ❇❛②❡s

❡st✐♠❛t♦r✳

❋✐rst✱ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ωit ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜✲

s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ωit = M−1(kit, lit,mit)✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❡✐t❤❡r I(·)

♦r M(·) ✐♥ ωit ❛♥❞ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ξωit ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss ♦❢

ωit ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ωit−1 ❜✉t t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝❛✉s❡s ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐❛s ✭❉❡

▲♦❡❝❦❡r ❛♥❞ ●♦❧❞❜❡r❣✱ ✷✵✶✸❀ ❉♦r❛s③❡❧s❦✐ ❛♥❞ ❏❛✉♠❛♥❞r❡✉✱ ✷✵✶✸❀ ■②♦❤❛✱ ✷✵✷✵✮ ❜② tr❡❛t✐♥❣ s②st❡♠✲

❛t✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r✐✈❡rs ❛s ♣✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❖✉r ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ωit ❛❧❧♦✇s ❘✫❉ ❛♥❞ t❛①❛t✐♦♥ t♦

❡♥t❡r t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ■♥ ❛♥ ❆❈❋ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t✿

ωit = g (ωit−1, Υit−1) + ϵit✱ ✇❤❡r❡ Υit−1 ✐s 1× ϑ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

s✉❝❤ ❛s ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡✳✼ ❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣❧✐❝❛t❡s ❆❈❋ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ g(·) ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❡r♠ Υit−1✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❘✫❉✱ t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ②❡❛r ❞✉♠♠✐❡s ❢♦r

✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ❉✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ✐♥ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❆❈❋ ✭▼❆❈❋✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛♥❞ t✐♠❡

✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ωit ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❛ ❝❧♦s❡ ✈❛r✐❛♥t t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

✼❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡s❡ ✜r♠ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✭♦r ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠
t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❧❛❣s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡s ❡①❛❝❡r❜❛t❡s ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ❜✐❛s ❛s t❤❡s❡
❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ξω

it
✳

✺



✷✳✸ ❆ ◆♦✈❡❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❋✐r♠ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ωit ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❆❘✭✶✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✜r♠ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s✳ P❛r❛♠❡t❡r ωit ✐♥ ✭✶✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②✿

ωit = λiΩt +Φω(zit; γi) + ω̃it + ξωit, ∀i ∈ I, t ∈ T, ✭✷✮

✇❤❡r❡ Ωt r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s λi❀ ω̃it r❡♣✲

r❡s❡♥ts t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❀ Zt ❛♥❞ zit ❛r❡ dZ × 1 ❛♥❞ dz × 1

✈❡❝t♦rs ♦❢ ✐♥❞✉str②✲✇✐❞❡ ❛♥❞ ✜r♠ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦✈❛r✐❛t❡s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ Ωt ❛♥❞ ω̃it✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ P❛r❛♠❡t❡rs γi ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s γi ∈ Γ ⊆ R
dγ ✳ ❚❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ω̃it

❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss ✽✿

ω̃it = ϱiω̃i,t−1 + ξω̃it ∀i ∈ I, t ∈ T, ✭✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ Ωt ❡✈♦❧✈❡s ❛s✿

Ωt = ρΩt−1 +ΦΩ(Zt;λi) + ξΩt , ξ
Ω
t ∼ i.i.dN(0, σ2ξΩ) ∀t ∈ T, ✭✹✮

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐♥ Zt ❛♥❞ zit ✐♥❝❧✉❞❡ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s✱✾ ✇❤✐❧❡ Φω

❛♥❞ ΦΩ ❛r❡ ❞❡❣r❡❡ t❤r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛② ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s

✐♠♣❛❝t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ωit = λiΩt +
1
2ψiΩ

2
t +Φω(zit; γi) + ω̃it + ξωit, ∀i ∈ I, t ∈ T, ✭✺✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✺✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Ωt✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ λi + ψiΩt✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λi

❛♥❞ γi ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ω̃it ❝♦✲♠♦✈❡s ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s Ωt ❛♥❞ ✜r♠s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

❜❡ ✏✉♥✐❝♦r♥s✑✳ ■♥ t❤✐s s❡t✲✉♣✱ ♠❛❝r♦ s❤♦❝❦s ❝r❡❛t❡ ✏✉♥✐❝♦r♥s✑✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✜r♠s ✇✐t❤

❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✭✺✮ ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r t❡r♠ ξit✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ξωit ∼ N (0, σ2ξω). ✭✻✮

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ωit ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ t♦ ✭✻✮ ✐s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❧✐t❡r❛t✉r❡ ✲t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜♦t❤ ✜r♠✲

s♣❡❝✐✜❝ zit ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✲✇✐❞❡ Zt ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ωit✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛r❡ ❜❡tt❡r

❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ tr✉❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❜②

✽❚❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ωit ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳
✾❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ zit ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ♣r✐❝❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤✐❢t❡rs✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r s✉❝❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✉❜❥❡❝t t♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
✐♥ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥♣✉t ♦r ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡s ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❘✫❉
❛♥❞ t❛①❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r✐✈❡rs✳

✻



❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ✜r♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❝②❝❧✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳

✷✳✹ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✭✶✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦sts ✇✐t❤

r❡❣❛r❞ t♦ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❢✳♦✳❝✮ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ✶✵✿

xit = Φ(kit, ωit, zit; γi) + Vit ∀i ∈ I, t ∈ T, ✭✼✮

✇❤❡r❡ zit ∈ R
dz ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r✐✈❡rs✳ ❖✉t♣✉t yit ❛❧s♦ ❡♥t❡rs

t❤❡ ❢✳♦✳❝ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❡✳ ❋♦r k ❢✳♦✳❝✬s ✐♥ ✭✼✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Φk(·) ✐s ❛ ❧♦✇ ♦r❞❡r

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ Φ : Rk ×R×R
dz → R

k ✇✐t❤ Vit✿ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❡❝t♦r

❡rr♦r t❡r♠✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

vit ≡ [vit, Vit, ξ
ω
it, ξ

ω̃
it]

′ ∼ ✐✳✐✳❞N (0,Σ). ✭✽✮

❇❡❧♦✇ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ✭✶✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r✐♦rs✳ ◆♦✲

t❛❜❧②✱ ♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✜r♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①✲

♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❧✐st t❤❡ ♣r✐♦rs✿

✶✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ βi t❤❛t ✐♠♣♦s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥ts✱ s❡t ❇ ✐♥❝❧✉❞❡s s✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❖t❤❡r t❤❛♥ t❤❛t

p(β) ∝ 1B(β), ✭✾✮

✇❤❡r❡ 1S(x) = 1 ✐❢ x ∈ S ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s λi ✐♥ Ωt ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ϱi ❢♦❧❧♦✇✿

λi ∼ ✐✳✐✳❞N (0, σ2λ), ϱi ∼ ✐✳✐✳❞N (0, σ2ϱ). ✭✶✵✮

✸✳ P❛r❛♠❡t❡r γi ❢♦❧❧♦✇s r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿

γi ∼ N (γ̄,Σγ)∀i ∈ I. ✭✶✶✮

γ̄ ∼ N (0, h2I), γ̄, γΩ ∼ N (0, h2I), ✭✶✷✮

✶✵❖✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❢✳♦✳❝✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s ❛r❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❡rs ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦
♦✉t♣✉t✳

✼



✇❤❡r❡ h ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♦r ❛s ✐♥ ♣r✐♦r ✭✶✹✮ ❜❡❧♦✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Σ ❛♥❞ Σγ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞

❲✐s❤❛rt ♣r✐♦r✿

p(Σ) ∝ |Σ|−(n̄+dim(Σ)+1)/2 exp
{

−1
2trĀΣ

−1
}

, ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ ✏tr✑ ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ tr❛❝❡ ✭s✉♠ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞

Ā = q̄I ✭❩❡❧❧♥❡r✱ ✶✾✼✶✱ ♣✳ ✸✾✺✮✳

✹✳ ❋♦r s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❛② σ2✱ ❧✐❦❡ σ2λ ❛♥❞ σ2ϱ✿

q̄
σ2 ∼ χ2

N̄ , q̄, N̄ ≥ 0 ✭✶✹✮

s❡❡ ❩❡❧❧♥❡r ✭✶✾✼✶✱ ♣✳ ✸✼✶✮ ✇❤❡r❡ q̄, N̄ ≥ 0 ❛r❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ t❛❦❡ n̄ = 1 ❛♥❞ q̄ = 10−4

s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ✐s ♣r♦♣❡r ❜✉t ❞✐✛✉s❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✈❡❧t✐❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✭✶✮ ✐s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

♠❛t❡r✐❛❧s ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② ♦t❤❡r str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ωit✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ✭✼✮ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❢♦r♠s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐❡✈❡s ✭●❛❧❧❛♥t ❛♥❞ ◆②❝❤❦❛✱ ✶✾✽✼❀ ❖❧❧❡② ❛♥❞ P❛❦❡s✱ ✶✾✾✸❀ ●❛♥❞❤✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✷✵✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s t❤r♦✉❣❤

st❛♥❞❛r❞ t✇♦✲st❛❣❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ✭❍❛❤♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✿

Π2(ωit,kit;γΠ1
) =

∑Q
ι1=0 · · ·

∑Q
ιdk=0

∑Q
ιω=0 k

ι1
it,1 . . . k

ιdk
it,dk

ωιωit γΠ1,ι1,...,ιdk,ιω
,

✳✳✳

ΠK(ωit,kit;γΠk
) =

∑Q
ι1=0 · · ·

∑Q
ιdk=0

∑Q
ιω=0 k

ι1
it,1 . . . k

ιdk
it,dk

ωιωit γΠdk
,ι1,...,ιdk,ιω

,

✭✶✺✮

✇❤❡r❡ γΠ1,ι1,...,ιdk,ιω
✱ . . .✱ γΠK ,ι1,...,ιdk,ιω

❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

γΠ = [γ ′
Π2
, . . . ,γ ′

Πk
]′

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✶✺✮ ✐s s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❝♦♠♠♦♥

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡rs ✭Q✮ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Q ❛t ✸ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛♥❞❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

❆s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✐s ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮ ✇❡ ✉s❡ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

✭▼❈▼❈✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✮ ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ω̃it ❛♥❞ Ωt✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✲

✐❢♦❧❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦❢ ●✐r♦❧❛♠✐ ❛♥❞ ❈❛❧❞❡r❤❡❛❞ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ✐ts r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ❉✉r♠✉s ❡t

❛❧✳✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❧❛t❡♥t ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❧✐❦❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳ ▼❈▼❈ ✉s❡s ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣ ♣♦st❡r✐♦r ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r♦❝❡ss r❡❧❛t✐✈❡

t♦ ♦t❤❡r ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ❞r❛✇s
{

θ(s), s = 1, . . . , S
}

t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭❛s S → ∞✮ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳ ❚♦ ✐♥t❡❣r❛t❡

♦✉t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❈r❡❛❧ ❛♥❞ ❚s❛② ✭✷✵✶✺✮ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧

✽



▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✸ ❉❛t❛ ❙♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❚❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✮ ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❊❋■●❊ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❋✐r♠s ✐♥ ❛ ●❧♦❜❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✿

✐♥t❡r♥❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss✮ ❛♥❞ ❝♦✈❡r ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✹✷✽✻ ♠❛♥✉❢❛❝✲

t✉r✐♥❣ ✜r♠s ✭✇✐t❤ ✶✵ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✮ ❢♦r ❢♦✉r ❊❯ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧② ❛♥❞ ❯✳❑✳

♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✶✲✷✵✶✹✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ❝♦♥t❛✐♥s ✶✺✵ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❝♦✈❡r s✐① ❜r♦❛❞ ❛r❡❛s ♦❢ ✜r♠s✬

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✿ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❧❛❜♦✉r ❢♦r❝❡✱ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♠❛r❦❡t

str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡ ✭❆❧t♦♠♦♥t❡ ❛♥❞ ❆q✉✐❧❛♥t❡✱ ✷✵✶✷❀ ❆❧t♦♠♦♥t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❋♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✭✶✮✱

♦✉t♣✉t ✭②✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡ ✭❖P❘❊✮✱ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✭❦✮ ✐s t❤❡ ❜♦♦❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✜①❡❞

❛ss❡ts ✭❋■❆❙✮✱ ❧❛❜♦✉r ✭❧✮ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s✭❊▼P▲✮✱ ♠❛t❡r✐❛❧s✭▼❆❚❊✮ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣✉r❝❤❛s❡s

♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ❞♦♠❡st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛❜r♦❛❞✱ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ✭❙❊❘❱✮ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣✉r❝❤❛s❡s ♦❢ ✐♥t❛♥❣✐❜❧❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ❞♦♠❡st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛❜r♦❛❞✳ ❲❡ r❡♠♦✈❡ ✜r♠s ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥❡❣❛t✐✈❡

✈❛❧✉❡s ❢♦r ✜①❡❞ ❛ss❡ts✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ❝♦st ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧♦❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢

✭✶✮❛♥❞ ✭✺✮✳✶✶ ❲❡ ❞❡✢❛t❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❝♦sts✱ ❛♥❞ ✜①❡❞

❛ss❡ts ✉s✐♥❣ ❛ ✷✲❞✐❣✐t ◆❆❈❊ ✐♥❞✉str②✶✷ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭✷✵✵✺❂✶✵✵✮ ❢r♦♠ ❊✉r♦st❛t ❛♥❞ ❖✣❝❡

♦❢ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✭❖◆❙✮✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ωit✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❘✫❉

✐♥t❡♥s✐t② ❛s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ t♦ t♦t❛❧ t✉r♥♦✈❡r ❛♥❞ t❛① r❛t❡ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❛① ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❣r♦ss ♣r♦✜t✳✶✸

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✼✮ ❜② ❝♦✉♥tr②✳ ❚❛❜❧❡ ✶

s❤♦✇s s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞✳

✶✶❋✐r♠s ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦♥✲✈✐❛❜❧❡ ❡♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡
❛s ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡s❡ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ✐♥✈❡st ✐♥ ❛♥② ❛ss❡ts ✭❡✐t❤❡r t❛♥❣✐❜❧❡ ♦r ✐♥t❛♥❣✐❜❧❡✮ ❛♥❞ r❡♣♦rt ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✜r♠s ✐s ♥♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛s t❤❡② ❛r❡ ❦❡♣t
✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ❉❛t❛ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ ♦✉t❧✐❡rs ❞♦ ♥♦t ❞r✐✈❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

✶✷❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐st ♦❢ ◆❛❝❡ ❘❡✈✳✷ ❞✐❣✐t ✐♥❞✉str✐❡s
✶✸❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❘✫❉ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ❘✫❉ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♣❡r ✇♦r❦❡r ❛♥❞ t❛① r❛t❡ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❛① ♣❛②♠❡♥ts

t♦ ❡❛r♥✐♥❣s ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t❛① ✭❡❜✐t✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡s ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳

✾



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙✉♠♠❛r② ❙t❛t✐st✐❝s

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡❛♥ ❙❉ ▼✐♥ ▼❛①

yit ✽✳✵✺ ✶✳✷✽ ✲✷✳✸✷ ✶✺✳✷✹

kit ✻✳✽✽ ✶✳✽✶ ✲✶✳✼✾ ✶✺✳✻✻

lit ✸✳✺✼ ✶✳✶✸ ✵ ✶✶✳✺✺

♠❛t❡r✐❛❧s ✭mit✮ ✼✳✹✽ ✶✳✾✽ ✲✸✳✽✼ ✷✸✳✶✺

servicesit ✼✳✶✶ ✶✳✾✼ ✶✳✵✷ ✶✸✳✵✽

❘✫❉ ✭Rit✮ ✹✼✳✺ ✹✻✳✽ ✵ ✶✵✵

t❛① r❛t❡ ✭taxit✮ ✷✽✳✷✸ ✹✳✹✸ ✶✾✳✹✼ ✸✼✳✵✻

◆♦t❡s✿ ❧✱ ♠ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts❀ ❦ ✐s

❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ✭mit✮ ❛♥❞ servicesit

❛r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡❞ ♣✉r✲

❝❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢

✺✼✱✻✷✾ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

✹✳✶ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ❇❡t✇❡❡♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

❲❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❚❋P ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ✭∆ωit✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❤✲

♦❞s✭▼❈▼❈ ✈s✳▼❆❈❋✮✳ ❲❡ ✜rst t❡st ✇❤❡t❤❡r ωit ✐s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥♣✉ts ❜② ❞❡♠♦♥✲

str❛t✐♥❣ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲♣❡r✐♦❞s✱ ✷✵✵✶✲✷✵✵✽ ❛♥❞ ✷✵✵✾✲✷✵✶✹✳ ❲❡ s♣❧✐t t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦

❝❛♣t✉r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥♣✉t ✉s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❥♦r

❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✈❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉❜✲♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s ✐♥ t❤❡ ❯❙❆✮✳❚❤❡ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✉❜✲♣❡r✐♦❞s

❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts ✐♥❝r❡❛s❡s ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s ❛❢t❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✳

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✶✿ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s

(a) 2001-2008

p
ro

d
u
c
ti
v
it
y
 (

it

◆♦t❡s✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✈❡rs✉s ❧♦❣s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✶✲✷✵✵✽ ✭♣❛♥❡❧

✭❛✮✮ ❛♥❞ s✉❜✲♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✾✲✷✵✶✹ ✭♣❛♥❡❧ ✭❜✮✮✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s ♣❧♦ts ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢♦r ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉♣♦♥

r❡q✉❡st✳

■♥ t❤❡ ▼❆❈❋ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ωit ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s✿ ωit = ρωit−1 + θRRit + θtaxtaxit + θ2007D2007 +

θ2008D2008✱ ✇❤❡r❡ ❘ st❛♥❞s ❢♦r ❘✫❉✱ t❛① st❛♥❞s ❢♦r t❛① r❛t❡✱ ❛♥❞ D2007 ❛♥❞ D2008 ❛r❡ ②❡❛r ❞✉♠♠✐❡s

❢♦r ✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❢r♦♠ t❤r❡❡ s✉❜✲♣❡r✐♦❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t

♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❚❋P ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t✉r♠♦✐❧s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆ωit ❢r♦♠

t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t t❤❡

▼❆❈❋ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ❚❋P ❣r♦✇t❤ ✐♥ t✇♦ s✉❜✲♣❡r✐♦❞s ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧

❝♦✉♥tr✐❡s✳ ∆ωit ❢r♦♠ ▼❆❈❋ ✐s ❤✐❣❤ ❢♦r ●❡r♠❛♥②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ■t❛❧② ❛♥❞ t❤❡ ❯✳❑✳

❋♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆ωit ❛t ✵✳✶✶✪✱ ✇❤❡r❡❛s

▼❆❈❋ ❡st✐♠❛t❡s ✐t ❛t ✵✳✺✽✪✳

❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✲

❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ωit ✐♥ ▼❈▼❈ ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❚❋P ❣r♦✇t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✧❝❛♥♦♥✐❝❛❧✧ ▼❆❈❋

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ t❤❛t ∆ωit ❢r♦♠ ▼❆❈❋ ✐s ❜✐❛s❡❞ ✉♣✇❛r❞ ❜② ✷✸ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ▼❈▼❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ωit ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✮ t❤❛♥ ✐♥ ▼❆❈❋✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s t❤❛t

❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ st✉❞✐❡❞✳

✶✶



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ∆ωit ✐♥ % ❯s✐♥❣ ❉✐✛❡r❡♥t ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❝♦✉♥tr② ❇❛②❡s✲▼❈▼❈ ▼❆❈❋ ❇❛②❡s✲▼❈▼❈ ▼❆❈❋ ❇❛②❡s✲▼❈▼❈ ▼❆❈❋ ❇❛②❡s✲▼❈▼❈ ▼❆❈❋

❋❘❆ ✵✳✺✵ ✵✳✸✶ ✲✶✳✺✵ ✲✵✳✸✶ ✶✳✷✵ ✵✳✽ ✵✳✵✼ ✵✳✷✻

●❊❘ ✶✳✹✵ ✷✳✹✶ ✲✶✳✸✵ ✸✳✹✻ ✶✳✹✵ ✽✳✷ ✵✳✺✵ ✹✳✻✽

■❚❆ ✶✳✶✵ ✵✳✺✸ ✲✷✳✶✵ ✲✵✳✽✺ ✶✳✵✵ ✲✵✳✸ ✵✳✵✵ ✲✵✳✷✶

❯❑ ✶✳✸✵ ✲✶✳✹✹ ✲✶✳✷✵ ✲✷✳✸✷ ✲✵✳✺✵ ✲✸✳✹ ✲✵✳✶✸ ✲✷✳✹✵

◆♦t❡s✿ ❆✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✹✷✽✻ ✜r♠s ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧② ❛♥❞ ❯✳❑✳ ❢♦r ✷✵✵✶✲✷✵✶✹✳ ❇❛②❡s✲▼❈▼❈ r❡❢❡rs t♦

❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ▼❆❈❋ r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❝❦❡r❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✺✮

♠♦❞❡❧✳ ❙❡❡ t❤❡ t❡①t ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✐♥♣✉ts ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ ▼❆❈❋✿

[

E(lit−1ξ
ω
it) = 0

E(l2it−1ξ
ω
it) = 0

]

✱











E(kitξ
ω
it) = 0

E(k2itξ
ω
it) = 0

E(kit−1ξ
ω
it) = 0

E(k2it−1ξ
ω
it) = 0











✱

[

E(lit−1kitξ
ω
it) = 0

E(lit−1k
2
itξ

ω
it) = 0

]

✳

✹✳✷ ❉✐❛❣♥♦st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❈▼❈ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❈▼❈ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ s♦♠❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❡sts

❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡st✲✜tt✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣♦rts ❇❛②❡s ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s♣❡❝s t❡st✐♥❣ ❤♦✇

♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭ω̃it ❛♥❞ Ωt✮✳

❚❤✐s t❡st ❣✉✐❞❡s ✉s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✜r♠ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❇❛②❡s ❢❛❝t♦r✳✶✹ ❲❡

st❛rt ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✉♠❡s ❛♥ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ω̃it ❛♥❞ Ωt ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦✈❛r✐❛t❡s✱

t❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥t♦ ω̃it ❛♥❞ Ωt✳ ❚❤❡ ❜❡st✲♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❙✺✮ ❤❛s ❛

❇❛②❡s ❢❛❝t♦r ♦❢ ✼✸✽✱✷✻✺ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ ω̃it ❛♥❞ Ωt✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✐❣❤❡st ❢❛❝t♦r ✭❙✸✮ ✭✷✼✷✱✽✸✺✳✹✹✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ ω̃it ❛♥❞ ♦♥❧② t❛① r❛t❡s ✐♥

Ωt✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭❙✽✮ ❡①❝❧✉❞❡s ❘✫❉ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ω̃it ❛♥❞ Ωt ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡

❇❛②❡s ❢❛❝t♦r t♦ ✷✶✸✱✽✻✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❙✻✮ ✐♥ t❤❡ ❜❡st✲♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡

r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦r ✭✹✳✼✼✮ 10−47✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❘✫❉

❛♥❞ t❛① r❛t❡ ❜❡st ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞

❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✶✹❇❛②❡s ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s r❛t✐♦s ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✉t♣✉t ♦❢
❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

✶✷



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❇❛②❡s ❋❛❝t♦rs ❢♦r ❱❛r✐♦✉s ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❍②♣♦t❤❡s✐s ✭❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦r

❙✶✿ ❇♦t❤ ω̃it ❛♥❞ Ωt✱ ♥♦ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✶✱✼✶✺

❙✷✿ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ ω̃it✱ ♥♦ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐♥ Ωit ✶✷✺✱✽✷✺

❙✸✿ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ ω̃it✱ t❛① r❛t❡ ✐♥ Ωt ✷✼✷✱✽✸✺

❙✹✿ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ ω̃it✱ ❘✫❉ ✐♥ Ωt ✼✱✸✶✼

❙✺✿ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ ω̃it✱ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ Ωt ✼✸✽✱✷✻✺

❙✻✿ ❙✺ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Φω ❛♥❞ ΦΩ ✹✳✼✼ 10−47

❙✼✿ ❘✫❉ ✐♥ ω̃it ❛♥❞ Ωt ✶✱✺✼✽

❙✽✿ t❛① r❛t❡ ✐♥ ω̃it ❛♥❞ Ωt ✷✶✸✱✽✻✹

◆♦t❡s✿ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛❣❛✐♥st ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ω̃it ✇✐t❤♦✉t Ωt ❛♥❞ t❛①❡s ♦r ❘✫❉✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡

✜rst ❝♦❧✉♠♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ❘✫❉ ❛r❡ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✇❡❧❧❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦ ❘✫❉✱ t❛①❡s ✐♥ ω̃it ❛♥❞ Ωt r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♥ ω̃it ❛♥❞ Ωt

✐s ✷✶✸✱✽✻✹✳✶✺ ✴ ✶✱✺✼✽✳✸✾ ❂ ✶✸✺✳✺✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳

P❛♥❡❧ ✭❛✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ωit ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✭✐♥❞✉str②✲

s♣❡❝✐✜❝✮ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ωt✳❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧

✭❜✮✳ P❛♥❡❧s ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇ t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❜✐✈❛r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ t❤❡ s❛♠✲

♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ωit ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Ωt✳ ❚❤❡ ❢❛❝t ✐s ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r

♣❧♦ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❞✮✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ❝❛✉s❡ s❡✈❡r❡ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ωit ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥

t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ωt✱ ✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♠❛❝r♦✲♦r✐❡♥t❡❞ s❤♦❝❦s

✐♥t♦ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ tr❡♥❞s ✐♥ ωit ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ωt ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛

r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ✷✵✵✽✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯❙❆

t❤❛t ❧❡❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ωit ❛♥❞ Ωt ❜② ♥❡❛r❧② ❢♦✉r ❛♥❞ t✇♦ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆s♣❡❝ts ♦❢ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ωit ❛♥❞ ❆❣❣r❡❣❛t❡ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❙❤♦❝❦s Ωt

it

t

it

t

(c)

◆♦t❡s✿ P❛♥❡❧ ✭❛✮ r❡♣♦rts s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭ωit✮ ❛♥❞ ✐ts ✐♥❞✉str②✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✭Ωit✮✳ P❛♥❡❧s ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ s❤♦✇ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t♦✉rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

✹✺◦ ❧✐♥❡✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ω̄t = n−1
∑n

i=1 ωit ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ ω̄t = λ̄+ψ̄Ωt+¯̃ωt✳ ❇❡❢♦r❡ ❞✐s♣❧❛②✲

✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢

❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭ωt✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭♣❛♥❡❧ ❛✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s✳ ❉❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ②✲❛①✐s ♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ωit ❛❣❛✐♥st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ♦♥

t❤❡ ①✲❛①✐s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ✐♠♣❛❝t❡❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♦♥ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✽✱ ❛♥❞ ✷✵✶✷ ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥

♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r♠❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✳ ■❢ ω̄t > 0 t❤❡♥ t❤❡ ❛r❡❛

♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♦❢ Ut t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ③❡r♦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✏✉♥✐❝♦r♥s✑✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ Ut ≥ 1✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✏✉♥✐❝♦r♥s✑ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ Ut ≥ 0 ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦✲♠♦✈❡s ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ω̄t ✐♥ ♣❛♥❡❧✭❛✮ ❢♦r ✷✵✵✽ s❤♦✇s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❯❙ ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❛t ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t❡❞ ♦t❤❡r ♠❛❥♦r ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛♥❞

♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ●✼✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ♥♦t ❜② ✐♥❞✉str②✱ ♣❛♥❡❧s ✭❜✮✱
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✭❝✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❞✐❣ ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② r❡♣♦rt✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ λi✱ ψi ❛♥❞

ωi ❢♦r t❡♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✜r♠s✳ P❛r❛♠❡t❡r λi ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ♠♦st ✜r♠s✱ ψi ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ωi

❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♣r❡❞♦♠✐♥❛t✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ▼❛r❣✐♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s❛♠♣❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭ω̄t✮

2001

2008

2012

2014

◆♦t❡s✿ P❛♥❡❧ ✭❛✮ r❡♣♦rts ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ω̄ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s✳ P❛♥❡❧s ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ r❡♣♦rt ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r

❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ λi✱ ψi ❛♥❞ ω̄ ❢♦r t❡♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✜r♠s✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡ ✭✐✳❡✳✱ ②✲❛①✐s✮ s❡♣❛r❛t❡❧②

❢♦r ωit ❛♥❞ Ωt ❛❣❛✐♥st s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳✱ ①✲❛①✐s✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡ss❛❣❡

❢r♦♠ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ✐s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥✜r♠s ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

t❤❛t ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s ✐♠♣❛❝t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❛♠♣❧❡ ❉❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❘✫❉ ❛♥❞ ❚❛① ❘❛t❡s ❛♥❞♦♥ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②

Ω

Ω

✹✳✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❈▼❈ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✭✼✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥♣✉ts ❛♥❞

♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ωit✳ ❚❛❜❧❡ ✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s

❡①♣❡❝t❡❞ t♦ t❛❦❡✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ R2 ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ R2 ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

✉s❡❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✜t ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r r♦✇s s❤♦✇ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♥♣✉ts ✭kit✱

lit✱ mit✱ servicesit✮ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s✳

❲✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✱ yit ❡①❤✐❜✐ts ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡

❝❛♣✐t❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❤✐❣❤ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♦♥❡✲t❤✐r❞✱ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥

❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭●✉❡rr✐❡r♦✱ ✷✵✶✾✮✳ ❆s t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧❛r❣❡ ❊✉r♦♣❡❛♥

❡♥t❡r♣r✐s❡s ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❙▼❊s ❛♥❞ s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞ ✜r♠s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥

♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ρ✱ σϵ✱ ❛♥❞

σξ✳❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ρ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥
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♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺✶✺ ✭♣♦st❡r✐♦r s✳❞✳ ✵✳✵✶✻✮✳ ❚❤❡

s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❡r♠ ω̃it ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t

❤✐❣❤❡r t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❘✫❉ ❣❛✐♥s✳ P❛r❛♠❡t❡rs λi ❛♥❞ ψi ❝❛♣t✉r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❢r♦♠

❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ✭❝♦❧✉♠♥ ✶✮ ✐♠♣❧② ❛♥

✐♥✈❡rt❡❞ ❯✲s❤❛♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s✳ ❋♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡

❞✉r✐♥❣ ✷✵✵✶✲✷✵✶✹✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s ❛r❡ str♦♥❣❡r ✭|ψ̄| > λ̄✮✳

■♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❘✫❉ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✭✶✮ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❛① r❛t❡✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ωit ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❘✫❉ ✐♥t❡♥s✐t②

✭✵✳✺✽✻✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t❛① r❛t❡ ✭✲✵✳✹✼✻✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✈❛r✐❡s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥✲

tr✐❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ●❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❯❑ ✜r♠s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❛① ❝❤❛♥❣❡s t❤❛♥ ❘✫❉✳ ■♥ ❋r❛♥❝❡✱

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❛① ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❘✫❉ ❛r❡ ❛❧♠♦st s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳

■♥ ■t❛❧②✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♠♦r❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❘✫❉ t❤❛♥ ❤✐❣❤❡r t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❞✐❝❛t❡

r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❛② ✜r♠s ❝❛♣✐t❛❧✐③❡ ♦♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❛❜s♦r❜ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❛①

❜✉r❞❡♥s✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❧s♦ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡

✐♥✈❡rt❡❞ ❯✲s❤❛♣❡❞ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ■t❛❧✐❛♥ ✜r♠s t❤❛♥ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡

s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛①❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛♥

❜❡ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣♦s❡❞ ❛r❡ ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ ❛s t❤❡② ❝❛♥ ♦✉ts♦✉r❝❡

♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❛① ❜✉r❞❡♥ ✐s ❧❡ss

r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✜r♠s t❤❛t s❡r✈❡ s♦❧❡❧② t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝

♠❛r❦❡t ✐♥♥♦✈❛t❡ ❧❡ss s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡t✉r♥s ❢r♦♠ ✐♥♥♦✈❛✲

t✐♦♥✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ❤♦✇ ✜r♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♠♣❛❝ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜✉t

✐t ✇✐❧❧ s✉✣❝❡ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❛❝❝♦r❞s

✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♦t❤❡r str❛♥❞s ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳✶✺

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ωt s✉❣❣❡st t❤❛t ❝♦♠✲

♠♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ❘✫❉ ❡①❝❡❡❞ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛❞✈❡rs❡ t❛①❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❘✫❉ s♣✐❧❧♦✈❡rs t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠s t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ♦❢ ♦t❤❡r ♣❡❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✶✻

✶✺❙❡❡ ●r❡❡♥❛✇❛② ❛♥❞ ❑♥❡❧❧❡r ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ♦❢ tr❛❞❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✶✻❘✫❉ s♣✐❧❧♦✈❡rs ❛t t❤❡ ✐♥❞✉str② ❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧② t❤❛t s♦❝✐❛❧ r❡t✉r♥s t♦ ❘✫❉ ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡t✉r♥s✳
❚❤✐s ✐s t♦ s❛② t❤❛t ❘✫❉ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✜r♠ i ❜❡♥❡✜ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✜r♠ i′ t❤✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❞✉str②
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✶✼



❚❛❜❧❡ ✹✿ P♦st❡r✐♦r ▼♦♠❡♥ts

❙❛♠♣❧❡ ❋r❛♥❝❡ ●❡r♠❛♥② ■t❛❧② ❯✳❑✳

✶ ✷ ✸ ✹ ✺

kit ✵✳✺✸✸

✭✵✳✵✷✷✮

✵✳✹✽✽

✭✵✳✵✶✸✮

✵✳✺✼✾

✭✵✳✵✹✹✮

✵✳✺✺✽

✭✵✳✵✷✸✮

✵✳✹✼✺

✭✵✳✵✶✻✮

lit ✵✳✶✷✵

✭✵✳✵✶✼✮

✵✳✶✸✽

✭✵✳✵✷✷✮

✵✳✶✺✾

✭✵✳✵✶✼✮

✵✳✶✽✺

✭✵✳✵✸✵✮

✵✳✶✻✻

✭✵✳✵✷✾✮

mit ✵✳✶✵✻

✭✵✳✵✵✸✮

✵✳✶✻✺

✭✵✳✵✶✻✮

✵✳✶✶

✭✵✳✵✶✺✮

✵✳✵✽✺

✭✵✳✵✷✹✮

✵✳✶✷

✭✵✳✵✷✶✮

servicesit ✵✳✵✼

✭✵✳✵✶✺✮

✵✳✶

✭✵✳✵✵✼✮

✵✳✶✶

✭✵✳✵✵✺✮

✵✳✶✶

✭✵✳✵✶✷✮

✵✳✶✸

✭✵✳✵✶✮

ρ ✵✳✺✶✺

✭✵✳✵✶✻✮

✵✳✹✶✽

✭✵✳✵✶✷✮

✵✳✹✽✻

✭✵✳✵✷✺✮

✵✳✺✼✷

✭✵✳✵✸✷✮

✵✳✺✵✺

✭✵✳✵✹✹✮

σϵ ✵✳✵✷✸

✭✵✳✵✵✼✹✮

✵✳✵✶✾

✭✵✳✵✵✹✺✮

✵✳✵✸✶

✭✵✳✵✵✺✷✮

✵✳✵✷✺

✭✵✳✵✵✸✵✮

✵✳✵✷✷

✭✵✳✵✵✻✺✮

σξ ✵✳✵✹✽

✭✵✳✵✶✺✮

✵✳✵✺✺

✭✵✳✵✶✷✮

✵✳✵✹✻

✭✵✳✵✶✸✮

✵✳✵✺✺

✭✵✳✵✶✺✮

✵✳✵✹✽

✭✵✳✵✶✶✮

n−1
∑n

i=1 ϱi ✵✳✷✼✷

✭✵✳✵✵✹✹✮

✵✳✷✶✵

✭✵✳✵✵✼✮

✵✳✶✾✽

✭✵✳✵✹✹✮

✵✳✸✶✻

✭✵✳✵✺✺✮

✵✳✸✵✷

✭✵✳✵✶✼✮

¯̃ωt = n−1
∑n

i=1 ω̃it ✕✵✳✵✵✹✹

✭✵✳✵✵✹✺✮

✵✳✵✵✶✷

✭✵✳✵✵✸✾✮

✕✵✳✵✵✸✺

✭✵✳✵✵✶✼✮

✵✳✵✵✶✹

✭✵✳✵✵✷✻✮

✕✵✳✵✵✶✵

✭✵✳✵✵✷✽✮

λ̄ =n−1
∑n

i=1 λi ✵✳✵✶✼

✭✵✳✵✵✺✷✮

✵✳✵✶✷

✭✵✳✵✵✸✼✮

✵✳✵✵✼✽

✭✵✳✵✵✹✹✮

✵✳✵✶✻

✭✵✳✵✵✺✼✮

✵✳✵✷✵

✭✵✳✵✵✾✷✮

ψ̄ =n−1
∑n

i=1 ψi ✕✵✳✵✼✶

✭✵✳✵✹✸✮

✵✳✵✸✺

✭✵✳✵✺✻✮

✵✳✵✵✼

✭✵✳✵✹✻✮

✕✵✳✵✵✾✺

✭✵✳✵✸✷✮

✵✳✵✸✼

✭✵✳✵✷✹✮

t❛① r❛t❡ ✐♥ ωit
(∗) ✕✵✳✹✼✻

✭✵✳✵✶✽✮

✕✵✳✺✶✼

✭✵✳✵✶✸✮

✕✵✳✻✼✷

✭✵✳✵✷✷✮

✕✵✳✹✾✾

✭✵✳✵✷✻✮

✕✵✳✼✶✸

✭✵✳✵✸✺✮

t❛① r❛t❡ ✐♥ Ωt
(∗) ✕✵✳✷✻✺

✭✵✳✵✷✹✮

✕✵✳✷✶✼

✭✵✳✵✶✽✮

✕✵✳✸✶✸

✭✵✳✵✶✾✮

✕✵✳✷✽✼

✭✵✳✵✶✽✮

✕✵✳✸✶✵

✭✵✳✵✶✹✮

❘✫❉ ✐♥ ωit
(∗) ✵✳✺✽✻

✭✵✳✵✸✷✮

✵✳✺✶✻

✭✵✳✵✶✽✮

✵✳✹✽✼

✭✵✳✵✷✸✮

✵✳✺✶✾

✭✵✳✵✶✵✮

✵✳✹✽✽

✭✵✳✵✸✷✮

❘✫❉ ✐♥ Ωt
(∗) ✵✳✹✼✸

✭✵✳✵✶✼✮

✵✳✸✼✻

✭✵✳✵✶✼✮

✵✳✺✶✽

✭✵✳✵✷✸✮

✵✳✹✽✽

✭✵✳✵✶✻✮

✵✳✹✼✺

✭✵✳✵✷✷✮

R2 ✵✳✾✽✺

✭✵✳✵✵✼✹✮

✵✳✾✼✷

✭✵✳✵✵✺✷✮

✵✳✾✼✺

✭✵✳✵✵✼✷✮

✵✳✾✽✽

✭✵✳✵✵✽✹✮

✵✳✾✻✺

✭✵✳✵✵✺✺✮

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✼✱✻✷✾ ✷✱✽✷✻ ✹✱✵✷✶ ✷✵✱✹✶✼ ✸✵✱✸✻✺

◆♦t❡s✿ ❘❡♣♦rt❡❞ ❛r❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ✇✐t❤ ♣♦st❡r✐♦r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ R2 ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ✜tt❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ▼❈▼❈ ❞r❛✇s✳ (∗) ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✢❡①✐❜❧❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❧♦✇ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s s❛♠♣❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ❘✫❉ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡

✶✽



❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t❛① r❛t❡ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ ωit ❛♥❞

Ωit✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts t❡♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r ✐♥ ωit ❛s s❤♦✇♥ ✇✐t❤

t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❘✫❉ ❛♥❞ t❛① r❛t❡s

❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ ❛ ✜r♠✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s

♠❛❞❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s❡✈❡r❡

❧✐❦❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ✐♥ ✷✵✵✽ t❡♥❞ t♦ ❞✐❡ ♦✉t ❢❛st❡r ❛s ✜r♠s ❝❛♥ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❛❜s♦r❜ t❤❡♠✳

❋✐r♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❧s♦ ♠❛tt❡rs ❢♦r ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✜r♠s ❢r♦♠

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ✐♥♣✉t ♠✐① ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❤♦❝❦✱

✇❤✐❧❡ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡

❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❛❜s♦r❜ ♠❛❝r♦ s❤♦❝❦s✱

●r✐s❜② ✭✷✵✷✷✮ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ✐♥♣✉t ♠❛r❦❡ts ✜r♠s t❡♥❞ t♦ ❛❞❥✉st ♣r♦♠♣t❧②✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ❛r❡ ♠♦r❡ tr❛♥s✐t♦r② ✶✼✱ ✇❤✐❧❡ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡

♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ♦✈❡r t✐♠❡ ✭❋r❛♥❝♦ ❛♥❞

P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ ✷✵✵✼✮✳

✹✳✹ ❈♦✉♥tr② ❙♣❡❝✐✜❝ ■♥s✐❣❤ts

▲♦♦❦✐♥❣ ❝❧♦s❡r ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr② ❡st✐♠❛t❡s r❡✈❡❛❧s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ♣❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞

✭❜✮ s❤♦✇ t❤❛t ❯❑ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡❧② t❤❛♥ t❤❡✐r ♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ✜s❝❛❧

❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✜♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞

✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ✶✽ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❘✫❉ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✭✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮✱ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❘✫❉ s♣❡♥❞✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ✈❡r② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❋r❡♥❝❤ ❛♥❞

■t❛❧✐❛♥ ✜r♠s ✇❤✐❧❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥❞✉str② ♣❛tt❡r♥✱ ●❡r♠❛♥② ❞♦❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② ✇❡❧❧ ✐♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣

❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛tt❡r♥

s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥tr❛✲✐♥❞✉str② ❝❧✉st❡rs ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✉str②✱

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■t❛❧② ❛❧s♦ ❤❛s ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ♣r♦♠♦t❡ ω[it] t♦

❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✳

✶✼❆ tr❛♥s✐t♦r② ❡✛❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦✲♠♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss
❝②❝❧❡ ✭❋r❛♥❝♦ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ ✷✵✵✼✮✳

✶✽❇♦✉r♥❛❦✐s ❛♥❞ ▼❛❧❧✐❝❦ ✭✷✵✷✶✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥✱ ❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❤✐❣❤❡r
❝♦r♣♦r❛t❡ t❛①❡s ❞❛♠❛❣❡ ✜r♠s✬ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♥t✐❡r✳ ❆s ✐♥ ❇♦✉r♥❛❦✐s ❛♥❞
▼❛❧❧✐❝❦ ✭✷✵✷✶✮ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❤✐❣❤❡r t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✉s❡r
❝♦st ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❘✫❉ ❛♥❞ ❚❛① ❘❛t❡s ♦♥ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❇② ❈♦✉♥tr②

All

France

Germany

Italy

U.K.

All

France

Germany

Italy

U.K.

All

France

Germany

Italy

U.K.

All

France

Germany

Italy

U.K.

◆♦t❡s✿ ❘❡♣♦rt❡❞ ❛r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛① r❛t❡s ✭♣❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮ ❛♥❞ ❘✫❉ ✭♣❛♥❡❧s ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮ ♦♥ ✐♥❞✉str②✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞

❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❜② ❝♦✉♥tr②✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡

✭♣❛♥❡❧ ✭❛✮✮ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭♣❛♥❡❧ ✭❜✮ t♦ ✭❡✮✮ ✇✐t❤ ✾✺✪ ❇❛②❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❛♥❞s✳

Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ s❤❛r♣❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧♦ss❡s

❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❛r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✐♥ ■t❛❧②✳ ❊✈❡♥ s♦✱ ■t❛❧②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ●❡r♠❛♥②

r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛❢t❡r ✷✵✵✽ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❯❑ s❤♦✇❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② st❛❣♥❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ ❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ✭♣❛♥❡❧✭❡✮✮ st❛rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❯❙❆ s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡❞ ❢♦r

❛♥♦t❤❡r t❡♥ ②❡❛rs ♦r s♦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❜❛❝❦✇❛r❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❯❑ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♥♦t ❛

♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐♥t❡r ❛❧✐❛✱ ✐♥ ❍❛rr✐s ❛♥❞ ▼♦✛❛t ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ●♦♦❞r✐❞❣❡

❡t ❛❧✳✭✷✵✶✽✮✱✶✾ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t ♣♦♦r

✶✾❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❯❑ ❛♥❞ ❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❡s✳ ❚❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r♦✇t❤ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ✭●♦♦❞r✐❞❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮ ❛♥❞ ●▼▼ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❋P ✭▼♦✛❛t ❛♥❞
❍❛rr✐s✱ ✷✵✶✽✮✳ ❍❛rr✐s ❛♥❞ ▼♦✛❛t ✭✷✵✶✽✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ st❡♠s ❢r♦♠ s♠❛❧❧
❜✉s✐♥❡ss❡s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✳ ●♦♦❞r✐❞❣❡ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✽✮ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ ❚❋P s❧♦✇❞♦✇♥ t♦ ❧♦✇ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱
♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ s❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳ ✜♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✐❧✮ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❛♥❛❧②s✐s ❞✐✛❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s❧♦✇❞♦✇♥ ✐♥

✷✵



♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❯❑ ❤❛s ❜♦t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❛s♣❡❝ts✳ ❲❤✐❧❡ ♠♦st ❊✉r♦♣❡❛♥ ✜r♠s

r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ✷✵✵✽✱ ❯❑ ✜r♠s r❡♠❛✐♥❡❞ ♦✉t❧✐❡rs ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ✐♥✈❡st ❡♥♦✉❣❤

✐♥ ❘✫❉ ✷✵ ❜✉t ♠❛✐♥❧②✱ ❛s ❛❧s♦ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✱ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✜r♠s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ♦✉r st✉❞② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ❛❣❡♥❞❛ ✐s t❤❛t

❤✐❣❤❡r t❛① ❜✉r❞❡♥s ✐♠♣❛❝t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r♦✉❣❤ tr❛♥s✐t♦r② ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t♦r②

❝❤❛♥♥❡❧ ✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✐♥✈❡st✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤

r❡❞✉❝❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜s❝❛❧

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳

❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st t✇❡♥t② ②❡❛rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❛t t❤❡ ❯❑ ❢❛❧❧s ❜❡❤✐♥❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡r ❊❯ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s t❤❛t ♠✐❣❤t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✷✵❊st✐♠❛t❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ s❤♦✇ t❤❛t ❘✫❉ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❦❡② ❞r✐✈❡r ♦❢ ❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❯✳❑✳

France

Germany

Italy

U.K.

(b) France (c) Germany 

(d) Italy U.K.

◆♦t❡s✿ ❙❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❜② ❝♦✉♥tr②✱ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✱ ❛s

∆ωt = n−1
∑n

i=1 (ωit − ωi,t−1) ✇❤❡r❡ t❤❡ ωits ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❝r♦ss ▼❈▼❈ ❞r❛✇s✳ ■♥ ♣❛♥❡❧s ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮✱ ❛♥❞ ✭❡✮ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡

t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✾✺✪ ❍✐❣❤❡st P♦st❡r✐♦r ❉❡♥s✐t② ✐♥t❡r✈❛❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✏✉♥✐❝♦r♥s✑ ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✈✐③ ✜r♠s ✇✐t❤

❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❯❙❆ s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s ✐♥ ✷✵✵✽✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐❞❡♥✲

t✐❢②✐♥❣ ✏✉♥✐❝♦r♥s✑ ❞r♦♣♣❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥

s❤♦✇s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ●❡r♠❛♥② ✭❢r♦♠ ✵✳✷✺ t♦
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✵✳✶✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❯❑ ❛♥❞ ■t❛❧② ✭❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✷✵✵✽ ✜♥❛♥❝✐❛❧

❝r✐s✐s✱ t❤❡ ✏✉♥✐❝♦r♥✑ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ❧❡❛st✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✼ t❤❛t ●❡r♠❛♥

✜r♠s✬ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❛s ❤✐t s❡✈❡r❡❧② ✐♥ ✷✵✵✽ ❜✉t ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛r✳ ❋✐❣✉r❡ ✼

❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② t❤❛t t❤❡ ❯❑ ♥❡✈❡r r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✷✵✵✽ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧

❝r✐s✐s ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r s✐① ②❡❛rs ✭t❤❡ ✢❛t ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❛✛❡❝t❡❞ ●❡r♠❛♥ ✜r♠s t❤❡ ♠♦st✱ t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ r❡❝✉rs✐✈❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧♦ss❡s✳ ●❡r♠❛♥ ✜r♠s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss t♦ ❣❧♦❜❛❧ s❤♦❝❦s ❜✉t

❛❧s♦ ❛ str♦♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ❊✉r♦♣❡❛♥ ✜r♠s t❤❡ r❡❝♦✈❡r② t❡♥❞s t♦ t❛❦❡ ❧♦♥❣❡r✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♦❢ ●❡r♠❛♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❯♥✐❝♦r♥ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

All

France

Germany

Italy

U.K.

◆♦t❡s✿ ❘❡♣♦rt❡❞ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✏✉♥✐❝♦r♥s✑✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t P (ω̄t > 0|❉❛t❛) > 0✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞

♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳
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✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❚❋P✳ ❯♥❧✐❦❡ ❝♦♥✈❡♥✲

t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐❛s ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥♣✉t✳ ❋✐rst✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ✜r♠✲✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛❝r♦ s❤♦❝❦s✳ ❚❤✐s

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✛❡rs ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❡t✲✉♣ t❤❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s ✐t r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❛t ✜r♠

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❞r✐✈❡♥ ♥♦t ♦♥❧② ❜② ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s

✐♥❞✉str②✲✇✐❞❡ s❤♦❝❦s✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❘✫❉ ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s t❤❡ ♠♦st

♣r♦♠✐♥❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ❛♥❞ ✜s❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♥❡✇ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ❡❛❝❤

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥♣✉t ✉s❡✳ ❲❡ t❡st❡❞ t❤✐s ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✹✷✽✻ ✜r♠s ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡✱

●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧② ❛♥❞ t❤❡ ❯❑ ♦✈❡r ✶✹ ②❡❛rs ✭✷✵✵✶✲✷✵✶✹✮✳ ❖✉r r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✲

✐♥❣s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❊✉r♦♣❡❛♥ ✜r♠s✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❯❙❆ s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s ♦❢ ✷✵✵✽ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞♦✇♥t✉r♥ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♠♣❛❝t❡❞

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ s✉♣♣♦rts ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝r❡❞✐ts

✜r♠s ❢♦r ❛❞✈❡rs❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s s✉✛❡r❡❞ s❡✈❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡② ✇❡r❡

s❤♦rt✲❧✐✈❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❯❑ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥tr② t❤❛t ❤❛s ♥♦t r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛❢t❡r ♠❛♥② ②❡❛rs✳

◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❘✫❉ ❡♥❤❛♥❝❡s ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤❡r t❛①

❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛r♠ ✐t✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✈❛r✐❡s r❡♠❛r❦❛❜❧② ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳

Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥s ♦❢ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s ❢r♦♠ ❘✫❉ ❛r❡ ❛❧♠♦st s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t♦ ❤✐❣❤ t❛① ❧♦ss❡s✳ ■t❛❧✐❛♥

✜r♠s✬ ❘✫❉ ❛❝t✐✈✐t② ♦✉t✇❡✐❣❤s t❛① ❧♦ss❡s✳ ●❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❯❑ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧♦ss❡s

❢r♦♠ t❛①❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦✛s❡t ❜② ❤✐❣❤❡r ❘✫❉ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚✇♦ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱ ✜r♠s ♥❡❡❞ ❛ st❛❜❧❡ ✜s❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t♦

✢♦✉r✐s❤✳ ❆♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛①❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡

❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ❜② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❣❛✐♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

✈✐❡✇ ✭▲✉❝❛s✱ ✶✾✼✻✮ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ❛r❡ ♥❡✉tr❛❧ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❧✐❦❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ✐t s✉♣♣♦rts ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❙❧❡♠r♦❞✱ ✶✾✾✷✮ t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝②

❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❛① ♣♦❧✐❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✛❡❝t

✐♥✈❡st♦rs✬ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ♥❡✇ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❆s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❛ss❡ts r❡✢❡❝ts t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♣r♦❣r❡ss✱ ❤✐❣❤❡r t❛①❡s ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❡❧❡r❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts s❤♦✉❧❞

❛♠♣❧✐❢② ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t ♦✛❡r t❛① ❡①❝❡♣t✐♦♥s t♦ ❘✫❉ ✜r♠s✳ ❙♦❝✐❛❧ r❡t✉r♥s t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤✱

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ✜r♠ ✇❛♥ts t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ✐t✱ s✐♥❝❡ ❘✫❉

❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t t❤❡ ✜r♠✬s ♣❡❡rs ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳

❙❡✈❡r❛❧ ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❯❑ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs

s❤♦✉❧❞ r❡❝♦♥s✐❞❡r ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ♣♦❧✐❝② ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❛❣❣❛r❞♥❡ss ❛♥❞ ❤✐❣❤

s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t♦ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞②

✷✹



♦❝❝✉rr❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ❯❑ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛♥❞✐❝❛♣ ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ❛t t❤❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧✳

■♥st❡❛❞✱ ✐t ❤✐❣❤❧✐❣❤ts str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t t❡♥❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ❞♦❡s

♥♦t ❢❛✈♦✉r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ s❡❝t♦rs✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱

❛ ♣♦❧✐❝② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ ✜s❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝ts ♦t❤❡r t❤❛♥ ❘✫❉ ❛s

t❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❘✫❉

t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠✐❝r♦✲ t♦ ♠❛❝r♦✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❣❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❧✉st❡rs✳ ❘✫❉ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ●❡r♠❛♥ ✜r♠s ❡♠❜♦❞✐❡s s♦❝✐❛❧ r❡t✉r♥s t❤r♦✉❣❤

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♣✐❧❧♦✈❡rs t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ r❛♣✐❞ r❡❜♦✉♥❞

♦❢ ●❡r♠❛♥ ✜r♠s ❛❢t❡r t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ❛♠♦♥❣ ✜r♠s✳ ■t❛❧✐❛♥ ✜r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧② r❡s♣♦♥s✐✈❡ ✐♥ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥t
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♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦rs ✐♥ ✭✾✮✳ ❖✉r ♣♦st❡r✐♦r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

p(θ,Λ,Ω,Σ,Σγ ,Σγω , σλ, σϱ, σξω |D) ∝ |Σ|−(nT+n̄+dim(Σ)+1)/2

exp
{

−1
2 q̄trΣ

−1 − 1
2

∑n
i=1

∑T
t=1Vit(θi,Λit,Ωt)

′Σ−1Vit(θi,Λit,Ωt)
}

·
∏n
i=1 p(θi) · p(Θ)·

(σξΩ)
−(T+n̄+1)/2) exp

{

− 1
2σ2

ξΩ

[

q̄ +
∑T

t=1(Ωt − ρΩt−1 − ΦΩ(Zt; γΩ))
2
]

}

,

✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ D ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❛t❛✱ Λt = (ωit, ω̃it, i ∈ I, t ∈ T)✱ Ω = (Ωt, t ∈ T)✱ θ = (θi, i ∈ I)✱ θi =

(βi, γi, γω,i, λi, ψi, ϱi)✱ t❤❡ ✏str✉❝t✉r❛❧✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ Θ = (γΩ, γΠ, γ̄, σξΩ)✱ ❛♥❞

Vit(θ,Λit) ≡













yit − f(xit, kit;βi)− ωit

xit − Φ(kit, ωit, zit; γi)

ωit − λiΩt −
1
2ψiΩ

2
t − Φω(zit; γω,i)− ω̃it

ω̃it − ϱiω̃i,t−1













. ✭❆✳✷✮

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Σ,Σγ ,Σγω , σλ, σϱ, σξΩ ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭❩❡❧❧♥❡r✱ ✶✾✼✶✱ ♣✳ ✷✼✸✮

p(θ,Λ,Ω|D) ∝

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

{

q̄I+
∑n

i=1

∑T
t=1Vit(θi,Λit,Ωt)Vit(θi,Λit,Ωt)

′
}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−(nT+n̄+1)/2

·
∣

∣

∣

∣

q̄ +
∑n

i=1(γi − γ̄)(γi − γ̄)′
∣

∣

∣

∣

−(n+n̄)/2)

·

∣

∣

∣

∣

q̄ +
∑n

i=1(γω,i − γ̄)(γω,i − γ̄)′
∣

∣

∣

∣

−(n+n̄)/2)

(

∑T
t=1(Ωt − ρΩt−1 − ΦΩ(Zt; γΩ))

)−(T+n̄)/2
·

∏n
i=1 p(θi) · p(Θ).

· ✭❆✳✸✮

❲❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ t❤❡ θis ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r Θ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r γΠ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❢❛st ▼❈▼❈

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳✮ ❋♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈r❡❛❧

❛♥❞ ❚s❛② ✭✷✵✶✺✮✳

❆✳✷ ❋❛st ▼❈▼❈

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ●✐r♦❧❛♠✐ ❛♥❞ ❈❛❧❞❡r❤❡❛❞ ✭✷✵✶✶✱ ●❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❞r❛✇s ❢♦r θ✱ ✇❡ ✉s❡ ❧♦❝❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❜♦t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❢ θ ❛t t❤❡

❡①✐st✐♥❣ ❞r❛✇✳ ❆ ▼❡tr♦♣♦❧✐s t❡st ✐s ❛❣❛✐♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜✉t t❤❡ ●❈

✸✶



❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢❛st❡r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉r ♥❛✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥

❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠

❛♥❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡✱ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ♥♦t✱ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✳ ❙✉♣♣♦s❡ L (θ) = log p (θ|X) ✐s ✉s❡❞

t♦ ❞❡♥♦t❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ❧♦❣ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ θ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡✜♥❡✿

G (θ) = est.cov ∂
∂θ log p (X|θ) , ✭❆✳✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢✿

Go (θ) = −EY |θ
∂2

∂θ∂θ′ log p (X|θ) . ✭❆✳✺✮

❚❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

dθ (t) = 1
2∇̃θL {θ (t)} dt+ dB (t) , ✭❆✳✻✮

✇❤❡r❡

∇̃θL {θ (t)} = −G−1 {θ (t)} · ∇̃θL {θ (t)} , ✭❆✳✼✮

✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏♥❛t✉r❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✑ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❣ ♣♦st❡r✐♦r✳ ❚❤❡

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡

G−1 {θ (t)} dBi (t) =|G {θ (t)} |−1/2

Kβ
∑

j=1

∂
∂θ

[

G−1 {θ (t)}ij |G {θ (t)} |1/2
]

dt ✭❆✳✽✮

+
[

√

G {θ (t)}dB (t)
]

i
.

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

θ̃i =θoi +
ε2

2

{

G−1 (θo)∇θL (θo)
}

i
− ε2

Kθ
∑

j=1

{

G−1 (θo)
∂G (θo)

∂θj
G−1 (θo)

}

ij

✭❆✳✾✮

+ ε2

2

Kθ
∑

j=1

{

G−1 (θo)
}

ij
tr

{

G−1 (θo)
∂G (θo)

∂θj

}

+

{

ε

√

G−1 (θo)ξo
}

i

=µ (θo, ε)i +

{

ε

√

G−1 (θo)ξo
}

i

,

✇❤❡r❡ βo ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r❛✇✳ ❲❡ s❡❧❡❝t ε s♦ t❤❛t✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✱ ✷✵✪ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②

❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s✿

θ̃|θo ∼ NKθ

(

θ̃, ε2G−1 (θo)
)

. ✭❆✳✶✵✮

✸✷



❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❣❣❡sts ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

min







1,
p
(

θ̃|·,Y
)

q
(

θo|θ̃
)

p (θo|·,Y ) q
(

θ̃|θo
)







. ✭❆✳✶✶✮

❲❡ ✉s❡ ❛ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❆❞❥✉st❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭▼❆▲❆✮ ❝❛❧❧❡❞ ❢❛st

▼❆▲❆ ✭❢▼❆▲❆✮✱ s❡❡ ❉✉r♠✉s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ ∈ ℜd✱ ❛♥❞ ✇❡

t❛r❣❡t π(θ) ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✱ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❞❛t❛ t♦ ❡❛s❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

❞θt =
1
2Σ · ▽ lnπ(θt) +Σ1/2❞W t, ✭❆✳✶✷✮

✇❤❡r❡ {W t, t ≥ 0} ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ Σ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡

s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♠❛tr✐①✳ ❯♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ π ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② ✭❆✳✶✷✮ ❛r❡ ❡r❣♦❞✐❝ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ π(θ) ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✭❆✳✶✷✮ ✉s✐♥❣ ❛ ♦♥❡ st❡♣ ✐♥t❡❣r❛t♦r✱ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇✐t❤

t❤❡ ❡①❛❝t π✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ π ❡①❛❝t❧②✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ✐s ♥♦t ❜✐❛s❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣

✭✶✮✱ ✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❍❛st✐♥❣s✱ ✶✾✼✵✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ {θj}✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ j✱ ❣✐✈❡♥ θj ✱ ❛ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣♦s❛❧ θc ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ q(θ, ·)✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t❤❡♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✭θj+1 = θc✮ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② α(θj ,θ
c) ❛♥❞ r❡❥❡❝t❡❞ ✭θj+1 = θj✮ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡

α(θ,θc) = min

{

1,
π(θc)q(θc,θ)

π(θ)q(θ,θc)

}

, ✭❆✳✶✸✮

t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ {θj} ✐s π✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✇✐❧❧✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ j ❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ π

✉♥❞❡r ♠✐❧❞ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭▲✐✉✱ ✷✵✵✽✱ ❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❛s❡❧❧❛✱ ✷✵✵✹✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s✿

θc = µ(θ, h) + S(θ, h)ζ, ✭❆✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ζ ∼ Nd(0, Id)✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢▼❆▲❆ ♣r♦♣♦s❛❧ ❤❛s

µ(θ, h) = x+ h
2f(θ)−

h2

24▽f(θ) · f(θ) + {Σ : ▽2f(θ)}, ✭❆✳✶✺✮

S(θ, h) =
(

h1/2Id +
h3/2

12 Df(θ)
)

Σ1/2, ✭❆✳✶✻✮

✇❤❡r❡ f(θ)
△

= Σ · ▽ lnπ(θ)✱ ▽f(θ) ❛♥❞ ▽
2f(θ) ❛r❡ t❤❡ d× d ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ d× d2 ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ f(θ)✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ Σ = S(θ, h)✳ ▲❡t ▽2f(θ) = [H1(θ), . . . ,Hd(θ)] ✇❤❡r❡ [H i(θ)]jk =
∂fi(θ)
∂θk∂θj

✳ ❚❤❡♥✱

{Σ : ▽2f(θ)}i
△

= tr [Σ′H i(θ)]✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❉✉r♠✉s ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✶✷✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❉✉r♠✉s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮

✸✸



r❡❝♦♠♠❡♥❞ h = εd−1/5 ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ε✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✼✵✹ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ♦❢

❉✉r♠✉s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ε ✭❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❤❛s❡✮ s♦

t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✼✵✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①❝❡❧❧❡♥t❧②

♦♥❝❡ ε ✐s ❛♥❞ h ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❤❛s❡✳ ❆❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✷✶ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞✷✷ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▼❈▼❈

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❛♥❞✱ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛✐♥

❝❛♥ ❜❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡rs ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ r✉♥ t❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛✐♥s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ❛❢t❡r ✶✺✵✱✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜✉r♥✲

✐♥ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✺✵✱✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❖✉r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② q(θ, θc) ✐s ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙t✉❞❡♥t✲t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜✈❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❲❡ ♠♦♥✐t♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s

♦❢ ●❡✇❡❦❡ ✭✶✾✾✷✮✳

❆✳✸ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

●✐❜❜s ✭P●✮ s❛♠♣❧❡r✱ s❡❡ ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞r❛✇ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡

st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❜❧♦❝❦s✳ P❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ s✉♣♣♦rt ♣♦✐♥ts ❝❛❧❧❡❞ ❵❵♣❛rt✐❝❧❡s✬✬ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss❡s❀ s❡❡ ❈r❡❛❧ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✳

❚❤❡ P● s❛♠♣❧❡r ❞r❛✇s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♦r st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ▼ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ P● s❛♠♣❧❡r ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t

❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈r❡❛❧ ❛♥❞ ❚s❛② ✭✷✵✶✺✱ ♣✳ ✸✸✾✮✿ ✏❚❤❡ P● s❛♠♣❧❡r ✐s ❛

st❛♥❞❛r❞ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❜✉t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P● s❛♠♣❧❡r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t

t❤❛♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❵❵❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✬✬ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r t♦ ❜❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ▼❛r❦♦✈ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ♦♥ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡✱ ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ♣❛t❤ ♠✉st s✉r✈✐✈❡ t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s❛♠♣❧✐♥❣

st❡♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r❝❡s t❤✐s ♣❛t❤ t♦ ❜❡ r❡s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

✷✶❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❋♦rtr❛♥✼✼ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ◆❉▲ ♦❢ ❱♦❣❧✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ✉s❡
✈❡rs✐♦♥ ✷✳✵ ♦❢ ❍❛❞❥✐❞♦✉❦❛s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❤tt♣s✿✴✴❞❛t❛✳♠❡♥❞❡❧❡②✳❝♦♠✴❞❛t❛s❡ts✴❥✷❢❤♠s③❣✽✺✴✶✱
s❡❡ ❛❧s♦ ❤tt♣✿✴✴❝♣❝✳❝s✳q✉❜✳❛❝✳✉❦✴s✉♠♠❛r✐❡s✴❆❊❉●❴✈✶❴✵✳❤t♠❧

✷✷❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❋♦rtr❛♥ s✉❜r♦✉r✐♥❡s ✐♥ ❢✐♥t❡r♣ ❜② ❏❛❝♦❜ ❲✐❧❧✐❛♠s
✐♥✿❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❥❛❝♦❜✇✐❧❧✐❛♠s✴❢✐♥t❡r♣✴❜❧♦❜✴♠❛st❡r✴❘❊❆❉▼❊✳♠❞
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿❘❇❋❴■◆❚❊❘P❴◆❉ ✐♥✿
❤tt♣s✿✴✴♣❡♦♣❧❡✳s❝✳❢s✉✳❡❞✉✴⑦❥❜✉r❦❛r❞t✴❢❴sr❝✴r❜❢❴✐♥t❡r♣❴♥❞✴r❜❢❴✐♥t❡r♣❴♥❞✳❤t♠❧✳
❘❇❋❴■◆❚❊❘P❴◆❉ ✐s ❛ ❋♦rt❛♥✾✵ ❧✐❜r❛r② ❜② ❏♦❤♥ ❇✉r❦❛r❞t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s r❛❞✐❛❧
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❇❋✮ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts t♦ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳

✸✹



♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦t❤❡r r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❡①✐st✱ s❡❡ ❈❤♦♣✐♥ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤ ✭✷✵✶✸✮✳✑ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❈r❡❛❧ ❛♥❞ ❚s❛② ✭✷✵✶✺✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✐s

p(θ,Λ1:T |y1:T ) ✇❤❡r❡ Λ1:T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② p(Λt|Λt−1, θ)✳

■♥ t❤❡ P● s❛♠♣❧❡r ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ|Λ1:T ,y1:T ❛s ✉s✉❛❧✱ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ ♠✐①t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥s ♦r ♦t❤❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ♥❡❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ t✉♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❣♦♦❞

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆s s✉❝❤ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❢♦❝✉s

♦♥ ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ Λ
(1)
1:T ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳

P❤❛s❡ ■✿ ❋♦r✇❛r❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

❼ ❉r❛✇ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ Λ
(m)
i,t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡♥s✐t② q(Λi,t|Λ

(m)
i,t−1, θ),m = 2, . . . ,M ✳

❼ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts✿

w
(m)
i,t =

p(yi,t; Λ
(m)
i,t , θ)p(Λ

(m)
i,t |Λ

(m)
i,t−1, θ)

q(Λi,t|Λ
(m)
i,t−1, θ)

,m = 1, . . . ,M. ✭❆✳✶✼✮

❼ ◆♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✿ w̃
(m)
i,t =

w
(m)
it

∑M
m′=1 w

(m′)
it

,m = 1, . . . ,M ✳

❼ ❘❡s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s {Λ
(m)
i,t ,m = 1, . . . ,M} ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {w̃

(m)
i,t ,m = 1, . . . ,M}✳

■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P● s❛♠♣❧❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ❢♦r t = 1, . . . , T ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s s❛♠♣❧❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P● s❛♠♣❧❡r ✇❛s

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲❤✐t❡❧❡② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤♦ s✉❣❣❡st❡❞ ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●♦❞s✐❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ■♥

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞s ♣❛ss✱ ✇❡ st♦r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ❞r❛✇ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇ ✭t❤❡ ❞r❛✇s ❛r❡ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳

P❤❛s❡ ■■✿ ❇❛❝❦✇❛r❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❈❤♦♣✐♥ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✸✱ ●♦❞s✐❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

❼ ❆t t✐♠❡ t = T ❞r❛✇ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ Λ∗
i,T = Λ

(m)
i,T .

❼ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✇❡✐❣❤ts✿ w
(m)
t|T ∝ w̃

(m)
t p(Λ∗

i,t+1|Λ
(m)
i,t , θ)✳

❼ ◆♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✿ w̃
(m)
t|T =

w
(m)
t|T

∑M
m′=1 w

(m′)
t|T

,m = 1, . . . ,M ✳

❼ ❉r❛✇ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ Λ∗
i,t = Λ

(m)
i,t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② w̃

(m)
t|T ✳

✸✺



❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Λ∗
i,1:T = {Λ∗

i1, . . . ,Λ
∗
iT } ✐s ❛ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞s

st❡♣ ♦❢t❡♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈r❡❛❧ ❛♥❞

❚s❛② ✭✷✵✶✺✮ ✜♥❞ t❤❛t M = 100 ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡♥s✐t② q(Λi,t|Λi,t−1, θ)✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡♥s✐t② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② Λi,t =

ai,t +
∑P

p=1 bi,tΛ
p
i,t−1 + hi,tξi,t ✇❤❡r❡ ξi,t ❢♦❧❧♦✇s ❛ st❛♥❞❛r❞ ✭③❡r♦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐t s❝❛❧❡✮ ❙t✉❞❡♥t✲t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ν = 5 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Λi,t−1 ♦❢ ♦r❞❡r P ✳

❲❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ai,t, bi,t ❛♥❞ hi,t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❤❛s❡ ✭✉s✐♥❣ P = 1 ❛♥❞ P = 2✮ s♦

t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts {w̃
(m)
i,t ,m = 1, . . . ,M} ❛♥❞ {w̃

(m)
t|T ,m = 1, . . . ,M} ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♥♦t t♦♦ ❢❛r

❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈❤♦♣✐♥ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤ ✭✷✵✶✸✮ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ P● s❛♠♣❧❡r✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡r ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❡r❣♦❞✐❝✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ P●

s❛♠♣❧❡r ✇✐t❤ ❜❛❝❦✇❛r❞s s❛♠♣❧✐♥❣ str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P● s❛♠♣❧❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❧❛r❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ Λi,1:T ,

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛t❤s Λ−i,1:T t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣❛t❤ i✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(Λi,1:T |Λ−i,1:T ,y1:T , θ)✳

❆✳✹ ▼❈▼❈ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

▼❈▼❈ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❞r❛✇s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦♠❡

❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❜✉t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s s♦ ❧❛r❣❡ ❛s t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤♦r♦✉❣❤

❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡①✱ ❞❡❡♣ ❆◆◆s✳ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛❝❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ▼❈▼❈ ❞r❛✇s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦

✐♥t♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❘◆❊✱ ●❡✇❡❦❡✱ ✶✾✾✷✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞ ❞r❛✇s

❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ●❡✇❡❦❡✬s ✭✶✾✾✷✮ z✲❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❦♥♦✇♥ ❛s

●❡✇❡❦❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ✭●❈❉✮✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❢♦r♠✱ ✇❡ r❡♣♦rt ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘◆❊ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠

●❈❉s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✳ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛❝❢✬s✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✱ ❘◆❊ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥

♣❛♥❡❧ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ●❈❉s ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❝✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❞♦❡s

♥♦t ❛✛❡❝t ▼❈▼❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♣❛♥❡❧ ✭❝✮✮ ❛♥❞✱ ❝❡rt❛✐♥❧②✱ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞❡str✉❝t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✳
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❆✳✺ P♦st❡r✐♦r r♦❜✉st♥❡ss

❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡

♣♦st❡r✐♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ♣r✐♦rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ n̄, q̄,❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s (0.001, 100)

❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✵✱✵✵✵ t✐♠❡s✳ γ̄ ❛♥❞ γ̄Π ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲

✈❛❧ (−100, 100)✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✇❡ r❡♣♦rt ✭✐✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐❣♥❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t❡s

✭♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s✮ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐❣♥❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t❡s

✭♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s✮ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛①❡s ❛♥❞ ❘✫❉ ✐♥ ωit ❛♥❞ Ωt❀ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦✉t♣✉ts ♦❢

♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐❣♥❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t❡s ✭♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s✮

♦❢ γΠ✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r✐♦r

❝❤♦✐❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ♣♦st❡r✐♦r r♦❜✉st♥❡ss ✐s q✉✐t❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str♦♥❣❧② ❜② t❤❡ ❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ P♦st❡r✐♦r r♦❜✉st♥❡ss

productivity growth (
it
)

marginal effects
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