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❆✉t♦♠❛t❡❞ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡s

▲✉❦❡ ●❛rr♦❞✱ ❘✉♦❝❤❡♥ ▲✐ ❛♥❞ ❈❤r✐s ▼✳ ❲✐❧s♦♥✯

❙❡♣t❡♠❜❡r ✻✱ ✷✵✷✸

❆❜str❛❝t

❆✉t♦♠❛t❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ♦♥❧✐♥❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s

t❤❛t ✉s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♥s✉♠❡r s✇✐t❝❤✐♥❣✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✇❡❜s✐t❡s✱ t❤❡s❡ s❡r✈✐❝❡s ✐✮ ❛❝t ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜② ❛❝t✐✈❡❧② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡♠

t♦ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❞❡❛❧s✱ ✐✐✮ t②♣✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❞✐r❡❝t❧②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝❤❛r❣✐♥❣

s✉♣♣❧✐❡rs ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮ ♦❢t❡♥ s✉r✈❡② ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ♦✛❡r t❤❡

✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❝❤ s❡r✈✐❝❡s✳ ■♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t

♣r✐❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t♦✲s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡✱

❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❈♦♥s✉♠❡r ❙✇✐t❝❤✐♥❣❀ ❈♦♥s✉♠❡r ❙❡❛r❝❤❀ Pr✐❝❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❀ ■♥t❡r♠❡❞✐❛r②❀

❆✉t♦♠❛t❡❞❀ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❏❊▲ ❈♦❞❡s✿ ❉✹✸❀ ▲✶✸❀ ❉✽✸

✯●❛rr♦❞ ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥✿ ▲♦✉❣❤❜♦r♦✉❣❤ ❇✉s✐♥❡ss ❙❝❤♦♦❧✱ ▲♦✉❣❤❜♦r♦✉❣❤ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ▲♦✉❣❤❜♦r♦✉❣❤✱
▲❊✶✶ ✸❚❯✱ ❯❑❀ ❧✳❣❛rr♦❞❅❧❜♦r♦✳❛❝✳✉❦ ❛♥❞ ❝✳♠✳✇✐❧s♦♥❅❧❜♦r♦✳❛❝✳✉❦ ▲✐✿ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤✱
❙❤❛♥❞♦♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏✐♥❛♥✱ ✷✺✵✶✵✵✱ ❈❤✐♥❛❀ r✉♦❝❤❡♥✳❧✐❅s❞✉✳❡❞✉✳❝♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r ✐s
❘✉♦❝❤❡♥ ▲✐✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❞✐❞ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛♥t ❢r♦♠ ❢✉♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✱
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✱ ♦r ♥♦t✲❢♦r✲♣r♦✜t s❡❝t♦rs✳ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿ ♥♦♥❡✳ ❲❡ t❤❛♥❦ ❏♦❡ ❍❛rr✐♥❣t♦♥ ❛♥❞
❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡ ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✉t♦♠❛t❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ♦♥❧✐♥❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s t❤❛t ✉s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s✇✐t❝❤

❝♦♥s✉♠❡rs t♦ ❝❤❡❛♣❡r s✉♣♣❧✐❡rs✳ ❚❤❡② ❡①✐st ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥❡r❣②✱

❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♥❞ ❝r❡❞✐t✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❇✐❧❧ ❍❡r♦ ✭❆✉str❛❧✐❛✮✱ ❏✉♥❡ ✭❋r❛♥❝❡✮✱ ❙✇✐t❝❤❞

✭❯❑✮✱ ❯t✐❧✐③ ✭❯❙✮✱ ❛♥❞ ❲❡❝❤s❡❧♣✐❧♦t ✭●❡r♠❛♥②✮✳ ❙✐♥❝❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐♥ ✷✵✶✻✲✶✼✱ t❤❡② ❤❛✈❡

❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ✷✵✶✾✱ ✸✵✵✱✵✵✵ ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛❞ ✉s❡❞ s✉❝❤

s❡r✈✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❯❑ ❡♥❡r❣② ♠❛r❦❡t✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✷✪ ♦❢ ❛❧❧ s✇✐t❝❤❡s ✭❈✐t✐③❡♥s ❆❞✈✐❝❡

✷✵✷✵✮✳

❚❤❡s❡ ❛✉t♦✲s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❵s❡r✈✐❝❡s✬✮ ❞✐✛❡r t♦ ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡❜✲

s✐t❡s ✭P❈❲s✮ ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♦✛❡rs✱ t❤❡

s❡r✈✐❝❡s ❛❝t ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❞❡❛❧s✳ ❙❡❝♦♥❞✱

r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ s✉♣♣❧✐❡rs t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥s ♦r ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣ ❢❡❡s✱ ♠♦st s❡r✈✐❝❡s

❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❞✐r❡❝t❧② ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥t❤❧② ✜①❡❞ ❢❡❡✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✩✷✳✺✵✲

✼✳✺✵✴➾✷✳✷✵✲✻✳✽✵✮✳ ❚❤✐r❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡rs t❤❛t ♣❛② t♦ ❧✐st✱

t❤❡② ♦❢t❡♥ s✉r✈❡② ❛❧❧ s✉♣♣❧✐❡rs✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛✉t♦✲s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✳ ❲✐t❤✐♥ ❛♥

♦❧✐❣♦♣♦❧② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♣r✐❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❱❛r✲

✐❛♥ ✶✾✽✵✱ ❚❛♣♣❛t❛ ✷✵✵✾✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡r✈✐❝❡ t❤❛t ❝❤❛r❣❡s ❝♦♥s✉♠❡rs ❛ ❢❡❡ t♦ s✇✐t❝❤

t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦♥

♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐✮ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❡❛r♥s

❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ✇❤❡♥ ❢❡✇ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♥❞✴♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s✉♣♣❧✐❡rs ✐s ❧❛r❣❡✱ ✐✐✮ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡r✈✐❝❡ ✐♥t❡♥s✐✜❡s ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜✉t

♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ❛❧✲

r❡❛❞② ✐♥❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ❡①✐st❡♥❝❡ ❛❧✇❛②s ❜❡♥❡✜ts ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❞❡s♣✐t❡

✐t ♦♥❧② s❡r✈✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡♠ ❛ ❢❡❡✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣ ♣❛♣❡r ♦♥ ❛✉t♦✲s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ✐s ❋❡❧❞❤❛✉s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✷✮ ✇❤✐❝❤

r✉♥s ❛ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs t♦ ✉s❡ s✉❝❤

s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs ❝♦♥s✐❞❡r ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s P❈❲s ✭❡✳❣✳ ❇❛②❡ ❛♥❞ ▼♦r❣❛♥ ✷✵✵✶✱ ▼♦r❛❣❛✲●♦♥③á❧❡③ ❛♥❞

❲✐❧❞❡♥❜❡❡st ✷✵✶✷✱ ❘♦♥❛②♥❡ ✷✵✷✶✱ ❘♦♥❛②♥❡ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ✷✵✷✷✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱

✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ❛❧✇❛②s ❝❤❛r❣❡ s✉♣♣❧✐❡rs t♦ tr❛❞❡ ♦♥ t❤❡✐r ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡

st✉❞② ❛✉t♦✲s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s t❤❛t ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

❚❤✐s ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐❢ tr❛♥s❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ s✉♣♣❧✐❡rs ✐s ✐✮

♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❝♦st❧②✱ ♦r ✐✐✮ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ♦r ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✳

✷



✷ ▼♦❞❡❧

❙✉♣♣♦s❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣❧✐❡rs✱ n ≥ 2, ❝♦♠♣❡t❡ t♦ s❡❧❧ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❞✉❝t ❛t

③❡r♦ ❝♦st✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇✐t❤ ✉♥✐t ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲

t♦✲♣❛②✱ v > 0✳ ❆ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ❵s❤♦♣♣❡rs✬✱ σ0 ∈ [0, 1)✱ ✇❤♦ ❦♥♦✇ ❛❧❧ ♣r✐❝❡s

❛♥❞ ❜✉② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ❛r❡ ❵♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs✬✱ ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t

❦♥♦✇ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜✉② ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ s✉♣♣❧✐❡r ♦r ♣❛② ❛ s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡✱ κ✱ t♦ ✉s❡

❛ ♠♦♥♦♣♦❧② ❛✉t♦✲s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❵s❡r✈✐❝❡✬ ❛rr❛♥❣❡s ❢♦r ✉s❡rs t♦ tr❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡

❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r✳✶ ❚❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ❝♦sts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ③❡r♦✳✷

■♥ st❛❣❡ ✶✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ s❡❧❡❝ts κ ≥ 0 ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤♦ ❝❛♥ s✉❜s❝r✐❜❡✱ qU ∈ [0, 1 − σ0]✳
✸ ■♥ st❛❣❡ ✷✱ ❡✈❡r②♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s κ ❛♥❞

qU ✱ ❜❡❢♦r❡ ✐✮ ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ s✉❜s❝r✐❜❡✱ ❛♥❞ ✐✐✮ ❡❛❝❤ s✉♣♣❧✐❡r s❡ts ✐ts

♣r✐❝❡✱ pi✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✉s❡rs ❛s σU ✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

♦❢ ❵❛❝t✐✈❡✬ ❛♥❞ ❵♥♦♥✲❛❝t✐✈❡✬ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛s σ = σU + σ0 ∈ [σ0, 1] ❛♥❞ 1− σ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ st❛❣❡ ✸✱ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ♣✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ st✉❞②

s②♠♠❡tr✐❝ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭❙P❊✮✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ❧❡t F (p)

r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ s✉♣♣❧✐❡r✬s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ❛ t✐❡✲❜r❡❛❦ r✉❧❡✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs ✇✐s❤ t♦ s✉❜s❝r✐❜❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✳✹

✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✉♠❡rs✬ ♣✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ st❛❣❡ ✸

❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞✳

✸✳✶ ❙t❛❣❡ ✷

✸✳✶✳✶ Pr✐❝✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥s

❋♦r ❛♥② ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ s✉♣♣❧✐❡rs✬ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s

❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❱❛r✐❛♥ ✭✶✾✽✵✮✳

✶❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐t ❞♦❡s t❤✐s tr✉t❤❢✉❧❧② ❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐ts ❛❝t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ♦r r❡❣✉❧❛t❡❞✳
✷P♦s✐t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❤❛✈❡ ♥♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✉t ❝❛♥ ❛✛❡❝t t♦t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳
✸❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r❡✲❝♦♠♠✐tt✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ♣r✐♦r

✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ■❚ s②st❡♠s ❛♥❞ st❛✛✳
✹❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ qU ✱ t❤✐s t✐❡✲❜r❡❛❦ r✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t

t❤❡♠✱ ♦✉r ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ r♦❜✉st✳

✸



▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋♦r ❛♥② σ = σ0 + σU ∈ [0, 1]✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s ❡❛❝❤

s✉♣♣❧✐❡r ❡❛r♥✐♥❣ π (σ) = v(1−σ)
n

✇✐t❤

F (p) = 1−

[
(1− σ) (v − p)

σnp

] 1

n−1

on [p, v] ✭✶✮

✇❤❡r❡ p = v(1−σ)
nσ+(1−σ)

✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ p ∈ [p, v]✱ s✉♣♣❧✐❡r i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡

p

[
1− σ

n
+ σ (1− F (p))n−1

]

❛s ✐t ❡①♣❡❝ts t♦ s✉♣♣❧② 1−σ
n

♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ σ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② (1− F (p))n−1✳ ❆s st❛♥❞❛r❞✱ F (p) ✐♥ ✭✶✮ ❡♥s✉r❡s s✉♣♣❧✐❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ♦✈❡r

[p, v].

▲❡♠♠❛ ✷✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❢♦r ❛♥② σ = σ0 + σU ∈ [0, 1]✱ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥✲

s✉♠❡rs ❡①♣❡❝t t♦ ♣❛② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

E(p|σ) =

✂ v

p

pF ′(p)dp =

✂ 1

0

v (1− σ)

1− σ (1− nzn−1)
dz ∈ [0, v] ✭✷✮

E(pmin|σ) =

✂ v

p

p · n (1− F (p))n−1
F ′(p)dp =

✂ 1

0

v (1− σ)nzn−1

1− σ (1− nzn−1)
dz ∈ [0, E(p|σ)]

✭✸✮

❊❛❝❤ ♣r✐❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t✇♦ ❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s st❛♥❞❛r❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦❧❧♦✇s

❢r♦♠ ❚❛♣♣❛t❛ ✭✷✵✵✾✮ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ z = 1− F (p)✳

✸✳✶✳✷ ❙✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥s

◆♦♥✲❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ❡①♣❡❝t❡❞ s✉r♣❧✉s❡s ✭❣r♦ss ♦❢ ❛♥② ❢❡❡✮ ❡q✉❛❧ VNA(σ) =

v − E(p|σ) ❛♥❞ VA(σ) = v − E(pmin|σ)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛♥② σ = σ0 + σU ∈ [0, 1]✱ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡r✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛②

❢♦r t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐s

ω (σ) = VA(σ)− VNA(σ) = E(p|σ)− E(pmin|σ) =

✂ 1

0

v (1− σ) (1− nzn−1)

1− σ (1− nzn−1)
dz ≥ 0

✭✹✮

✇❤❡r❡ ω (0) = ω (1) = 0✱ ω′′ (σ) < 0 ❛♥❞ σ̂ ∈ (0, 1) s❡ts ω′ (σ̂) = 0✳

❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❚❛♣♣❛t❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ω (σ) ❤❛s ❛♥ ✐♥✈❡rt❡❞ ❯✲s❤❛♣❡✳ ❆s σ r✐s❡s ❛✇❛②

❢r♦♠ 0 ✭✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r✐❝❡s ❡q✉❛❧ v✮ t♦✇❛r❞s σ̂✱ E(p|σ) ❛♥❞ E(pmin|σ) r❡❞✉❝❡ ✇❤✐❧❡ ♣r✐❝❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❛s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ω (σ) = E(p|σ) − E(pmin|σ)✮❀ ❜✉t ❛s σ ✐♥❝r❡❛s❡s

❜❡②♦♥❞ σ̂✱ E(p|σ) ❛♥❞ E(pmin|σ) t❡♥❞ t♦✇❛r❞s 0 ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳

✸✳✶✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ❙✉❜❣❛♠❡s ❙t❛rt✐♥❣ ❛t ❙t❛❣❡ ✷

❲❡ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ s✉❜❣❛♠❡s st❛rt✐♥❣ ❛t st❛❣❡ ✷ ❢♦r ❛♥② κ ≥ 0 ❛♥❞ qU ∈

[0, 1 − σ0]✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❝t ❜❡❧✐❡❢s ♦✈❡r σU ≤ qU

❛♥❞ σ = σ0 + σU ✳ ❋✐rst✱ s✉♣♣♦s❡ κ > ω(σ) ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍❡r❡✱ ♥♦ ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs

✇♦✉❧❞ s✉❜s❝r✐❜❡✱ s♦ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s σU = 0 s✉❝❤ t❤❛t σ = σ0✳

❚❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ✐✛ κ > ω(σ0) ❜✉t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✉♥✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ✐t✳ ◆♦✇

s✉♣♣♦s❡ κ ≤ ω(σ) ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍❡r❡✱ ❣✐✈❡♥ ♦✉r t✐❡✲❜r❡❛❦ r✉❧❡✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs ✇✐s❤

t♦ s✉❜s❝r✐❜❡✱ s♦ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s σU = qU ❛♥❞ σ = σ0 + σU ✳ ❙✉❝❤ ❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❢♦r ❛♥② σU ∈ [0, 1− σ0] ✐✛ κ ≤ ω(σ0 + σU)✳

✸✳✷ ❙t❛❣❡ ✶

●✐✈❡♥ qU = σU ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

♠❛①κ,σU
πS (κ, σU) = κ · σU s✳t✳ κ ≤ ω (σ0 + σU)

❖r✱ s✐♥❝❡ σU = σ − σ0 ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❜✐♥❞✐♥❣✿

♠❛①σπS (σ) = ω (σ) · (σ − σ0) ✭✺✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛♥② σ0 ∈ [0, 1), t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❙P❊ ✇❤❡r❡

πS (σ
∗) > 0✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ σ∗

U ∈ (0, 1− σ0) ✉s❡rs ✇❤♦ ♣❛② κ∗ = ω(σ∗) ∈ (0, ω(σ̂))✱

✇❤❡r❡ σ∗ = σ0 + σ∗

U ∈ (σ̂, 1)✳

✺



●✐✈❡♥ κ = ω (σ)✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❝❤♦♦s❡s σ∗

U t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞

♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ s❡r✈✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡r✳ ■❢ ✐t ❤❛s t♦♦ ❢❡✇ ✉s❡rs✱ ✐ts ❝✉st♦♠❡r ❜❛s❡

✐s t♦♦ s♠❛❧❧✳ ■❢ ✐t ❤❛s t♦♦ ♠❛♥②✱ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs✬

✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛② ✐s t♦♦ ❧♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ v✱ n ❛♥❞ σ0)

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❝❤♦♦s❡s σ∗

U = σ∗−σ0 ❛♥❞ κ∗ = ω(σ∗) t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♣r♦✜ts ✭s✐❣♥✐✜❡❞

❜② t❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆♥ ❊①❛♠♣❧❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

⍵( �𝜎𝜎)
𝜅𝜅∗
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profits

𝜎𝜎𝑈𝑈∗

⍵(𝜎𝜎)

✸✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❋❡❛t✉r❡s

❚♦ ❤❡❧♣ ❛❝❛❞❡♠✐❝s ❛♥❞ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ✈❛r②

❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❛r❦❡ts✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❤❛♥❣❡s t♦ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss✿ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❤♦♣♣❡rs✱ σ0, ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣❧✐❡rs✱ n✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❆s σ0 r✐s❡s✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ✉s❡rs✱ ❢❡❡ ❛♥❞ ♣r♦✜ts ❞❡❝r❡❛s❡✱
∂σ∗

U

∂σ0

= −(1−
∂σ∗

∂σ0

) ∈ (−1, 0)✱ ∂κ∗

∂σ0

< 0, ❛♥❞ dπS(σ
∗)

dσ0

< 0✳

❚❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❡❛r♥s ✐ts ❤✐❣❤❡st ♣r♦✜ts ✇❤❡♥ σ0 = 0. ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛s σ0 ✐♥❝r❡❛s❡s ❛✇❛②

❢r♦♠ 0✱ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛t σ∗ ❢❛❧❧s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✳ ❚❤✐s ❧♦✇❡rs ω(σ∗) s♦ t❤❡ s❡r✈✐❝❡

❞❡❝r❡❛s❡s κ∗ ❛♥❞ σ∗

U r❡❞✉❝✐♥❣ πS (σ
∗)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ σ∗ = σ0+σ∗

U r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ σ∗

U ❞❡❝r❡❛s❡s

❜② ❧❡ss t❤❛♥ σ0 ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s σ0 → 1, t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ✉s❡rs✱ ❢❡❡ ❛♥❞ ♣r♦✜ts t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳

✻



❆❧t❤♦✉❣❤ ❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② n ✐s ❞✐✣❝✉❧t✱ ✇❡

❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❆s n r✐s❡s✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ❢❡❡ ❛♥❞ ♣r♦✜ts str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s❡✱ ∂κ∗

∂n
> 0 ❛♥❞

dπS(σ
∗)

dn
> 0✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❤❡♥ n ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ✐s σ∗

U ≈ 1 − σ0, s✉❝❤

t❤❛t σ∗ ≈ 1✱ ✇✐t❤ κ∗ ≈ v ❛♥❞ πS (σ
∗) ≈ v(1− σ0)✳

❆s n ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r✐s❡s✳ ❚❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡s ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs✬

✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛②✱ ω(σ), ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ κ∗ ❛♥❞ πS (σ
∗)✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡rs t♦ ❛ ❜✐❣❣❡r s❡t ♦❢ s✉♣♣❧✐❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱

✇❤❡♥ n ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❡①tr❛❝ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ♥♦♥✲

s❤♦♣♣❡rs✱ πS (σ
∗) ≈ v(1 − σ0)✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✇✐s❤❡s t♦ s❡r✈❡ ✭❛❧♠♦st✮ ❛❧❧

♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs✱ σ∗

U ≈ 1 − σ0✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❡ts ❛ ❢❡❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱

κ∗ = E(p|σ∗) − E(pmin|σ
∗) ≈ v ✭s✐♥❝❡ ❧✐♠n→∞E(p|σ) = v ❛♥❞ ❧✐♠n→∞E(pmin|σ) = 0

❛s st❛♥❞❛r❞✱ ❡✳❣✳ ❚❛♣♣❛t❛ ✷✵✵✾✮✳

✹ ❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❙❡r✈✐❝❡

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ σ = σ∗✱

✈❡rs✉s σ = σ0 < σ∗✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ♣r✐❝❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡s✿

✐✮ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡s✱ E(p|σ∗) < E(p|σ0) ❛♥❞ E(pmin|σ
∗) < E(pmin|σ0);

✐✐✮ str✐❝t❧② ❧❡ss ✭♠♦r❡✮ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ω(σ∗) < (>)ω(σ0)✱ ✐♥ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧②

♠❛♥② ✭❢❡✇✮ s❤♦♣♣❡rs✱ σ0✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s❡r✈✐❝❡ ✉s❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣st s✉♣♣❧✐❡rs ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs ♣r✐❝❡s✳

▼♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ σ0✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ❡①✐st❡♥❝❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞

♦r ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ σ0 = 0✱ ❛❧❧ ♣r✐❝❡s ❡q✉❛❧ v ❛❜s❡♥t

t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ s♦ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥❞❡r t❤❡ s❡r✈✐❝❡❀ ❜✉t ✇❤❡♥ σ0 = σ̂✱ ♣r✐❝❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛❜s❡♥t t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ s♦ ✐t ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥❞❡r t❤❡ s❡r✈✐❝❡✳

◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❛❝t✳ ❙✐♥❝❡ t♦t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ✜①❡❞ ❞✉❡ t♦ ✉♥✐t

❞❡♠❛♥❞✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ♣r♦✜ts✳ ❋♦r σ ∈ [σ0, 1]✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛❧✿

✼



CS (σ) = σ0VA(σ) + (σ − σ0) (VA(σ)− ω (σ)) + (1− σ)VNA(σ)

Π (σ) = nπ (σ) + πS (σ) ✭✻✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡s✿

✐✮ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✱ CS (σ∗) > CS (σ0)❀

✐✐✮ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r s✉♣♣❧✐❡r ♣r♦✜ts✱ nπ (σ∗) < nπ (σ0) ;

✐✐✐✮ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ✐♥❞✉str② ♣r♦✜ts✱ Π(σ∗) < Π(σ0)✳

❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ ♣r✐❝❡s✱ t❤❡

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s s✉♣♣❧✐❡r ♣r♦✜ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❞❡s♣✐t❡ ❝❤❛r❣✐♥❣

✉s❡rs ❛ ❢❡❡ ❛♥❞ ♦♥❧② s❡r✈✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❵♣r♦✲❝♦♥s✉♠❡r✬✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛✿ s♦♠❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜❡❝♦♠❡ ❛❝t✐✈❡ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡

❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❆r♠str♦♥❣ ✭✷✵✶✺✮✱ ✐♠♣♦s❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♦♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♥✲

s✉♠❡rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ s❤♦♣♣❡r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞

♣r✐❝❡s✱ ❣❛✐♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

VNA(σ
∗)− VNA(σ0) = −[E(p|σ∗)− E(p|σ0)] > 0

VA(σ
∗)− VA(σ0) = −[E(pmin|σ

∗)− E(pmin|σ0)] > 0.

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✉s❡rs ♦♥❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞ ♣r✐❝❡s t♦♦ ❜❡❝❛✉s❡ κ∗ ❡①❛❝t❧② ♦✛s❡ts t❤❡

❞✐r❡❝t ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ VA(σ
∗) − κ∗ = VNA(σ

∗)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❣❛✐♥s

t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r✿

VA(σ
∗)− κ∗ − VNA(σ0) = −[E(p|σ∗)− E(p|σ0)] > 0.

❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢✉❧❧② ❡①tr❛❝ts ✉s❡rs✬ ❞✐r❡❝t ❜❡♥❡✜ts✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①tr❛❝t t❤❡

✇✐❞❡r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥❞✉str② ♣r♦✜ts str✐❝t❧② ❢❛❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✬s

♣r♦✜t ❣❛✐♥ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✛s❡ts t❤❡ ❧♦ss ✐♥ s✉♣♣❧✐❡r ♣r♦✜ts✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s

✽



t❤❡ ❯❑✬s ♣❧❛♥s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤ s♦♠❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦♥t♦ ❝❤❡❛♣❡r ❡♥❡r❣② t❛r✐✛s✳✺

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ s✉❝❤ ❛ ♣♦❧✐❝② r❛✐s❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❤♦♣♣❡rs✱ σ0✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts

t❤❛t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝r♦✇❞ ♦✉t ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❛✉t♦✲s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts ✉s❡rs✱ ❜✉t

st✐❧❧ ❧♦✇❡r s✉♣♣❧✐❡r ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❜❡♥❡✜t ❝♦♥s✉♠❡rs✳✻

❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋r♦♠ ✭✹✮ ♥♦t❡

ω′ (σ) = −v

✂ 1

0

nzn−1 (1− nzn−1)

[1− σ (1− nzn−1)]2
dz

ω′′ (σ) = −2v

✂ 1

0

nzn−1 (1− nzn−1)
2

[1− σ (1− nzn−1)]3
dz

✇❤❡r❡ ω′′ (σ) < 0 ∀ 2 ≤ n < ∞✳ ❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ σ̂ ∈ (0, 1)

t❤❛t s❡ts ω′ (σ) = 0✱ ✇❡ s❤♦✇ ω′ (0) > 0 ❛♥❞ ω′ (1) < 0✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ω′ (0) =

−v
✁ 1

0
nzn−1 (1− nzn−1) dz ❛♥❞ ω′ (1) = −v

✁ 1

0
1−nzn−1

nzn−1 dz ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ z =
(
1
n

) 1

n−1 s♦

nzn−1 = 1✱ ✇❤❡r❡ nzn−1 ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ z✱ ❣✐✈❡s

ω′ (0) = v

[
−

✂ z

0

nzn−1
(
1− nzn−1

)
dz +

✂ 1

z

nzn−1
(
nzn−1 − 1

)
dz

]

> v

[
−nzn−1

✂ z

0

(
1− nzn−1

)
dz + nzn−1

✂ 1

z

(
nzn−1 − 1

)
dz

]

= −vnzn−1

✂ 1

0

(
1− nzn−1

)
dz = 0

✺❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳r❡✉t❡rs✳❝♦♠✴✇♦r❧❞✴✉❦✴❜r✐t❛✐♥✲♣❧❛♥s✲tr✐❛❧✲❛✉t♦♠❛t✐❝✲s✇✐t❝❤✐♥❣✲❝♦♥s✉♠❡r✲
❡♥❡r❣②✲❜✐❧❧s✲✷✵✷✶✲✵✼✲✷✸✴✱ ❛❝❝❡ss❡❞ ✶st ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✸✳

✻❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ r♦❜✉st ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ♦✉r st❛❣❡ ✷ ♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ▼②❛tt ❛♥❞
❘♦♥❛②♥❡✬s ✭✷✵✷✸✮ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣✉r❡✲str❛t❡❣② ♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ st✐❧❧
❧♦✇❡rs ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡rs t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡❛r❝❤ ❡①t❡r♥❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♥♦✇ s❡r✈❡s
❛s ♠❛♥② ♥♦♥✲s❤♦♣♣❡rs ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✾



❛♥❞

ω′ (1) = v

[
−

✂ z

0

1− nzn−1

nzn−1
dz +

✂ 1

z

nzn−1 − 1

nzn−1
dz

]

< v

[
−

1

nzn−1

✂ z

0

(
1− nzn−1

)
dz +

1

nzn−1

✂ 1

z

(
nzn−1 − 1

)
dz

]

= −
v

nzn−1

✂ 1

0

(
1− nzn−1

)
dz = 0,

s✐♥❝❡
✁ 1

0
(1− nzn−1) dz = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ ω (0) = v

✁ 1

0
(1− nzn−1) dz = 0 ❛♥❞ ω (1) =

0✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❋r♦♠ ✭✺✮✱

π′

S (σ) = ω (σ) + ω′ (σ) (σ − σ0) ✭✼✮

π′′

S (σ) = 2ω′ (σ) + ω′′ (σ) (σ − σ0) .

❲❡ s❤♦✇ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ σ∗ ∈ (σ0, 1) t❤❛t s❡ts π
′

S (σ
∗) = 0 s✉❝❤ t❤❛t πS (σ

∗) > 0✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ σ∗ ∈ (σ̂, 1) t❤❛t s❡ts π′

S (σ
∗) = 0 ✇❤❡r❡

π′′

S (σ
∗) < 0✳ ◆♦t❡ ∀σ ≥ σ0✿ ✐✮ ✐❢ σ ∈ (0, σ̂)✱ π′

S (σ) > 0 s✐♥❝❡ ω (σ) > 0 ❛♥❞ ω′ (σ) > 0✱

❛♥❞ ✐✐✮ ✐❢ σ ≥ σ̂✱ π′′

S (σ) < 0 ❢r♦♠ ω′ (σ) ≤ 0 ❛♥❞ ω′′ (σ) < 0✱ ✇❤❡r❡ π′

S (σ̂) = ω (σ̂) > 0

❛♥❞ π′

S (1) = ω′ (1) (1− σ0) < 0 s♦ σ∗ ∈ (σ̂, 1)✳ ●✐✈❡♥ ω′ (σ) < 0 ∀σ > σ̂✱ ✇❡ ❦♥♦✇

ω (σ∗) < ω (σ̂) ❛♥❞ ω (σ∗) > ω (1) = 0✳

❚♦ s❤♦✇ πS (σ
∗) > 0✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ σ∗ ∈ (σ0, 1) ∀σ0 ∈ [0, 1)✳ ◆♦t❡ ❛✮

✇❤❡♥ σ0 = 0✱ t❤❡♥ σ∗ > σ̂ > σ0 = 0❀ ❜✮ ❧✐♠σ0→1σ
∗ = σ0 ❢r♦♠ π′

S (1) = ω′ (1) (1− σ0)❀

❛♥❞ ❝✮ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t♦ ✭✼✮ ②✐❡❧❞s

∂σ∗

∂σ0

= −
1

π′′

S (σ)

∂π′

S (σ)

∂σ0

=
ω′ (σ)

2ω′ (σ) + ω′′ (σ) (σ − σ0)
∈ (0, 1) .

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ◆♦t❡
dσ∗

U

dσ0

= ∂σ∗

∂σ0

−1 < 0 s✐♥❝❡ σ∗

U = σ∗−σ0 ❛♥❞
∂σ∗

∂σ0

∈ (0, 1)✳

❋✉rt❤❡r✱ dω(σ∗)
dσ0

= ∂σ∗

∂σ0

ω′ (σ∗) < 0 s✐♥❝❡ σ∗ ∈ (σ̂, 1) ❛♥❞ ω′ (σ∗) < 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ✭✺✮✱
dπS(σ

∗)
dσ0

= ∂πS(σ)
∂σ0

∣∣∣
σ=σ∗

= −ω (σ∗) < 0 ∀σ∗ ∈ (0, 1)✳

✶✵



Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s dκ∗

dn
=

dω(σ∗)
dn

= ∂(E(p)−E(pmin))
∂n

❛♥❞ dπS(σ
∗)

dn
= ∂(E(p)−E(pmin))

∂n
(σ∗ − σ0) . ●✐✈❡♥ σ∗ > σ0✱ t❤❡s❡

❛r❡ ❜♦t❤ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ∂(E(p)−E(pmin))
∂n

> 0 ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▼♦r❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✱

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮ ✭✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥② v > 0✮✳ ◆❡①t✱ ✉s✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞

✭✸✮✱ ❧✐♠n→∞E(p|σ) = v ❛♥❞ ❧✐♠n→∞E(pmin|σ) = 0 ∀ σ ∈ (0, 1) s♦ ❧✐♠n→∞ω (σ) = v

❛♥❞ ❧✐♠n→∞πS (σ) = v (σ − σ0)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ n ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ σ∗ ≈ 1 ❛♥❞ σ∗

U ≈ 1− σ0,

κ∗ = ω (σ∗) = v ❛♥❞ πS (σ
∗) ≈ v(1− σ0)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ✐✮ ❯s✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✱

∂E(p|σ)

∂σ
= −v

✂ 1

0

nzn−1

[1− σ (1− nzn−1)]2
dz < 0

❛♥❞
∂E(pmin|σ)

∂σ
= −v

✂ 1

0

(nzn−1)
2

[1− σ (1− nzn−1)]2
dz < 0.

✐✐✮ ■❢ σ0 ≥ σ̂✱ t❤❡♥ ω(σ∗) < ω(σ0) ❛s ω′ (σ) < 0 ∀σ > σ̂ ❛♥❞ σ∗ > σ0 ∀σ0 < 1✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ σ0 ≤ σ̂✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ σ′

0 ∈ (0, σ̂) t❤❛t s❡ts ω(σ∗) − ω(σ′

0) = 0

s♦ ω(σ∗) − ω(σ′

0) < (>)0 ∀σo > (<)σ′

o✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❜❡❝❛✉s❡ ❛✮ ω(σ∗) > ω(σ0) ✇❤❡♥

σ0 = 0 ❛s ω (0) = 0❀ ❜✮ ω(σ∗) < ω(σ0) ✇❤❡♥ σ0 = σ̂ ❛s σ̂ < σ∗ ❛♥❞ ω′′ (σ) < 0❀ ❛♥❞ ❝✮
∂(ω(σ∗)−ω(σ0))

∂σ0

= ω′ (σ∗) ∂σ∗

∂σ0

−ω′ (σ0) < 0 s✐♥❝❡ ω′ (σ∗) < 0 < ω′ (σ0) ❛♥❞
∂σ∗

∂σ0

∈ (0, 1) .

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❆s π (σ) = v(1−σ)
n

✱ n (π (σ∗)− π (σ0)) = − (σ∗ − σ0) v✳ ●✐✈❡♥

✭✻✮✱ Π(σ∗)−Π(σ0) = − (σ∗ − σ0) (v − ω (σ∗))✳ ●✐✈❡♥ ✜①❡❞ ✇❡❧❢❛r❡✱ CS (σ∗)−CS (σ0) =

− (Π (σ∗)− Π(σ0))✳ ❚❤❡✐r s✐❣♥s ❢♦❧❧♦✇ ❛s σ∗ > σ0 ❛♥❞ v > ω (σ∗) ❢r♦♠ ✭✹✮ ∀ 2 ≤ n <
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