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Abstract

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛②s ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡♣❡❛t✲

❡❞❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❢❛❝✐❧✐t② ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❝❛✲

♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛✐r♣♦rt ♦r ❛♥ ✉r❜❛♥ r♦❛❞✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥

✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ q✉❡✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❜♦t✲

t❧❡♥❡❝❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✳ ❚❤❡

♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ✈❛r②

❞✐☛❡r❡♥t❧② ♦✈❡r t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣✐♥❣

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦✇ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❊♠♣✐r✲

✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
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1 Introduction

❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠❛♥② ♣❧❛❝❡s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r♦❛❞ ❛♥❞ r❛✐❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛✐r♣♦rts ❛♥❞ ❛✐rs♣❛❝❡✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ t❤✐♥❦

♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛t s❦✐ r❡s♦rts✱ ▼❝❉♦♥❛❧❞s ❛♥❞ ♠❛♥②

♦t❤❡r ♣❧❛❝❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ♣❧❛❝❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✇❤❡r❡ ♣❡❛❦s ✐♥ ❞❡♠❛♥❞

❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ r❡♣❡❛t r❡❣✉❧❛r❧② ❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ r✉s❤ ❤♦✉r✳

❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞②♥❛♠✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ❛rr✐✈❛❧ ❛t

s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛☛❡❝ts ♦♥❧② ✉s❡rs ❛rr✐✈✐♥❣ ❧❛t❡r✱ ♥♦t t❤♦s❡ ❛rr✐✈✐♥❣

❡❛r❧✐❡r✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢

t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ t♦❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❋♦r s✉❝❤

♣✉r♣♦s❡s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦☞❧❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦sts ♦✈❡r ❛

♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ s✉❝❤ ❛s ❛ ❞❛②✳

❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❥✉st ❝❛✉s❡ ❞❡❧❛②s✳ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s ❞❡❧❛②s

t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞

❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♥❡❛r ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲

❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❧❛②s ✐s ❛ s✐❣♥✐☞❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ ✉s❡r ❝♦sts ✇❤❡♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s s❡✈❡r❡

❛♥❞ ✐s ❤❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r✐❣❤t✳

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦☞❧❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✱ s❛② ❛ ❞❛②✱ ✐s

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧✲

✷



❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡❧❛②✳ ■t ✐s t❤❡♥ t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✐❣♥♦r❡

t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❢r♦♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡

✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t r❛♥❞♦♠♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✌✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞

t❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❞❡❧❛② r✐s❦ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t

t❤❡ ❝❛s❡ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r s❤♦✇s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❣❡s✲

t✐♦♥✱ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦♥❣❡s✲

t✐♦♥ ❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦☞❧❡ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② t♦

❜❡ ❞✐☛❡r❡♥t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐☞❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ r❡❣✉❧❛r❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣

❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❢❛❝✐❧✐t② ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ■❢

t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦ r❡♣❡❛ts ❡✈❡r② ❞❛②✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t t✐♠❡s✿ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛②s ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐☛❡r❡♥t ❛t✱ ❡✳❣✳✱ ✽ ❆▼ ❛♥❞ ❛t ✾ ❆▼✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ❛♥❞

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ✉♥❞❡r q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢

❞❡❧❛② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡♥ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rs❡✿ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡♥

❛❧s♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✈❡r✐☞❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❆t t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

✸



♦❢ ❞❡❧❛② ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛②

r❡❛❝❤❡s ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ❧♦❝❛❧✮ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛②

♠✉st ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ♣❧♦t ♦❢

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ❢♦r♠s ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡

❧♦♦♣✳ ❙✉❝❤ ❧♦♦♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② ✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❛❧t❤♦✉❣❤

t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ t✐♠❡s ✐♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡rs✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ P❧♦ts ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t t✐♠❡s ♦❢ ❞❛② ❡①❤✐❜✐ts

t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❧♦♦♣ ❞✉r✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞

❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ☞rst t♦ ♣r♦✈✐❞❡

❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦♦♣✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

❚❤❡ ❱✐❝❦r❡② ✭✶✾✻✾✮ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❢❛✲

❝✐❧✐t② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❤❡r❡ q✉❡✉❡✐♥❣

✉s❡rs ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❛t ❛ ☞①❡❞ s❡r✈✐❝❡ r❛t❡✳ ❆ ✈❡rt✐❝❛❧ q✉❡✉❡ ❜✉✐❧❞s ✉♣ ✇❤❡♥

✉s❡rs ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ ❢❛st❡r r❛t❡ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡s ✇❤❡♥ ✉s❡rs ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ s❧♦✇❡r

r❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✉s❡rs ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦sts ♦❢ ❞❡❧❛② ❛♥❞

❛❧s♦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦sts s✉❝❤ t❤❛t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣r❡❢❡rr❡❞ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡

❛r❡ ❝♦st❧②✳ ■♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❡❛❝❤ ✉s❡r s❡❧❡❝ts ❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡rs✳ ❲✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉s❡rs t❤✐s

tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✉s❡r ❝♦sts ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✲

✹



✈❛❧ ✇❤❡♥ ✉s❡rs ❛rr✐✈❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✭❆r♥♦tt

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ q✉❡✉❡ ✐♥ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

■♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ q✉❡✉❡ s✐♥❝❡ ✉s❡rs t❤❡♥ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ r❛t❡

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ r❛t❡✳ ■t ✐s ❢❛✐r❧② ❡❛s② t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣

t♦❧❧ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳

❆r♥♦tt ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ t♦

❝❛♣❛❝✐t② ✐s r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ✐♠✲

♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡rs ❛❜♦✉t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❡❧❛②s✱

✇❤❡r❡ t❤❡② ☞♥❞ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣✳ ❚❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

r❛♥❞♦♠ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✱ ❜✉t ❆r♥♦tt ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇

t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤✐s

♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ t♦❧❧ ❤❛s ❛❧s♦ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ■t ✐s

t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

❞❡❧❛② ❝♦sts✳ ❙♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❋♦s❣❡r❛✉ ✭✷✵✵✽✮ ❞❡r✐✈❡s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦sts✳ ❋♦s❣❡r❛✉

❛♥❞ ❏❡♥s❡♥ ✭✷✵✵✽✮ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳

✺



❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧♦♦♣s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✹✱ ✇✐t❤ ♣r♦♦❢s ❞❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

2 Looping examples

❚❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛❣❛✐♥st

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❧❛② ✐♥ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❧♦♦♣ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦❢ ❞❡❧❛② ♣❡❛❦s ❧❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳ ❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❉❡♣❛rt♠❡♥t ❢♦r ❚r❛♥s♣♦rt ✭✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ ☞rst ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛ ❝♦♥❣❡st❡❞ ✉r❜❛♥ r♦❛❞ ✐♥ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✳ ❚❤❡

❞❛t❛ r❡❝♦r❞ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦♥ ❛♥ ✶✶ ❦♠ str❡t❝❤ ♦❢ r♦❛❞✱ ✉s✐♥❣ ❝❛♠❡r❛s t♦

♠❛t❝❤ ❧✐❝❡♥❝❡ ♣❧❛t❡s ❛t t❤❡ ❡♥tr② ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐t✳ ❆ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦✈❡r ❛ t❤r❡❡

♠♦♥t❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

♦❢ ❞❛② ✉s✐♥❣ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛② ✉s✐♥❣ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛②✳ ❚❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ sq✉❛r❡r♦♦t ♦❢ t❤❡

✻



❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋♦s❣❡r❛✉ ❛♥❞

❑❛r❧str♦♠ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠♦r♥✐♥❣ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤

❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❧♦♦♣ ♦♥ ☞❣✉r❡ ✶✳

❋■●❯❘❊ ✶

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛ ❝♦♥❣❡st❡❞ r❛✐❧ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❉❡♥♠❛r❦✳ ❊❛❝❤

❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ❛ r❛✐❧ ❛rr✐✈❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ t❛❜❧❡✳

❉❛t❛ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ❛rr✐✈❛❧s ❞✉r✐♥❣ ❛ ②❡❛r✳ ❉❡t❛✐❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋♦s❣❡r❛✉ ❛♥❞

❍❥♦rt❤ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦s✱ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡

♠♦r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r♥♦♦♥✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❛s ❝♦✉♥t❡r✲

❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❧♦♦♣s ♦♥ ☞❣✉r❡ ✷✳

❋■●❯❘❊ ✷

3 Model formulation

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ 1

s
✉s❡rs ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡♥ s > 0

✐s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ s❡r✈❡ ♦♥❡ ✉s❡r✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡r✈✐❝❡

t✐♠❡ ✐s r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤ s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② φ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Φ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡

❜② s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ q✉❡✉❡ ❝❛♥♥♦t ❧❛st ✐♥❞❡☞♥✐t❡❧② ❧♦♥❣✳ ❖♥❡ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s

✐s ❞r❛✇♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳

❯s❡rs ❛rr✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛② t❛❦❡ t♦ ❜❡

✼



s✐♠♣❧② [0, 1]. ❯s❡rs ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ r❛t❡ ρ(t) ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t✐♠❡ t ✐s R(t) =
∫

t

0
ρ(t ′)dt ′. ❲❡

♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs t♦ ✶ s✉❝❤ t❤❛t R(1) = 1✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ r❛♥❞♦♠ s ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✉s❡rs✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t R ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❛t

ρ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❈♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ R r❡s✉❧ts ✐♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❆r♥♦tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ q✉❡✉❡ ❛t t✐♠❡ t ✐s✶

Q(t) =

(

R(t) −
t

s

)+

. ✭✸✳✶✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❛rr✐✈❡❞ ❜✉t ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡

q✉❡✉❡ ❛t t✐♠❡ ✵ ✇❤❡♥ t❤❡ ☞rst ✉s❡r ❛rr✐✈❡s ✐s ③❡r♦✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ q✉❡✉❡ ❛r✐s✐♥❣✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s(t) t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡

s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ❣♦♥❡ ❛t t✐♠❡ t✳ ❋r♦♠ ✭✸✳✶✮ ✇❡

❤❛✈❡ s(t) = t

R(t)
✳ ■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❢❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱

♥❛♠❡❧②

s(0) = ❧✐♠
t→0

s(t) =
1

ρ(0)
, s(1) = 1,

∂s

∂t
(t) =

1 − s(t)ρ(t)

R(t)
> 0,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛rr✐✈❛❧

✶❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x → x+ ✐s x ✇❤❡♥ x > 0 ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
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r❛t❡ R✳

❚❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❢♦r ✉s❡rs ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t✐♠❡ t ✐s q(t) ❣✐✈❡♥

❜②

q(t) = sR(t) − t

✇❤❡♥ s ≥ s(t) ✇✐t❤ q(t) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ◆♦✇ ✇❡ ♠❛② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❣✐✈❡♥ ❛rr✐✈❛❧ ❛t t✐♠❡ t. ▲❡t µ(t) ❞❡♥♦t❡ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ q✉❡✉❡ t✐♠❡ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡♥

µ(t) = E(q(t)) =

∫
s

s(t)

(sR(t) − t)φ(s)ds.

❲❡ s❡❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t µ(0) = 0 ❛♥❞ t❤❛t µ(t) → 0 ❛s t → ∞. ❲❡ ♠❛②

s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡☞♥❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❣✐✈❡♥ ❛rr✐✈❛❧ ❛t t✐♠❡ t.

❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② σ ✭♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✮

✇❡ ❤❛✈❡

σ(t) = Eq2(t) − µ2(t)

=

∫
s

s(t)

(sR(t) − t)2φ(s)ds − µ2(t).

❆❣❛✐♥ ✇❡ s❡❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t σ(0) = 0 ❛♥❞ t❤❛t σ(t) → 0 ❛s t → ∞.

✾



❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ µ ❛♥❞ σ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

µ ′(t) =

∫
s

s(t)

(sρ(t) − 1)φ(s)ds

σ ′(t) = 2

∫
s

s(t)

(sR(t) − t)(sρ(t) − 1)φ(s)ds − 2µ(t)µ ′(t).

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

4 Analysis

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

♦❢ µ(t) ❛♥❞ σ(t) t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t s(t) ✐s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ❣♦♥❡ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡♥ Φ(s(t)) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❣♦♥❡ ❛t t✐♠❡ t✳

Proposition 1

σ ′(t) > 2µ ′(t)µ(t)
Φ(s(t))

1 − Φ(s(t))

✳

Pr♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r②✳

Corollary 1

µ ′(t) ≥ 0 ⇒ σ ′(t) > 0

✶✵



♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

σ ′(t) ≤ 0 ⇒ µ ′(t) < 0.

❲❡ s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ❛ s♠❛❧❧ ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♦❢✳ ❉❡☞♥❡

☞rst t ❜② s(t) = s ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❣♦♥❡✳

Lemma 2

µ ′(0) > 0, σ ′(0) = 0,

t > t ⇒ µ(t) = σ(t) = 0.

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t

♦❢ σ(t) ❛❣❛✐♥st µ(t) ❚❤❡ ♣❧♦t ❜❡❣✐♥s ❛t (µ(0), σ(0)) = (0, 0) ❛♥❞ ♠♦✈❡s ❊❛st

❛♥❞ t❤❡♥ ◆♦rt❤✲❊❛st✳ ❲❤❡♥❡✈❡r µ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❧♦❝❛❧ ♦r ❣❧♦❜❛❧✱ σ

✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❙♣❡❝✐☞❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s r✉❧❡❞ ♦✉t t❤❛t σ ♣❡❛❦s ❛t t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡ ❛s µ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧♦♦♣ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❲❤❡♥✱ ❧❛t❡r✱ σ r❡❛❝❤❡s

❛ ❧♦❝❛❧ ♦r ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✱ µ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❲❤❡♥ t ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤

t❤❛t t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❣♦♥❡✱ ❜♦t❤ µ ❛♥❞ σ ❛r❡ ❜❛❝❦ t♦ ③❡r♦✳

❆ ☞♥❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛②✳ Pr♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

Proposition 2 σ(t) > µ2(t)
Φ(s(t)

1−Φ(s(t)

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♥✐❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② σ ❛t t✐♠❡

t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ µ2 t✐♠❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✵ ❛t t = 0 ❛♥❞

✶✶



✐♥❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞s ✐♥☞♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t = t✳ ❙♦ ✇❤❡♥ t ✐s ❧❛r❣❡✱

❡✐t❤❡r σ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♦r µ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳

5 Concluding remarks

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞

❞❡♠❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❧♦♦♣ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

t✐♠❡s ✐♥ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❛❣❛✐♥st ♠❡❛♥ ❞❡❧❛② ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥❣❡st❡❞

❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ☞♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❧♦♦♣s ❧✐❦❡

t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❣✐✈❡ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❤❛♣❡ ♦❢ s✉❝❤

♣❧♦ts ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡

✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦r❡

❧♦♦♣s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t r✉❧❡❞ ♦✉t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛❡st❤❡t✐❝❛❧❧②

♣❧❡❛s✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❡ (µ(t), σ(t)) t♦ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡

◆♦rt❤✲❊❛st✱ ❜❛❝❦ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ◆♦rt❤✲❊❛st ❛❣❛✐♥✱ ❛❢t❡r t✉r♥✐♥❣

❝❧♦❝❦✇✐s❡ s♦♠❡ t♦ t❤❡ ❲❡st ♦❢ t❤❡ ☞rst ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❊❛st✳ ■t s❡❡♠s

♥♦t t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣♦s❡ s✐♠♣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

t❤❛t r✉❧❡s ♦✉t s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
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❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

A Appendix - proofs

■♥tr♦❞✉❝❡ ☞rst s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦rt ❛♥❞ ❡❛s✐❡r

t♦ ❢♦❧❧♦✇✳

Φt = Φ(s(t)), Γt =

∫
s

s(t)

sφ(s)ds, Ψt =

∫
s

s(t)

s2φ(s)ds

µt = µ(t), µ ′

t
= µ ′(t), Rt = R(t), ρt = ρ(t)

❙✉❜s❝r✐♣ts t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ■t

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t❤❛t ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ st❛t❡❞

✇✐t❤♦✉t ♣r♦♦❢✳

Lemma 3

Ψ >
Γ2

1 − Φ
.

✶✸



A.1 Proof of Proposition 1

❘❡✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ µ ❛s µ ′ = ρΓ − (1 − Φ). ❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ σ

♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

σ ′

2
=

∫
s

s(t)

(sRt − t)(sρt − 1)φ(s)ds − µ)µ ′

= RρΨ − RΓ − tµ ′ − µµ ′.

◆♦✇ ✉s❡ ❧❡♠♠❛ ✸ ♦♥ t❤❡ ☞rst t❡r♠

> Rρ
Γ2

1 − Φ
− RΓ − tµ ′ − µµ ′

= RΓ

[

ρΓ − (1 − Φ)

1 − Φ

]

− tµ ′ − µµ ′.

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥s❡rt ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r µ ′ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t t❡r♠s✳

= RΓ

[

µ ′

1 − Φ

]

− tµ ′ − µµ ′

=
µ ′

1 − Φ

[

RΓ − t(1 − Φ) − RΓ(1 − Φ) + t(1 − Φ)2
]

= µ ′
Φ

1 − Φ
[RΓ − t(1 − Φ)]

= µ ′µ
Φ

1 − Φ
.
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A.2 Proof of proposition 2

❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✸✱ t❤✐s t✐♠❡ t♦ σ r❛t❤❡r t❤❛♥

t♦ σ ′✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

σ = R2(Ψ − Γ2) − tΦ(RΓ − t(1 − Φ)) − RΓtΦ

> R2

(

Γ2

1 − Φ
− Γ2

)

− tΦµ − RΓtΦ

= R2Γ2
Φ

1 − Φ
− tΦµ − RΓtΦ

= µ2
Φ

1 − Φ
+ t2Φ(1 − Φ) + µtΦ − RΓtΦ

= µ2
Φ

1 − Φ
+ t2Φ(1 − Φ) − t2Φ(1 − Φ)

= µ2
Φ

1 − Φ

❛s r❡q✉✐r❡❞✳
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