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��
8�
� ��

Ct�� = Rt�� �Wt � Lt .41

Lt ∈ [0, L∗] .�1

�

������ �� .41� ��� ���������	���� ��������	�� 
� ���(��� Lt� �
�	��� ���
�������	���� Wt �Lt ���
� 
	� 
� �������� 	� ��� �������� �	�� Rt�� �
�	�����
Rt�� �Wt � Lt ���� ���2 Rt�� �Wt � Lt �� �������� ���� �� 
������ ��� ����
�����
�� 
� ��� ���������	���� 3��& �� ��� �����
��� 
���������� �
������ Wt

	�� Rt�� 	�� 
��������� 	� ����������� ����� 
� ��� ���������	���� ��������	�&
������������ �� 	����� ��	� ��� ���������	���� ��������	�� 	� ���� t� �� 	
�� ��
�����
��� ������� ��� �	��� �� Et��& 9������� Et�� �� 
��������� 	� �����������
�����2 ��	� ��� ��� ���������	���� ��������	� 
�������� 	� �������
�� ��� ���	
�
�� ��� 
���
�� �� ��� �����������	� %�	����&

C���� ����� 	����������� ��� 3��� ����� 
�������� ��� 	� �������� ��������
.��	� ��� ���� 0 < Lt < L

∗1 �� 
���
� ���
��� �� ��� ���������	���� ��������	� ��

−
1 + θ

L∗ − Lt
+

α � (1− α) � P �A� � kαt � k
α−�
t��

α � (1− α) � P �A� � kαt � k
α−�
t�� � Lt +Et��

= 0 .?1

����� Wt 	�� Rt �	�� 
��� ����	
�� 
� ��� �	���� ����� �� .;1 	�� .01�
�����
������&

'� 
������� ��� ������ �� 	����� ��� ���	��
� �� Et�� ��3��� 
� ���
�%�	����

Et�� = E − η �
�
F (Lt,Kt)

�β
= E − η �

�
L
�−α

t �K
α

t

�β
.:1

����� E �� 	 �������� �	�	����� ������������ ��� �	��� 	������ 
� ��� ����*
�������	� %�	���� ����� ������� ��� ���	���� ���	
� ��� �� �
�����
 	
������2 β
	�� η 	�� �������� �	�	������ ��	������ ��� ���	���� ���	
� �� ��� �����
����
	
������ �� �����������	� %�	���� .��� ����� Et�� 
	� 	����� ���	���� �	����12
Lt 	�� Kt ��������� ��� 	���	�� �	���� �� Lt 	�� Kt� �����
������& '�� �����*
����	���� ��������	� �	(�� 	� ����� 	���	�� �	���� ���� �	����"��� ��� �������
���
����2 �������� 
���� ��������	�� ������
	�� �� ���� �� �	�� Lt = Lt 	��
Kt = Kt& '��� 	��������� ������� ��	� ��� ���������	���� 	���� 
�������� ���

4



���	���� ���	
� �� ��� 
���
�� �� ��� ����������� 	� �������
��2 ��	� ��� ���� ��
�+�
� �� Lt 	�� Kt& '��������� �� ���� ������ ��� 
���
�� �� ��� ���������	����
��������	� 	�� ��� �����	� 	�� �����	�� ���	���� ������	������& 9������� ���
��
��� �������� 
� ��� �
����� 	�� K	�� �%����
��	� �� ��	� �� ������ ��������	�
�	� �������� �� ������ ��� 
���
�� �� 	��� ��� ������ ���#� ������ ������&

���
� �� �����

Kt�� = kt�� � Lt�� =Wt � Lt

��	� ��� �	
��� �������	���� Wt � Lt �� ���������	���� 	���� �� ������ t ��
�������� �	��� 	�� 
�
���� ��� 
	���	� Kt�� ���� 
� ��� ���������	���� 3�� ��
������ t+ 1� �� �
�	�� ��� ��������� ���	��
	� ������

−
1 + θ

L∗ − Lt
+

α � (1− α) � P �A� � kαt � k
α−�
t��

α � (1− α) � P �A� � kαt � k
α−�
t�� � Lt + (E − η � (k

α
t Lt)

β)γ
= 0 . 1

kt�� � Lt�� = A � (1− α) � k
α
t � Lt ./�1

# $�������
 �� ��	 �������%	
 &�	
 �����

'�� ������ . 1*./�1 ��3��� kt�� 	�� Lt�� 	� ���
����� �� kt 	�� Lt& �� ����
��
����� �� ����� ��� ��	
����� �� 3��� ������ �� ��
� ���
���� ���	��
	� ������&
���
� ��� ����� 
���	��� 	 �	��� ���
�� �� �	�	������� �� �	(� 
��	� ��� �����
�� ��� ��� ��������
	�*��	���
	� ������ ��������� 
� I�	������ 	�� J�6�����
./   1 ��	� 	����� �� �� 
�	�	
����"� ��� ��	
����� ���������� �� ���� ���	��
	�
������& !� ������ ���� 
��������� �� �	�	������ ����� ���
� 	 3��� �����
���� 
������	���

K = L = E = 1

������& '��� 	����� �� �� 	�	��"� ��� �+�
�� �� ��	
����� ��� �� 
�	���� ��
�	�	������# �	���� 
���� ���� ��	� ��� 3��� ����� �����#� ���	���	�&

H�%������ ��	� K = L = E = 1 .	��� 
����%������� k = 11� ���� ./�1 ��
�
�	��

A =
1

1− α
.//1

������������ ���� .:1� �� �
�	��

E = 1 + η ./�1

	��� ���� .?1� �� �
�	��

−
1 + θ

L∗ − 1
+

αP

αP + 1− α
= 0

���
� �� �	���3�� �� L∗ > 2 + θ 	��

�



P =
(1− α)(1 + θ)

α(L∗ − θ − 2))
./;1

���	���� ��� ����� ���� k = K = L = E = 1 ���� 
� 	 K	�� �%����
����2
��	� ��� �� ���� 
� 	 �������� �� ��� �	����"	���� ���
��� �� ��� ���������	����
��������	�& '��� 	������ �� ��%���� ��	� L = 1� 	�� ��� L = 0� ���������� ���

��� ����� �� ��� ���������	���� 	���� �� k = K = L = 1 	�� E = 1& '���������
�� ���� ����

U |L�k�E�� = ln(L
∗−1)+

1

1 + θ
ln

�
1 + θ

L∗ − θ − 2
+ 1

�
> ln(L∗) = U |L��� k�E��

C���� ��� 
��������� .//1*./;1� ��� ���	��
	� ������ . 1*./�1 
	� 
� �������
	� �������

kt�� =



 kαt � (L
∗ − Lt � (2 + θ))

(L∗ − θ − 2) �
	
1 + η − η (Ltkαt )

β







�
�−α

./01

Lt�� = Lt � k
α
t �




(L∗ − θ − 2) �

	
1 + η − η (Ltk

α
t )
β



kαt (L
∗ − Lt � (2 + θ))





�
�−α

K���
� ��	� Lt�� � kt�� = Lt � k
α
t &

'�� ,	
�
�	� �	����� ��	��	��� 	� ��� ����	��"�� 3��� ������ ��

J =

�
α���βη�
�−α

βη
�−α −

��θ
��−α��L∗−θ−���

−α�α�βη�
�−α

L∗

��−α��L∗−θ−�� −
α�βη
�−α

�

����

Det(J) =
α � L∗

(1− α) � (L∗ − θ − 2)
./41

Tr(J) =
L∗

(1− α) � (L∗ − θ − 2)
− βη ./�1

������ / ����
	���� ��� �	
� ��
��� �� ��� ��	�� (Tr(J)� Det(J))� ��� 
����*
�������� ��	
����� ������& <�� �� 
�������� �� ��� ��	�� (Tr(J)� Det(J))� ���
�	��*���� ∆ ≡ (Tr(J)|β��,Det(J)|β��) �	�	�����"�� 
� L∗

�L∗−θ−�� ∈ (1,+∞)

�	���� �������� ����� ����� ��	� 1& ��� L∗

�L∗−θ−�� → 1� ∆ 	����	
��� ��� ���*

���� AC 	� ��� ����� ( �
�−α ,

α
�−α)� �� ��� �������� %�	��	�� �� ��� ��	�� (Tr(J)�

Det(J)). ��	����� ���� 	�� ����� (Tr∗,Det∗) 
�������� �� ∆� 	�� ��
��	����
��� �	�	����� β� �� ���� 	���� ��� ����"���	� ���� �� ����� Det(J) = Det∗�
���	��� ��� ����& ��� ��� β ���� ������� Tr(J) 
�
���� ���	����&

?



� �� � � � / &

K���
� ��	�� ���� � �������
�� AC� ��	� �� Det(J)− Tr(j) + 1 = 0� ���� 	
���	�
����
�� /�0$�
���
	 �

���& �� �� �	�� �� 
��
( ��	� ��� 
����
	���� �	��� ��
β ��

β = βtr :=
2 + θ

η � (L∗ − θ − 2)

!��� � �������
�� AB� ��	� �� Det(J)+Tr(J)+1 = 0� ���� 	 1�� /�0$�
���
	

�

��� 	�� ��� 
����
	���� �	��� �� β �� ����� 
�

β = βfl :=
2L∗ + (2 + θ)(α− 1)

η � (1− α) � (L∗ − 2− θ)

������������ ���� ��	� ���� �−α
α

> 1� ��� 3��� ����� �� 	 ���( ��� β ∈
(βtr, βfl) 	�� 	 �	���� ��� β ∈ (0, βtr) ∪ (βfl,+∞)2 ������ ����

�−α
α
< 1� ���

3��� ����� �� 	 ����
� ��� β ∈ (βtr, βfl) 	�� 	 �	���� ��� β ∈ (0, βtr)∪(βfl,+∞)&
���	���� 	 2
�0 /�0$�
���
	 �

��� ���� � �������
�� ��� ������� BC� ��	�

��� ���� Det(J) = 1 	�� Tr(J) ∈ (−2, 2)&
�� ��� ������ �����
���� 
	���	� Kt ���������� 	 ��	�� �	��	
��� �� ��� �����	�

�	���K� �� �����& J�+������� ����Kt� ��� �	��	
�� Lt �� 	 F8������G �	��	
�� ��
��	� �� ���������� ��� ���������	���� ��������	�#� �	
�� ������ 
����� �	(��� ����
	

���� �� ��� 	���	�� �	
��� ����� �� ��� �
������ ��� ����
��� �����������	�
%�	���� 	�� ��� 	

����	��� �����
���� 
	���	�& )����%������� ��������	�� �	��
�� 
����� ��� �����	� �	��� L� .	�� 
����%������ ��� �����	� �	��� �� kt = Kt/Lt1&
�� ��� ����	��"�� ���	�� ��	�� �� 	 �	���� 	�� K� �� ��	� ������ �� 1� ���� �����
������ 	� ���%�� �����	� �	��� �� Lt� L�� ��
� ��	� ��� ��
�� �	����� �������
(k�, L�) 	����	
��� ��� 3��� �����& !��� ��� 3��� ����� �� 	 ���(� ����� ���
�����	� �	��� K�� ���� ����� ������ 	 
�������� �� �����	� �	���� L� ��
� ��	�
��� ��
�� �	����� ������� (k�, L�) 	����	
��� ��� 3��� �����2 
����%������� ���

:



��
�� ��� �
����� ���� ������ �� F����������	��G �� ��	� �� ������� �� ��� 
���
�
�� ��� �����	� �	��� L�& '�� 	
��� ������� ���� ��� ����������	
� ������� ��
��� ���	���� ���	
� �� ����������� �����	��� 
� ��� �����
���� ���
��� �� ���

���������� ����& �� �	���
��	�� �� �	�� ���� ��	� ����������	
� �

��� ����
���� ��� �����	�
� �� �	
��� ����� Lt .���� �����
� �� �����
���� 
	���	� kt1 ��
��� �����
���� ���
���� �� ���� ������ .�&�& �� �−α

α
> 11 	�� �� ��� �����������	�

���	
� �� ��� F��� ���G �� F��� ����G� ��	� �� �� β ∈ (βtr, βfl)&
�� ������ � ��� ������� �� 	 ������
	� ����
��� 	�� �����������2 ����
� ��	�

	 ���	���� 
�����	���� 
������ ��� ����� �� �����
���� .�
�����
 	
������1 	��
��������	��# ����
���� .��	����� 
� ��� ������� ���
���� ��	��	��� 	� 	� 	���	
�*
��� 3��� �����1 ������& -	�	������ 	�� 
����� 	� �������$ E = 3� L∗ = 5� β = 2�
θ = 0.1� P = �

α��−α�A� . '�� ����
��� ����� ��	� �� η .��� �	�	����� ��	������

��� ���	���� ���	
� �� �����
���� �� ��� �����������	� ����1 ��
��	��� .�� ���
������	� (0.1, 0.4)1� ��� �����
���� 	�� 
���������� ������ ��
��	�� ���2 ���*
����� ��� ��
��	�� �� 
���������� �� ��� �����
�� ���� �� ��� 	���
�	��� ����
	� ��
��	�� �� ����
����& '��� ������ ������� ��	� �����������	� ����	�	���� 
	�

� 	� ������ �� �������	
�� �
�����
 ������&

������ ; ����� ��� ��������� �� ��� 	�����	��� �����
���� Y 	���� 	 ������
��
�� ��	����� ��	� 	 ��������� 3��� ����� ����� L = 0.173 	�� 	����	
����
��� ����	��"�� 3��� ����� .����� L = 11� ���
� �� 	 ���(2 ������ 0 ����������
��� ��������� �� ����
���� 	���� ��
� ��
��& -	�	������ 	�� 
����� 	� �������$
E = 7, L∗ = 7� α = 0.21� β = 2.46� η = 0.41� θ = 0.3� P = 1.04. E
����� ��	�
��������	��# ����
���� ����� 
� ������ 	� ��� 3��� ����� ����� ��� �	
��� �����
�� �����2 �������� ��
� 3��� ����� �� ��������� ����� ��� ���	��
�&

� �� � �� � & � �� � �� ; & � �� � �� 0 &

'���� ������� 	�� 
������ �� 	�	������ ������� �
�	���� �� ��� �����	���� ��
�������	
�� �
�����
 ������ 
� =	������� 	�� =��	��� .����� ���;1� ����
� ��
	�& .���4	� ���?1 	�� ����
� .��� 1 �� 
��������� ���� ������& �

������ ��
��
� �������� �����������	� ����	�	���� �	� 
� 	� ������ �� �
�����
 ������
�� ��	� �� ��	�� ��������	�� �� ���( ���� �� �	�� ��� �����
����� �� ��
��	�� �����

���������� �� ����	�� �����& 9������� ��� ��
��	�� �� 
���������� �����#�

������	�� ��� ����
���� �� ����
���� ��� �� �����������	� ����	�	����& ����*
����	��# ����
���� ����� 
� ������ 
� ����
��� �	
��� ����� 	�� 
����������2

 



�������� �� ��������	� �� ��
�����	��� �� ���( 	�� 
������ ���� �� 	��� ��� ���*
��� ���#� �� ��� �	��& '��������� �� ���� 
������� ��� ��
��	�� �� ��� �����
����
����� �� 	 
����%���
� �� 	 
������	���� �	�����&

' (����������� ��
 �����

'�� ���	��
	� ������ ./01 �	� ����
�� 
������ ���	��
� 	� ��� ���������
������
	� �����	����� ����& !� ��� α = 0.1� η = 0.41� L∗ = 7� θ = 0.2& 	��
��� β 	� 
����
	���� �	�	�����2 ���� β ��
��	���� ��� ����	��"�� 3��� �����
(1, 1) ����� ��� ��	
����� 
�
����� 	 �	���� 	�� 	 ������ �L
�
�� 	���	�� ��	 	
�$���
����
�� 1�� /�0$�
���
	 .����
� �
$/��	� /�0$�
���
	1& � ������� ��
��	�� ��
β ��	�� �� ����� B�� 
����
	����� 	

������ �� ���
� 
�
��� �� ������� 4, 8, ..., 2n

	���� ����� ��� ���� �� 	 ���	��� 	���	
��� .����
�!�
$/��	� �
$�� �
 
3�
�1&
������ 4 ����� 	 ������ �L
�
�� �
�	���� .
������ �	��
��1 ��� β = 6.79 	��

������ � ���������� 	 ������ 0L
�
�� �
�	���� ��� β = 8&

� �� � � � 4 & � �� � � � � &

���	���� 
� 	������� β = 8.22 	�� β = 9.13� ��� 
�	���
 	���	
���� ������
�� ������� ? 	�� : 	����� �����
������& ������  ����� 	� ���	������� �� ���
������ �� ��� ��
�	���� �� ������ :& ������ /� ����� ��� ��������� �� <�	�����
��������� �
�	���� �	����� ��� �	��� �� β&

� �� � �� ? & � �� � � � : &

/�



� �� � � �  & � �� � �� / � &

������� // 	�� /� ��������� ��� 
����
	���� ��	��	��� ���� �����
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