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❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝♦✉♥tr② ❛s t❤❡② ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✐t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs
✉♥❞❡r ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❜✉❞❣❡t❛r② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ✜r♠s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝❛♣✐✲
t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❝♦sts ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ■t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s♣✐❧❧✲♦✈❡r ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝②
✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s
❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✳ ✶

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❇✉t
♦✉r ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
✇❡❧❧ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞
❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡
✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝♦sts ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞s ✭❢♦r❡✐❣♥ ♦r
❞♦♠❡st✐❝✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❡❝♦♥✲
♦♠②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s✱ ✐t ✇❛s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❢♦r r❡❛s♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ❛♥♦t❤❡r ❛s ✐♥✈❡st♠❡♥t
✐♥♣✉t✳ ●✐♦✈❛♥♥✐♥✐ ✭✶✾✽✽✮ ❛♥❞ ❲②♣❧♦s③ ✭✶✾✾✶✮ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡
❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❚✉r♥♦✈s❦② ❛♥❞ ❙❡♥✭✶✾✾✶✮
❛❧s♦ tr❡❛t t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱
❜✉t t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ♥♦♥✲❞❡s✐r❛❜❧❡ r❡s✉❧t s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t
♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡♥✲
❞♦❣❡♥♦✉s s✉♣♣❧② ♦❢ ❧❛❜♦r✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ❇✉✐t❡r ✭✶✾✽✾✮ ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ✐♥ ❤✐s t✇♦✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧s✿ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr②
❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♦r ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠❛t✐❝ ✕ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧
✕ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ r❡❛❧
✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡❛❝ts t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ s♦ ❞♦❡s
t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳

❆s ♥♦t❡❞ ❜② ●✐♦✈❛♥♥✐♥✐ ✭✶✾✽✽✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✲
✐❝② ❡✛❡❝t ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s
✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❛s t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t
❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ✐s ✐♥✈❡rt❡❞ ❝❛♥ ❜❡

✶❙❡❡ ●✐❛✈❛③③✐ ❛♥❞ ❲②♣❧♦s③ ✭✶✾✽✹✮✱ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ✭✶✾✽✺✮✱ P✐t❝❤❢♦r❞ ✭✶✾✾✵✮✱ ❛♥❞
❖❜st❢❡❧❞ ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ❲❡✐❧ ✭✶✾✽✾✮ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙❡❡
❉❛✐ ✭✶✾✾✷✮ ❢♦r ❛ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳
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❛❧s♦ ❡♥✈✐s❛❣❡❞❀ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝②
♣r♦❞✉❝❡s ❡q✉❛❧❧② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s♦♠❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ s♦ t❤❛t ♦♥ ♦t❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦ r❡♣❧❛❝❡
t❤❡ ❛❞ ❤♦❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② s♦♠❡ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡✳ ❚❤❡
q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❥✉st✐❢② t❤✐s ❝❧❡❛r ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ r♦❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞ ❤♦❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ♦✛❡r ✉s ❛ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✲
♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞s ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✐♠♣❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ t❤❡ ❧❡ss ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✐♠✲
♣♦rt ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr✐❡s
✭♦r ❢✉r♥✐s❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r✐❡s✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ ♦♥❡ s♠❛❧❧
❝♦✉♥tr② ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ ✉s✐♥❣ ✉♥✐q✉❡❧②
t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ✇♦r❦s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❛s t❤❡ r❡❛❧✐t② ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♦r t❤❛t ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s
❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❤❛s ♠❛♥❛❣❡❞
t♦ ❛❞♦♣t✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ❡①✐st ♦♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s
r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts ✐♠♣❧✐❡s ✜rst t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✱
❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦♦❞s
✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ✷

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡s✉♠❡❞ ✐♥ ♣♦st✉❧❛t✐♥❣
❛ ❢❡✇ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝✲
❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
t♦ ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡✲

✷❲❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ str❛t❡❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡
❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦r t❤❛t
❡q✉✐♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈❡r② s❤♦rt✲r✉♥✳ ❆ ❧❡ss ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦✉♥tr② ❝♦✉❧❞ s❛❝r✐✜❝❡ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t✉r❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦✉♥tr②
❝❛♥ ❢✉r♥✐s❤ ✐t✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ tr② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐ts❡❧❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②
❝♦sts ✐♥ ❡①♣❡❝t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦✉♥tr②✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❝❛♥ ♥♦t✱ ✉♥❧✉❝❦✐❧②✱ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❤❡r❡✳

✸



❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
✐♥✈❡st♠❡♥t ❣♦♦❞s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♣r✐❡t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞
t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❍♦✇ ✇✐❧❧ ✐t ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts
s♦ t❤❛t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦❄ ■♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡✈❡r② ❣♦♦❞s
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ✇✐❧❧ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤✐s
❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡✳

■♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ■ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ r♦❧❡
♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❝t✐✈✐t② ❛❜s♦r❜s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛♥♥❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ s❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✜r♠s✱ ♦r ✐♥ ✐♠✲
♣❧✐❝✐t ♠❛♥♥❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ♣❡rs♦♥s✱ ✐♥ ❛ ✜r♠✱
✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts ✐s s❡t ✉♣
✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❀ ✐t ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✲
❨❛❛r✐✲t②♣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♦♣❡♥
❡❝♦♥♦♠② ✸❀ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣r✐❡t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞
s❡❝t✐♦♥❀ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤
s❡❝t✐♦♥❀ s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❢t❤ s❡❝t✐♦♥❀ ❛♥❞ ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳

✸❚❤❡ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✲❨❛❛r✐✲t②♣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞
t♦ st✉❞② ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♣♦❧✐❝② ✐ss✉❡s ❛s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ▼❛ts✉②❛♠❛
✭✶✾✽✼✱ ✾✵✮✱ ❇✉✐t❡r ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ P❧♦❡❣ ✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡❜t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr② ✐s ✇❡❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❱❛r♦✉❞❛❦✐s ✉s❡s ❛❧s♦ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✲❨❛❛r✐✲t②♣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥
♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❋r❡♥❦❡❧ ❛♥❞ ❘❛③✐♥ ✭✶✾✽✼✮✳

✹



✶ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts

✶✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts

✐♥t♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧

❚❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✱ I(t)✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✿ ✹

I = Ψ(ID, IF ), ✭✶✮

✇✐t❤
Ψ1 > 0, Ψ11 < 0, Ψ2 > 0, Ψ22 < 0,

Ψ12 = Ψ21 >,< 0, Ψ11Ψ22 − Ψ2
12 > 0.

✇❤❡r❡ I✱ ID ❛♥❞ IF ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆s ♥❡t ✐♥✈❡st✲
♠❡♥t✱ I ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❝❛♣❛❝✐t②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ID ❛♥❞ IF ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝
❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ Ψ1, Ψ2 > 0, ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥❡
✉♥✐t② ♦❢ ✇❤❛t❡✈❡r ❣♦♦❞s ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t②
♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s Ψ11, Ψ22 < 0 s✐❣♥✐✜❡s t❤❛t t❤✐s
♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥ t♦ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦sts✱ ✐t ♥❡❡❞s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♦❢ ♦♥❡ ❣♦♦❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♥❡t
✐♥✈❡st♠❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞ ✐❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❣♦♦❞s st❛②s ✜①❡❞✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ψ11 ❛♥❞ Ψ22 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ❡✈❡r② ❣♦♦❞s ❛s ✐ts q✉❛♥t✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡
❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ Ψ12, Ψ21, ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
♦r ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❡rt❛✐♥
s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❯③❛✇❛ ✭✶✾✻✾✮ ❛♥❞ ❍❛②❛s❤✐ ✭✶✾✽✷✮✱
❛s t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛s r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣r♦ss ✐♥✈❡st♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
t❤❛t ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉ts ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❣♦♦❞s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇✉t✱ ❢♦r t❤❡s❡
t✇♦ ❛✉t❤♦rs✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥t❡r✐♦r❧② r❡s♦❧✈❡❞✳

✺



✶✳✷ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✜r♠

❚❤❡ ✜r♠ ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r ♦♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡ts✳
■t ✉s❡s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ K ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜♦r L t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(K, L) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣r✐❡t✐❡s✿

f1 > 0, f11 < 0, f2 > 0, f22 < 0, f11f22 − f12f21 > 0.

■♥ ♥♦t✐♥❣ p ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥
❣♦♦❞s✱ ✺ ❛♥❞ w ❛s t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✜r♠✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡✿

max
L,I,K

∫ ∞

t

[

f(K, L) − wL − ID −
IF

p

]

e−
∫ s

t
r(u)duds. ✭✷✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✿

K̇ = I − δK. ✭✸✮

❚❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠✐♥✉s t❤❡ ✇❛❣❡ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛t r❛t❡ δ✳

❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

f2 = w, ✭✹✮

qΨ1 − 1 = 0, ✭✺✮

qΨ2 −
1

p
= 0, ✭✻✮

q̇ = (r + δ)q − f1, ✭✼✮

K̇ = Ψ(ID, IF ) − δK, ✭✽✮

lim
s→∞

q(s)K(s)e−
∫ s

t
r(u)du = 0. ✭✾✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✮ ♣♦st✉❧❛t❡s ❛ st❛t✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡✳ ❇② ❛❞♠✐tt✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ ✐s

✺■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ s♦ ✐t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss✳

✻



♣❡r❢❡❝t❧② ✢❡①✐❜❧❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ✭✺✮✱ ✭✻✮ r❡✢❡❝t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥
✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✿ ✇❤❛t ❜r♦✉❣❤t ❜② ❛ ✉♥✐t② ♦❢ ❣r♦ss ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡② ✐♠♣❧② ❛❧s♦
t❤❛t p = Ψ1/Ψ2✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭✼✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ID ❛♥❞ IF ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s
❣✐✈❡s✿

[

Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

] [

dID

dIF

]

=

[

0 − 1
q2

− 1
qp2 − 1

pq2

]

[

dp dq
]

✭✶✵✮

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✵✮ ❣✐✈❡s✿

[

dID

dIF

]

=
1

∆

[

Ψ21

p2q
1

pq2 (Ψ21 − pΨ22)

−Ψ11

p2q
1

pq2 (Ψ11 − pΨ21)

]

[

dp dq
]

✭✶✶✮

✇✐t❤ ∆ = Ψ11Ψ22 − Ψ12Ψ21 > 0✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ(., .)✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ID✱ IF ❛♥❞ I ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

dID

dp
=

Ψ21

∆p2q
>< si Ψ21 >< 0, ✭✶✷✮

dID

dq
=

1

∆pq2
(Ψ21 − pΨ22) > 0, ✭✶✸✮

dID

dp
= −

Ψ11

∆p2q
> 0, ✭✶✹✮

dID

dp
=

1

∆pq2
(pΨ21 − Ψ11) > 0, ✭✶✺✮

dI

dp
=

1

∆p2q
(Ψ1Ψ21 − Ψ2Ψ11) > 0, ✭✶✻✮

dI

dq
= (Ψ1I

D
q + Ψ2I

F
q ) > 0. ✭✶✼✮

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s (Ψ1Ψ22 − Ψ2Ψ12) < 0 ❛♥❞
(−Ψ1Ψ12 + Ψ2Ψ11) < 0✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✼



♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳
❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s s♣❡❝✐✜❡❞ ❤❡r❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛s t❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st✲
♠❡♥t I ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❡✈❡r② ❣♦♦❞s r✐s❡s✳ ❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♠♦r❡
❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ✭✺✮✱ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✶✮✿







Ψ11 Ψ12 Ψ1

Ψ21 Ψ22 Ψ2

Ψ1 Ψ2 0













dID

dIF

dq





 =







0 0
1 0
0 1







[

dp
dI

]

✭✶✽✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ dID/dI > 0 ❛♥❞ dIF /dI > 0✱ ✐t ♥❡❡❞s (Ψ1Ψ22 − Ψ2Ψ12) < 0 ❛♥❞
(−Ψ1Ψ12 + Ψ2Ψ11) < 0✳

■♥ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts✱ ID ❛♥❞ IF ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t
✐♥✈❡st♠❡♥t I ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿

ID = ID(p, q), ID
p >,< 0, ID

q > 0; ✭✶✾✮

IF = IF (p, q), IF
p > 0, IF

q > 0; ✭✷✵✮

I = I(p, q), Ip > 0, Iq > 0; ✭✷✶✮

❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❲❤✐❧❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❡ ♦❢ p
❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s
✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✱ ❛ r✐s❡ ♦❢ p ✐♥❞✉❝❡s
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ID✳ ❲❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✱ ❛ r✐s❡ ♦❢
p ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ ID ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ IF ✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ p ❛♥❞ ♦❢ q ♦♥ IF ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋r♦♠ t❤❡
t✇♦ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s ❡❛s✐❧② t❤❛t t❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✭p✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✭q✮✳

❖♥❡ r❡♠❛r❦ ❛❜♦✉t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜r♠✬s ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❆s t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧
❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✐♥t❡r✈❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱
t❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦♦❞s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❊✈❡♥ t❤❡
❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s s❤❛r❡ t❤❡ r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss s♦ t❤❛t
t❤❡ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳ ❇✉t ❡✈❡♥ t❤✐s
❝❛s❡ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t✱ t❤❡ s❤❛r✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✳ ❚❤✐s
✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts✳
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❆s t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡s✱ t❤❡
s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s y ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ R
❛r❡ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ K✳ ❯s✐♥❣ f(K, L) ❛♥❞ f ′(K, L)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

y = y(K), y′(K) > 0;

R = R(K), R′(K) < 0;

✇❤✐❝❤ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡t✉r♥
♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
K✳

✷ ❚❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥ ♠♦❞❡❧

✷✳✶ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts ❛♥❞ t❤❡ ✜r♠✬s
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❤♦rts ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs
✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ✭✶✾✽✹✱ ✽✺✮ ❛♥❞ ❨❛❛r✐
✭✶✾✻✺✮✳ ✻ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Ċ = (r − ρ)C − θ(ρ + θ)(A + B), ✭✷✷✮

Ȧ = r(A + B) + X(p) − (1 − α)C −
IF (p, q)

p
−

GF

p
, ✭✷✸✮

q̇ = (r + δ)q − R(K), ✭✷✹✮

K̇ = I(p, q) − δK, ✭✷✺✮

ṗ = (r∗ − r)p, ✭✷✻✮

y(K) − αC − ID(p, q) − GD − X(p) = 0, ✭✷✼✮

rB + GD +
GF

p
= T. ✭✷✽✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② r❡♠❛r❦s✱

✻❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼ ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥
❣♦♦❞s ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

✾



❡①❝❡♣t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝✲
❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✇❡❛❧t❤✳ ❚❤❛t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜ts
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✜r♠ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❡❣❛❧✐t❛r✐❛♥ ❢❛s❤✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ❧✐✈✐♥❣ ❝♦♥✲
s✉♠❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ❛❣❡s ✕ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❢♦r ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s✳ ■❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦❧❞✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡♥
❤♦✇ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❜r✐♥❣s t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ❛s t❤❡ ❜♦♥❞
✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞❄ ❆s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ ❜♦♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛❣❡ ✕ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ✐♥ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡
r❛t❡ ✕✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ s❤❛r❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ■t ✐s
t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡
❜♦♥❞s✳ ✼

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♠❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ tr❛❞❡ s✉r♣❧✉s ♦r
❞❡✜❝✐t✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✺✮ ❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t f1 ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② R✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✻✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ■t r❡✲
♠❛✐♥s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② ♠♦r❡ ❢❛❝t♦rs ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts t❤❛♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✼✮ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s
♠❛r❦❡t✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♦♥ t❤✐s ♠❛r✲
❦❡t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞s ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝
❣♦♦❞s ❜② t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞
❢♦r❡✐❣♥ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤✐s ❣♦♦❞s✳

✼■t ✐s s✉r❡❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡s ❛r❡ r❡♠✉♥❡r❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❜♦♥❞s s♦ t❤❛t ✐t
❜r✐♥❣s t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡ ♥❡t
♣r♦✜ts ✭♦r ❧♦ss❡s✮ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❛ ❡❣❛❧✐t❛r✐❛♥ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ✇❡❛❧t❤
✇✐❧❧ ♠♦❞✐❢② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❛❦❡♥ ✐♥
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤② t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜ts ✭♦r ❧♦ss❡s✮ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
t♦ ✇♦r❦❡rs ♥♦t ❝❛♣✐t❛❧✐sts✳

✶✵



✷✳✷ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
✐✳❡✳ Ċ = Ȧ = q̇ = K̇ = ṗ = 0✿

(r − ρ)C − θ(ρ + θ)(A + B) = 0, ✭✷✾✮

r(A + B) + X(p) − (1 − α)C −
IF (p, q)

p
−

GF

p
= 0, ✭✸✵✮

(r + δ)q − R(K) = 0, ✭✸✶✮

I(p, q) − δK = 0, ✭✸✷✮

r = r∗, ✭✸✸✮

y(K) − αC − ID(p, q) − GD − X(p) = 0, ✭✸✹✮

rB + GD +
GF

p
= T. ✭✸✺✮

❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♠❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t✱ B✱ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r②✱ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳ ❆s ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s ♦♥❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞
❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ B = 0✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✵✮ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢
♣❛②♠❡♥ts st♦♣s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❞♦♠❡s✲
t✐❝ ❣♦♦❞s ✐s ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ♥❡✇ ❢❛❝t♦r ✐♥t❡r✈❡♥❡s ✐♥
t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✕ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦
✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ t❤❡
✇♦r❧❞ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p ❛♥❞ q✱ t❤❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✲
r✉♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s
♠❛r❦❡t✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t✇♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s❡ ❛s t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t✳
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✸ ❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛✲

❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠

✸✳✶ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❛❧

✐♥t❡r❡st r❛t❡

❆s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ■♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ✇❡❛❧t❤✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A✱ K✱ r✱ p ❛♥❞ q✳ ❚❤❛t ❣✐✈❡s✿ ✽

C = C(r, A,K, p, q, T ). Cr < 0, CA, CK > 0, Cp, Cq, CT < 0. ✭✸✻✮

❆ r✐s❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t♦t❛❧
✇❡❛❧t❤✱ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦t❛❧ ✇❡❛❧t❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♥ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✇❡❛❧t❤ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ❛s ❝❛♣✐t❛❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ C(.) ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✻✮ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✹✮✱ t♦ ♦❜t❛✐♥✿

y(K) − αC(r, A,K, p, q, T ) − ID(p, q) − GD − X(p) = 0. ✭✸✼✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✼✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ❣✐✈❡✿

dr =
1

αC1

XdZ, ✭✸✽✮

✇✐t❤ X = [y′
K − αCK ,−ID

p − X ′ − αCp,−αCA,−ID
q − αCq,−1, αCT ] ❛♥❞

dZ = [dK, dp, dA, dq, dGD, dT ]′✳

■t ✐s ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t y′
K − αCK > 0✳ ■♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❡r♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞

✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ K ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛ s✉r✲
♣❧✉s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ t♦t❛❧❧② ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❞❡♠❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ✭♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❝♦♥s✉♠❡

✽❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✱ C = (ρ+ θ)(A+H) ✇✐t❤ H =
∫

∞

t
[y(K)− ID −

IF /p − T ]e
−

∫

s

t

[r(u)+θ]du
ds✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
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✐♥❢❡r✐♦r t♦ ♦♥❡✮✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ K
♦♥ r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①❝❡ss s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡ r t♦
st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r✐✈❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ ❜② t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ p ❡①❡rts ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❞♦♠❡s✲
t✐❝ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t✱ ✜rst✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡①♣r❡ss❡❞
❜② t❤❡ ✜r♠❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠
❜② ❢♦r❡✐❣♥❡rs ✕ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✭❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s✮ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡
r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❜② ❞♦♠❡st✐❝ r❡s✐❞❡♥ts❀ t❤✐r❞❧②✱ ❜②
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✇❡❛❧t❤ ✭Cp✮✳

❆t t❤❡ ✜rst ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ p ♦♥ r ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱
❡✈❡♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ ❢❛❝t ♦♥
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ID

p ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ X ′ ❛♥❞ Cp✳ ❲❤❡♥ ID
p ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✱
t❤❡ t❡r♠ −ID

p −X ′ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❢ t❤✐s ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t s✉r♣❛ss❡s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡
❡✛❡❝t✱ s♦ t❤❛t −ID

p − X ′ − αCp > 0✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ r✐s❡ ♦❢ p ✐♥❞✉❝❡s ❛♥
❡①❝❡ss s✉♣♣❧② ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t✱ ✇❤♦s❡ r❡❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥ t❤❡
✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ −ID

p −X ′ − αCp ✐s
♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✳

●✐✈❡♥ t❤❛t Cr < 0, CA > 0, CT < 0 ❛♥❞ ID
q > 0✱ Cq < 0✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ A✱ GD ❛♥❞ T ✱ ❡①❝❡♣t q✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡❛s✐❧② ✐♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t✳ ❖♥❡ ♦❜t❛✐♥s✱

r = r(K, p,A, q, GD, T ). rK < 0, rp < (?)0, rA, rq, rGD > 0, rT < 0; ✭✸✾✮

✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
rK + rp + rT + rq + rGD + rT = 0 ✭✹✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛s r ❛❧✐❣♥s t♦ r∗✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✾✮ ♣❧❛②s ❛ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧✲
②s✐s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧
✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛❧✐❣♥s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✳

✶✸



✸✳✷ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✷✮✲✭✷✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✐t ✉s t♦ t❛❦❡ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ❊✈❡♥
t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ■ ❝❛♥ ❝❧❡❛r ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢❛❝✐♥❣
♣♦❧✐❝② ♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❤♦❝❦s✳

■♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✾✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✷✮
✕ ✭✷✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

















Ċ

Ȧ
q̇

K̇
ṗ

















=



















r∗ − ρ rAC − θ(ρ + θ) rqC rKC rpC

−(1 − α) rAA + r∗ rqA −
IF
q

p
rKA φ1

0 rAq rqq + r∗ + δ rKq − RK rpq
0 0 Iq −δ Ip

0 −rAp −rqp −rKp −rpp



































C − C̄
A − Ā
q − q̄

K − K̄
p − p̄

















✭✹✶✮

✇❤❡r❡ φ1 = rpA + X ′ + IF

p2 −
IF
p

p
✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧s GF

p
✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉❜✲

❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣✳ ■♠♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✜①❡s t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝
❣♦♦❞s✳

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✶✮ ✐s✿

∆ = [(r∗ − ρ)r∗ − (1 − α)θ(ρ + θ)][(r∗ + δ)(rpδp + IprKp) − f11(Iqrpp − Iprqp)]

+(r∗ − ρ)rAp{IF
q Ipf11/p − φ1[(r

∗ + δ)δ + RKIq]}.

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ A ❛♥❞ K✱ ❛♥❞ t❤r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛❞❥✉st ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♠✉st ❤❛s ❛t ❧❡❛st
t✇♦ st❛❜❧❡ r♦♦ts ✭t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt✮ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t✱ t♦ t❤❡ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❢t❡r ❛ s❤♦❝❦ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣♦s✐♥❣ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② t❡r♠✐♥❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✾

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐①
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✶✮ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ∆ > 0✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∆ > 0 ❝❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ③❡r♦✱ t✇♦ ♦r
❢♦✉r st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ●✐✈❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧

✾❙❡❡ ❇✉✐t❡r ✭✶✾✽✹✮✳

✶✹



❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡ tr❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡
tr❛❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛✣r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr✉❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠ t♦t❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ rA = 0✱
✐✳❡✳ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❤✉♠❛♥ ✇❡❛❧t❤ ♦♥ r ✐s s♦ ❢❡❡❜❧❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡✲
❣❧❡❝t❡❞✳

❲❤❡♥ rA = 0✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❜❡❝♦♠❡s✿

∆ = [(r∗−ρ)r∗− (1−α)θ(ρ+ θ)][(r∗ + δ)(rpδp+ IprKp)− f11(Iqrpp− Iprqp)].

■t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ (r∗ − ρ)r∗ − (1 − α)θ(ρ + θ) < 0 ❛♥❞ [(rpδp + IprKp) −
f11(Iqrpp − Iprqp)] < 0✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∆ > 0 ✐s ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✐t ✉s t♦ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ rA = 0✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜✲s②st❡♠s✱ C✲A ❛♥❞ q✲K✲p✳

❋♦r t❤❡ s✉❜✲s②st❡♠ C✲A t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∆1 = (r∗ − ρ)r∗ − (1 −
α)θ(ρ + θ) < 0 ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❆s r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s✉❜✲s②st❡♠ q✲K✲p✱ ■ ❛❞♠✐t t❤❛t
∆2 = (rpδp + IprKp) − RK(Iqrpp − Iprqp) < 0✳ ■t ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛❞♠✐t✲
t❡❞ t❤❛t rp < 0 ❛♥❞ rq > 0 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭∆2 < 0✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
ID
p + X ′ + αCp < 0✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡
r❛t❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡t ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞
t❤❛t ID

q + αCq > 0✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲s②st❡♠✱ Tr. = rqq+r∗−rpp > 0✱ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧②
♦♥❡ st❛❜❧❡ r♦♦t✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ■ ❤❛✈❡ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧
s②st❡♠ t✇♦ st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ rA = 0 ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✱
✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ♠❛❦❡ ✐t ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ rA 6= 0
✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ p ♥♦t t♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t p ❛❧✐❣♥s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛t ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞②✲st❛t❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ rA 6= 0 ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ ❝❛♥ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❛s❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ rA = 0✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t s❡r✐♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ p ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❞❡♠❛♥❞s t❤❡
t✇♦ ❣♦♦❞s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❡♠♣♦r❛r② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts

✶✺



❧♦♥❣✲r✉♥ ❧❡✈❡❧✳

■❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1✱ ✳✳✳✱ λ5 ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ③❡r♦✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✈❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r♦♦ts✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ❧❡t ✉s t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ✇❤❡♥ rA ❜❡❝♦♠❡s
❛ ❧✐tt❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♠❛r❣❡ ✐s ♣❡r❤❛♣s q✉✐t❡ ❣r❡❛t ❢♦r ♦♥❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t st❛❜✐❧✐t②✳

❲❡ r❡♠❛r❦ ✐♥ r❡❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ s✉❜✲s②st❡♠ q✲K✲p✱
∆2 = (rpδp + IprKp) − f11(Iqrpp − Iprqp)✱ t❤❛t ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ p ❛♥❞ ♦❢ q t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✇❡❛❧t❤ ✭s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s rp ❛♥❞ rq ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡✮✱
∆2 ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉❜✲s②st❡♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉♥✲
st❛❜❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✭♦❢ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t✮ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳

✹ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡

❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

❚❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ✜♥❛♥❝❡❞ ❜②
♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛①❡s✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛s C✱ A✱ q✱ K ❛♥❞ p ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✾✮✲✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✸✹✮✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❛ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r②
♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✾✮✲✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✸✹✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡s✿

[

M
]

















dC
dA
dq
dK
dp

















=

















0 0
0 1
0 0
0 0
1 0

















[

dGD

d(GF

p
)

]

✭✹✷✮
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✇✐t❤

[

M
]

=



















r∗ − ρ −θ(ρ + θ) 0 0 0

α − 1 r∗ −
IF
q

p̄
0 X ′ −

IF
p

p̄
+ IF

p̄2

0 0 r∗ + δ −RK 0
0 0 Iq −δ Ip

−α 0 −ID
q yk −ID

p − X ′



















.

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛t t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✷✮ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∆ = [(r∗ − ρ)r∗ − (1 − α)θ(ρ + θ)]







r∗ + δ −RK 0
Iq −δ Ip

−ID
q yK −ID

p − X ′







+αθ(ρ + θ)









−
IF
q

p̄
0 X ′ −

IF
p

p̄
+ IF

p̄2

r∗ + δ −RK 0
Iq −δ Ip









✭✹✸✮

●✐✈❡♥ t❤❛t RK < 0✱ Iq✱ ID
q > 0✱ yK > 0✱ Ip >,< 0✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ∆ ✭✹✸✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ■ ❛❞♠✐t t❤❛t [(r∗−ρ)r∗− (1−α)θ(ρ+ θ)] < 0
❛♥❞ ID

p + X ′ < 0✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ID

p + X ′ + αCp ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst
t❡r♠ ♦❢ ∆✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥✉♠❡r♦✉s ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛❝t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
s❡♥s❡✱ s♦ t❤❛t ■ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
s✐❣♥ ♦❢ ID

p + X ′✳

❆s IF
q , IF

q > 0✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ∆ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ♠❛tr✐①✳ ■t ♥❡❡❞s t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❛tt❡♥t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ X ′−
IF
p

p̄
+ IF

p̄2

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡
♦✈❡r t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ❡①❡rt❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦
q✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t

♣r♦❝❡ss✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ −
IF
q

p̄
✳ ❚♦ ❥✉st✐❢② t❤✐s ❝♦♠♠❡♥t✱ ✐t ✐s

s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✿ ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡

X(p) − (1 − α)C − IF (p,q)
p

✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✱ ■ ♦❜t❛✐♥

X ′ −
IF
p

p
−

IF
q

p

dq

dp
+

IF

p2
. ✭✹✹✮

✶✼



■♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✶✮ ❛♥❞ ✭✸✷✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❜❡t✇❡❡♥ q
❛♥❞ p ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dq

dp
=

IpRK

−IqRK + δ(r + δ)
. ✭✹✺✮

❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✺✮ ✐♥t♦ ✭✹✹✮ ❣✐✈❡s ❥✉st❧② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✲
tr✐① ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✹✸✮✳ ■❢ ■ ❛❞♠✐t t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛ tr❛❞❡ ❞❡✜❝✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐ts
❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ∆ ✐s t❤❡♥ ✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛t t❤❡
❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✷✮✱ ∆✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✷✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛❜✐t✉❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣✐✈❡s✿
















dC
dA
dq
dK
dp

















=
1

∆

















A15 A12

A25 A22

A35 A32

A45 A42

A55 A52

















[

dGD

d(GF

p
)

]

✭✹✻✮

✇✐t❤

A15 = −θ(ρ + θ){IpRK

IF
q

p̄
− (X ′ −

IF
p

p̄
+

IF

p̄2
)[δ(r∗ + δ) − RKIq)]} < 0,

A25 = −(r∗ − ρ){IpRK

IF
q

p̄
− (X ′ −

IF
p

p̄
+

IF

p̄2
)

[δ(r∗ + δ) − RKIq)]} >,< 0, if r∗ <,> ρ,

A35 = −RKIp[(r
∗ − ρ)r∗ − (1 − α)θ(ρ + θ)] < 0,

A45 = −(r∗ + δ)Ip[(r
∗ − ρ)r∗ − (1 − α)θ(ρ + θ)] > 0,

A55 = −[δ(r∗ + δ) − RKIq)][(r
∗ − ρ)r∗ − (1 − α)θ(ρ + θ)] > 0;

A12 = θ(ρ + θ){δ(r∗ + δ)(ID
p − X ′) − RK [Iq(I

D
p + X ′) − ID

q Ip]} < 0,

A22 = (r∗ − ρ){δ(r∗ + δ)(ID
p − X ′)

−RK [Iq(I
D
p + X ′) − ID

q Ip]} >,< 0, if r∗ <,> ρ,

A32 = −αθ(ρ + θ)RKIp > 0, A42 = −αθ(ρ + θ)δ(r∗ + δ)Ip < 0,

A52 = −αθ(ρ + θ)[δ(r∗ + δ) − RKIq] < 0.

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
t❛❜❧❡ ✶✳

✶✽



C A q K p
GD − ± − ✰ ✰
GF

p
− ± ✰ − −

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✲

♠❡♥t ✐♥♣✉ts✳

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
C ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ A ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❢ ✐t ✐s ❛❞✲
♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❝r❡❛t❡s ❛ tr❛❞❡ ❞❡✜❝✐t
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
♦♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞♦✉❜t t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②
♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❣♦❡s ❣❡♥❡r✲
❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❢❡❡❜❧❡✱ ♦❢ C ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ GD✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ GF /p r❡✐♥❢♦r❝❡s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ C✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s
t❤❛t t❤❡ s✉♣♣❧② ❡✛❡❝t ❝♦♠❡s t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ t❛① ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s s✉♣♣❧② ❡✛❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥
❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❞❡♠❛♥❞s ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ♦r
t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ GD r❡❞✉❝❡s t❤❡
❤✉♠❛♥ ✇❡❛❧t❤ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐t ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ p ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜r✐♥❣ ❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥
t✉r♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✇❡❛❧t❤✳ ❆♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐❧❧ ❡①❡rt ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ GF /p✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥
t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱ q✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ K✱ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✱ p✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ GD ❛♥❞ ♦❢ GF /p ❤❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ■❢ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ GD ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ p✱ ✇❤✐❝❤ st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ♦♥❡ ❤❛s
t❤❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
r❛t✐♦✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣♦♦❞s
✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧
st♦❝❦ ✐s ♦❢t❡♥ ✉♥❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

✶✾



❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✇♦r❧❞ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st
r❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ p st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥
t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❛♥❞ r❛✐s❡s t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❚❤✐s
♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❤❛s ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ q✳ ❚❤❛t ✐s ❡✈✐❞❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡
❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮✱ ♦♥❡ ❤❛s q = R(K)/(r + δ)✳ ■♥ ✉s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥ t♦ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ K s✐❣♥✐✜❡s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ q✱ ❛s R ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ K ❛✉❣♠❡♥ts✳

✺ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤

♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✲

✐❝② s❤♦❝❦s

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s C✱ A✱ q✱ K✱ p
❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ✐❢ ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❚♦ ✐❧✲
❧✉str❛t❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ■ ♠✉st ♠❛❦❡ ❤❡r❡ t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝r❡❞✐t♦r ❝♦✉♥tr②

■t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❤❡r❡ r = 5%✱ ρ = 4%✱ θ = 3%✱ δ = 5%✱ ID
q = 1.2✱ IF

q = 1.3✱
R = 0.12✱ RK = −0.5✱ ID

p = 0.5✱ IF
p = 0.7✱ IF = 2✱ p = 1.5✱ q = 1.2✱

X ′ = −0.5✱ α = 0.6✱ rA = 0.0001✱ rq = 0.003✱ rK = −0.005✱ rp = −0.002✱
Iq = 2.8✱ Ip = 0.7✱ A = 10✱ B = 0✱ C = 2.1✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ ❝♦✉♥tr② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r❡❞✐t♦r ❛t st❡❛❞②✲st❛t❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rA ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r rA ≤ 0.0003✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛
st❛❜❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② λ1 = −1.15478✱
λ2 = −0.00019683✱ λ3 = 0.00562425✱ λ4 = 0.060043✱ λ5 = 1.20683✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t❤❡♥ t✇♦ st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡r❡
♠❛② ❜❡ ❛♥ ♦✈❡r✲s❤♦♦t✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♥❞❡r✲s❤♦♦t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♣❡r♠❛✲

♥❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❛ ❝r❡❞✐t♦r ❝♦✉♥tr②✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ✭dGD > 0✮✳ ❚❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
(A0 − Ā) = 1 ❛♥❞ (K0 − K̄) = −1.5✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r❝❡✱ ❛s ✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s str♦♥❣❧② t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤ ♦❢ C✱ A✱ q
❛♥❞ p✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ A ❛♥❞ K
❛r❡ ♥♦t s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✱ C✱ q ❛♥❞ p ♦✈❡r✲s❤♦♦t t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳
❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞❥✉st q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ C ❞❡❝r❡❛s❡s
str♦♥❣❧② ❛t ✜rst ❛♥❞ r✐s❡s t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱ q✱ ✐t ✈❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭♣❛t❤ ✐♥❞❡①❡❞ ✶✮✱ t❤❛t ✐s q✉✐t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ q ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳
❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐s s✉♣❡r✐♦r
t♦ t❤❛t ♦❢ s❤♦rt✲r✉♥✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❞❡r✲s❤♦♦t✐♥❣
♦❢ q ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥❞❡①❡❞ ✷✮✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♦✈❡r✲s❤♦♦ts
✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ ✐ts ♣❛t❤ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ A ✐s ♦♥❧② ❢❡❡❜❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡

✷✶



❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ K✱ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ✭❤❡r❡ A✮ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✜rst ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞
t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝❛♥
❡①♣❡❝t t❤❛t C ❛♥❞ p ❝❛♥ t❛❦❡ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s❡✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ rA ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝r❡❞✲
✐t♦r ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ rA ✐s ✈❡r② s✉❜t❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥✉♠❡r✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ rA = 0.0001✱ t❤❛t ✐s ✈❡r② ❢❡❡❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ rA ♠❛❦❡s
t❤❡ s②st❡♠ ♠♦r❡ ♣r♦✲✉♥st❛❜❧❡✳ ❲❤❡♥ ■ tr✐❡s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
rA = 0.0002✱ ✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣r✐s❡s ♦♥❧② ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ✐s λ1 = −1.15476✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ λ2 = 1.20679✱ λ3 = 0.0590322✱ λ4 = 0.0070776✱
λ5 = 0.000457561✳

✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡❜t❡❞ ❝♦✉♥tr②

■t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❤❡r❡ r = 5%✱ ρ = 6%✱ θ = 3%✱ δ = 5%✱ ID
q = 1.2✱ IF

q = 1.3✱
R = 0.12✱ RK = −0.5✱ ID

p = 0.5✱ IF
p = 0.7✱ IF = 2✱ p = 1.5✱ q = 1.2✱

X ′ = −0.5✱ α = 0.6✱ rA = 0.0003✱ rq = 0.003✱ rK = −0.005✱ rp = −0.002✱
Iq = 2.8✱ Ip = 0.7✱ A = −10✱ B = 0✱ C = 2.7✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥
✐♥❞❡❜t❡❞ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rA ✐s ♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r rA ≥ 0✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ st❛❜❧❡ s②st❡♠
✇✐t❤ t✇♦✱ ♦r ❢♦✉r st❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② λ1 = −1.19982✱ λ2 = −0.0168863✱ λ3 = 0.00701107✱ λ4 =
0.0515631✱ λ5 = 1.15817✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t✇♦ st❛❜❧❡ r♦♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ✭dGD > 0✮ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ A✱ ❛s ✐ts s✐❣♥ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❞❡❜t ♦✇♥❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s ❣❡♥❡r✲
❛❧❧② A0−Ā < 0 ❛♥❞ K0−K̄ < 0✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ A0−Ā = −1 ❛♥❞
K0 − K̄ = −1.5✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t C ♦✈❡r✲s❤♦♦ts ✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥
r❡❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ str♦♥❣❧② ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ A ❞❡❝r❡❛s❡s ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ r✐s❡s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♣❡r✲

♠❛♥❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s✿ ❝❛s❡ ♦❢

❛♥ ✐♥❞❡❜t❡❞ ❝♦✉♥tr②✳

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ A ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ K ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ r❛✲
t✐♦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛t❤ ✐♥ ♦✈❡r✲s❤♦♦t✐♥❣ ✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ p ♦✈❡r✲s❤♦♦ts ✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ✐t ❢♦❧❧♦✇s
❛ ♣❛t❤ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝❡♥❞s ✜rst ❛♥❞ r✐s❡s ✉❧t❡r✐♦r❧②✳

❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❝r❡❞✐t♦r ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡
♦❢ rA ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦r❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ●✐✈❡♥ rA = 0.04✱ ✇✐t❤✲
♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✶✵ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣r✐s❡s ♥♦✇ ❢♦✉r st❛✲
❜❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② λ1 = −1.13817✱ λ2 = −0.00149745✱
λ3 = −0.181203 + 0.14748i✱ λ4 = −0.181203 − 0.14748i✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥st❛❜❧❡
r♦♦t ✇❤✐❝❤ ✐s λ5 = 1.19867✳

✶✵◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ rA = 0.0003 ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ rA = 0.04✳

✷✸



✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉ts t♦ ❜❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ✜r♠s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛❝r♦❡✲
❝♦♥♦♠✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣♦✐♥t✱ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❡❝♦♥✲
♦♠② ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ♣❡r♠✐ts ✉s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s♣✐❧❧✲♦✈❡r ❡✛❡❝ts
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❡t❝✳✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✕ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s✱ ■ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♠✐t ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② s✐t✉❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞ ❤♦❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦♥❡ s❡t ✉♣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ r✐❣♦r♦✉s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❛❞♦♣t❡❞
❜② t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥❝✐❧✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♦♥❡ ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉♠s ✉♣ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr②✱ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦✉♥tr② ♦♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢
t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✜❣✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❚❤✐r❞❧②✱ t❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② t♦
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛❜♦r ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r ❛ss✉♠✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r✐❧② t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ r♦❧❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✲
✈❡st♠❡♥t ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦
❞❡♣❡♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳ ■❢ ♦♥❡ ❛❞♠✐ts t❤❛t ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❲❤❡♥ t❤✐s s♣❡♥❞✲
✐♥❣ ✐s ❞❡st✐♥❡❞ t♦ ❜✉② t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦♥
t❤❡ r❡❡❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❚♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡
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r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥❢❡r✐♦r t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❛t❤ ✭❛♥❞✴♦r ❜✐rt❤✮ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
♦t❤❡r✇✐s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❚❤❡
t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❡①❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♦♥ t❤❡
❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❜② ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❣r❡❛t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❢❡❡✲
❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❡♥ t♦ ♣♦st✉❧❛t❡ t✇♦
❛ss✉♠♣t✐♦♥s q✉✐t❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡
✜rst ✐s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t t❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❣♦♦❞s ❞✉❡ ✐♥ ❣r❡❛t ♣❛rt
t♦ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✐♥♣✉ts ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

■♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧
❝r❡❞✐t♦r ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦✲
♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠❛② ♠❛❦❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ♠♦r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛s t❤❡
❝♦♥s✉♠❡rs ✇❛♥t t♦ s❛✈❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❞♦♠❡st✐❝
r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❞❡❜t❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✳ ▼♦r❡ ✇❡❛❧t❤ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠❛❦❡s
✐♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦r❡ st❛❜❧❡✳ ❋♦r ❛ str♦♥❣❡r r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
✐♥t❡r❡st r❛t❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✇❡❛❧t❤✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭❢♦✉r✮ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t✇♦✮✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t♦r② st❛❜✐❧✐t② ❜❡❝❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦r❝❡s✱ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❛❞❥✉st✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡
❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ t❛❦❡ ❞✐✈❡rs ❢♦r♠s✱
♦❢t❡♥ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st✲
♠❡♥t ♣❛t❤s ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ♠❛②
❜❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✱ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♦✈❡r✲s❤♦♦t✐♥❣✱ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ ♦✈❡r✲s❤♦♦t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r✲s❤♦♦t✐♥❣✳ ❆s r❡❣❛r❞
t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥
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❡q✉❛❧❧② t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

✼ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❡t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠❡r ❤❛s ❛ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❧✐❢❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ✭✶✾✽✹✱ ✽✺✮✳

❍❡ ❝♦♥s✉♠❡s t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❣♦♦❞s✳ ❚♦ ♠♦❞✐❢② ❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❛t❤✱

❤❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ❍❡ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡s✳

❍❡ s❤❛r❡s✱ ❛t ❡q✉❛❧ r✐❣❤t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥s✉♠❡rs✱ t❤❡ ♣r♦✜t ♦r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡

✜r♠✶✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣❛②s ❡q✉❛❧❧② ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛① t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✉s❡s

✐t t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✱ ❝♦♥s❝✐♦✉s ♦❢ ❤✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r ♦♥ t❤❡s❡

t✇♦ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠❡r

✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

max
{cD(s),cF (s)}

∫ ∞

t
ln α1−αe−[ρ+θ](s−t)ds ✭✹✼✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

ȧ(t) = [r(t) + θ]ω(t) + w(t)l(t) + ζ{Y (t) − w(t)L(t) − ID(t) ✭✹✽✮

−
IF (t)

p(t)
} − cD(t) −

cF (t)

p(t)
− τ(t),

lim
s→∞

a(s)e−
∫ s

t
r(u)du ≥ 0, ✭✹✾✮

cD(t), cF (t) ≥ 0. ✭✺✵✮

❍❡r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ρ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✇❡❛❧t❤ ✐s ♥♦t❡❞ ❜② a(t)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤✐s ♣❛rt

✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✹✽✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦✜t r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✜r♠s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ζ ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢

♣r♦✜t ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✛❡rs t❤❡

s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r✱ ζ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ l/L ✇✐t❤ l ❛♥❞ L ❞❡s✐❣♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤❡ s✉♠ ID(t)+IF (t)/p(t)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦sts ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✾✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t②✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❝♦♥s✉♠❡r

❝❛♥ ❜♦rr♦✇ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❜✉t ❤❡ ❤❛s ✉❧t✐♠❛t❡❧② t♦ r❡✐♠❜✉rs❡ ❤✐s ❞❡❜t✳ ❚❤❡

✐♥t❡r❡st r❛t❡ r(t) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✶✶❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ tr♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❡❝♦♥♦♠② t❤❡
♣r♦✜ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛♥❞ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❡q✉✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜r♠✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ♥♦t t♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞s
❛♥❞ s❤❛r❡s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✳

✷✼



❝❧♦s❡❧② t♦ t❤✐s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✳

■♥ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✿

cD = αc, ✭✺✶✮

cF = (1 − α)pc, ✭✺✷✮

c = cD + pcF = [ρ + θ](a + h), ✭✺✸✮

ċ = (r − ρ)c, ✭✺✹✮

h =

∫ ∞

t
[w(s)l(s) + ζ{Y (s) − w(s)L(s) − ID(t) ✭✺✺✮

−
IF (t)

p(t)
− τ(s)]e−

∫ s

t
[r(u)+θ]duds,

✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✇❡❛❧t❤✳

■♥ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t C✱ CD✱ CF ✱ A✱ T ❛♥❞ H ❛s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ c✱ cD✱ cF ✱ a✱ τ ❛♥❞ h✱ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞

❡❛s✐❧② ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ✭✶✾✽✺✮✳

CD = αC, ✭✺✻✮

CF = (1 − α)pC, ✭✺✼✮

C = CD +
CF

p
= (ρ + θ)(A + H), ✭✺✽✮

Ċ = (r − ρ)C − θ(ρ + θ)A, ✭✺✾✮

H =

∫ ∞

t
[Y (s) − ID −

IF

p
− T (s)]e−

∫ s

t
[r(u)+θ]duds, ✭✻✵✮

Ȧ = rA + f(K, L) − ID −
IF

p
− C − T, ✭✻✶✮

✷✽
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