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❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮ ❛ss✉♠❡s ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡✛♦rt ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠ ❛♥❞ ✇♦r❦❡r t♦ ❝♦♠♠✐t ♦♥ t❤❡✐r ❡✛♦rt✴✇❛❣❡
❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✜r♠✴✇♦r❦❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛s ❛ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r s❡ ♥♦t ❛ ✭s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮ t❤❡♦r② ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✳❧✳♦✳❣✳✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✽✹✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ✉♥✐❢② t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊✣❝✐❡♥❝② ❲❛❣❡✱ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❘❡♣❡❛t❡❞ ●❛♠❡✱ ❙✉❜❣❛♠❡ P❡r✲
❢❡❝t ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✼✷✱ ❈✼✸✱ ❏✹✶✳

✯ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ❑✐❡❧ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳
❸ ❞❡♥♥✐s✇❡ss❡❧❜❛✉♠❅✇❡❜✳❞❡

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ♥♦❜❡❧ ❧❛✉r❡❛t❡ ●❡♦r❣❡ ❆✳ ❆❦❡r❧♦❢

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❢❛✐r ✇❛❣❡ t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❣✐❢t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮✮✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ❡①♣❧❛✐♥s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜②

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ✇❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ♥♦♥✲

♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜r♠s t❡♥❞ t♦ ♣❛② ❛ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇♦r❦❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡✛♦rt✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❆❦❡r❧♦❢✬s

✐❞❡❛✱ ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✽✹✮ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳

❲❤✐❧❡ ✐♥ ❆❦❡r❧♦❢✬s ♠♦❞❡❧ ❡✛♦rt ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✶ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③

❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✛♦rt ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ❛ ✇♦r❦❡r ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦

s❤✐r❦✱ ✈✐③✳ t❤❡ ✇♦r❦❡r ♠✐❣❤t ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❡✛♦rt✳ ❯♥❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱

t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✉r❣❡ t❤❡ ✜r♠ t♦ ♣❛② ❛ ✇❛❣❡ t❤❛t ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ✇❛❣❡✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ s♦♠❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❢♦r s❤✐r❦✐♥❣✳ ❆s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❧❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞

❛♥❞ ❝❛✉s❡ ✭❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s ✇♦r❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛❣❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ✇❛❣❡✱ ❜✉t

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✉s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛✤✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❆❦❡r❧♦❢✬s

✐❞❡❛ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥t❡①t✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✐t❛❜❧❡ ❡✛♦rt ✐s ❝r✉✲

❝✐❛❧✳ ❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮ st❛t❡s t❤❛t ✧❙✐♥❝❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❛t ❧❡❛st ❛

❜✐t s✉r♣r✐s✐♥❣ ✳✳✳ t❤❛t ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ♣❛✐❞ ✇❛❣❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡✐r ♦✉t♣✉ts✳✧

❋r♦♠ ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r ✐s ❤❛r❞❧② ✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡ ❞✉❡

t♦ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦❡rs

♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜r♠✴✇♦r❦❡r ♣❛✐r s❡ts t❤❡ ✇❛❣❡✴❡✛♦rt

❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✲ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜r♠ ♠❛①✐♠✐③❡s ♣r♦✜ts ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ✐ts

♣❧❛♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❛①✐♠✐③❡s ✉t✐❧✐t② ❛t t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✲✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✇❛❣❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✳✷

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❆❦❡r❧♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✳✸

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s

✶✳ ❆ ✜r♠✲✇♦r❦❡r ♠❛t❝❤ ❡①✐sts ♦r ✐s ❝r❡❛t❡❞✱

✷✳ ❋✐r♠✬s s♦❧✈❡ t❤❡✐r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱

✸✳ ❋✐r♠✬s s❡t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛❣❡✱

✹✳ ❲♦r❦❡r✬s r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✇❛❣❡ ♦✛❡r ❛♥❞ s❡t t❤❡✐r ❡✛♦rt✱

✺✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡s✳

❲❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ✜r♠ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦❡r ❤❛✈❡ s♦♠❡❤♦✇ ♠❛t❝❤❡❞✱ t❤❡ ✜r♠ ♠❛①✲

✐♠✐③❡s ✐ts ♣r♦✜ts ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛❣❡✴❡✛♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥✳✹ ❚❤❡ ✇♦r❦❡r

✶❆♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✇♦r❦❡rs t♦ ❝♦♠♠✐t ♦♥ t❤❡✐r ❡✛♦rt ✧❣✐❢t✧✳
✷❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t ✇❤❡t❤❡r ♦✉t♣✉t ✭♦r
❡✛♦rt✮ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❝♦♠♠✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✛♦rt✳

✸❙❡❡ ❡✳❣✳ ❉❛♥t❤✐♥❡ ❛♥❞ ❉♦♥❛❧❞s♦♥ ✭✶✾✾✵✮ ♦r ❉❛♥t❤✐♥❡ ❛♥❞ ❑✉r♠❛♥♥ ✭✷✵✵✹✮ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❆❦❡r❧♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛ ❘❇❈✱ ◆❑▼ ❝♦♥t❡①t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ♥♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❤✐r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧❛❜♦r
❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ✜r♠ s♦❧✈❡s ✐ts ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐✳❛✳ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❡✛♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❦♥♦✇♥

✷



r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❆❦❡r❧♦❢ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤✐s

✐✳❛✳ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✐❢t ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✐✳❡✳ ✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ ✧s❡♥t✐♠❡♥ts✧ ❢♦r t❤❡ ✜r♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s s❡♥t✐♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡❞ ❜② ✜r♠✬s ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ✭s✉❜✲

❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇✳❧✳♦✳❣✳✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✭s✉❜❣❛♠❡✮ ♣❡r❢❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♦♣❡r✲

❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✽✹✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

✉♥✐❢② t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②

✇❛❣❡s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts

♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ✈✐❡✇ ♦♥

t❤❡ ✜r♠✴✇♦r❦❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✷ ❚❤❡ ❘❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r❵s ❞✐❧❡♠♠❛✺✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡ T ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡② ❜♦t❤ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❣❛♠❡ t♦ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ❢♦r

❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ ♦✉r ❣❛♠❡ B ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✲♠♦✈❡

♠❛tr✐①✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦✉r ❣❛♠❡ ✐s t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

st❛t✐♦♥❛r②✳ ▲❡t P ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t {1, 2, ..., n}✳ ❖✉r

❣❛♠❡ st❛rts ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t = 0 ❛♥❞ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✈❡r②

♣❧❛②❡r ❤❛s ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ t♦ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡

♥❡①t r♦✉♥❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❡♥❛❜❧❡ ♣❧❛②❡rs t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ♦♥

t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❡✈❡♥ts ✉♣ t♦ ♣♦✐♥t t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss

♦❢ ♣❧❛②❡r✬s ♣❛②♦✛s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s✳ ❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s

❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳✻ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❧❛t❡r ♣✉r♣♦s❡✳ ▲❡t Ut,i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡r i ♦✈❡r t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ B ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t φ ∈ (0, 1) ❜❡

t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛②♦✛s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r

B ❛♥❞ t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ♣❛②♦✛s ♦❢ ♣❧❛②❡r i ❛s

∞
∑

t=0

φtU t,i. ✭✶✮

t♦ t❤❡ ✜r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✺❆s ✉s✉❛❧ ✐♥ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧✐✈❡❞✳
✻◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮ ♦♥❧② st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣✱
❜❡❝❛✉s❡ ✇♦r❦❡r ❛♥❞ ✜r♠ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s✉r❡ ❤♦✇ ❧♦♥❣ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
✇♦r❦❡r ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐♥ ❛ r❡❝❡ss✐♦♥ t❤❡ ✜r♠ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❤❡❛t ♦r t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✸



❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②♦✛ str❡❛♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

(1 − φ)

∞
∑

t=0

φtΓt
i = (1 − φt)Γ̂i + φtΓ̌i, ✭✷✮

✇❤❡r❡ Γt
i ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛②♦✛ ♦❢ ♣❧❛②❡r i ❢♦r t ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ❧❡t Γ̂i ❞❡♥♦t❡ t❤❡

❝♦♥st❛♥t ♣❛②♦✛ ❢♦r t❤❡ ✜rst t ♣❡r✐♦❞s✱ ✇❤✐❧❡ Γ̌i ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛②♦✛ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t

♣❡r✐♦❞s✳✼ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t st
i = (s0

i , s
1
i , ...) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳

❚❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ s ✐s t❤❡ ♥✲t✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐✉❛❧ str❛t❡❣✐❡s s✉❝❤ t❤❛t s = (s1, ..., sn)✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡♣❡❛t❡❞✲❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛②❡rs (i, j) ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s

C ❛♥❞ N ✳ ❆ str❛t❡❣② ❢♦r ♣❧❛②❡r i t❤❛t ❡♥s✉r❡s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s✿ ♣❧❛② C ✐♥ t❤❡ ✜rst

♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✐✛ ♣❧❛②❡r j ❛❧✇❛②s ❝♦♦♣❡r❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

♣❧❛② N ✱ ✐✛ ♣❧❛②❡r j ♣❧❛②❡❞ N ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ▲❡t ♣❧❛②❡r i′s r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡

str❛t❡❣② ❜❡ s̃i = (s̃0
i , s̃

1
i , ...)✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ❛❢t❡r ❤✐st♦r② ht✽

s̃t
i(h

t) =







C, ✐✛ ht = (C, C)t✱

N, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❛♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ❊①❛♠♣❧❡

i, j ❈ ◆
❈ ✶✱✶ ✲✶✱✷
◆ ✷✱✲✶ ✵✱✵

■❢ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs st✐❝❦ t♦ t❤❡✐r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ 1✳ ◆♦✇✱ ❧❡t ♣❧❛②❡r i ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ C ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳ ❋♦r

t❤❡ ✜rst t ♣❡r✐♦❞s✱ s❤❡ r❡❝❡✐✈❡s 1 ❛♥❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ t̄✱ s❤❡ r❡❝❡✐✈❡s 2✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛②♦✛

❢r♦♠ (C, N)✳ ■♥ ❛♥② ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞ t > t̄✱ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ N ✱ ✐✳❡✳ t♦ ♥♦t

❝♦♦♣❡r❛t❡✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ 0✳✾ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ②✐❡❧❞s t❤❛t✱

(1 − φ)

∞
∑

t=0

φtΓt
i = (1 − φt)Γ̂i + φt

(

(1 − φ)Γ̌i + φΓ̃i

)

, ✭✸✮

✐❢ ♣❧❛②❡r i r❡❝❡✐✈❡s Γ̌i ♦♥❧② ❢♦r ♣❡r✐♦❞ t✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ♣❧❛②❡r i′s ♣❛②♦✛ ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♥❣

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 1 − φt(2φ − 1)✳ ❙♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛ ②✐❡❧❞s t❤❛t t❤✐s ❝❤❡❛t✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t

♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s φ ≥ 1

2
✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳

✼(1−φ)
∑

∞

t=0 φtΓt
i = (1 − φ)

(

∑j−1
t=0 φtΓt

i +
∑

∞

t=j φtΓt
i

)

= (1 − φ)
(

Γ̂i(1−φt)
1−φ

+ Γ̌iφt

1−φ

)

= (1 − φt)Γ̂i + φtΓ̌i✱

s❡❡ ❘❛t❧✐✛ ✭✶✾✾✼✮✳
✽❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣r♦✜❧❡ a ✐t ❤♦❧❞s h0 = (a)0✱ s✉❝❤ t❤❛t ht = (C, C)t✳
✾❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✐s ♣❧❛②✐♥❣ N ❢♦r ❛♥② ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❖♥❡
♠✐❣❤t ❛ss✉♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜r♠✴✇♦r❦❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❝❤❡❛t✐♥❣ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ✇❛② ❜❛❝❦ t♦ r❡❜✉✐❧❞ t❤❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣✳

✹



❆s ❛ ✜♥❛❧ st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✉❜❣❛♠❡ t❤❛t st❛rts ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t̂ ✇✐t❤ ❤✐st♦r② ht̂✳ ❚❤❡

r❡str✐❝t✐♦♥ ŝ t♦ t❤❡ s✉❜❣❛♠❡ ht̂ ❞❡✜♥❡s t❤❡ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s s✉❜❣❛♠❡✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥

t♦ t❤✐s s✉❜❣❛♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ŝt
i(h

t̂) =







C, ✐✛ ht̂ = (C, C)t̂✱

N, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s ✭✐✮ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❝❤♦♦s❡♥ t♦ ❝♦✲

♦♣❡r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ❝❤❡❛t❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❝❧❛ss ✭✐✮ s✉❜❣❛♠❡s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡

❣❛♠❡ str❛t❡❣② ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ✭✸✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ✉♣ t♦ t❤✐s s✉❜❣❛♠❡ ❤❛s t♦ r❡❛❞ ❛s

ht = ht̂ = (C, C)t = (C, C)t̂✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ✭✸✮ s̃t
i ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ŝt

i

✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ✭✐✮✱ ✐✛ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r

❤♦❧❞s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss✱ ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❝❤♦♦s❡♥ t♦ ♥♦♥✲

❝♦♦♣❡r❛t❡✱ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ s✉❜❣❛♠❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

s❤♦✇♥✱ t❤❛t s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱

t❤❛t ❢♦r ❛♥② s✉❜❣❛♠❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ s̃t
i ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤❛t s✉❜❣❛♠❡✱

✐✛ φ ≥ 1

2
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s̃t

i ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞

❣❛♠❡✳

✸ ❚❤❡ ❊✣❝✐❡♥❝② ❲❛❣❡ P❡♥❞❛♥t

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❛ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✭s✉❜❣❛♠❡

♣❡r❢❡❝t✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐✛ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ✐s ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ t❤❡♦r② ✲ ❢r♦♠ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝

✈✐❡✇♣♦✐♥t ✲ ②✐❡❧❞s s✉❝❤ ❛ Pr✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✳ ❲❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❄ ❚❤❡ ♣❛②♦✛s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s ❡✛♦rt e > 0✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥

❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ u(en, e, w, ǫ)✱ ✇❤❡r❡ ǫ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s t❛st❡ ❛♥❞

en ❛r❡ t❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ ❡✛♦rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✛♦rt ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦❡r

❛♥❞ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ ❡✛♦rt ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❛❣❡ w > 0 ✲ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✲ t♦ ❜❡ s♦♠❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♠❡♥t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❣♦❛❧s✳✶✵ ❋♦r t❤❡

✜r♠✱ ♦♥❧② ♦✉t♣✉t y ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t w > e✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rt ✲

❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ✲ ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

✇❡ ❛ss✉♠❡ y > w✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❣❡♥❡r❛t❡s ♣r♦✜ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❛♠❡✲♠❛tr✐① ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

✶✵❚❤♦s❡ ❣♦❛❧s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠ ❛♥❞ ✇♦r❦❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛② ✭s❡❡ ▲❡♠✐❡✉① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮✳ ■❢ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts✱ w ≥ b

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❤♦❧❞✳

✺



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❤❡ ❊✣❝✐❡♥❝② ❲❛❣❡ ●❛♠❡

❋✴❲ ❈ ◆
❈ ✭②✲✇✮✱✇✲❡ ✲✇✱✇
◆ ②✱✲❡ ✵✱✵

■❢ ✜r♠ ❛♥❞ ✇♦r❦❡r ❝♦♦♣❡r❛t❡✱ t❤❡ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❤❛s t♦ ♣❛② t❤❡

✧❡①tr❛✧ ✇❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇♦r❦❡r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❡✛♦rt ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t

❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡✐s✉r❡✮✳ ■❢ t❤❡ ✜r♠ ❝♦♦♣❡r❛t❡s✱ ❜✉t t❤❡ ✇♦r❦❡r ❝❤♦♦s❡s t♦ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t❡✱

t❤❡ ✜r♠ ❤❛s t♦ ♣❛② t❤❡ ✇❛❣❡ ✭s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦♥ ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ✇❛❣❡✮ ❜✉t r❡❝❡✐✈❡s

♥♦ ♦✉t♣✉t✳✶✶ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ (N, C)✳ ■❢ ❜♦t❤

♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t❡✱ t❤❡ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s ♥♦ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦❡r ❝❛♥

s♣❡♥❞ t❤✐s ❡✛♦rt ❢♦r ❧❡✐s✉r❡✱ ❤❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉t✐❧✐t②✳

■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥❢❡r

t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ Pr✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛t✐❝ ✭s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t✮ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s (N, N)✱ ✇❤✐❧❡ 0 < (y − w) ❛♥❞ 0 < w − e✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t ✉♣ t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✭s✉❜❣❛♠❡

♣❡r❢❡❝t✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ✜r♠ ❛♥❞ ✇♦r❦❡r

❝❤♦♦s❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❛♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❚❤❡ ✜r♠ ✇✐❧❧ ❝♦♦♣❡r❛t❡✱ ✐✛

y ≥
w

φ
. ✭✹✮

Pr♦♦❢

❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❚❤❡ ✇♦r❦❡r ✇✐❧❧ ❝♦♦♣❡r❛t❡✱ ✐✛

w ≥
e

φ
. ✭✺✮

Pr♦♦❢

❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ t❤❡♦r② ✲ ❢r♦♠ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ✈✐❡✇ ✲ ✐s

✐♥ ❢❛❝t ❛ Pr✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ❛♥❞✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✭s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶✶❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s ♦✉r
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

✻



✹ ❋✐♥❛❧ ❘❡♠❛r❦s

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢r♦♠ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❆❦❡r❧♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞

✉♣♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛♠❡

❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠ ❛♥❞ ✇♦r❦❡r ✐s ❛ Pr✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r s❡ ♥♦ ✭s✉❜❣❛♠❡

♣❡r❢❡❝t✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t

❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆❦❡r❧♦❢ ✭✶✾✽✷✮ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡

t❤❡♦r② ✐s ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✽✹✮ t❤❡♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥

✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠

❛♥❞ ✇♦r❦❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥✐❢②

t❤❡s❡ t✇♦ ✐❞❡❛s✱ ♦❢t❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❞✐s♣❛r❛t❡✳

✼



❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❚❤❡ ✜r♠ ✇✐❧❧ ❝♦♦♣❡r❛t❡✱ ✐✛

y ≥
w

φ
. ✭✻✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❛♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ✭✸✮ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②

♦❜t❛✐♥

(1 − φt)(y − w) + φt ((1 − φ)y) . ✭✼✮

❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ ❝❤❡❛t✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

y − w + φt(w − φy). ✭✽✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❝❤❡❛t✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ♣r♦✜ts ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦✜t ❢r♦♠ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

y − w + φt(w − φy) ≤ y − w. ✭✾✮

❆♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

y ≥
w

φ
, ✭✶✵✮

q✳❡✳❞✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❚❤❡ ✇♦r❦❡r ✇✐❧❧ ❝♦♦♣❡r❛t❡✱ ✐✛

w ≥
e

φ
. ✭✶✶✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦❡r ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ✜r♠s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

(1 − φt)(w − e) + φt ((1 − φ)w) . ✭✶✷✮

❙♦♠❡ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❣✐✈❡s

w − e + φte − φt+1w. ✭✶✸✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❡❛t✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

w − e + φte − φt+1w ≤ w − e, ✭✶✹✮

✽



s✉❝❤ t❤❛t

w ≥
e

φ
. ✭✶✺✮

q✳❡✳❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❦❡r❧♦❢✱ ●❡♦r❣❡ ❆✳✳ ✶✾✽✷✳ ✧▲❛❜♦r ❈♦♥tr❛❝ts ❛s P❛rt✐❛❧ ●✐❢t ❊①❝❤❛♥❣❡✳✧ ◗✉❛r✲

t❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧s ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✭✾✼✭✹✮✿ ✺✹✸✲✺✻✾✳

❉❛♥t❤✐♥❡✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❛♥❞ ❆♥❞r❡ ❑✉r♠❛♥♥✳ ✷✵✵✹✳ ✧❋❛✐r ❲❛❣❡s ✐♥ ❛ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡✳✧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ✼✭✶✮✿ ✶✵✼✲

✶✹✷✳

❉❛♥t❤✐♥❡✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❇✳ ❉♦♥❛❧❞s♦♥✳ ✶✾✾✵✳ ✧❊✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s ❛♥❞

t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ♣✉③③❧❡✳✧ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✹✭✼✮✿ ✶✷✼✺✲✶✸✵✶✳

▲❡♠✐❡✉①✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❲✳ ❇❡♥t❧❡② ▼❛❝▲❡♦❞✱ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ P❛r❡♥t✳ ✷✵✵✼✳ ✧P❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ P❛② ❛♥❞ ❲❛❣❡ ■♥❡q✉❛❧✐t②✳✧ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ◆♦✳ ✶✸✶✷✽✳

❘❛t❧✐✛✱ ❏✐♠✳ ✶✾✾✼✳ ▲❡❝t✉r❡ ❙❧✐❞❡s t♦ t❤❡ ●r❛❞✉❛t❡✲▲❡✈❡❧ ❈♦✉rs❡ ♦♥ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❦✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈✐rt✉❛❧♣❡r❢❡❝t✐♦♥✳❝♦♠✴❣❛♠❡t❤❡♦r②✴✳

❙❤❛♣✐r♦✱ ❈❛r❧ ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ❊✳ ❙t✐❣❧✐t③✳ ✶✾✽✹✳ ✧❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛s ❛

❲♦r❦❡r ❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❉❡✈✐❝❡✳✧ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✹✭✸✮✿ ✹✸✸✲✹✹✹✳

✾


	Introduction
	The Repeated Prisoner's Dilemma
	The Efficiency Wage Pendant
	Final Remarks

